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INLEIDING

De bedoeling van deze oefeningenverzameling is tegemoct
te komen aan de behoefte -aan eenvoudig oefenmateriaal van ele--
mentair karakter. De opgenomen ocefeningen zijn voor een groot
deel ontleend aan tentamina van de Technische Hogeschool te Delit
en sluiten aan bij de twee cursussen "Toegepaste Statistiek" )
en "Elementaire Mathematische Statistiek" 2). ZiJj bestrijken
slechts een zeer klein gedeelte van de gangbare statistische
methoden, zoals uilt de verderop gegeven formules en tabellen
blijkt. De opgaven (of gedeelten daarvan), die aansluiten bij
de eerstgencemde cursus zijn van een sterretje voorzien.

Van alle oefeningen is een volledig uitgewerkte oplossing
opgenomen, waarbij alleen van de in dit boekje opgenomen tabel-
len en formules gebrulk gemaakt wordt. In sommige gevallen is
naast een voor de hand liggende oplossing een tweede oplossinis-
methode beschreven, die minder voor de hand ligt, maar sneller
tot het doel leidt.

De volgorde der opgaven, hoewel niet aselect, is evenmin
systemztisch. Dit heeft ten doel de gewenste oplossingsmethode
niet aan te geven door de plaats van de opgave.

NOTATIES

~e in de statistiek gebruikelijke notaties en definltics
worden bekend ondersteld. Enkele daarvan vermelden wij hieror.-
der:
wh = waarschijnlijkheid,
whn= waarschijnli jkheden,
whr= waarschi jnli jkheidsrekening,
A = blj benadering gelijk aan,
€ = mathematische verwachting,
/>0 = verwachting, variantie,
k = tweezijdige overschrijdingskans,
k, = rechtséénzijdige overschrijdingskans,
ky = linkséénzljdige overschrijdingskans.
Stochastische grootheden worden door onderstreepte lettcrs

il

aangegeven. Dezelfde letters, niet onderstreept, stellen getallen
of algebraische variabelen voor.

1) Rapport S 120 van het Mathcmatisch Cemtrum, Amsterdam, door

Prof.Dr J. Hemelrijk en Ph, van Elteren.

2) Rapport S 95 van het Mathematisch Centrum, Amsterdam door
Prof.Dr J. Hemelrijk.



w wordt steeds gebrulkt voor een normaal verdeelde groot-
heid met gemiddelde O en spreiding 1 (een N (0,1) verdeelde
grootheid).

N(w,0) geeft een normale verdeling met verwachting . en
spreiding o aan.

FORMULES

1., De axloma's der whr, voor zover dile bij deze opgaven expli-

ciet te pas komen, luiden:

1) o= P[A] =1 voor iedere gebeurtenis A,
2) P[Al=0 als A onmogelijk is,

(1) 3) P[Al=1 als A zeker is,
4)y P[AoOf Bl= P[A]l+ P[B] - PlAen B].

2. Normale benadering. Bij een aantal opgaven moet gebruik ge-

maakt worden van de normale benadering voor de verdeling van
een stochastische grootheid. Geven wij deze grootheid aan met x
en is €x-u en o*{x} = 0> , terwijl u een N(0,1) - verdeclde
stochastische grootheid voorstelt, dan geldt:

(2)  Plezx]= PlEfy XK] 5 Plyexs]

en deze laatste kan in tabel 1 van de N(0,1) - verdeling opgc -
zocht worden.

Is x discreet verdeeld en zijn de afstanden tussen opeen-
volgende mogelijke waarden van x gelijk aan 1, dan is het in
de regel wenselijk een continuiteitscorrectie toe te passen,
die tot de volgende formule leidt:

(2") Plxzx]= Plus X-/;_w%]

en

(2'") Plxzx]~ Pluz X—/i:-a].

3. Betrouwbaarheidsintervallen voor een onbekende fractie of wh

Zijn in een steekproef van n exemplaren uit een gfote
populatie x exemplaren gevonden met een zeker kenmerk A en
stelt © de (onbekende) fractie aan exemplaren met kenmerk A

in deze populatie voor, dan geldt, behoudens een onbetrouwbasar-
heid X2



(3) 6, e = e%,

waarin

xX+%C ‘\/c(-ﬂ':‘,,,;x-2 + ;&c)

(4) 8, =
Nn+C
en
(5) o* _ ><-+5§c+\/c(3<—(%§2 +g|-c) ;

n+C

en waarin c¢, afhankelijk van « , in de onderstaande tabel
opgezocht kan worden. (zie ook de opmerking op blz, 6).

Tabel A,
o (tweezijdig) c
0,2 1,64
0,1 2,71
0,05 3,84
0,01 6,63

De éénzijdige uitspraken € = e* en e,z© gelden, ieder af-
zonderlijk, met onbetrouwbaarheidsdrempel 3o . De gelijkheids-
tekens kunnen naar willekeur weggelaten worden.

Deze formules berusten op de normale benadering van de
binomiale verdeling en zijn dus niet exact. De benadering is
goed, indien n niet te klein is en x niet te veel van *n
afwijkt, Is x<<n (of n-x <<n ), dan kan voor x=10(resp.
n-x = 10 ) gebruik gemaakt worden van tabel 2, die op de Poisgson-
benadering van de binomiale verdeling berust.

Is x> §c , n>»>c en x(n-x) > % nc , dan kunnen
de formules (4) en (5) vereenvoudigd worden tot : ‘

1 (x_c‘ \/x(r:q.x) )

(41) <)

1]

*

en

(5") e¥

i

§ (v \(FERD)

waarin <¢' vuit  tabel B (afgeleid ult tabel 1) af te lezen is.



Tabel B.
x (tweezijdig) ¢ (=V3)
0,? 1,28
0,1 1,65
0,05 1,96
0,01 2,58

Deze methodes zijn ook toepasbaar ': als wij niet te ma-
ken hebben met een steekproef uit een eindige populatie, maar
met n stochastisch onafheankelijke experimenten die ieder ecn
kans © op succes hebben; x stelt dan het aantal successen voar.

4, Toets voor de hypothese p = pq
Gegeven zijn n stochastisch onafhankeli jke experimenten

met leder een kans p op succes. Gevraagd wordt de hypothese

Ho: P=po te toetsen. Dit kan geschieden door een betrouwbaarheics-
interval voor p te bepalen (zie 3) en Hy te verwerpen als dit
interval p, niet bevat. Is p niet te ver van % verwijderd,
dan kan men ook de overschrijdingskans, behorende bij het ge-
vonden aantal (x) successen met behulp van de normale benade-
ring bepalen. De linker- resp. rechteroverschrijdingskans vindt

men dan door deze op te zoeken voor de waarde

(6) b= X-nPrh resp., w= X-MP-h
Vnpq, Vnpg,

De tweezijdige overschrijdingskans is gelijk aan het dubbele
van de kleinste der beide éénzijdige overschrijdingskansen, ot
ook aan het dubbele van de rechteroverschrijdingskans, behorende
bi}j

(7) we 1X-nPl-5
Vnpa,

De kritieke waarden, voor gegeven tweezijdige onbetrouw--
baarheidsdrempel o , zijn

(8) npi{c‘\/npq+§},
waarin ¢ in tabel B opgezocht kan worden. Bij éénzijdige

kritieke zones vindt men de grenzen eveneens op deze wijze, maar
dan met een <c¢' , die bij een oo behoort, gelijk aan het dubbcie
van de éénzijdige oo . De continulteitscorrectie (+3 in (6), {1}

- T - -



en (8)) kan weggelaten worden, als n groot is.
De tekentoets is een speciaal geval van deze toets, dat

optreedt, als p,=% 1is.

5. Betrouwbaarheidsintervallen berustend op de verdeling van
Student ‘

IS %4504, %y €en steekproef uit een N (m,0)-verdeling,
dan geldt, behoudens een onbetrouwbaarheid ot:

(9) 'si—tus/\/ﬁg,u.é X + tua/\/ﬁ,
n
waarin Xz 4 Z x| en 2. A 2 (x
=1 Nn-1 iz1

en waarin t, de waarde 1s, die in tabel 4 voor v=n-1 1in de
kolom met k= gevonden wordt.

Zijn Xyy ey Xp €0 Y ... Y, twee stochastisch onaf-
hankelijke steekproeven uit een N (g,o) en N (u,,0)- verdelirg
dan geldt:

v /g2 :.\/ N+ & _ to \/s 2 \/__ n+m
(10) X-g-t i o2 nMmnM+ri L) e /u.aé - Ld+ *5 am(nem-2) 7

., :
waarin % =i%?; x; en Sf: Z(xt-x32<en analoog voor gy en S,.
Hierin heeft t, dezelfde betekenis als in (9), maar nu met

= N4+mMa-~2,
De gelijkheldstekens kunnen naar willekeur weggelaten
worden. Voor éénzijdige betrouwbaarheidsgrenzen is « gelijk aan
de helft van de in tabel 4 opgegeven waarden van k .

6, Toets van Wilcoxon met behulp van de normale benadering

Voor de toetsingsgrootheid & van Wilcoxon geldt:

(11) /«L:&r\m
en

12 2. 04 A mn 2t

(12) o= g mnlmiene ) - 1>Z(t‘ s

waarin m en n de ultgebreidheden der twee steekproeven voorstel-
len en t; de ultgebreidheden der groepen gelijke waarnemingen ir
de belde steekprocven tezamen genomen.



Een andere vorm voor de variantie van U is:

A mn{(m+n)3_ (_j3<31+23g9_+ 3dgs+ .- -)}
12 (m+n)(m+n-1)

(121) o=

waarin ng=1ﬂ,“.) het aantal groepen van j gelljke waarnemingen
voorstelt (m.a.w. g; 1s het aantal der t; die gelijk aan | zijn)
De kritieke waarden zijn nu

(13) Uy = -co- en U = prc'o+ 4

waarin m en o de door (11) en (12) aangegeven waarden bezitten

en c¢' in tabel B opgezocht kan worden,
De overschrijdingskansen worden berekend (zie 2) met be-

hulp van

(14) we Y-pts we Y-pr-f resp., we JU-pe]-%
a g T

Te Binomiale verdeling .
De exacte formule der binomiale verdéling luidt:

(15) Plx=x]=(3)p*q"™,
met
(16) €x=p=np; 0¥x}=npq.

Hierin stelt n het aantal onafhank¢lijke experimenten voor, p dc
kans op succes bij ileder hlervan en x het aasntal successen. Me<

behulp van (1#) kan men, als n nict te klein is en p niet te ver
van & afwijkt, de.normale benadering toepassen volgens de onder

2 beschreven methode.

N - s a ) am v Tuam
Opmerkingen bij formules (%) en (5) op blz. 3. ﬂ%%li‘ ; #7“;8

Bij de formules (4) en (5) is zeen continuTteitscorrectie in Fee{fadst
rekening gebracht. Dit kan geschicden door in (%) x te vervangen

1 i 3 B i i
door x-4 en in (5) door x+—% . B1) de oplossingen is deze ver-
fijning niet toegepast.



OPGAVEN

4% Een consument koopt een partij goederen, die volgens de
verzekering van de fabrikant niet meer dan 2% aan ondeugdeli jhe
exemplaren bevat.

Om dit te controleren neemt de koper een steekproef van
90 exemplaren waaronder hij % defecten vindt. Hij wenst slechts
een kans van hoogstens 0,05 te lopen om ten onrechte te reclameren.
Moet hij dan reclameren op grond van het gevonden aantal van %
defecte exemplaren? .

Hoeveel defecte exemplaren moet hij in de steekproef vii-
den om tot reclameren over te gaan?
2% Een chemisch analyste moet een amntal titraties in duplo
verrichten. De te titreren oplossing wordt daartoe, direct na de
bereiding in twee kolf jes gedaan en terwijl de eerste titratie
plaats vindt staat het tweede kolfje te wachten.

Z1ij verkrijgt de volgende uitkomsten.

Oplossing nr 1e titratie 2e titratie
1 21, 2L 25,83
2 16, 8L 17,35
3 15,52 16 12
4 25,68 28,54
5 24, ol o4 58
6 19,77 27,42
7 11,92 14,73
8 28,83 27,52
9 17,38 14,91

10 11,01 19,87
1 ' 23,43 o4, 38
12 17,16 - 20,55

Ga na (met onbetrouwbaarheidsdrempel 0,05) of het wachten
invloed heeft uitgeoefend op de uitkomst van de titraties.

* .

3% Een onderzoeker wil uit een school met 6 klassen een ase-
lecte steekproef van 10 kinderen nemen. De klassen bevatten ver.-
schillende aantallen kinderen:
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klasse 1 2 3 4 5 6
aantal
kinderen | 2° 25 15 10 | 10 | 15

Als hulpmiddel voor het nemen van deze steekproef 1is een
tabel van aselecte getallen beschikbaar (tabel 6). Neem met
behulp daarvan een steekproef van 10 kinderen; beschrijf hoe U
dit doet, wat de gebruikte aselecte getallen zijn en hoeveel
kinderen uit ieder der klassen in de steekproef voorkomen.

4% Bij 225 onafhankeli jke experimenten, dle alle dezelfde lun:
p op succes hebben, worden 85 successen gevonden. Toets de hy-
pothese, dat p = % is met o= 0,05. Toets eveneens met o= 0,05
de hypothese dat p = 1/3. Voer teide toetsen tweezljdig en
linkséénzijdig uit.

5% Over het aantal verkeersongevallen met dodelljke afloop
in twee :"29en A en B zljn de volgende gegevens beschikbaar:
Jaar in A inB
1920 125 103
1921 110 97
1922 89 93
1923 130 80
192k 145 110
1925 137 115
1526 105 93
1927 131 87
1923 126 111
19; 117 102
195w 142 81
1971 o7 101
1932 99 105
1933 109 75
1934 116 83
1935 105 92
1936 121 107

. Toets, of er in één van beide steden systematisch meer oin.-
gevallen met dodelijke afloop optreden dan in de andere (on- A
“betrouwhaarl "7z iircmpel 0,05). Wat is Uw conclusie? Welke ver.
klaringen van het door U geconstateerde verschijnsel acht U
aannemeli jk?

6% Een fabrikant van "grijpautomaten” (miniatuurhijskranen,
die men soms op de kermis ziet en waarmee men kan trachten cen
prijs te winnen) beweert, dat het spelen met deze apparaten onp
behendigheid terust en niet een zuiver kansspel is. Om dit te



bewljzen laat kij eerst een groot aantal ongeroutineerde spelers
de machine bedienen, Daarbij blijkt dat de kans - voor een on-
geroutineerde speler - om een prijs'te krijgen ongeveer gelijk is
aan 1/50. Vervolgens speelt hij zelf 75 maal en hadlt daarbij
8 prijzen.

8)Ga na of zijn bewering juist is (onbetrouwbaarheids-
drempel 0,05).

b) Ga ook na hoeveel prijzen hij bilj 75 maal proberen min-.
stens moet halen om zlJn bewering te staven (met dezelfde on-

‘betrouwbaarheldsdrempel).

7 x is binomiaal verdeeld met n=5 en p=-%.
Bereken de voorwaardelijke verdeling van x onder de voor- .
waarde x =3 en gemlddelde en spreiding van deze verdelling. ‘

8. a)

i

is een N(0,1) verdeelde stochastische grootheid. Bepaal:

Plus 1,26]
Ploj13<u =1,26)

en Pluzo9].

b) x 1s normaal verdeeld met gemiddelde 2,1 en spreiding"Q,T.

Bepaal: ‘
Plxiz 0,9] .

c) y is binomiaal verdeeld met n=35 en p=o0,26 .Bgpaal
met behalp van de normale benadering met continulteitscorrectie,
de kansen

Pls<ys12]
Plssy<12].

9, x is een stochastische grootheid, die de waarden a,2a,3q,....ka
aanneemt met gelljke waarschijnlijkheden.

a) Bereken gemiddelde en variantle van x.

b) Bereken de wh-verdeling van V% en gemiddelde en varian
tie daarvan voor k=5. h

'10% Twee verschillende katoenen weefsels werden, onder overigens
gelijke omstandigheden, op hun slijtbestendigheid beproefd. Van
beide weefsels verrichtte men 10slljtagen roeven, waarbij de
volgende ultkomsten verkregenwcruen (veirde ultgedrukt in de-
zelfde eenheid).
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Aantal toeren voor breuk

Weefsel A Weefsel B
629 652
713 654
681 731
736 728
764 71?2
646 783
654 663
657 688
697 717
654 676

Onolvneel

Bocrpof-één—van—betde—weefsels—slijtbestendiger Is dan heb

andere (o = 0,05). (Toeds oo WMP*M» L AL we o s Cartns frk).
® a) Hoe luidt de definitie van stochastische onafhankeli jkheid
van twee gebeurtenissen A en B?

b) Beschouw het volgende geval: uit een pak van 100 kaarten,
die de nummers 1,..... ,100 dragen,wordt aselect één kaart ge-
trokken. Laat gebeurtenis A zijn: "het getrokken nummer is =< 40"
en gebeurtenis B: "het getrokken nummer is = 20". Ga na, of A
en B stochastisch onafhankelijk zijn of niet.

c) Als wij twee gebeurtenissen "positief afhankelijk" noemen
als z1lj vaker tezamen optreden dan bij onafhankelijkheid het ge-
val zou zijn en '"negatief afhankelijk" als dit minder vaak het
geval is, ga dan na voor welke waarden van n de gebeurtenis A
en de gebeurtenis (: "het getrokken nummer is 3z n ", positief
resp. negatief afhankelijk zijn.

42% In een vijver wil men de visbevolking schatten. Men vangt
daartoe 50 vissen welke van een merkteken worden voorzien.

Vervolgens laat men deze vissen weer zwemmen en na verloop
van enige tijd vangt men 100 vissen. Hierbij blijken 9 gemerkte
vissen te zijn.

Geef grenzen aan, waartussen de visbevolking, behoudens een
onbetrouwbaarheid 0,05 zal liggen, in de onderstelling, dat de
vispopulatie niet veranderd is en dat de vangsten aselect waren,
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13, a) Als x een stochastische grootheid is, die de waarden
1,2,....,100 met gelijke waarschijnlijkheid aannmemt, bereken
dan de spreiding van x

b) Laat y het aantal onafhankeli jke waarnemingen van x
voorstellen tot voor het eerst de waarde x = 80 gevonden wordt.
Bereken Plys=3].

14% Een accountant heeft gegevens verzameld over de verkoop van
een bepaald artikel (b.v. gasfornuizen) door 2 winkels met ogen-
schijnlijk ongeveer even grote omzet.

De aantallen verkochte gasfornuizen zijn:

Jaar winkel A winkel B

1937 209 . 163

1938 218 204

1939 182 183

19Lo 200 238

1941 197 203

1942 232 273 32
1546 232 274 oy
1947 253 264

1948 277 227

1949 227 285

1950 284 ol

1951 222 285

1952 296 290

Ga na, of één’der beide winkels een grotere verkoop van gas-
fornuizen heeft dan de andere. (met onbetrouwbaarheidsdrempel
*x = 0305)'

15% Uit een pak van N kaarten, die van 1 tot N genummerd zijn,
wordt aselect één kaart getrokken, A stelt de gebeurtenis "het
getrokken nummer is = a" voor en B de gebeurtenis "het getrok-
ken nummer is =z b" (a en b beide z 0 en sN).

Ga na, of er getallen voor N,a en b te vinden zijn, waar-
voor de gebeurtenissen A en B stochastisch onafhankelijk zijn.

16, Twee personen kiezen ieder aselect 10 verschillende van cc
getallen van 1 tot 100. Wat is de kans op minstens één paar ge-
11 jken?
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47% a) Twee soorten gloeilampen moeten met elkaar vergeleken

wordén wat hun levensduur betreft. Daartoe worden van de eerste

soort 10 exemplaren en van de¢ tweede 12 exemplaren genomen &n

deze worden gebrand tot zij doorbranden. De uitkomsten zijn

(in uren):

A: 625,637,710,770, 820,843, 356, 920, 1070, 1225.

B: 630, ﬁ833 780, 830, 889, 970, 1028, 1150, 1210, 1470 ,1520, 209G
,0%1 één van beide soorten een systematisch langere lcvens-

duur heeft dan de andere soort(onbetrouwbaarheidsdrempel 0,05).

b) Indien men de boven beschreven proef wil bekorten tot
maximaal 1000 uur nemen de gegevens de volgende vorm aan:
A: 625,637,710,770,820,843,356,920, 2 waarnemingen > 1000.
B: 630,683,780,830,889,970, 6 waarnemingen > 1000,

Toets ook voor deze gegevens de hypothese, die U in deel a)
van dezc opgave getoetst hebt. (Aanwijzing: beschouw de waar-
nemingen, die > 1000 zijn, alle als gelijk wultgevallen waar-
nemingen) .

18. Bij cen rij onafhankelijke experimenten heeft ieder experi
ment een kans p op succes en g, op mislukking. Als n het aan-
tal experimenten is tot en met het eerste succes, bereken dan

Pln=n] en €n en o¢*{n}.

19% Men neemt van een partij goederen, die volgens de bewering
van de fabrikant niet meer dan 1% ondeugdelijke exemplaren bevat,
een steeckproef van 150 exemplaren. Hierin vindt men 5 ondeugde--
1i jke exewmplaren.

Indien men nu alleen wil reclameren, indien ult de steekproef
blijkt, dat de partij goederen mecer dan 1% ondeugdelijke exem-
plaren bevat en men blj een partij dle goed is, hoogstens een
kans 0,05 wil hebben om toch te reclameren, zal men dan op grond
van dit steekproefresultaat reclameren of niet?

Hoe groot mag het aantal ondeugdelijke exemplaren in de steek-
proef van 150 exemplaren bij gebrulk van dezelfde onbetrouw-
baarheidsdrempel maximaal zljn, opdat men niet zal reclameren?

20. a) Wat is de definitie van het onderscheidingsvermogen van
een toets?

b) Bereken voor een aantal waarden van p het onderscheidings-
vermogen voor de rechter-éénzijdige tekentoets met n=5 en met
x=95 als kritieke zone en maak een schets van dit onderschei--
dingsvermogen.



21% Vier voorwerpen wv,,...,v, worden op de volgende wijze 1n
2 groepen A en B van ieder 2 voorwerpen verdeeld: in de volgx -
orde wv;,...,\ wordt voor ieder voorwerp geloot met een zuivere
munt, of het in A of in B kowmt. Dit wordt voortgezet tot of
wel A ofwel B twee voorwerpen bevat, waarna het restant in ce
andere groep wordt ingedeeld.
Ga na: a) of ieder voorwerp gelijke kans heeft om in A of B
te komen?
b) of de verdeling aselect is in die zin, dat alle twec -
tallen (uggﬁ) geli jke kans hebben on tgzamen groep

A te vormen?

22, Gegeven zijn vier voorwerpen v,,...,v, €n een zulvere munt.
Gevraagd: a*) Deze vier voorwerpen aselect in 2 groepen van 2
voorwerpen te verdelen, dus in die zin, dat allc
tweetallen VLY gelijke kans hebben om tezamen
één groep te vormen.
b) Bereken de verwachting van het aantal worpen met
de munt, dat uitgevoerd moet worden, om deze vexr-

deling tot stand te brengen.

23, a) Een speler A verricht een reeks onafhankelijke worpen wet
een zuivere munt. Zij n het santal worpen, dat hij verrichten
moet om voor het eerst kruis te verkrijgen. Berek=n

p[Q:’\l; P[D=2]=" ) p[D:n]

en €n en o*n}.

b) Een tweede speler, B , doet hetzelfde als A . Noem voor
deze speler het aantal worpen tot en met de eerste maal kruis:
m . Bereken de kans

Pln=m].

¢c) Als Avan B wint, indien hij het eerst kruis krijgt, en B
van A, indien dit hem gelukt, terwijl zij remise spelen als =1
tegelijkertijd kruis verkrijgen (dus als m=n is), hoe groot is
dan de winstkans van A en hoe groot is die van B ?

24, x bezit een discrete verdeling. Bewijs dat de som van de¢ lin
ker- en rechteroverschrijdingskans, behorende bij een door x
aangenomen waarde groter dan 1. 1is.

Geldt dit ook voor continu verdeelde grootheden?
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25. x en y zijn onderling onafhankelijk discreet verdeelde
stochastische grootheden. Bewijs dat ook de grootheden x*en y
onderling onafhankelijk verdeeld zijn

26% a) Met een onzuivere munt worden tweetallen onafhankeli jke
worpen uitgevoerd tot er een tweetal optreedt, waarbij éénmaal
kruis en éénmaal munt optreedt. Er zijn dan twee mogelijke volg-
orden KM en MK. Bewijs dat deze beide een wh % hebben.

b) Hoe kan men met behulp van een onzuivere munt een {r°"»
van 6 voorwerpen zodanig in twee groepen A en B van leder 3
voorwerpen verdelen dat ieder der 6 voorwerpen een kans % bezlt

om in groep A terecht te komen.

27. Bij een statistisch onderzoek worden op vijf groepen wear-
nemingen, die onderling onafhankelijk verkregen zijn, statis
tische analyses toegepast, die tot de conclusie A,B,C,D en i
leiden. Voor ieder der analyses geldt, dat de bijbehorende con-
clusie behoudens een onbetrouwbaarheid o (die voor alle viyf de-
zelfde 1s) geldt.
Beantwoordt de volgende vragen:
a) Hoe groot is bilj een dergelijke werkwljze de kans, cuat
er onder dGe conclusies één of meer foute voorkomen.
b) Hoe groot is de kans dat ze allemaal fout zijn?
c) Welke numerieke waarden nemen deze kansen aan voor o= 0,02
d) Hoe groot moet men « nemen om er, behoudens een onbe-
trouwbaarheid 0,05, op te kunnen rekenen, dat alle wijf
conclusies juist zijn.
=
28. Een fabrikant, die een massaproduct in grote partijen ve.-
koopt garandeert can zijn afnemers, dat deze partijen niet mccr
dan 3% aan defecte exemplaren bevatten,

Om aan deze garantie redeliljk goed te blijven voldoen, keurt hij
uit iedere parti; een steekproef van exempleren.

Op grond van de keuring van deze steekproef keurt hij de gors »
partij, wasruit ce steekproef afkomstig is goed of af, '
Van die partijen cdie 3% of meer aan defecte exemplaren be%a‘ !
wil hij er hoogsten: één op de 10. doorlecten(d . w.z per ongcluk
toch goedkeuren).
Beantwoord de volgende vragén: '

a) Als hij sbeekproeven van 100 exemplaren neeaf, bij welk

aintal cdefecte exemplaren in de steekproef moet hij uc

partij dan afkeuren?
b) Als hij pertijen wil goedkeuren, wanneer in de steel:-
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proef O of 1 defect exempla.r voorkomt en afkeuren als het er
twee of meer zijn, hoe groot moet hij dan n minstens nemen?

29%

rood is, wordt een steekproef van n erwten getrokken, waaronder

Uit een pot met erwten, waervan een onbekende fractie ©

x rode voorkomen.

Wat is de lengte van het biljbehorende tweezijdige betrouw-
baarheidsinterval voor ©, indien men «-o,01 neemt (gebruik de
eenvoudigsie benaderingsformule). Wat is de invloed van de ver-
groting van. n, bij gelijkblijvende «x en 6?2 Als ©=04 en men
wenst een betrouwbaarheidsinterval (met « = 0,01) van ongeveer ce
lengte 0,1 te vinden, hoe groot zal men dan n ongeveer moeten

nemen?

30% a) Uit een partij goederen van 10.000 exemplaren wordt een
steekproef van 40 exemplaren genomen. Ieder exemplaar wordt
goed- of ufzekeurd; het aantal afgekeurde exemplaren wordt ge-
teld en ov grond van dit aantal wordt een betrouwbaarheidsin-
terval bepaald voor het aantal ondeugdelijke exemplaren in de
partij. Het werkelijke aantal ondeugdelijke exemplaren in de
partlj is 500 Hoe groot is de kans, dat een willekeurig ge-
trokken exemplasr ondeugdelijk is?

b) Boots, op grond van dit gegeven, het nemen van een
steekproel van 40 exemplaren na met behulp van een tabel van
aselecte setallen, Beschrijf, hoe U dit doet en tel in de door
U nagebootste steekvoef het aantal "defecte" exemplaren. Bepaal
op grond ven het door U gevonden aantal een tweezijdig betrouw-
baarheidsintervel (met onbetrouwbaarheidsdrempel 0,05) voor
het acntal ondeugdeliljke exemplaren in de partij en ga na, of
dit interval het werkelijke acntal dasrvan bevat of niet.

31. Een orpanisator van een vuurwerk weet uit ervardng, dat van
de vuurpijlen, die hij gewoonli jk gebruikt, ongeveer één op de
5 weigert.In verband daarmee maakt hij een aantal reserve pij-
len gereed. Hij wenst het publiek minstens 20 goede vuurpijlen
te laten zien en hij aanvaardt hoogstens een kans van 1/100,
dat hem <1t niet zal lukken.

Hoevecel reserve pijlen moet hij opstellen?

32. Een fabrikant wil een zeer grote partij goederen keurcn
op het percentage defecte exemplaren, Hij wil deze partij licver



niet afkeuren indien er niect meer dan 2% aan defecte exemplaren
in voorkomen.
Ter keuring neemt hij een steckproef van 150 exemplaren en da:r-
onder vinc¢t hij 5 defecten. Hij vermoedt dat 4it resultaat hem
niet tot afkeuren zal leiden, indien hij hoogstens een kans
=005 Op ten onrechte afkeuring toelaat.
a)%Is zijn vermoeden juist?
b)%BiJ welk aantal defecten onder 150 exemplaren zal hug
tot afkeuring overgasn?
¢) Anderzijds is de fabrikant er niet zeker van, dat zijn
steekproef voldoende groot is geweest. Hij zou de par-
©i.j greag afkeuren indien deze 10% of meer acn defectoen
bevat en hij vraagt zich af, hoe groot de kans op ar-
keuring is indien het percentage defecten inderdaac go-
11jk is aan 10. Feweken een benadering van deze kans
met behulp van de normals verdeling.

33. a) A en B spelen een spel, waarbij, naar men zegt, de
winstkansen voor beide geligk zijn. Om na te gaan of dit zo 3,
spreken zij af, dat zij 100 maal zullen spelen. Indien A daarbij
65 maal wint en B 35 maal, is er dan reden om aan de geli jk--
heid der winstkansen te twijfelen? Toetst U in dit geval één-
of tweezijdig?

b) Indien men bij deze toets een onbetrouwbaarheidsdremnel
0,05 gebruikt, hoe vaak mag A dan hoogstens winnen zonder dat de
hypothese van de gelijkheid der winstkansen verworpen moet wor--
den?

¢) Hoe groot moet p (de kans op winst voor A) ongeveer
zijn om de toets met onbetrouwnaarheidsdrempel 0,05 een onder
scheidingsvermogen 0,8 te geven? De continuiteitscorrectie ma:
bij deze berekening weggelaten worden.

34, Twee pebeurtenissen A en B treden steeds tegelijk op. Be -
wijs met chulp van de axiomas van de waarschijnlijkheids: e-
kening dat:

PLAl:- PLB].

35. Van twee gebeurtenissen A en B treedt B altijd op als A
optreedt, maar niet noodzakelijk andersom. Bewljs met behulp
van .de axiomas ven cCe¢ waarschijnlijkheldsrekening:
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a) P[AenB]= PLA]l
) P[A]= PLBI]
¢) PILAof B]=PIB]
a) PIBiAl=t.

36. a) Twee gebeurtenissen A en B sluiten elkaar uit.
7ijn zij stochastisch onafhankelijk of niet?
b) Van twee gebeurtenissen A en B treedt B altijd op als
A optreedt. Zijn z1j stochastisch onafhankelljk of niet?
¢) Van twee gebeurtenissen A enBtreedt B zeker op.
710 zij stochastisch onafhankelijk of niet?

37? n voorwerpen moeten aselect verdeeld worden in twee groe--
pen A en B van k resp.n-k voprwerpen. Alle k -tallen moeten dus |
gelijke wh bezitten om groep A te vormen.

Hoe ltan dit uitgevoerd worden:

a) met behulp van een zuilvere munt?

b) met behulp van de tavel van de aselecte getallen?

38, Men verricht n onafhankcl:jke experimenten, waarbij de
kans op succes voor leder experiment p-oa is.

Hoe groot moet men n minstens nemen om, met de tweezijdige
tekentoets met onbetrouwbasrheid o=o0,05, behoudens een waar-
schijnlijkheid 0,1 de afwijking van p=} te constateren?

( De continuiteitscorrectic behoeft niet te worden toegepast ).

39, FEen snoepgoed-winkelier.ontvangt van zijn leverancler een
kist met "surprise-caramels'". Volgens opgave van de leverancier
is bij 20% van de caramels e¢en bonnetje in de wikkel verpakt,
dat recht geeft op een gratis "surprise-caramel',.

Aannemende dat dit percentagejuist is en dat de bonnetjes
aselect over de caramels verdeeld zljn; wordt gevraagd:

a) hoe groot is de kans, dat een jongetje, dat 5 caramels

koopt, er meer dan 5 krijgt?

b) hoe pgroot is de kans dat hij er precies 6 krijgt?

¢) hoe groot is de kans dat hij er precies 7 krijgt?

d) hoe groot is de kans dat hiJ er meer dan 7 krijgt?

40. De winkelier uit het vorige vraagstuk wil er, in verband
met de aan deze surprise-actie verbonden Rosten redelijk zeker
van zijn dat het =s=ntal ~3pramels met een "prijs" niet hoger is
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dan 20%. Hij kan echter niet alle caramels open maken, daar hij
de wikkels dan niet netjes meer dicht kan vouwen, hetgeen wan
trouwen ovwekt blj zijn jeugdige klanten. Hij besluit daarom
tot het nemen van een steekproef van 100 exemplaren.
Vragen:
a)Indien het cpgegeven percentage aan prijzen jgulst ig,
wat zljn dan gemiddelde en spreiding van het aantal pr.y
zen, dat hij in zijn steekproef vindt.
b)Indien de winkelier een onbetrouwbaarheidsdrempel «=0,u5
toelaat, wanneer zal hij dan besluiten bij zijn leve
rancier te protesteren, dat de opgave van het percen-
tage prijzen niet juist is geweest en dat hem daardoor
schade is berokkend. (Gebruik hierbij de normale bena

dering).

lq Een cer jeugdige klanten van deze winkelier klaagt bij
zijn vader, dle statisticus is, dat hij nu al drie weken lang
al zijn zakgeld in caramels belegd heeft, maar nog steeds geen

' gewonnen heeft. Hij vermoedt, dat het in die win

enkele "prijs'
kel niet eerlijk toegaat, Z1ijn vader rekent ult, dat de kans op
dit ongunstige resultaat van zijn zoontje, als het in die win--
kel wel cerlijk toegaat, ongeveer 0,07 is (om precies te zijn
0,0687) en hij deelt zijn zoontje mee dat hij wel een pechvo -
gel is peweest, maar dat het nog te vroeg is om ruzie met de
winkelier te gaan maken. Om het kind te troosten belooft hij
hem dat zij samen naar de winkel zullen gaan en zoveel caramcls
zullen kopen dat er een kans van minstens 0,99 bestaat dat ew
minstens één prijs bij is.
Vragen:
a) Hocveel caremels kan het jongetje van één week zakgeld
lkopen?
b) Hoeveel caramels moet de vader kopen om aan zijn beloite
te voldoen, als het percentage inderdaad 20% is?

h2. Gegeven, dat de gebeurtenissen A en B stochastisch ona® .
hankelijk zijn.

Bewijs dat ook A en B waarin B de gebeurtenis " B treedt
niet op" voorstelt, stochastisch onafhankelijk zijn.

43. Twee zuivere dobbelstenen worden, onafhankelijk van elk..
geworpen. Het aantal ogen dat de éne geeft, noemen wi j ®, het



aantal ogen van de andere y. Verder is z=x+y het aantal

dat beide tezamen geven.
a) Zijn x en z stochastisch onafhankelijk of niet?

ogen,

Geef een bewijs voor de Jjuistheid van Uw antwoord

Wij beschouwen nu twee mogelljke gebeurtenissen (bij een

worp van bhelden stenen), nl.:

L

A:
B:
b)

c)

x neemt een even waarde aany

z neemt een oneven wacrde aan.

Zijn A en B stochastisch onafhankeli jke gebeurte--
nissen of niet? Bewijs Uw antwoord.

Pereken de voorwaardelijke waarschijnlijkheidsverde-
ling van z onder de voorwaarde dat x oneven 1s. Be -~
reken van deze verdeling het gemiddelde en de sprei--
ding. Bereken deze parameters ook voor de onvoorwaar:
delijke verdeling van z (waarbij dus aan x geen voor::
wa:rde opgelegd wordt) en vergelijk de corrssponderen’:
parameters met elkaar. Wat merkt U hierbilj op?

Onderstaance iwee steekproeven zijn afkomstlg ult twee

normale verdelingzen met gelljke snreiding

45.

a)

0,52
1,04
Q,53
1,02
0,94
0,06
0.25
2,05

2PN O 2O000COO0
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Toets met behulp van de toets van Student, de hypotheze
dat de gemiddelden van de beide verdelingen gelijk zijn

b) Bepaal met behulp van de verdeling van Student een twee-

c)

z1jAdig betrouwbaarheidsinterval (met onbetrouwbaarheids -
drempel 0,05) voor het verschil van deze twee gemiddel -
den.

Pas op de twee steekproeven de toets van Wilcoxon toe

Uit een vaas met n witte en m zwarte ballen worden zonder

teruglegging =z ballen aselect getrokken.

a)

Noem het auntal witte ballen onder de = getrokken ballen
a en bewi]Js dat de wh-verdeling van g gegeven wordt coor:
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o

n 7t
p [g :a] = .._(o'_._.)._.,.___b) 5
()
waarin a+b=7r en n+m=N.
b) Bereken *¥a, €* en o*{a}-
Opmerking: Bij afsprack is %):o indien b negatief of »a 1.

46 . Uit een va:s met n rode en m witte ballen worden zonder
teruglegging k ballen getrokken en opzijgelegd, zonder det n&. v
de kleur wordt gekeken. Hoe groot is de kans dat de (k+1 )ste

bal wit is?

L7. Twee stochastische grootheden x en y zijn beide binomiocl
verdeeld; x met parameters n=3 en p:% s y met paramefers n=4

en p:%‘ Verder 1s gegeven cat x en y onafhankelljk verdeeld
z1ljn.
Bepaal de waerschijnlijkheidsverdeling van z = Xx+yY €1

bereken gemiddelde en spreiding van deze verdeling.

48 Door een bepaclde wijze van prepareren (methode A ) hoopt
een textielfabrikant zijn gerens sterker te maken dan zij =zon
der toepassing daarven zi,n. Om dit te onderzoeken, verva. rdigt
hi]J van twee soowten garens, die hij gewoonlijk in grote hoe
veelheden nroduceert een partij met en zonder toepassing van
methode A. Vervolgens past hij trekproeven op de zo verkregen
garens toe en hi’ vindt de volgende numerieke resultaten:(ur®-
gedrukt wn de een of andere stekte eenheid).

Garensoort
I II
13,37 11,46
12,66 10,69
12, 1% 1,19 zonder A
13,20 10, 34
11,40 11.79
77,62 12,63
1, 54 10,59 met A
13,41 11,64
13,57 11.70
Ga, met Dehulp van een tocts, met onbetrouwbacrheid 0,00 v«

a) Of de gervensoorten I en II verschillend in sterkte zian.
b) OFf d¢ rabriksnt er wijs aan doet methode A in te voeren

oi niet.
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49, De stochastische grootheid x bezit een binomiale verdeling
met parameters n en pP .
[
Bereken ¥ L ga<§i—g)l ; als %X¢,.., x, onderling onafhan-
keli jk verdeeld zijn volgens dezelfde binomiale verdeling als
K

50. Aan een tentamen werd deelgenomen door studenten van twee
richtingen A en B.
Van de 20 A-studenten zakten er 11 en slaagden er 17.
Van de 68 B -studenten zakten er 16 en slaagden er 52.

Indien wij aan de gezakten het kenmerk O en aan de geslaag
den het kenmerk 1 toevoegen, kunnen wij beilde groepen van 206
resp. 68 waarnemingen als een steekproef beschouwen. Passen wi ]
op deze tvee steekproeven de toets van Wilcoxon toe, dan kunneu
wi]j toetsen of de kans op slagen voor studenten van beide rich-
tingen gelijk was, ef—nieb. ¢

4

Voer dit uit en formuleer Uw conclusie.



1. Indien de koper o grond van het steekproefresultaat gzou
beslissen dat, behoudens een onbetrouwbaarheid 0,05, de partiy
goederen meer daan o4 defecte exemplaren bevat, dan zal hij re-
clameren. Dit is het geval als de ondergrens van het betrouw-
baarheidsinterval voor het percentage defecte exemplaren hoger
is dan 2%. In tabel 2 voor betrouwbaarheidsintervallen yoorﬁ
vinden wij voor x=4 en w=9005 dat ne,=1,4.
De ondergrens is dug, daar n=90 13, %% .100%:@56% en dazi
deze lager 1s dan 2% zal de koper niet reclameren.

Bij welk aantal defecte exemplaren in een steekproef van
90 exemplaren zal hij wel reclameren?

De ondergrens van het betrouwbaarheidsinterval moet groter
zijn dan 2%. Dus

G, > o0,02

Qo e, > 1,8.

Bij opzoeken in tabel 2 zien wij dat voor x=s de waarde 2,0
voor né&, gevonden wordt blj «=o0,05 , terwljl voor x=4 (zie
boven) de waarde 1,3 nog niet overschreden wordt,

Het klelnste asntal defecte exemplaren in een steekproef
van 90 exemplaren, wazrblj de koper zal reclameren bedraagt dus

5

2. Indien het waohten van de oplossing geen invloed heef't op
de urtkomst van de titratie, is (na weglating van eventuele

- 4 e TP © B . , . > .
gelijken) de kang, ¢at de 27 titratie hoger dan de 1© uitvait,

gelijk aan % en omgckeerd.

De hypothese H,: het wachten heeft geen 1nvloed op de uit

komst van de titracie kunnen wij dus toetsen door de tweezlj-

2

dige tekentoets toe te passen op de verschillen van de ultkom-

- : o} , o . . S s

sten van de 27 en cve 17 titratie. Wiy toetsen tweeziljdig omdat
. ~O L -

zowel de 27 titratie lager , als hoger gevonden kan worden.

Het resultazt is:

pummgr l o o | nummenr o |
oplossing : 2 tity, -1 titr. ! oplossing | 2 titr.-1%titr. |

1 7 +

2 - ar -

; 0 -

b ' 10 +

2 - 11 +

& ! 12 -+
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Wij nemen als toetsingsgrootheid x het aantal mintekens.
Verder is n=12 en Hy: p= %,

dus
Ix-npj-%& _ lu-6l-4

Vipqg, 1,932

H

3 o
2,00.

De tweezijdige overschrijdingskans bedraagt 0,04. (tabel 1)

Conclusie:

Behoudens een onbetrouwbaarheid 0,05 verwerpen wi] de
hypothese, dat het wachten geen invloed heeft op de uitkomst
van de titratie, ten gunste van de hypothese dat het wachten
een zodanige invloed heeft dat voor de tweede titratie sys-
tematisch meer titratie vloelstol verbruikt wordt dan voor de
eerste, Hetzelfde resultaat wordt direct verkregen met behulp
van tabel 3.

3. De kinderen worden doorlopend genummerd van 1 tot 95.
klas 1 2 3 L 5 o

aantal ;|
kinderen! 20 25 15 10 10 15

nummers | 1t/m20 | 21¢/m45 | 46t /mbo | 61t/m70 | 71t /m30 | 81t /m95

Uit tabel € van aselecte getallen nemen wij 10 getallen

£ a5 (00 stelt 100 voor). Wij kiezen willekeurig rij 31 en
lezen e eerste 10 wetallen van 2 cijfers in horizontale rich-
ting af, waarbij wvlj geen herhalingen toestaan (steekproefl
zonder teruglegging).

Te getallen zijn:

59, 55, .0, 64, i, 75, 56, 9F, 80, o, 88, 83, 55, 44,

De kinderen, die de steekproef vormen zijn afkomstig uit de
volgende klassens

{ nummer klas nummer klas
bl 2 64 l
55 3 5 5
56 3 78 5
53 3 83 6
59 3 38 6

normale benadering

85},/

S |

a5 1,5
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W1j toetsen de hypothese H,:p=} linkseenzljdig door de over-
schrijdingskans ven de waarde
35 Yo _ 12,5

W= — —_— = - 336
Vazs 4 %

in tabel 1 op te zoeken:
kg < 1077

De twegezijdige overschrijdingskans is 2 x deze waarde:
k< 2xto™

De hypothese p=*Y% kan dus met grote stelligheid verworpen

worden.

normale benadering

75 285N

3 85%

Vervolgens toetsen wij de hypothese H,:p=Y% . De binomiale
verdeling met porameters p=%z; en n=225 wordt benaderd door
een normale verdeling met parameters u=4225=75 en o=Y2253%=7.07.
De tweezijdime overschrijdingskans is 2 x de kleinste éénzij-
dige overschrijdingskans van de waarde 85. De uitkomst (85)
ligt rechts van w =96, dus de rechtséénzijdige overschrijdings-
kans 1s de kleinste van de twee. Deze laatste wordt gevonden
door de overschrijdingskans van

845 75

—_— = 1,24
7,07

W=

in tabel 1 op te zoeken. Dit geeft ky=o0,05, dus k=zo,1% . De
hypothese H,: p=Y kunnen wij op grond hiervan nlet verwerpen.

Daar ky>o0,56 leldt linkséénzi jdige toetsing zeker niet
tot verwerping.

5. Wij toetsen c¢e hypothese 1, : In de ene stad komen niet
systematisch meer ongevallen met dodelijke afloop voor dan in

de andere stad. Iniien deze hypothese juist is, is de kans, voor
ieder jaar apart, om in A meer ongelukken te vinden dan in B
gelijk aan de kans om in B meer ongelukken te vinden dan in A.
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Wij %unnen deze hypothese dus toetsen met behulp van de teken-
toeta, wasrbij ¢ toetsingsgrootheid x gelijk is aan het aantal
negatieve versch-.illen tussen het aantal ongelukken in A en B.

Wij vinden x=3: alleen in de Jaren 1922,1931 en 1932 zijn
er in A minder ongelukken gewecst dan in B.

De kritieke waoarde van de tweezlijdige tekentoets met n=1z
en a=oos bedraapt 4(zie tabel 3). Het resultaat ligt dus in de
kritieke zone. Wi verwerpen H,, behoudens een onbetrouwbaarheid
0,05, ten gunste van de hypothese dat in A meer ongelukken ge-
beuren dan in B.

Aan het gevonden verschijnsel kunnen oesrzaken van verschil-
lence aard ten grondslag liggen. Stad A kan b.v. groter zijn dan
B of ook de verkeersintensiteit kan er groter zijn, de wegen
kunnen er slechter zijn, enz.

Daar hilerover guen gegevens beschikbaar zijn, valt er geen

gespecificeerde conclusie te trekken.

6. a) De fabriliznt beweert, dat door behendigheid de kans op
het verkrijgen van een prijs groter is den 1/50.

Indien nu uit zijn resultaat, 8 prijzen kij 75 maal spelen,
blijkt dat de ondcrgrens van het betrouwbaarheidsinterval voor
de kons op wingt groter is dan 1/50, dan zullen wilj, behoudens
een onbetrouwbasrheid 0,05, de Cabrikant geliljk moeten geven.

De ondergrens lezen wij) af uit tobel 2 en deze bedraagt voor
X =8 N= 786 K= 0,08 (cenvijdig) G, = %g::QOSB.

Deze ondergrens i. wroter dan 0,072,

b) Vervolgmen, goan wi) na, hoeveel prijzen de fabrikant
minstens gehazlc zou moeten hebben, opdat hij, behoudens een
onbetrouwbaarhcia 0,05 zijn bewering nog julst kan staven.

Dan moet dus

8, > 0,02

FE5 O, > 1,5 .

2
5

Voor w=o0s vinden wij dat de kleinste waarde van ne, , die aan
deze voorwaarde voldoet, pelijk is aan 2,0 en behoort bij x=5

De febrikant moci cus minstens 5 prijzen behalen.

7. Veoor de berckening van de verdeling van x onder de voorwaar-

de x 23 maken wi) gebruik van:

Plx=x|x=3] = ,p[‘)—‘;?’\—%f 3
Plxz3



Plg=0l= {2)
' 234
P[E:l]t 2 —%‘-(3)
Plx-al=10(4) (%)
Plx=3]= 10(3°(%)
Plx=4]= 5(5)" %
{ = 1 _ 232
pf_:gg:—’;&]:1-i@.\_;—ﬂ©£;;:o_j :1-{% ?3—75+€5}_ =3
Plx-oaxs3]  Plx=ol _(%)° _ 32
P = é31= = = = = = = 5
Plecolxstle o el Plxzal 2
4
53 80
. - = i = 2
Plx=1]x53]= gy 5
3% 280
Plx-2lx=3]l= =2,
_ 40
Plx=3|xs3]= = 555 *
3
JIoe .Z:‘ X, P =
- 32 80 Bo 4, 3. 49 - 1,55
- O”«;)a',?z+1'iéi+2z31 23
dus  ix|xz3} =155
/,L2: ?;1.3}0\,-‘
— 32 S 8@ s 2"‘1 80 o 39' 40 - 5)29
= O TV ms T m T Y 9

8.

a) Kensen van de vorm Pluzal=Plural zijn direct uit de
tabel der Nomnverdeling af te lezen (tabel 1). Daar u continu
verdacld is, is immers voor iedere a: Plu=al=o.

Plugi,26]=1-Pluz1,26]

fi

10,1038

n

L 0,8962..

Ploas<uz1,26]=Pluzomn] Pluzi,2e]

i

0,4483 _ 0,1038

0,15 1,26

Q3445

Pluzo9]= o,1841.



b) Gegeven:

1

~27-

c

N(pi=2,1,0=07%)-verdeeld. Bepaal

X 53
Plizlz 09].
Plixlzo9)= P[xz09] + Plx=s-0,9]=
- p[?:—lﬂ - 0,9-2,1} L Plx-20 o ,0,9_2,1] -
L o7 - oF X S|

;P[ugJﬂﬂ+P{u;ﬁ&2y

4 1 L 1
Hierin is de 20 term te verwaarlozen. Dus

¢) De binomiale verdeling met
door een normale verdeling met W= np= 6,25

1-Pluz,71]=

1

1. 0,0436 = 0,9564.

1i

45

28 en p=02 wordt benaderd

en o= vVnpq = 2,1%.

125

Nu isg dus bij bensdceri

corrcetie):

5<

Pl

ith

]

12

Y

B

i

0

P

12

ng (let op de toepassing van de continuiteits-

£5>6§,.?[g>121:
p[g-éas >5+&,6a5}g_p[g»6as > mﬁa—aaslz
2,17 217 2,17 2,17

P[g>-o,%6] - P[x,_t>2,88] =

2

W

1 - %P{&5>oﬂsl+ P[ > ﬁSI

}

i { 90,3632 + 0,0020 } =

0,6348 .
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Analoog is:

P[s:_:lj<x21= Pf_lézs]-l:’[ggﬂ?.]:
Pr__,_éazs . 5-35—6,251 P{g-é,zs - 12.%-6,251=
i w-al T 57 2%

)

i
—
~
o
ny
<
(s3]
iy
—
4

..G
—
e
w
R
iy
»
L
o
i

1. ((©,2000 + ©,0078) =

1

= O,F0r0

9. a) De wh-verdeling van x 1is

P[J_g:ua,]:?_( L 1, Lk
K ‘l«;
LT sl aF o oat Ay 4 ]
gﬁ:/&-étai_ 2L t= Eik(k+‘)"§_(‘a+ko’)‘

(Dus: Indien een stochastische grootherd een aantal aequidis-
tante waarden met gelijke whn sonneemt 1ligt het gemiddelde mid-
den tussen de 2 uiterste wacrden.)

Nu is  o0*{x}= fg - fi %

3 ke
. - “ . 2 1
faeZ GlaY L . o 7 2. allkelen
L=1 3 Kooi=t 6
O.:z{x}: a(2k+ (k1) (k+1)%0? _ a?(kr1)
6 4 12
1) Zie de opmerking verderop.
b) -% neemt ¢ wasrden i, L1 1 gan, met gellike wh
£ 0_3 QQ:’ Jka k) g J n.
Pl 4 N = L =1
[3 »CL] o L . o k
Voor k=5 ia:
€ §~ 6
= L= B . RO S P I - 948
M X -1 ia 5 Sa.(1 2P3+4+5)_ )CL
5
Ay o4 A e d At o) 0,29
/“Q*E(z) ";%15'559\1+5+'9‘ 8 *as) a2
ca{i} - g s 0,202 (0456)* _ K

Q_Q az Q_aﬂ '



Opmerking.,

n
R R I - - I R S Y 3 ninri)
L=l
2+ 3FHE s T = %(n-ﬂ(n+2)
. +3+dr o e at = 4(n-2)(N+3)
' — Ll
n = 5" (n I)}(n-}-n) N
0, ' '
= ;%Z_(n—L-l-ﬁ)(n-»—L).
=t
Dus
T2 = L Z (nei+)(nsl)
2
27 % 2 T i®en+i) = Zn2 2+ Znw i
37 i = n"+n9‘+"§n(n+1)

32 - 213+ 3n24n B nn+Dan+1)

6 &
10. Met de toetn van Wilcoxon toetsen wij de hypothese H,:
beilde weefsels =zign cven sterk. Wij voeren de toets tweezljdig
uit omdat zowel [ zls B het sterkst kan zijn.

Voor de berclening van de U van Wilcoxon kunnen wij als
volit te werk pacen., Wij rangschikken de B-waarden in opklimmende
volgorde van grootic en vervolgens noteren wij de A-waarden in
de regels tussen <ie B-waarden, waartussen die A-waarden liggen.

De A-waarden behoeven dan niet van te voren naar opklim-
mende grootte to worden gorangschikt. (zie schema op blz. 30)

Wij tellen voor iedere f het aantal B-waarden die kleiner
zijn dan die L. 7o zijn voor A = 681 de waarden B = 652,654’
663, 676 kleiner., Dc bijdrage tot W bedraagt dus 4 (zie kolom 1).

De bijdrage tot W van iedere regel staat in kolom 4
genotcerd én deze wordt verkregen door het aantal A waarden in
kolom 3 met het petal in kolom 1, dat op dezelfde regel staat,
te vermenigvuldipen,

Zo krijgen wigj:
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De correctie voor reliljken behoeft i) de berekening van cﬁ{g}
in verband met hct kleine aantal gelijken (3) nlet te worden
toegepast. D¢ twecunjdige overschr jdingskans kan gevonden wor-
den door in tabel 1 der Ng-verdeling de overschrijdingskans

op te zocken van:

Ly = l'l,L./.»’,';~’::j = ;2‘8_6\9‘—{2 = 0,87
aii} 15,23
Dit geeft: k= 0,328,

Conclusie: De hvpothese H.: belde weefsels ziljn even sterk

kan op grond van het resultaszt van de oroef, nlet verworpen wor-

den. ‘ | & - | Dijgdrage tot U
i

0 629, 646 0

(S
N
\Ji
o

13 | 654 1 65U, 654 3

N
Wl
Jo)
N
D

3% 676
b 681 | )
S NSC i
: ' !
5 697 [ 5
5k 0 T2 |
6 713 6

9 736, 76U 16

totaal: U = 3

=



“39-

11. a) Twee gebeurtenissen A en B z1jn stochastisch onalfhanke-
1ijk indien

PlAenB]- P[A].P[R].

L) De kans op zebeurtenis A: Het petrokken nummer is = 40
is gelijk =zan:

P[A] - A0
100
en de kans op B: Het getrokken nummer 1s =z 20, is

PIB]- 8
100

i}

Voor gebeurtenis £ en IB: Het getrokken nummer i1s

240 en z 20

2

geldt
PiAenB] - 2L
(Aen®l T 100
Nu 1is PlAen B] # P[A].PIB]
{ 20 » 4o 81
want 100 * 100 100
en A en B zijn dus niet stochastisch onafhankell jk.

c) De kanz op A: het getrokken nummer <40, is

De kans op C: het getrokken nummer =z=n

PIC] = 'Q.(i"——égﬁ

Voer de gebeurtenis A en C: het getrokken nummer 240 en zn
geldt, als n = 40,

P[Aen C 1. 4o-n+t

<

100
terwijl deze kans pelijk asn O is voor n>40. Nu zljn de gebeur-
tenissen A en C positief afhankelijk indien:

P[Aen C]>P[A]l.PIC]

dus als do-n1 ., Ho  doo-ned
100 106 100

of wel n

A
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Dasr alleen de waarden 1,.......,100 acngenomen kunnen worden,
zien wij, dat positieve afhankelijkheid niet op kan treden.
De gebeurtenissen A en C zijn negatief afhankelijk indien:

PLAen Cl< P[ALPIC]

4o-n+1 . 40 100-n+1

1s
dus a 100 100 100

Voor n>40is PlAenCl=0, dus dan zijn A en C ook negatief af-

hankelijk. Voor n=1 1is C zeker en dan zijn A en C stochastisch

onafhankeli jk.

12. De vispopulatie besgstast na de eerste vangat uit 50 gemerkte
en N-50 ongemerkte vigssen. De fractie gemerkte vissen is dus

B. 50

N
Met behulp van de tweede vangst (n=100,x=9 ) bepalen wij nu ecen
tweezijdig betrouwbaarheidsinterval voor € met onbetrouwbaarheid
0,05. Daartoe gebruiken wi] tab:l 2, want x<<n en wij gebrui-
ken de kolommen met o= 0,025 omdat de onbetrouwbaarheid in deze

tabel éénzijdig wmitnat opuegeven, Dit geeft:

4,0 < N < {F A

dus
40 L 004 <« © < L1 - 0471,
100 100

dus

0,04 < §$ < 04,
N

294 < N < 1250,
behoudens een onhetrouwbaarheid 0,05,

13. a) x neemt dc waarden 4,2, . . . ,100 aan met kans = -

Voor de berekening van Gﬂiz} gebruiken wij de formule o%=pi,-2*
/LL: ZN',_pL = "_i:jo_g - 50,5
= 7 xtp: = "k 2 0. 101. .
M= Zaip= do Zxd = L 10001301 - 3263,5 (vgl.opgave 9)

0%= ,u,;,,_,u.2 = 33835 . 2550,25 - 833,25

0 = 28,866,



V) Wij beschouwen 3 achtereenvolaende waarnemingen. De
mogelil jkheden z1jn, als wij het optrenen van een waarde x= 80
een succes noemein:

1. geen succed; dan 1s y>3
it "

2. 71 succce, ys3
3., 2 successcn, " 0

-, 3 successcn,

Bij 3 wearnemingen woet &én van dexze Y mogelijkheden optreden.
Nu is Ply>3]= (6,79)°
dus Plyss]l= 1-10,79)2 . ¢,50%.

14, De hypothuses H,, welke wij wensen te toetsen, luidt: De
verkoon van gasflornuizen 1s, afgezien van toevallige fluctuaties,
in weide winkels even groot.

Wij toetscn {eze hypothese met de tweezl jdige tekentoets,
toegepast op de ver:ichillen voor ieder der jaren. Dit geschiedt
met de teckentoets an niet met de toets van Wilcoxon, omdat over
de periode wearover de gegevens beschilcbaar zijn, een verloop

in de verkoop van gasfornuizen nict uiigesloten 1s en tweezilj-

ie
3 de grootste omzet kan hebvben,

1}

)
u
fa—

dig, omdat zowel /N &l
Wij vinden:
A

l teken van AL
H

!

!
200 | 163 +
210 1 20k | ]
1we |18y -
200 o9 -
197 ¢ 203 -
230 12T -
232 1 o7l '
253 1 o6l -
277 1wt +
o7 | 235 -
Rl | ol ,
202 | 255 -
205 | 290 F

De toetsingsgrootheld x is het aantal plustekens, dus x-=5
nN=13, Heg ! P= iﬁ_ .
De tweezijdige overschrijuingskens vinden wij door in tabel 1
de overschrijdingslcans op te zoeken van:
= = 3
u:“:tégi;&J:Oﬁé

V13
L= 2% 0,897 = 0,58

£ Bveed ik Yalel 1o loe rusds & osatn
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Conclusiv, Op grond van deze overschrijdingskans kunnen wilj de
getoetste hypothese niet verwerpen.

e 3

15. De kans op A "hct getrokken nummer =za' 1s gelijk aan
PlA]- &.
[A]-
De kans op I "het getrokken nummer zb'" is gelijk aan
PIR] = Nabit
N

De gebeurten:szcn A en B kunnen alleen dan tegelijk op-
treden indien be<a. Is dit niet zo, den zijn zij, daar zl] el-
kaar uitsluiten, stochastisch afhankelijk. Is b<a, dan 1is

PLAenBj:Ehgii.

De gebeurtenissen A en B zijn nu stochastisch onafhanke-
1ijk indien:

abt & N-bel

N N N

Hieraan is alleen voldasan als a=N of b=1 , d.w.z. als ofwel A

zeker ofwel B zeker is. (vgl. opgeve 11)

16. Nocm het aznbtel paren geliljken x ; dan kan x dus de wrerden

0,1,2, . . . ,0 ~onnemen. Wij berekenen Plxz1] als
1o Plx=o].

Persoon A heeft acclect 10 nummers goeurokken uit 100. De kans
dat het 1° nummer, cat B trekt, ongelijk is aan één van de 10
nummers van A, 1& gclijk aan %% . De kans dat het 2° nummer,
dat B trekt, ongelijk is aan één van de 10 nummers van A, is ge-
1ijk aan g% . Duze redenering voortzcittend vinden wij:

p;x,=‘ :—9-9-—8—9-2-—8@&-: Q,3d.
[x=0] 100 39 98 97 o 223

De gevraagde kans is dus:
123 £

Plxz1l= 1-0,38 = 0,67

Deze opgave kan ook als volgt worden opgelost:
Het aantal 10-tallen, dat uit de getallen 1 t/m 100 aselect

te trekken is, bedraagt (99)

Als wij nu ce kans willen berekenen, dat er geen gelijke
getallen voorkomen in de 10-tallen van A en B, dan bedenken wij
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dat B, nadat A heeft getrokken, dus nog 90 getallen tot zijn
beschikking heeft, waaruit hij er 10 aselect mag trekken,
Het aantal morelijke 10-tallen van deze aard bedraagt @g,

zodat dus

Tin. 0l - (90 /{ OO\ - o
Plx-0}= (-io)fkw)- 0,33,

17. a) Wij toetsgen, met behulp van de toets van Wilcoxon, de
hypothese dat er gecn verschlil is in levensduur tussen beide
soorten gloeilanpen.

Aangezien de waarnemingen reecds gerangschikt zijn, kunnen
wij direct de A& e¢n b waarnemingen samen in een opklimmende rij
rangschikken.

Wiy krijgen dan:
ABDABAABAEREAABABBABBABZBB.
W wordt berekend door bij iedere A tec tellen hoeveel B's ervddr
staen, dus:
W= ortdis2s2+8 44454749 = 37,
Verder 1is
w= Lmn s L2 = fote]

/

en 0% A amms-n+t) = L. 10.12.23 = 230,

I3

De tweezljdige overschrijdingskans ken gevonden worden, door in
tabel 1 van de Nopverdeling de overschrijdingskans op te zoeken

van
2o |
we B¥-001-3 g
15,2
Dit geeft k=9,14

Conclugie

Op grond van de gevonden overschrijdingskans kunnen wij de
hypothese, dat er geen systematisch verschil in levensduur tus-
sen e beide soorten gloeilampen is, niet verwerpen.

b) Indien dc Droef bekort wordt tot maximaal 1000 uren,
vinden wij de W van Wilcoxon op onderstaande wijze (vergelijk
opzave 10).
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B A Bijdrage tot U Gelijken

0 L 0

/. 630

1 537 1

o, [68s |

2 "(‘1-0,. 770 L
780

3 320 3
530 o

il SN, 856 ¥
339

5 920 5
970

6

6+§=9 | 6x>100C | £::>1000 18 8
m = 17 n="10 U=39

Dus W= 39,

ILL: Jimn = 60,

g% = mn {(n’wn‘)?‘._( g, +2°d,+3°9a+---) }
12 (ma+n)(men-1)

- 1012 { 22 (114 ¢ 83.1)'§ ~ 219.00.
12 2. 21 .

Q
1

4,8 .

De tweezijdige overschrijdingskans k wordt gevonden uit:

|39 60| _ 4
14,8

0y

w =

= 1,38

k]

k= O, 1%,
De conclusie is <un gelijkluidend zon die onder a.
Opmerking
De continufteitscorrectie (_% in ¢e teller van w) is hier
toegenast op dezelide wijze als voor het geval, dat er geen
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gelijlte waarnemingen zijn. Deze corretie berust op het feit,
dat in het lactsteenoemde geval de intervallen tussen op el-
kaar volgende morelijke waarden van W steeds de lengte 1 be-
zitten. Dit is, als er gelijken zijn, niet altijd meer zo. In
sommige gevallen (zie b.v. opgave 50) bijven deze intervallen
wel aan elkaar gelijk, maar worden langer; verkrijgen zij alle
Ge lengte a , dan neme men als continuiteitscorrectie -ja in
plaats van ~-%. In veel gevallen zullen de gelijken echter de
lengte van de intervallen tussen op elkaar volgende waarden
niet op dezelfde wijze beinvlioceden: enerzijds kunnen ook niet
gehele wacrden voor W gevonden worden; anderzijds worden som-
mige waarden soms onmogelijk of minder waarschijnlijk dan zij
eerst waren. Kortoim, de toestand wordt door het optreden van
gelijke waarnemingen minder overzichtelijk. Daar echter de
overschrijdingskans, berekend met continuiteitscorrectie, steeds
lets groter 1is can die zonder deze correctie, valt het aan te
bevelen ook in zulke onoverzichtelijite gevallen de gewone cor-
rectie te gebruiken. Men gaat op die wijze voorzichtiger te
werk dan wanneer men hem, wegens de onoverzichteli jkheid, maar
weglaat.

148. Daar de kans oD succes gelljk sanpis, geldt
P[r_}: 1]: o,

p[n::?.]:: qp,

p[_{]::nl: quqp’
dus

Substitueer hierin n=m+1.

mei=1
pore) co
S - mo
= Z mg  qp +§oq =
o) <o
S -1 . m

daar de eerste term (voor m=o0) van ce eerste som gelijk aan
o (=]

018 Nuis Z mq™"-€n (zle boven) en 2 QM. 1
o o

mz1 ms 1-q.
(meetkundige reeks), dus
En=q€n+ P | tg)En-t
iq
‘gn: _.L- =
n= =

o
o>
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Verder is

Substitueer wederom n=ma+1 .

L 2 m+i-t
fna-_: Z_ (m-+1) q - P =

"
M8

2 +1-1 3
maqm“"‘p +Q§‘omqm p+ n;-oqmp::

0
2
)
3
£

o
> miq™'p+2qZ ma™lp +d=

]
o
o
3
»
+
bl
o
o6
I
+
-

Dus .
1.q) Ent= 22 41,
EHZ: 3ﬂ+p
- P
Dus

19. Indien uit de¢ sceekproef blijkt, dat de ondergrens van het

betrouwhaarheidsintervel van het percentage ondeugdeli jke exem-
plaren kleiner 1s can 1%, dan is er geen reden tot reclameren,

De ondergrens vinden wij in tabel 2 voor betrouwbaarheidsinter-
vallen voor kleine kansen.

¢S =g C = O.05 <, 2,0 | ianY -
Voor x=8 €én «w=005 18 O, = =~ 00, = 1,39, .

Hierult zal men concluderen dat het percentage ondeugde-
11 ke exemplaren wn ¢e partij goederen, behoudens een onbe-
trouwbaarheid 0,05 groter is dan 1,3% en men zal dus reclameren,

Men zal niet reclameren indien;
8,, < 0,01

dus B0 6, < 1,5.

Uit tebel 2 blijkt dat x=4 de grootste waarde is, waarvoor
hieraan nog voidaen is (dan is nl, n&,=14 voor ®=0,05, ter-
Wwijl voor x=¢ de ondergrens n&=20 is, dus >1,§ ).

Maximasl mogen dus 4 ondeugdelijke exemplaren in de steek -
proef ven 150 execwmplaren gevonden worden.
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20. a) Toetsen wij de hypothese H, dan is het onderscheidings-
vermogen de kans op verwerpen van Hg indien H julst is.

def
A= PlxeZ|HI

(e = behoort tot).

b) Aangezien = kritieke waarde x=5 de grootste waarde 1is

die x aan kan nemen als n=35, kunnen wij dus P[xre Z|H] bere-
kenen als Plx=5|H]

Wij kiezen voor H b.v. de volgende
waarden van p:0; 0,2;0,3;0,650,7;0,9en 1,

Plx=slo]=0

Plx=6|0,2]= 1.(0,2)5= 32.90°°

Plx=5]03]= 1.(0,3)5 = 243,105

. 1. 5_ a4 -5 (dit is de onbetrouwbaar-
PLla=5]05]1= 1.(0,5)%= 312510 heid van de toets),
Plx=5]0,61= 1(0,6)5= 3976 .10°°

Plx=5|0F]= 1(0,7)%= 16807.10°°

Plx=6{0,9]= 1(0,9)%= 59049. 10°°

Plx=6]1]=1

Van dit onderscheindingsvermogen is onderstaande schets te maken.

Axio®

o

o4 02

~—> p



Opmerking:
Indien wij het onderscheidingsvermogen willen benaderen,
dan kunnen wij dit doen door voor iecere gekozen p te berekenen:

w= w met Q=1-p
Vapa,
en vervolgens in tavel 1 de eenzijdige overschrijdingskans van
deze waarden van w op te zoeken.
De benaderins 1s voor grote en kleine waarden van p niet

erg goed; voor p=cobv vinden wij:

o= 5-5)&0,9-12

" V5.0,9.0,1

De eenzijdige overschrijdingskans van deze waarde van u is 0,5,
en dit is de benadering van het onderscheidingsvermogen. Het
exact berekende onderscheidingsvermogen bedraagt in dit geval

0,59.

21, a) Wordt er voor een voorwerp geloot in welke groep het
komt, dan is de wens om in A of B te komen voor beide %. Wi
moeten dit dus alleen nog bewljzen voor de voorwerpen, waaromn
niet meer geloot wordt, omdat één van beide groepen reeds "vol.'
is., Een dergelijk voorwerp komt in B als A reeds vol is en in A
als B reeds vol 13,

Er blijft nu dus te bewijzen, dat de kans dat A het eerst
vol 1s gelijk is aan de kans dat dit met B het geval is,

Bij iledere ri) trekkingen, waarsij A het eerst vol is, kun-

nen wij door het verwisselen van A en B een dergelijke rij or -

schrijven waarbirjy B het eerst vol is. nl,

L A BB
AL A B AB
LA A ABB.

Twee dergelijke rrjen zijn steeds even lang en hebben dus, desr
de munt zuiver is, zclijke wh, Voor de 2 in de eerste regel in
deze b.v. 1/4 en voor de 4 andere 1/8. Derhalve is inderdaad de

kans, dat A het eerst vol is, gelijk aan die voor B.

b) De verdeling is niet aselect. Immers de voorwerpen i an
vormen alleen dan groep A als wij A A verkrijgen en de kans d~otr -
op is 1/4. De voorverpen vy en v vormen tezamen groep A, als wij
A'B A krijgen e¢n e kans daarop is 1/0. Deze kansen zijn niet
geligk.,
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N
n

a) De mogelrjke tweetallen voor gproep A zijn:

ViVg 3 ViV 5 ViV, VaUp, UV €N Uyvy.
Deze 6 tweetallen toeten alle een kans 1/6 hebben om één groep
te vormen. Wij moeten dus beschikken over een lotingsmechanisme
met kans 1/0, en dit kunnen wij op c¢e volgende wijze bereiken:
Van de 8 mogeli jke uitkomsten (met kans 1/8 ), die men bij 3
worpen met een zuivere munt kan krijgen, laten wij er 2 buiten
beschouwing en aan leder der overige voegen wij van te voren
een combinatlie van 2 voorwerpen toe. Bijv.:

mogelijke uitkomsten tweetal kans

K K M VYo 1/8
T y

K M Vavs 1/8

MK M VaVy 1/8

MM K Vs 1/8

KM M M 1/8

. 8

MK K \Y ¢

K V3 n 1/

4 1/8

R 4 buiten beschouwing

MMM J 1/8

Wij voeren nu zolang drietallen worpen uit tot één der 6 boven-
ste uitkomsten verkregen wordt.

Een dergelijie uitkomst geeft dan een verdeling van de
groep van 4 voorwerpen in 2 groepen van 2 aan. Deze verdeling is
aselect, want alle mogeliljkheden hebben gelijke wh.

b) De berekenin; van €n waarbijy n gelijk is aan het aan-
tal drietallen worpen, dat wilj moeten verrichten om de aselecte
verdeling tot stand Te brengen, kan op analoge wijze als in
opgave 10 geschieden.

Hier is: p = kan. op succes = 3/4

q = kans op milslukking = 1/4.
n = aantal drietallen worpen, tot voor het eerst een succes
optreedt.

Dus
@ -
A =

O o=

33 By

4
o
De verwachting: van het aantal vorpen is dus 3 x & = 4,

3

23. a) Wij voeren de volgende notatie in

¥ = Kruls

M = munt.
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De munt is zuiver <.w.z. P[M]=z PIKIl-= 3. Derhalve is (vel.
opgave 18)
N -~
P[L:ﬂ] :(19:.) .&:Q .
De verwachtin’. en de sprelding van de verdeling van n kun-
nen op dezelfde manier berekend worden als in opgave 18,
Wij krijgen dus: €n =

) Pln=m] wordt als volgt berelkend.

Voor speler A: Pln=i]=2"
Voor speler B: P[m=i]= 2"

Dus: P[g:m:L]:Qdi
© o 2
= = R -t 4
Pln=m]l= ?;1 277 = Zm 4= g

c) In b) is al berekend dat

p[D:m]:%‘

Dus is P[A wint of B wint] = 1.4 = %. Verder is de kans

op winst voor A gelijk aan die voor B, dus is
PlAwint] = P[Bwint]=1.

24, De linkeroverschrijdingskans van de waarde x is geli jk aan:

x].

ky = Plx

1A

De rechteroverschr: jdingskans:

k_,: p{?\:_

<

w

x].
De som van belde overschrijdingskansan:

k&-:-k,t:fo[;_g;cl-'.—p{.;;x] =

1

Plx<x]+ Plxax] + Plx>x] + Plx=x]

il

14 Plx=x].

Bij een continu verdeelde grootheid x is Plx=x]=0, zodat
daarvoor kp+k,=1 1s.



25, Voor Pl[x?=x?] kunnen wij schrijven

p[§2= i_] =P[>_¢=x OF L:—X] = P[:_)_(.:-'X.} + —P[_D_Q::x,l .

Verder is
Ply=y en x2=x2] = P[(g:g en x=x) of (y=yen x=-x)]=

p[g:y en ?_(.:3(.] + P[§=Ld en 9_&:..3(-]:

i

1

Ply=yl Plx=x]+Ply=yl.Plz=-x]=
P[g:g]{P[gg.—.x]+ P[o_c:-x]} =
= Ply=y] Plx?=*].

n

Volgens de definitie van stochastische onafhankell jkheid zin

x* en Yy dus onafhankelijk.

26. a) Van de % mogelljke gevallen MK,KM,KK en MM veu
2 worpen met een onzuivere munt beschouwen wij alleen de ge-
vallen MK en KM,

Indien PlKlz=p en P[Mlzq:=1i.p,

dan 1is PIKM]l= PIMK]=P[K].PIM]l=pq,

en PLKMof MK] = pg+qp=2pq,

PLKM|KMof MK]= P MK|KM of MK]= %%z L.

Op deze wijze kan men dus een onzuivere munt "zuiver maken"

b) Werp telkens 2 x met de onzulvere munt en laat de re-
sultaten KK en MM bulten beschouwing; indien MK voorkomtu et
een voorwerp in groep A en indien KM voorkomt den in groep B.
Zo is de kans om in groep A te komen voor ileder voorwerp ;
Bevat een der beide groepen A of B 3 voorwerpen, dan gaat ¢~
rest van de 6 voorwerpen in de andere groep (vgl. opgave 21 c¢n
22) .

27. Noem het aantal onjuiste conclusies x dan heeft x ecn L
nomiale verdeling wmet n=5 en p=«.

a)De kans op 5 goede conclusies is:

Plx=0]= (1-%)°

dus: Plx>ol=1-(1-)%.
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¢c) Vul in =002 dan komt er

Plx>o0]

1_(1-0,02)%

0,096

]

Plx=5] = (0,02)%

EREE 10—9‘

d) Gevraagd wordt « zo te bepalen dat

P
1t = V0,95 = 0,99

% = 0,074 .

28. a) Indien cde fanrikant een steekproef van 100 exemplaren
neemt, moet hij ovn grond van het gevoncden aantal defecte exem-
plaren kunnen peslissen dat de fractie defecte exemplaren in de
partij niet groter ig dan 7%5’ behoudens een onbetrouwbaarheld
0,1. De bovengrens van het betrouwbaarheidsinterval voor deze
fractie mag dus nict groter zijn dan 7%6 . In tabel 2 voor be-
trouwbaarheidsiniervallen voor kleine kansen vinden wij, als wij
in de sfteekproel van 100 exemplarcn geen enkel defect exemplaar
hebben gevonden, voor de bovengrens:

-~ 2.
o

= 22 behoudens o=0,1.
100
Deze bovengrens s kleiner dan ﬁ%ﬁ . Vinden wilj in de steekproef
van 100 exemplaren 1 defect exemplaar, dan geldt voor de boven-
grens

e . 32 behoudens o=0,1.
100
. 2
Deze bovengrens i3 groter dan 160 . D¢ fabrikant zal dus die par-

tigen goedkeuren, waarbl) hij geen enkel defect exemplaar in de
steckproef van 100 exemplaren heelt gevonden. Bij 1 of meer defec-
te exemplaren in de steekproef van 100 exemplaren wordt de partij
alfgekeurd. De kans dat hij partijen wmet 3% of meer defecte exem-
plaren ten onrechte goedkeurt is dan =0,1.
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b) De steekpiroefgrootte stellen wij n»n . De fabrikant wil
dus, indien hij 1 vefect exemplaar in de steekproef vindt, de
partij nog net goedlkeuren, d.w.z. concluderen dat

'

Dus (zie tabel 2 voor w=1 &n w=o,1 )

3,2 2 3
™ T80
N = 130

De steekproef meet ‘us minstens 130 exemplaren bevatten.

29. Indien »n en x veide groot zijn kunnen wij de onder- en
bovengrens van het betrouwbaarheidsinterval voor ¢ berekenen uilt
de formules 4' en %' (zie formules)

Gﬁ.k:\:) = 1 ( XoE C’ x(n-%) 1 .

5 - ﬂ‘( n ‘ >
waarin ¢ een constante is, die afhangt van de onbetrouwbaarheids-
drempel. Voor «=v01 (tweezijdig) is c¢-=2,58 (zie tabel B). De

lengte van het betrouwbaarhcildsinterval voor ¢ is nu:

8% © . 20\/X(M0 . 2.2,58 \ XX .

* n \' al n 8

Bij gelijkblijvent: @ en o zal het betrouwbaarheidsinterval
nauwer worden, indien mn toeneemt. Als 9=04 dan zal % In de buurt

van O,% vallen, cuc zal x ongeveer o4n zijn., Willen wij het
betrouwbaarheidsinterval dan een lengte 0,1 geven, dan vinden
wij de grootte van de steekproef ult bovenstaande formule:

Ol ne 2:2,68 0,4Nn{N-0,4n)
n n >
nw 27 2,58% 0,24
o2
Nnx 639.

30. a) Van de partij goederen van 10,000 exemplaren zijn 500
ondeugdelijk, De Lins dat een aselect uit de partij gekozen ex-
emplaar ondeugdeljk is, is dus

S00 - 0,05 .
10.000

b) Voor het nabootsen van het nemen van een steekproef van
40 exemplaren uit deze partij, moeten wij dus beschikken over
een lotingsmechanisme met kans 0,05 op "een ondeugdelijk exem-
plaar". Van de getallen O tot 100 kiczen wij er 5, die de ondeug-
deligke exemplarcn voorstellen. Wiy kiezen b.v. 00, 01, 02, 03 en
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en O4, Vervolgens nemen wij 40 getallen, -zonder herhalingen uilt
tabel 6 van de asclecte getallen (kolommen 11 en 12) en tellen
daarin het aantal getallen dat < 05 1is.

32 86 84 75 65
5 60 01« 23 3

by ox o 9k 65
20 66 #F 48 35
66 S22 95 13 OF
78 9% 03« 19 82
81 11 o7 84 98
84 L 06 54

61 17 99 42

00« U7 I3 14

In de aldus genowcn steekproef zijn cde aangestreepte exemplar:n
ondeugdelijk. D1t zijn er 3.

Uit tabel 2 voor betrouwbaarheidsintervallen voor kleine
kansen vinden wii voor het tweezijdig betrouwbaarheidsinterval
met o= 0,05

ne, = 0,6 ne™= 8,8

o

.8 = 0,22.
o

6 _0,015 en @%-

l

%
ol
>

Dit interval bevet inderdaad de werlkelljke kans 0,05 voor hef
trekken van cen ondeugdelijk exemplaar.

Opmerking. Het niect toelaten van herhalingen in de rij van %0
asclecte getallen komt overeen met het nemen van een steekpro=i
van 40 exemplaren zonder teruglegging, zoals dit in de practi).
gewoonlijk gedaan wordt. Dit betckent, strict genomen, dat de
kans on het trekkcn van een ondeugdelijk exemplaar afhankeli j«
is van de resultatcen der reeds cerder gctrokken exemplaren. Dzze
kans is dus niet constant, maar daar de omvang van de steekpio:zi
(40) klein 1s in vergelijking met die van de gehele partij
(10.000) is dit ¢ffect zo klein, dat het zonder bezwaar vervaar-
loosd kan worden.

31. Stel de organisator ncemt n vuurpijlen mee naar het vuur-
werk, hij heeft dus n.20 reserve pijlen. ’

Iedere pijl heelft een kans p=4%5s om een succes te zi:in.
Noem het aantal successen =, dan moet de kans, dat 19 of mind: -
pijlen goed zijn £2 0,01 2zijn; dus

P[x =19] £ 0,01
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x Dbezit een binomiale verdeling met parameters n en p=45. Wij
benaderen deze met een normale verdeling met parameters m=445n

en G:\/n%.%: %\/_r;

Dus

Uit tabel 1 van de  N(o4)-verdeling volgt, dat het linkerlid

gelijk is aan 0,01 als

L_ 4
~2,33 = _1.9____..2 s" .
2\Vh
. Ny= %080 €N nNg= 19,27, waarvan alleen n, in aanmerking komt. Dus

31 - 20 = 11 reservenijlen.

32. a) Indicn uit het steekproefresultaat blijkt dat de partij
goederen meer dan 2% defecte exemplaren bevat, dan zal de fa-
brikant de partij afkeuren. Ligt de ondergrens van het betrouw-
baarheildsinterval voor €, de kans op een defect exemplaar, hoger

dan 2%, dan zal bchoudens een onbetrouwbaarheid «=005 het percen-

tage defecte exemplaren in de partij zoederen groter dan 2% zijn.

De oncergrens van het betrouwbaarheidsinterval vinden wilj uit

tabel 2 voor x=5, n=140 ¢n «=005 (cenzijdig): ne,=2,0 dus 6,13%.
Het vermocden van de fabrikant is dus juist, want hij

zal nu niet tot allkeuren van d&¢ partij overgaan.

) De fabruizant zal de partij afkeuren indien hij uit de
steelkproef van 150 cxemplaren vindt dat:
e, > 0,02

dus als 150 9, > 0,02.150=3 .

Bij opzoeken in tabel 2 vinden wij voor x=6 de waarde N6, =26,
die <3 is, terwijl voor x=7 de waarde 3,3 voor 1508, gevonden
wordt.
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Indien de fabriksont dus 7 of meer defecte exemplaren in een
steekproef van 150 cvxcmplaren vindt, zal hij de parti] afkeu-
ren, waarbij hij dan een kans = 0,05 heeft om een partij die

= 2% defecten bevat, ten onrechte af te keuren.

c) Bij 7 of uecer defecten in ce steekproef van 150 exem-
plaren wordt de Darvl] afgekeurd.

De kans om ¢e¢ nartij af te keuren, als het werkeli jke per-
centage defecten 10 bedraagt, is dus ~¢lijk aan de rechterover-
schrijdingskans van 7 (gearceerde deel in de figuur).

Voor de berekening zebruiken wij Jdu normale benadering waarin

M=0p =150 0,1 =15,

o =Vnpq = V150.0,1.09 = 3,68

In Gabel 4 van e N(@OA)-verdeling vinden wij nu
ko= 0,01
en . k.= 0,99.
M.a.w. de kans op afkeuren van ecn partij met minstens 10% de-

fecten 1s, indien H1j 7 of meer defccten in een steekproef van
150 exemplaren al ckeurd wordt, gelilw san 0,99,

Hoewel wij hier wct klelne kansen te meken hebben, gaan wij toch
eens na, welke onlossing wij met behuln van de normale verdeling
vinden.
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a) Wij toetscn de hypothese Hy:p=002 tegen de alternatieve
hypothesen p>o0,02. Ligt het resultaat x-s5 biJ n=150, onder H,:p=0,02
in de rechterkriticzke zone met «=005, dan zullen wl] Hy verwer-
pen teén gunste veén H :psoo2. De binomiale verdelling met n=150
en p=oo2 wordt nmu benaderd door cen normale verdeling met wm=np=>

en o=Vnpq = ,71.

De rechter eenzijdine overschrijdingsltans, opgezocht in tabel 1

der N(o)-verdelin,. cedraagt k, = 0,10,
Conclusie: Het sveciproefresultaat lcidt niet tot verwerping van

Ho:p=0,02 en het vermoeden van de fabrikant is julst,

b) Hoeveel dcrecte exemplaren hed de fabrikant moeten vinden
opdat hij wel tot verwerping van H,:p=o02 2zou zijn overgegaan?
Stel dit santal =, dan moet = dus oncer H, in de rechterkri-

tieke zone liggen, ¢.w.z.
Plxz x| p=0,02]= 005

ofwel

- 4 .
D[ Z-3-2 X-5-% I p:o,o'.l] £ 0,05.
17 LF

nw

Uit tabel 1 vinden wij nu voor X-%*% de waarde 1,65.
SF1
K= 6,32-,
d.w.z,, daar x allcen gehele waarden aanneemt, dat voor x=z==z

R}

tot verwerplng wordt overgegaan.
In dit geval zljn de uitkomsten, verkregen volgens tabel 2

en volgens de normale benadering gelijk.

33. PBij gelijke winstkansen voor beide spelers moet de winst-
kans voor A % zijn.

Noemen wij het aantal malen, dat A wint x , dan kunnen wij
de hypothese Ho:ip=%4 Toetsen door de tweezljdige overschri jdings -
kans van x= 65 serekenen, waarbi) de binomiale verdeling

met p=4 en n=w0 henaderd wordt door een normale verdeling met

=80 en G:\ﬁﬁl%%:ﬁ.‘ﬂij toetsen in dit geval tweezijdig, omdat

zowel A &8s B een kans > £ kunnen hebben om te winnen,

&

los.s50]-5 _

L= = 2,9.
)
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In tabel 1 van cde N@)-verdeling vinden wij een tweezijdige over-
schrijdingskans k=oo004.

Conclusie: De hypothese Hdp=é wordt verworpen wegens de kleilne
waarde van k ten gunste van de hypothese, dat A een grotere winst-

kans heeft dan DB.

b) Nu wordt ;evraagd, de grens van het rechterdeel der twee-
zijdige kritieke =Zone van x voor w=0,05 te berekenen. Dit geschiedt
als volgt: Wij zocken naar de kleinste x waarvoor

x-50-% £
—% = So0s”

1,96 dus: xz60,3.

Daar x alleen gehele waarden asn kan nemen, mag A dus hoogstens
60 maal winnen zonder dat wij bij cen onbetrouwbaarheidsdrempel o=
=005 de hypothese H,p=%4 Dbehoeven te verwerpen, Uit tabel 3 van

de tekentoets is it resultaat rechtstreeks af te lezen.,

¢) De kans on verwerping van H,p=f wordt groot als p dicht
bij © oif dicht bx»j 1 ligt. Wij berckenen nu, hoe groot p(>4) moet

zijn, om een kans 0,0 te verkrijgen o) verwerping van H, ten gun-

ste van de juistc hypothese p>%. Dit 1s (zie ook D)

Y= P . D[ x-tcop 5 61-100p
pP=P{xz61|p] [1ov@' = lp],

waarin nu éﬁ§§¥?=;é bij benadering MNos) verdeeld is. Voor die
wasrden van p, woorbij voldaan is aan:

61-1
*luz SR o

is dus het ondcricheldingsvermogen ~o8. Nu is Pluz.o84]=0,8
zo2ls uit tebel 1 Lligkt. Dus is AP~ 0,8 als
O1-199P . _ 0,84, 100,71 p?. 122,71 p+3%,21= O,

10Veq i
Py= 005, Doz 0,57

Voor p=065 is het oncterscheidingsvermornen xo8. Voor p:assis het onder-
scheldingsvermogcn o2 want deze woriel van de vierkantsvergeli j-
king is ingevoerd ols 61.1op=+084Vpg cn Pluzog4]=02; uit symmetrie-
overwegingen volgt cat ook voor pax1.0,65-025 het onderscheidings—
vermogen o8 bhearaeagt,

Opmerking. Formecl verstast men in de toetsingstheorie onder het
"onderscheidingsvcrmogen” de totale kans op verwerplng van H,,
zowel indien dit ten gunste van de juiste hypothese (b.v. p>%)
plazts vindt als ten gunste van de verkeerde (b.v. p<g als in
werkeld jkheid p>%).Dit is cen onpractische definitie van het on-
derscheidingsvermnozen, da:r men b1j toepassingen weinig gesteld
zal zijgn op het optellen van de kans op een falikant verkeerde
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bonclusic en ALe on de Jjulste. Wij heboen dearom de laatste on-

geveer gelijk nan 0,8 gemaakt. Deaar de kans op een falikant ver-

keerde.conclusic +n de regel zoer geriug is, 1s het verschil

in de ultkomsten ven deze methode e G gebrulkell jke meestal

slechts kleln.

34, Algemeen geldt: Indien de gebeurtenis A optreedt kan de

gebeurtenis B wel of niet optreden. Dit schrijven wij als:
A= (A enB) of (Aen niet B).

Dus 1s volgens hetv vierde axioma:

PLA] = PLAenR] + P[Aen niet BR].P[(AenB)en (Aen niet B)]
de gebeurtenissen (A enB) en (A en niet B) sluiten elkaar echter
uit, dus Pl(AenB)en(AennietB)l=0.
Gegeven is nu dat 2ls A optreedt, B ook optreedt, dus P[Aenniet B]=0
dus P[A]l = PlAenB].
Geheel analoog vinden wij

PIR]= P[AenB],

zodat
PLAL: P[BI.

35, a) Indien A ontreedt kan B in het algemeen wel of niet op-
treden, Vij schraijven dit als:

A= (A en B) of (Aen niet B).
Analoog aan opgave 54 vinden wiy dus
PLA] = P[AenB] + PlAen niet B]

maar de laatstc term is in dit geval gelijk aan 0, daar B steeds
optrcedt als A optrecedt. Dus

P[A] = P[AenR].

b) Nu uitgasnde van

PIR]= PLRen Al + PLBen niet A]

vinden wij, daur wij reeds bewezen hebben dat,
P[Al: p[Aen Bl;
PLBIz PLA].
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¢)  P[AcFB]= P[A]+P[B]-PlAenBl...... (axioma 4)
Nu is:
PlAl=PlAenB]
dus PLASE B = PLBL.

d) Te bewijzen is nu: PLBIAl=t

piBIA] % PlAenRl

PLA]
Nu is PlAenB]= P[A]
PLAL
PIRIAl = =22 -4
dus L ] N

36, &) De gebeurtenissen A en B sluiten elkaer uit, dus P[AenB]l=0.
A en B zijn stochastisch onafhankelljk indien geldt:

PlAen B]= PLA] PLR]

en daar P[AenB]-0 iz hierasn dus alleen voldaan indien of P[Al=0
of p[B]:O.

b en ¢) Voor de gebeurtenis A schrijven wij weer:

Az (AenB) of (Aennietd)
dus daar de gebeuritenis (A en niet B) onmogelijk is, is
PIAl= PlAen B]

dus als B altijd ontreedt als A optreedt,zijn A en B niet sto-
chastisch onafhanlkclijk, tenzij PIBl=1.

37. a) Er zijn () verschillende verdelingen in twee groepen
A en B mogelijk. Nuaweren wij al dezc mogelijkheden van 1,...,(3)
en beschikken wiy over een loterij met (Q ) verschillende uilt-
komsten met gelwijlic whn, dan kunnen wij de aselecte verdeling dus
tot stand brengen, door één maal uit deze loterij te trekken.

In principe ltan men dit met een zuivere munt als volgt be-
reiken. Zij h het kleinste getal, waarvoor

2"z ()

(bov. n=5 en k2 geeft (R)=10 en h=4), Werpen wij nu h maal met
een zulvere munt, ¢an zijn er 2" verschillende worpreeksen mogeli jk.
B.v. voor h=4 dc 16 worpreeksen:
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K XK KK
KKKM
KKMK
KMKZK
M K K K
KKMM
KMKM
KMMEK
MKKM
MK MK
MMKK

!

1
MMMM.

Deze bhezitten alle dezelfde wh en wij zoeken er nu willekeurig
{R) uit en laten de rest buiten beschouwing. In het voorbeeld
nemen wij b.v. dec eerste 10. Aan ieder hiervan voegen wij één
der mogelijke verdelingen van de n voorwerpen in de twee groepen
A en B toe. Vervolgens gean wij inderdaad h maal werpen met een
zuivere munt en (it experiment herhalcn wij tot wij één der (7[})
gekozen reeksen verkrijgen, c¢n brengen de daaraan toegevoegde
verdeling in de groepen A en B tot stand. Alle mogelijke ver-
delingen hebben dan dexellfde wh.

Deze methode ¢ist voor grote n zeer veel tijd.

b) Een snellerc methode is te verkrijgen door te werken
met aselecte getellen 0,.....,9. Wiy nummeren dan de n voorwerpen
van 4, . . Jnooen nemen uit een lijst van aselecte getallen de
eerste k getallen (=zonder herhaling) die kleiner dan nw zijn,
waarblj 00 als 100 gelezen wordt. Is bH.v, n=8% en k=17 , dan
nemen wij paren acelccte getallen, slaan alle getallen > 83
over, evenals getallen, die wij reeds gehad hebben, en nemen de
eerste 17 getallen = 83.
Tabel 6 van aselecte getallen, rij 23 geeft het volgende:
97, 12, 54, 03, 43, 27, 08, 33, 14, 17, 21, 81, 53, 92, 50, 75,
23, 76, 20 en 47,
De doorgestreepte getallcen zijn > 83 en komen niet in aanmerking.
Herhalingen kwamen in deze rij niet voor. De gevonden getallen
wijzen tezamen de voorwerpen van groep A aan.

Opmerking: De oncder a) beschreven methode kan hier ook worden
toegepast, maar is veel omslachtiger. De onder b) beschreven
methode kan ook met behulp van een zuivere munt toegepast worden,

indien men de nummers der voorwerpen in het tweetallige stelsel
schri jft.
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38. Wij berekencn cerst de kriticke woarden B en C van de teken-
toects voor n exverimenten en w=005 waarbij wij de normale bena-~
dering toepasscn.

R DR B a"A ‘d.’C\‘-“'Z—“"‘
o5n
Nu worct d (zie frzuur) zo gekozen, dat
PlxeZlH,]= P[lg_c_%‘nbdll-lo]: o
of ook, met w«=00s:

[‘5 &n‘>' ]= p[!g\>ii-}:<xos.

ET dVn
De wacrde van %, , waarvoor
Pllul > Ecl= 005
is §,=496, zools uwnt Tobel 1 blijkt. Dus moet gelden
_9’._ = 1,96,
Vi
. d=098Vh.

De kriticke w.orden ziljn dus
n-098Vn en C=4n+o098Vn,

Willen wij nu -wehoudens een wh 0,1 ~de afwijking van p=o0,5
ontdeklzen, dan mo<t dus het onderscheidingsvermogen van de teken-
toets voor p=o0,2 ~clijk asn 0,9 zijn., Het onderscheidingsver-

mogen, dat gedelinicerd is als:

/S(H)deF PlxezZiH]

is in dit geval, woirin wij de binomizle verdeling nu benaderen
door een normale vewdeling met w=o02n en o=oaVn gelijk aan:

5(0,2) = F ('&t’\—~0,c>8 vn . 0,‘2\’1> = (lgn-»o,%\fﬁ %o,'zn>}
M 9,4VnA ‘l. N o,4Vn !
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wacrin F(x) de verdelingsfunctie van de normale (o,1)~verdeling
voorstelt. Nu is (zie figuur) in dit gevel

£ (éjh+o,98Vﬁ_o,?.n AP

N oavna

zodat wij voor het onderscheldingsvermogen bij benadering mogen
schrijven:

O~ Fy (20:098Vn-02n) - 0
P N( 04 VA ’
nu is  F (1,28) =09 zodat dus:
in_0,98\Vn.o2n

OHVT

03¥N-098 = 1,28,
o,4 -

0,3Vn

z 1,28,

17

1,492,

n

v

24,7.

Conclusie: Wij mocten n minstens gelijk aan 25 nemen.

39. Laat z het aantal caramels zijn, dat het jongetje krijgt,
x het aantal bonnetjes in de gekochte cecramsls,yhet aantal bon-
netjes in de eerstc vortie gewonnen caramels en y" het aantal
bonnet jes in de tweede portie gewonnen caramels,

a) Als het jongetje precies 5 caramels krijgt, vindt hij Jus
geen enkel bonnetje in zijn gelkochte caramels dus dan is x=0:

Plz=5]= Plx=0] =(0,8)%=0,33.

De kans, dat hij meer dan 5 caramels krijgt is dus

Plzs>s] = 1-Plz=5]=1.0,3320,67.

b) Als het jongetje precies 6 caramels krijgt, heeft hij dus
in de 5 gekochte caramels 1 bonnetje gevonden, terwijl de daar-

voor cadeau gelkrepnen caramel geen honnetje bevatte. Dus x=1 en
!:}'::O.

Pl2=6]= Plx=te: y=0]= Plx=1]P[y=0]=
(3)(0,2)!(0,8)" (0,8)' =

5 (0,2) (0,8)%= 0233,
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c) Het jongetje kan op 2 manieren precies 7 caramels krijgen:
¢ 1. doordst hij in de 5 gekochte caramels 2 bonnetjes vindt,
wasrop hij 2 caremels krijgt, die geen van beide bonnetjes bevat-

ten,
¢ 2. doordst hij in de 5 gekochte caramels 1 bonnet je vindt,

wasrop hij 1 caramel krijgt, dle ook cen bonnet je bevat, terwijl

~ A

de zevende caramel geen bonnetje bevat.
¢ 1. D1[:{-1?} = p[é:i’. en 'il:ol = p[z&_}:Q].p[g':OI:

= (3)(0,2%(0,8)% (0,8Y =

= 10(0.2)>(0,8)%.

Pylz=7]=Plx=t en y'=1en y'=0]=

pf_z&:fl. 11:)[5-':1_]. p[g":o] =

1

1

(3)(0.2)!(0:8)" (0.2).(0,8) =

5 (0,2)" (0,8)5.

it

P[&—_—'—}’J = p1 [':":7‘] + D:‘.[Z:v:[ =

10 (0,2)" (0,8)° + 5(0,2)% (0,8)° =

"

= i5 (0,2)% (0,8)% = 0,20.

©
N

a)y Plz>7]- Pl

= 0,67 (0,33 + 0,20) = O,14.

>5]_{ PL?_Z:@J_-’:—P[Z:?]}:

40, a) Noem x het azntal bonnetjes in de steekproef, dan is x

binominal verdeeld, cus

E}; = R = 100 ® 0,2 = 20

{x} = npg= 100x0,2%x0,8=16, oix}=4.

b) De winkelicr protesteert alleen als hij meer bonnetjes in
de caramels vindt, dan redelijkerwijs met het opgegeven percen-
tage in overcenstemmning te brengen is. In dat geval moet hij te
veel caramels caceau geven, waardoor hij schade lijdt. Wij gebrui-
ken hier dus de rcchitséénzijdige kritieke zone, waarvan de kri-
tiecke wacrde, x,, secvraagd wordt met onbetrouwbaarheidsdrempel
X = 0,05,
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Plxzx,]=Pluz _’Sg-:!&_—ﬂz] = 0,05.

Uit tebel 1 van dc¢ normale verdeling blijkt, dat hileraan voldaan
is als

Xo-20-%
4

= 1,65
Ko =271

dus indien de winzclier 28 of meer caramels met bonnetjes in
zijn steekproef vin't, zal hij gasn protesteren.

44. a) Lazt n het nontal caramels zijn dat het jongetje in 3
weken gekocht heeitv, en laat x het zantal prijzen zijn. Daun is:

Plx=0]= (0,8)" = 0,068% ;
=12,

Hij kon dus van &én weekgeld 4 caramels kopen.

b) Laat n het a.ntal caramels zijn, dat de vader voor zijn

zoont je koopt en loat dasrvan x het aantal prijzen zijn, dan moet

dus Plx=0]=001= (0,8)" ;

n = 20,6.

De vader koopt 21 caramels.,



b2, plgemeen geldt: Indien de gebeurtenis A optreedt kan de
gebeurtenis B wel of niet optreden. Dit schrijven wij als:

Az(AenB)of (AenB). (B = niet B).
Due volgens het Ye axioma:

PIAl=z PlAenB] + P[Aen E-’s;{ - PllAenBlen(Aen 1.

De gebeurtenissen (A enB) en (A enB) sluiten elkaar echter
uit, dus Pl(AenBlen(AenB)]=0.

Gegeven is nu PlAenB] = PLA]l. PLB].

Vullen wij dit in ¢¢ vorige vergelijking 1n, dan komt er

P[Al=P[A]l PLR]+P[AenB]

PLA](1-PLB]) = P[AenB]

1. P[B] = PIB],

dus:
PIALPIBl= PlAenBl.

De gebeurtenissen A enBzijn dus ook stochastisch onafhankelijk.

43, a) Volgens de Gefinitie van stochastische onafhankelijkheid
zou Plz=z|x=x] voor iedere waarde van x dezelfde waarde moe-
ten bezitten. Nu is b.v. Plz=2lx=1]= 1 en Plz=2|x=3]=o0.

x en z zijn dus niet stochastisch onafhankeli jk.

b) Wij hebben de volgende 4 mogeli jkheden:

x ¥ z
even even even
even | oneven | oneven

oneven | c¢ven | oneven

oneven |oneven | even

die ieder een kans 1/4 hebben.
. Pl zeoneven]= 1.

Beschouwen wij nu alleen de gevallen waarbi] x even is dan zien

wij dat ook dan in de helft van de gevallen z oneven is, zodat
dus
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P[ zzoneven | x-even ] = Y,
. P[z:oneven] = P[ z-oneven|x-even].

De gebeurtenissen A en B zijn dus stochastisch onafhankeli jk.

c) Een voorwaardelijke stochastische grootheld w onder de

voorwaarde A geven wij aan met (w | A ). Dan is:
(z|x=oneven) = (x|x=oneven)+y.

De voorwaardelijke waarschijnlijkheidsverdeling van z , onder de
voorwaarde dat x oneven is, kan als volgt worden berekend.

X y z
1 1 2
21 3

3| 4

4 1 5

51 6

6 7

3 1 4
25

3 6
o7

5 i 8
619

5 116
217
318
|9

5 (10

6 111

Er ziin dus 18 mogelijkheden, ieder met gelijke kans 1/18
De waarschijnlijitheldsverdeling van z heeft de volgende vorm:

Plz!x=4neven]

i
|
|

Bl
®d
o4
- ]
£tﬁ |

|
—
Ly
ey
1
|

Uit de waarschijnlijkheidsverdeling van (zlx=oneven) berekenen
wij het 1e en het 2¢ moment.



~-60~

€(zlx=o0neven)= ZzPlz=2|x=0oneven] =

il

O+11)L +(4+5+8+9)2 + (6+3) 3% =
(2+3+10+11).% (4 ha ( {%
= 6,5,

2 (z2|x=oneven) = 222 P[z=2|x=oneven]=

ts

i

(22+3%+ 107+ 1) Lo+ (42+52+8“+92)T2§ (3} =

47,83 .

1}

o2{z|x=oneven} = %= 5,58

oc{zlx=oneven} = 2,26.

Voor de onvoorwaardelijke verdeling van z geldt:

en

o%{z} = 02{x}+02{y} = ;1§ + %.5. = 5,83

dus

0'{'{.} = 2,41,

Het gemiddelde en de spreiding zijn dus voor de voorwaardelil jke
verdeling kleiner dan voor de onvoorwaardelijke verdeling van z.

. a) De formulc voor de toets van Student is:

£, = X -y am(n+m-2)
\/5;1+5§ N+m ?

waarin

- 2 - - —
82 T (xi-%)%= Zx?_2x2Zx, +nX2 = Zx?_nx*=

S L

n

en evenzo

2
35:232.‘(_2!’2_‘_)_

L

is.
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x x* Y y*
0,87 0,7569 0,52 0,270k
0,75 0,5625 1,94 3,7636
0,03 0,0009 0,53 0,2809
0,17 0,0289 1,02 1,080k
0,67 0,4489 0,94 0,8836
1,92 3,6864 0,06 0,0036
0,23 0,0529 0,25 0,0625
2,14 %,5796 2,05 4, 2025
2,69 752361 1,93 3,7249
1,31 1,7161 1,17 1,3689
1,38 1, 9044
1,43 2,0449
1,74 3,0276
Zx; | 10,78 Zx?= 19,07 Zu. | 14,96 | Fy2 = 22,58
(Zx)*[116, 21 n =10 Z u)*223,80 m = 13
Zx/m| 1,078 Zdim| 1,151
s2 | T,45 szl 5,36

Deze waarden in de formule voor de toets van Student ingevuld

t, = 1,078 — 1,151 \ [10.13.21 - 022,
3,58 2

Het aantal vrijheidsgraden is m+n-2 = 21 , De tweezljdige over-

geven:

schrijdingskans, opgezocht in tabel 4 van de Student-verdeling
bij v=2¢ bedraszgt: o8<k <09.

Conclusie: De hypothese "er is geen verschil tussen de gemiddel-
den van de beide verdelingen" kan met de toets van Student niet
verworpen worden.

b) Voor het tweezijdig betrouwbaarheildsinterval voor het
verschil van de twee gemiddelden geldt de formule:

% 0 Va2, 52 n+m T X+t \S2 Sz\’___"_‘.‘."_nl._._ .
x ‘ﬂ"t“ Sy wu‘r\(n-wn_'z)<'U~1 Ma= d “\/ I nmn+m-2)

De waorde van t,, opgezocht in tabel 4, bedraagt voor =21 en
x=005 (tweezljdiz) t,=208. Ingevuld in bovenstaande formule:
1,078 _1,151_ 2,08 « 3,58 TS%ET<#1 “fhg < 1,078 - 1,151 3-2,08% 3,58 \ /84 x 10~

~OF55 < fhy~ phy <+ 0,609,
Dit is het gezochte betrouwbaasrheidsinterval.
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c) Voor de berekening van de W van Wilcoxon kunnen wij te

werk gaan als in ongave 10,

X v Bijdrage tot U
0
0,03
1 0,06 1
0,17
2
0,23
3 0,52 0,53 0,25 9
0,67
L
0,75
5
0,87
6 1,02 0,94 1,17 18
1,3
7 1,38 1,43 1,74 21
1,92
8 1,9% 2,05 1,93 2k
2,14
9
2,69
10
n=10 m=13 U =173

Wij vinden W=73
g!.: %mn=65

62&§}=:%ynn(m+n+1)=:260 of{Ult= 16,12

__-______]u_*«:’_gl_i, = %5

= 0,47,
O'{L_ﬁ.} 16,12
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De tweezijdige oversehrijdingskans,; opgezocht in tabel 1, be-
draagt k=0,64.

Conclusie: De hy»nothese, dat de beide steekproeven uit eenzelfde
verdeling komen, '—an met de toets van Tilcoxon niet verworpen

worcen.

45, a) Het resultcet van de trekking van = ballen kan op de

oncderstaande wijze in een z.g. 2 x 2~ tabel worden gerangschikt.
gevrokken niet-getrokien
wit a c n
zwart b d m
T S N
hierin is a+c=n
o +d=m

T+S=n+m=N.

De n witte ballen kunnen op (gp) verschillende wijzen in a ge-
trokken en ¢ niet--getrokken ballen verdeeld worden.
De m zwarte ballen kunnen op ( Y ) verschillende wijzen in b
getrokken en d niet.-getrokken ballen verdeeld worden.

Er zijn dus (2 ('5) verschillende wijzen om de N ballen
in 2 groepen te verdelen, waarvan de ene bestaat uit a witte
en b zwarte ballen, terwijl de andere het restant is. In totaal
zijn er (§ } verschillende r-tallen te vormen uit N ballen. Hier-
van geven er, volcens het bovenstaande (1) (') het gewenste
resultaat (d.w.z. a witte ballen) en doer (wegens het aselecte
karakter van de trekking) alle r-tallen gelijke kans bezitten om
getrokken te worden is

Pla=al= (D)(F)/(}).
Opmerking;

Dear a+b=t ¢cn n+m=N en Z Pla=al=1 als over alle moge-
«
1ijke waarden ven a gesommeerd worat, is:

Z (R (M5m)=



6k

Uit de 2 x 2- tebel zien wij dat a in het algemeen niet alle
waarden van O tot n kan aannemen; indien =1>m 1s de kleinste

waarde die a san kon nemen gelijk ean z-m en als <n is de

grootste waarde van a gelijk aan <.

b) €a=Zap, met p = Pla=al.
b -

- 5 anm-n! (1N (m
a a(a-n'(n-ay! MON-! >

- nt 5 -t (DN (m)_
N ‘& (@a-D'"(n-a) (N=! o/~

I

7 () () = 5

want volgens bovcenstaande opmerking is de som in het 2e¢ 1id

gelijk aan 1, daar n-1+m=Ni en a-i+b=w-.1 is,

Voor de berekening van €a? overwegen wij, dat
Ea?=€ala-0)+ Ea.
Nu is (weer met b=w_a ):
n m
EQ.(_O_.,A) =2 ala-1) _(_G\)( b) -
& N
(%)

a@-Hnt TH(N-)!  my _
% a!(n-a)! (b)—

- Z a@-Dnn-NmM-2)" z-1z-2)' (N-2)! (m) _
&  a@-No-2) (n.a) N(N_*l)(N.fi')! b/~

- nn-nzE-N ¥ (2.—.::22)(?
N(N-1) a N-2

-2

- ne(n-1)(t-1)
N(N-1)

J
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want a-2+b = T_.2 en n_2+m= N_2 , dus de som is weer ge-

11jk aan 1, evenals boven,

Dus is:
g7 . MUN-DED ,
- N(N-1) N
=_2 _ {zm-1)+m
N(N-1) }
en
0% = gt =
- nir(n-D+m} _ *n? -
N(N-1) N2
= nmzs
N2(N-1)

46. Wij denken Ce hele vaas leeggetrokken en de ballen in
volgorde van trelilzing op een rij gelegd. Alle mogeli jke rang-
schikkingen van de n+m ballen in deze rij bezitten dan dezelfde
wh, Het aantal verschillende wijzen, om n rode ballen op n+m
plaatsen te leggen is A = ("t™). Ligt er op de (k+1)e plaats

een witte bal, dun zijn er voor de rode ballen nog n+m-1
plaatsen over en Caarover kunnen zij op B=("%"™") wijzen
verdeeld worden, Van de A mogelijkheden met gelijke wh, leiden
er dus B tot het gewenste resultaat, zodat de gezochte kans ge-

1lijk is aan
n+m-1
B _ ( n - _m
A (mem) n+m
S
Opmerking:

Het 1s strikt genonen, nlet nodig A en B expliciet op te schrij-
ven en op elka.r te delen, Het is nl. voldoende op te merken,
dat A en B beide onafhankelijk van k zijn, dus voor iedere k
gelijk., Wij kunnen dus k + 1 = 1 nemen en verkrijgen dan de-~
zelfde uitkomst. De kans, dat de eerste bal een witte is, 1is

echter ?ﬁ%ﬁ? » zoals direct uit het aantal rode en witte ballen
volgt.

47, x en y zign beide binomiaal verdeeld.

(1) Plz=x]=(0)p*gq"™ met  p+q =1

en
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(2) Ply=y] = ((Q) p,3q,mY met pyrq=1.

Voor n=3 en p=% wvolgt uit (1):
-ol=238 4] %2 _21=-6 =31= 4
Plx=0]= 2, Plx=1]- 2, Plx=2l= 2 , Plx=3]
Voor m=4 en p=1 volat uit (2):
P[g 0] = p[tj_:’l]: 108 P[g 2] = "'6’ 3 3] P[g 4]-=

256 °
x eny bezitten een simultane wh-verceling en zijn onderling
onafhankeli jk verdeeld. Deze verdeling van x en y kunnen wij

56 ? 256

voorstellen als een wh-verdeling op het (x,g)vlak.

Y
N N N
8 . \L\ R h 6 4 \
27 256 |\ 377256 7 256 2% 256
\\‘ \'\ | \ AN .
A AN AN
N . \
N \.
AN \,
N AN
8 .12 N 12 12 \\ 6 12 1 12 \
27 256 N \27 256 2T 256 27 256 .
. \\ A \ \
N . \.\ \\ . N .\}.
AN \ \\ \\ A
N \\ \\ \\
8 .54 \ 1284 N 6 sy 154 \\
27 256 AN 27 256 1&256 | 7 256 \
\ - |
AN R N !
. AN AN g
\\\ \ \
N ™
N \ .
8 108 12 108 6 108 1 108
27 356 \\\ & 256 77356 7756
N - AN
N - %
\ 5
\,
AN
N \
8.8 ™ 12 81 6 8t 1
27 256 st \2\:; 256 F 256 — X
\
N \ - s
s . \
-‘\\Q \i\ \\é G b

De getallen »ij leder punt (x,y ) in dit (x,y)vlak stelior

voor P[D_(.:?(, en

creet verdeelde cny gelijk zijn aan Plx=x].Ply=yl.
Zo 18 Plx=2en y=3]= Plx=2] Ply=2]= 2""7136
15

De wh-verdeling van Z=2x+Y WOrdt nu gevonden uit:

=y] , welke immers voor onafhankelijk en die -
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Plz=2}=2Z  Plz=x]1Ply=y;].

Kt g‘ =Z
In de figuur zijn ¢it de whn bij de punten op de rechten x+y=z.
Dus:

_ _ 81 8 _ 648
Plz=0l= % % = &a°

Plz=4]=_1.8 +12 12 4 54 6 , 108 1 _ 584
[z=4] 956 97 356 27 286 27 256 27 12

Plz=5]=4 .12 +12 .6 4 - 138
[z=5] 256 93 286 23 356 2% 12 °

54

5

=6]=41_.6 +12 1 . 18
Plz=6] 956 aq‘qué 27 ~ 6912 °

(Controle: de som van deze whn is gelijk aan 1).

Het gemiddelde en de spreiding van z kunnen het gemakkelijkst
berekend worden uit:

Bz = €x+ &y,
waarin

Eﬁ: 3.%:‘1,

gﬁ"““%{’“
dus

EZ}:Z
en:

o2{z}=c?x}+c2{y},

want x en y zljn stochastisch onafhankelijk, Dus:

O‘Q{?ﬁ.}: 3%3_: %..’

W

g2 {yt= 4

ind S3}
i
W

a.
H

|
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en
2 - 17

o {’5}"75—‘

o {z}=119

43, Met de tocts van Wilcoxon toetsen wij de hypothese, Hg ,
dat de gorens I ¢ IT even sterk zijn. Deze toets voeren wij uit
zowel met de waarnemlngen der trekproeven van de met A behan-
delde, els de nict met A behandelde garens. Wij krijgen het
volgende resultaat:
I zonder A (x): 11,40 12,10 12,66 13,20 13,37;
II zonder A (y):10,1% 10,34 10,69 11,46 11,79;
YYYXYyyxxxx,
LL=23.
Volgens tabel 5 ven de éénzijdige kritieke waarden van W, zijn
de kritlieke waercden als n=m=5 en tweezljdige x=0,058, 2 en
23.
Vervolgens voeren wlj de toets van Wilcoxon uit met de ge-
gevens van de met A behandelde garans.
I met A (x): 12,54 12,97 13,41 13,57 13,62;
I met A (y): 10,52 11,52 11,64 11,70 12,63;

YU YYXYRXRK §
W=24.

Conclusie: Zowel voor de behandelde als de niet behandelde ga~
rens moeten wij de hypothese: de garens zijn even sterk, ver-
werpen ten gunste van de hypothese dat I sterker is dan IT, bpe-
houdens een onbetrouwbaarheid 0,05.

Met de toets van Wilcoxon toetsen wij vervolgens de hypo-
these, H,, dat het prepareren van de garens geen invloed heeft
op de sterkte van de garens. Daar de sterkte van I en I ver-
sehilt; nemen wij cde beide soorten garens niet tezamen, maar
passen wij de toects op ieder van deze garens apart toe en com-
bineren de gevoncden resultaten door optelling der gevonden waar-
den van W.

I zonder A (x): 11,40 12,10 12,66 13,20 13,37;
I wmet A (y): 12,54 12,97 13,41 43,57 13,62;

XRYRYRXYYY §

U=5.

IT zonder A (x): 10,19 10,34 10,69 11,46 11,79;
IT wet A (y): 10,59 11,52 11,64 11,70 12,63;
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XRXYXXYYYxy ;
U=6.
Voor gmaren I en LI ofzonderlljk kunnen wilj de hypothese: toe-
passing van methole A heeft geen invlioed op de sterkte van de
garens, dus niet verwerpen. Vervolgens combineren wij de twee

toetsen als volpu:

en

Nu 1s:

Ug = 5+6=11;
fMs= 2.5.5.5 = 25,

2 _ =
35 2.5 S.8.11= 45,83

dus Og 5 6,77,

De overschrijdingsikons, vinden wlj door in tabel 1 van de N(oi)-
verdeling de overschrijdingskans op te zoeken van:

we 1M-251-% _ 499,

6,37
Deze bedraagt

k= 2% 0,0255 = 0,04%F.

Conclusie: Op grond van dit resultect mogten wij de hypothese
Ho verwerpen ten gunste van de hypothese dat toepassing van
methode A de garcns sterker maakt. Het is dus aan te raden de
methode A in Te vocren.

Opmerking: Indien het invoeren van deze methode grote kosten
met zich meebrengt, verdient het wellicht aanbeveling een gro-
tere proef te verrichten, om met grotere stelligheid tot de
genoemde conclusie Te kunnen komen,
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L9 De statistische grootheid:

M=

S?= 4.
= k-1 i

}2
is een zuivere schatting van <%, als x,, ...,x onderling on-
afhankelijk verceel:s zijn volgens dezelfde wh-verdeling. Dit

IR

{&Lv

3
-

geldt algemeen, c¢us ook als die wh-verdeling binomiaal is.
Derhalve 1is

Kk
L% 12 2
EL 2 {xi-K} = o%=npq,
LS - 12
€1Z {xi-21" = Kdnpg.

50. De hypothese Ho, die wij wensen te toetsen luidt:
De kans op slagen 18 voor de studenten niet afhankelijk van hun
richting.
Wij toetsen Hy, met de toets van Wilcoxon. De ene steekproef be-
staat ult de resulteten der A-studenten en de andere uit die der
B-studenten.

Het resulteaat van het tentamen noteren wij in onderstaande
Z.2. 2 X 2 -tabel:

Kenmerk LA B totaal
mmmsoomodEsssgssssdooossns
0 11 16 27

1!
1 17 52 69
totaal 23 | 68 96

Voor ileder der pgezakte A-studenten geldt dat 16 B-studenten het-
zelfde resultaat (= ook gezakt) hebben. De bijdrage tot W voor

de 11 A-studenten iz dus +.11x16,

52 B-studenten hebben een beter resultaat dan elk der 11 gezakte
A-studenten. De »hijdrage tot U van deze groep is 11 x 52. Voor
leder der geslacopie A-studenten geldt dat 52 B-studenten hetzelf-
de resultaat hadien. De bijdrage tot W is dus voor deze 17 stu-
denten  £.52x17 . Voor W vinden wij dus:

W= L. 41116 +11.52 4+ 4 .1%.52 = 1102

M= Fnm= 1.28.68=952.
De¢ spreiding van de verdeling van W wordt, nu er gelijken
optrcden, gevoncci uit de volgende formule:
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24
= 1 + _ nm 7 (&3 ¢
G-{.:Li tp"':tn b} HO} = \/ﬁ nm(n m'*") P () \'{;1 (t,_ tl_) N

waarin de t; de urvgebreidheden der proepen gelijken voorstel-
= 2 T

len. Hier zijn 2 eroepen gelijken, één van 27 en één van 69,

dus:

af{U]t=07,8,=69, Ho b = \/ A-28.68.97_ %%g‘_%g (222.27) +(69°. 69)} =

= \/9334,61 = 96,6.

Onder H, is W bij benadering normacl verdeeld met gemiddelde
=952  ¢n spreidin; 0=96,6 en de overschrijdingskans kan dus

gevonden worden (Miy benadering) uit tabel 1 van de N(©4)-ver-
deling.

De continuitecitscorrectie, die wij moeten toepassen (zie
de opmerking bij onzave 17) is gelijk azn de helft van de af-
stand tussen twece opeenvolgende waarden van U . Deze afstand is
in ¢it geval constant en gelijk aan $(n+my, zoals verderop
wordt bewezen, zotat de continuiteitscorrectie dus %(n+rn)
wordt en de tweezijdige overschrijdingskans bij benadering
gelijk 1s aan twce maal het oppervlak van de N(o,1)-verdeling
rechts van:

e {Lope] - £ (nem) _ |1102.952].24 - 1,30
o 96.6

K= O,1C).

Dat de & fstond tussen twee opcecenvolgende waarden van
U gelijk is 2rn fa+m)  kunnen wij ols volgt afleiden:
Het resultoct van het tentamen kan in het algemeen worden

genoteerd als volgt:

Kenmerk A B
0 a | c t,
1 b | d t,
n m N

n,m,tent, zijn ¢ randtotalen, N+rM=ty+ty=N.
De U ven Wilcommn is nu gelijk azn:

7

u=%ac+ad+%bd

2Ul= ac+aad+ bd,
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met
M= EU = §nm.
Verder 1s
2(U-p) = ac +2ad + bd - nm.
Dit kan als volgt herleid worden:

2(U-) = ala+rbrcrd)-a(@+rb) +ad+bd -nm=

aN_an+nd_nm=

U

aN-n(a-d+c+d) =

= aN - nt,.

Hierin is alleen a variabel, daar de toets voorwaardelijk wordt
uitgevoerd bij vaste waarden van N,n en <t,. Daar de afstand
tussen 2 opeenvolgende waarden, die a aan kan nemen, gelijk is
aan 1, liggen dus 2 opeenvolgende waarden van 2(l.-g) op een
afstand N van elkaar, Dit geldt dus ook voor a2l , aangezien de
gereduceerde grootheld W.-x en de grootheid U een bedrag s
t,0.v, elkaar zijn verschoven, De afstand tussen 2 opeenvolgen-
de waarden van W is dus $N . De continuiteltscorrectie bedraagt
derhalve 4 N ,

Passen wij geen continuiteitscorrectie toe dan vinden wij
voor de tweezljdige overschrijdingskans twee maal het opper-
vlak van de normale verdeling rechts van

X

we Ul _ 11102 952]
g 96,6

K= 0,12.

»55

Deze overschrijdingskans is dus wel aanmerkelijk kleiner dan
die welke gevonden is bij toepassing van de continufteitscor-
rectie en het is dus niet raadzaam deze weg te laten,

De conclusie luidt:

De hypothese H,, dat de kans op slagen gelijk is voor beide
-richtingen, kan niet verworpen worden,
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Tabel 1.

Tabel ven de WN(o,1)-verdeling.

Deze tabel bevat de rechteroverschrijdingskansen, vermenigvul-

digd met 104; van een N(0,1)-verdeel-
_=¢iii[j>£;= de stochastische grootheld u d.w.z.
ke= Plusul=Pluzul=gk [ et dx.

o] w

0 1 2 3 4 5 6 7 3 9

[

000 4960 4920 4880 4840 4801 4761 U721 U681 464
2602 4%62 4500 4433 4443 4lhod U364 4325 L4oB6  HoAT
4207 4168 4129 L1090 4052 4013 3974 3936 3897 3859
3321 3783 3745 3707 3669 3632 3594 3557 3520 3483
3446 3400 3372 3336 3300 3264 3228 3192 3156 3121

085 3050 3015 2981 2946 2912 2877 2343 2810 2776
3743 2709 2676 2643 2611 2573 2546 251 2483 2451
olog 2389 2358 2327 2296 2266 2236 2206 2177 2148
2119 2090 2061 2033 2005 1977 1949 1922 1894 1867
1849 1814 1788 1762 1736 1711 1685 1660 1635 1611

1587 1562 15329 1515 1492 1469 1446 1423 1401 1379
1357 1335 1314 1292 1271 1251 1230 1210 1190 1170
1151 1131 1112 1093 1075 1056 1038 1020 1003 0985
0068 0951 0934 0918 0901 0885 0869 0853 0838 0823
0308 0793 07738 0764 0749 0735 0721 0708 0694 0681

0668 0655 0643 0630 0618 0606 0594 0582 0571 0559
0548 0537 0526 0516 0505 0495 085 0475 0465 (455
ol46 0436 o427 0448 0409 0401 0392 0384 0375 0367
0359 0351 034} 0336 0329 0322 0314 0307 0301 0294
0237 0281 0274 0268 0262 0256 €250 0244 0239 0233

0228 0222 0217 0212 0207 0202 0197 0192 0188 0183
0179 0174 0170 0166 0162 0158 0154 0150 0146 0143
0139 0136 0132 0129 0125 0122 0119 0116 0113 0110
0107 0104 0102 0099 0096 0094 0091 0089 0087 0084
0082 0080 0075 0075 0073 0071 0069 0068 0066 0064

0062 0060 005¢ 0057 0055 0054 0052 0051 0049 0048
0047 0045 o0l ook3 oo0k1 0040 0039 0038 0037 0036
0035 0034 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026
0026 0025 0024 0023 0023 0022 0021 0021 0020 0019
0019 0018 0015 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014

0013 0013 0013 0012 0012 0011 0011 0011 0010 0010
0010 0009 0009 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007
0007 0007 0006 0006 0006 0006 0006 0005 0005 0005
0005 0005 0005 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003
0003 0003 0003 0003 0003 0003 0003 0003 0003 0002

L T o TV v T ¥ T TN
FWN A0 VI 0W Fuinna2O

v v LV L L

LWLWIWLWWLWW PPNV PPN A2 220 A2 3N O000C0 COCOO
FWNNAO VWOIOW FWa0 O C~3 vt

v v L L W

Voorbeelden: 1) Pluzi73]=o00418; Plu<o,52] =1-Pluzo,52]= 1-0,3015 = 0,6985.
2) De waarce van w waarvoor P[uz2ul-005 vindt men door
"terugzoeken" in de tabel. Deze blijkt wu=1,645 te
zijn (met lineaire interpolatie).
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Tabel 2.

Betrouwbaarheidsgrenzen voor né voor x=i10 en grote n.
(e« éénzijdig)

o 0,005 0,025 0,05 0,10
x ne,, ne* ne, ne* ne, ne™ ne, ne¥
0O |0 553 0 3,7 0 3,0 0 2,3
1 | 0,005 T4 0,025 5,6 0,05 h,7 0,11 3,9
2 | 0,1 9,3 0,2 752 0,4 6,3 0,5 553
? 0,3 11,0 0,5 8,8 0,8 7,8 1,1 6,7
b | 0,6 12,6 1,0 10,2 1,4 9,2 1,7 8,0
5 11,0 14,1 1,6 11,7 2,0 10,5 2,4 9,3
6 1,5 15,6 2,2 13,1 2,6 11,8 3,1 10,5
7 2,0 1791 29;‘ 14;“’ 3:3 13>1 339 1198
3 | 2,5 18,5 3,k 15,8 4,0 | 14, 4 4,7 13,0
9 3:1 2010 430 /1731 4:7 /’517 5:”’ 1432
10 | 3,7 21,3 b7 18,4 5,4 17,0 6,2 15,4

Deze tabel bevat betrouwbaarheidsgrenzen voor ne, waarin © een
onbekende fractle of wh voorstelt en n het aantal onafhankeli jke
waarnemingen, dat verricht is om & te schatten (de omvang van de
steekproef). Is x het acntal successen, dat bij deze n waarnemingen
verkregen is en is « ce (éénzijdige) onbetrouwbaarheidsdrempel, die
men gekozen heeft, can leest men in de bijbehorende regel en kolom
de onder- en bovengrens voor neaf. Met een onbetrouwbaarheidsdrempel
o« gellt dan

N8, 2 NG dus ©,=6

en eveneens met onbetrouwbaarheidsdrempel o
ne¥*zne dus e*ze,
terwiJl de uitspraak
. =6=206"

x

een onbetrouwbaarheidscrempel 20 heeft. De gelijkheidstekens mogen
ook weggelaten worden.

Voorbeelden:
1) Is n=150, x=4 en «(éénzijdig)=0,025 dan is Op=L =00066  en ©%L192-q068.
150

2) Als bij n=t00 c¢n x=0,05 gevraagd wordt de grootste x te vinden,
waarblj nog €%042 iz, dan moet dus ne:icoc¥s zljn. Dit is voor x-é
(ne*= 1,8 ) nog het geval, voor x=% (n6"=13,1) niet meer. De oplossing
i3 dus x=6. De tabel berust op de Poisson--benadering van de binomiale
verdeling. De benadering is goed als x<<n . Is nx«n en nx%t0 dan kan men
n-x 1n plaats van x cebruiken. Men vindt dan op dezelfde wijze be-
trouwbaarheidsgrenzen voor 1.0.



Toelichting bij de tabel van de tekentoets.

Deze tabel geeft de grenzen van de linker-kritieke
zones van de tweezljdige tekentoets, waarbij m het zantal -
stochastisch onafhankelijke waarnemingen voorstelt. De
onbetrouwbaarheidsdrempels zijn tweezijdig opgegeven.
Voor éénzijdige toetsing moeten zlj dus gehalveerd wor-
den. De grens van de rechterkritieke zone wordt uit de
in de tabel opgegeven waarde verkregen door deze van n
al’ te trekken.

Vogrbeelden:

1) n=87, x=32 (x= aantal successen): deze uitkomst valt
in de linkerhelft van de kritieke zone met onbetrouw-
baarheidsdrempel 0,02. Is dus « (tweezijdig) zo02 ge-
kozen, dan wordt de hynotheseH,dat de kans op een succes
=4 is, verworpen ten gunste van de hypothese, dat deze

kans < is. Bij links-éénzijdige toetsing is dit ook

4
%
nog zo met o= 001 ; bij rechtséénzijdige toetsing wordt
H, niet verworpen. Is «(tweezlijdig) = 0,01 , dan wordt
He niet verworpen.

2) n=64 , x=34 , « (tweezijdig) = 0,06 . De grens van
de rechterhelft van de iritieke zone is gelijk aan

54 .19 =235. Hier valt x niet in, dus kan H, niet ver-
worpen worden, Uit de tabel blijkt tevens, dat voor

o {tweezijdig) = 0,10, x julst in de kritieke zone ligt.
Bij tweezijdige toetsing met o«=o010 of rechts-éénzijdige
met cn(éénzimdigkgos wordt H, dus nog Jjuist verworpen,
ten gunste van de hypothese, dat de kans op succes >} is.



Tabel 3.

Kritieke waarcden van de tweezljdige tekentoets.

Onbetrouwbaarhcidsdrempel

Onbetrouwbaarheidsdrempel

"l 0,01 0,02 0,05 0,10 * | 0,01 0,02 0,05 0,10
1 - - - - 51 15 16 18 19
2 - - - - 50 16 17 18 19
3 - - - - 53 16 17 18 20
h - - - - 54 17 18 19 20
5 - - - 0 55 17 18 19 20
6 - - 0 0 56 17 18 20 21
7 - 0 0 0 57 18 19 20 21
8 0 0 0 1 58 10 19 21 22
9 0 0 1 1 59 19 20 21 22
10 0 0 1 1 60 19 20 21 23
11 0 1 1 2 61 20 20 22 23
12 1 1 2 2 62 20 21 22 ol
13 1 1 2 3 63 20 21 23 24
14 1 2 2 3 6U 21 22 23 24
15 2 2 3 3 65 21 22 ol 25
16 2 2 3 i 66 2P 23 2l 25
17 2 3 I i} 67 22 23 25 26
18 3 3 I 5 68 22 23 25 26
19 3 4 L 5 69 23 2k 25 27
20 3 il 5 5 70 23 2l 26 27
21 4 b 5 6 71 2l 25 26 28
22 I 5 5 6 72 2L 25 27 28
23 b 5 5 7 73 25 26 27 28
2l 5 5 6 7 T4 o5 26 28 29
25 5 6 T T 75 25 26 28 29
26 6 6 7 8 76 26 27 28 30
2 6 7 T 8 77 26 27 29 30
28 6 7 i 9 78 27 28 29 31
29 7 7 o 9 79 27 28 30 31
30 7 3 Q9. 10 &0 28 29 30 32
31 7 8 9 10 81 28 29 31 32
32 3 8 0 10 82 28 30 31 33
33 8 9 10 11 83 29 30 32 33
34 9 9 10 11 a4 el 30 32 33
35 9 10 11 12 85 30 31 32 34
36 9 10 11 12 86 30 31 33 34
37 10 10 12 13 87 31 32 33 35
38 10 11 12 13 88 31 32 34 35
39 11 11 12 13 89 31 33 34 36
Lo 11 12 13 14 90 32 33 35 36
41 11 2 13 14 91 32 3 35
ho 12 13 14 1% 92 33 3 36 %?
43 12 13 14 15 93 33 34 36 38
B4 13 13 15 16 ok 34 35 37 38
45 13 14 15 16 95 34 35 37 38
L6 13 14 15 16 96 34 36 37 39
b 14 15 16 17 || 97 35 36 38 39
43 14 15 16 17 98 35 37 38 Lo
kg 15 15 17 18 99 36 37 39 4o
50 15 16 17 18 100 36 37 39 g
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Toelichting bij de tabel van de toets van Student.

Is %x4,....%, een steekproef ult een N(w,0)-verdeling
met onbekende x en o ¢n wenst men de hypothese He: m=po
te toetsen, dan berckcnt men

X- = : -
ty = ___SL'LP_\/; (R=LZxq; s":r.)i:ﬁZ(x;__.x)”)

en zoekt in ce tabel, in de regel met »=n.1(v= het aantal
"vrijheidsgraden") de waarden op, waar t, tussen ligt.
Aan de kop van de deshetreffende kolommen vindt men dan
twee grenzen, waar de tweezljdige overschrijdingskans
tussen ligt.

Voorbeeld: 1)‘t1=gq,v=ﬁ. De tabel geeft o2>k>0,1 waarin
k tweezijdig is.H, wordt niet verworpen, als «s=o1.

2) t;=-2,3,»=%. De verdeling van Student is sym-
metrisch t.o.v. 0. Wij zoeken in de tabel, in de regel
met v=% , de getallen, waar + 2,3 tussen ligt. Dit geeft
voor de tweezljdige overschrijdingskens de waarden 0,1
en 0,05, Met o« (tweezijcig)= 0,05 wordt H, dus niet ver-
worpen. Bij linkséénzijdige toetsing met x=005 zou wel tot
verwerping van H, overpgegoan worden en wel ten gunste van
Ge hypothese < p,.

3) »=23. Gevraagd de grenzen van de tweezijdige
kritieke zone van t, voor «=o00f. De kolom mect x=001 geeft
in de regel met v»=28 de waarde 2,807. De grenzen zijn dus
- 2,807 en + 2,807.

Z1iJn x4, ... ,.Xaq €0 Y,,...,y, twee onafhankelil jke
steekproeven uit 2 normale verdelingen met ., resp. sy als
gemlddelden en gelijkc o , en wenst men de hypothese

HO H ‘M1.-/~L:’_= N

te toetsen, dan berekent men

ty = X-G-a mn(m+n-2)
=3 2
VsZy sz V m+n

waarin S} = Z (x, - x)2 en Sh = Z(y;~g)?

en gaat verder te werlk als boven, met y=n+m-2.



Tabel 4.
Tweezijdige overschrijdingskansen van de toetsen van Student.

9 = .9 .8 T .6 -5 A -3 .2 1 .05 .02 .01
1 .158 .325 .510 727 1.000 1.376 1.963 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657
2 42 .289 ,gu 617 .816 1.061 1,386 1.886 2.920 4,303 6.965 3.925
3 137 277 T2 584 .765 .G78 1.250 1.638 2.353 3.182 4 541 5.841
i .134 .27 J4qb .569 T4 .S41  1.190 1.533 2.132 2.776 3.747 b 604
5 .132 .267 408 .559 727 .G20 1.156  1.476 2.015 2.571 3.365 4,032
6 .131 .265 Lok .553 .718 .906  1.434% 1.4%40 1.943 2, L7 3.143 3.707
7 .130 .263 .ho2 .54 711 896 1.119  1.415 1.895 2.365 2.998 3,499
8 .130 .262 .39% .546 .706 889 1.108  1.397 1.860 2.306 2.896 3.355
g -12% .261 .358 543 .703 .883 1.100 1.383 1.833 2,262 2.821 3.250
.120 .260 .337 542 . 700 879 1.293  1.372 1.812 2.228 2,764 3.16%
20 .260 .396 .540 637 376 1.088  1.363 1.796 2.201 2.718 3.106
.128 .257% °395 .539 695 .873 1.083 1.356 1.782 2.17S 2.681 3.055
.128 .259 .390L .538 694 870 1.079 1.350 1.771 2.160 2.650 3,012
.128 .258 .393 .537 692 .368 1.076 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977
.128 .258 .393 .536 .691 866 1.074 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947
.128 .258 .392 .535 .690 365 1.071 1.337 1.746 2.120 2.533 2.921
.128 257 .392 .534 .689 863 1.069 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898
27 .257 .392 .534 .688 362 1,067 1.330 1.734 2,101 2.552 2.878
127 .257 .351 .533 .688 .861 1.066 1.328 1.729 2.093 2.535G 2.861
127 .257 .391 .533 687 .860 1.064 1.325 1.725 2.086 2.528 2,845
127 .257 .391 .532 .686 .859 1.063 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831
127 .256 .390 .532 .686 .858 1.061 1.321 1.717 2,074 2.508 2.819
27 .256 .390 .532 .685 .8358 1.060 1.319 1.714 2.06 2.500 2.807
127 .256 .390 .531 .685 .857 1.059 1.318 1.711 2,064 2.4gp 2.797
.12; .ggg .%gg .g%q .ggﬁ .gag 1.058 1.316 1,708 2.060 2.485 2.787
. . . . 084 .50 1.058 1.31 1,706 2.056 2.4 .
.27 . 256 .38¢9 .531 .684 .855 1.057 1.21 1,563 2.0?2 2.4%? 5.;??
127 .256 .38¢ .530 .683 855 1.056  1.313 1.701 2.0483 2.467 2.763
127 .256 .389 .530 .683 .854 1,055 1.311 1.699 2.045 2,462 2.756
127 .256 .389 .530 .683 854 1.055 1.310 1.697 2,042 2,457 2.750
. 12566 .25335 .38532 .52440 67449 .841621.03643 1.28155 1.64485 1,95996 2.32634 2.5758

..8L_
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Toelichting bij de tabel voor de toets van Wilcoxon.

Deze tabel bevat de grenzen van de linker- en van de
rechterhelft van de kritieke zone van de toets van Wil-
coxon voor 3 waarden van o ., De omvang van de beide steek-
proeven is m resp. n . Deze twee mogen in de tabel ver-
wisseld worden. In de linker-onderhelft van ieder tabel-
letje vindt men de grenzen der linker-kritieke zones en
in de rechterbovenhelften die van de rechter-kritieke
zones,

Voorbeeld., m=4,n=8 , « (tweezijdig) = o,06. In de regel
voor m=4 en de kolom voor n=8 van de tabel met « (één-
z1jdig) = 0,025 vinden wij 28. Daar mn=22 is dit de
grens van de rechterhelft van de tweezijdige kritieke =zone,
De grens van de linkerhelft is 32.28=4. Dit getal vindt
men ook in dezelfde tabel in de regel voor m=8 en de kolom
VOoOor n=4.
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Tabel 5.
Eénzijdig kritieke waarden van de toets van Wilcoxon(m,n = 10 k

« = 0,05(éénzijdig) o, =
NIE 4 5 6| 7 8 9 10

4 o [5] as | en | er | oev 30 33
5 1 ]2 [ es | e | 32 | 36 3
6 213 |5 [P | 8 | v | b
AR 53
° > 8 10 | 13 ;E\is 54 60
o | * 9 12 |15 | 8 [0 | 66

10 I 7 11 14 17 20 ol » 73

x = 0,025(éénzijdig)

W N 5 6 7 3 9 10
3 N\ 15 17 20 00 o5 P
) “ b 25 19 22 o5 o8 30 35
> 0 1, 23 o7 30 " 28 "
6 1] e 3 | T 56 | 10 m -
N EN IR
8 2 L 6 8 10 3 51 57 53
S| I R B R R R T

10 3 5 8 11 o 17 ~0 > 77

®= 0,01(éénzijdig)

Q:S:_ ﬂén_-_ﬁ_____?_ 6 T 8 9 10
s N - T e T e T E T s ]
4 - N2 20 |23 27 | 30 | 33 37
5 -0 ¥ = T - -
S -1t e PR s e [ ar | s
7 0 1 3 n > I3 ig o -
8 o2 | x |6 5
9 113 5 7 ; 941 627 i:

0 1 3 6 8 py = 1416 -

19
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35 05

36 &3
t/m 48
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teruglegging ult een populatie, waarin e getallen 0,1, .

Tzbel 6,

Aselecte getallen O, ...

9

11 t/m 20

18 82 00 97 32
ok 58 54 97 51
18 95 02 07 47

20
01 64 40 56 66

35 86 99 10 78
30 60 32 64 81
84 08 62 33 81

75 75 37 41 61
44 59 26 94 00

51 30 38 20 86
50 23 71 74 69
81 85 93 13 93
47 46 64 99 68
55 96 83 31 62

71 3% 80 07 93
1

13 33 96 40 44
73 21 62 34 17
13 85 68 06 87

00 10 21 76 81
Lo 29 63 97 01
12 54 03 48 37
82 64 11 34 47
13 54 27 42 95

63 87 79 29 03
52 88 34 41 o7
59 63 56 55 06
85 06 27 46 99
82 09 89 52 43

32
98
67
97
28

5k
33
59
61
39

33
97
27
10
53

58
30
03
38
64

71
30
08
14

e

06
95
95
59
62

56
79
68
28
19

95
06
62
17
10

a7
05
36
22
83

99
02
17
36
41

28
92
21
61
52

17
75
1

4o

90

80
98
29
05
31

88
871
61
T4
22

o4
oU
62
90
00

13
4o
51
50
12

22
93
29
42
68

66
51
21
26
60

41
21
68
ok

LT

08
83
06
91
22

15
00
59

39
71

48
02
67
99
71

66
43
a7
-9
36

29
11
53
85
47

T4
52
80
90
18

55
29
68
22
T4

95

69
00
30
23

21 t/m 30

63
19
4k
22
73

88
78
02
02
76

27
97
31
13

28"

47
41

8k

32 4
01

52

o1
28
57
46
76

-81-~

Deze tabel beval 1800 onafhankelijke aselecte trekkingen met

..39 even

vaak voorkomen. Voor de overzichteli jkheid zijn zij in aroepjes
van twee gerangschikt. De kolommen en de rijen zijn genummerd om
verwijzing gemallelijker te maken.





