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INLEIDING 

De bedoeling van deze oefeningenverzameling is tegemoet 
te komen aan de behoefte ·aan eenvoudig oefenmateriaal van ele•-
mentair karakter. De opgenomen oefeningen zijn voor een groo~ 

deel ontleend aan tentamina van de Technische Hogeschool te Dcllt 
en sluiten aan bij de twee cursussen 11 Toegepaste Statistiek11 

en "Elementaire Mathematische Statistiek" 2 ). Zij bestri.jken 
slechts een zeer klein gedeelte van de gangbare statistische 
methoden, zoals uit de verderop gegeven formules en tabellen 

blijkt. De opgaven (of gedeelten daarvan), die aansluiten bij 

de eerstgenoemde cursus zijn van een sterretje voorzien. 

'i ) 

Van alle oefeningen is een volledig uitgewerkte oplossing 
opgenomen, waarbij alleen van de in dit boekje opgenomen tabel·· 
len en formules gebruik gemaakt wordt. In sommige gevallen i8 

naast een voor de hand liggende oplossing een tweede oplossin:s
methode beschreven, die minder voor de hand ligt, maar sneller 
tot het doel leidt. 

De volg orde der opgaven, hoewel niet as elect, is evenmJ.n 
systemEtisch. Dit heeft ten doel de gewenste oplossingsmethode 

niet aan te geven door de plaats van de opgave. 

NOTATIES 

~din de statistiek gebruikelijke notaties en definitio2 
warden bekend ondersteld. Enkele daarvan vermelden wij hie:cor-• 
der: 

wh = waarschijnlijkheid, 
whn= waarschijnlijkheden, 
whr= waarschijnlijkheidsrekening, 
~ = bij benadering gelijk aan, 

t = mathematische verwachting, 
2 

p.,cr = verwachting, variantie, 
k = tweezijdige overschrijdingskans, 

k0 = rechtseenzijdige overschrijdingakans, 
kt = linkseenzijdige overschrijdingskans. 

Stochastische grootheden worden door onderstreepte letters 
aangegeven. Dezelfde letters, niet onderstreept, stellen getallen 
of algebraische variabelen voor. 

1) Rappor-c S 120 van het M,atricmatisch Celllltrum1 Amsterdam, door 
Prof.Dr J. Hemelrijk en Ph. van Elteren. 

2) Rapport S 95 van het Mathematisch Centrum, Amsterdam door 

Prof.Dr J. Hemelrijk. 
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~ wordt steeds gebruikt voor een normaal verdeelde groot

heid met gemiddelde o en spreiding 1 (een N (0,1) verdeelde 

grootheid). 
N (µ,(j) geeft een normale verdeling met verwachting p en 

spreiding er aan. 

FORMULES 

1. De axioma's der whr, voor zover die bij deze opgaven expli·· 

ciet te pas komen, luiden: 

voor iedere gebeurtenis A , 

(1) 
( 

1) o :!i P[A] ~ 1 

2) P[A} = o als A onmogelijk is., 
3) P[A]: 1 als A zeker is, 
4) P[Aof B]= P[A,]+ P[B} _ P[Aen B}. 

2. Normale benadering. Bij een aantal opgaven meet gebruik ge-• 

maakt worden van de normale benadering voor de verdeling van 
een stochastische grootheid. Geven wij deze grootheid aan met~ 
en is i;:s=µ en o- 2 {2£}= o-::i. , terwijl !::!- eenN(0,1) - verdeelc1t: 
stochastische grootheid voorstelt, dan geldt: 

en deze laatste kan in tabel 1 van de N(0,1) - verdeling apse· 

zocht warden. 

Is~ discreet verdeeld en zijn de afstandrotussen opeen-
volgende mogelijke waarden van~ gelijk aan 1, dan is het in 

de regel wenselijk een continutteitscorrectie toe te passen, 
die tot de volgende formule leidt: 

( 2 I ) p [ 25, ~ X 1 ~ p [ t,!. ~ X-,U.+ ½ ] 
O-

en 

3. Betrouwbaarheidsintervallen voor een onbekende fractie of wt1. 

Zijn in een steekproef van n exemplaren uit een grate 
populatie x exemplaren gevonden met een zeker kenmerk A en 

stelt e de (onbekende) fractie aan exemplaren met kenmerk A 

in deze populatie voor, dan geldt, behoudens een onbetrouwbaar
heid o<..: 
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(3) 

waarin 

(4) 
n+c 

en 

(5) e* = x.+½c ,~ V c(~ +1[c) 

n+c 

en waarin c, afhankelijk van o<. , in de onderstaande tabel 

opgezocht 1rnn worden. ( zie ook de opmerking op blz. 6). 

Tabel A. 

0(,. (tweezijdig) C 

0,2 1,64 
0, 1 2,71 
0,05 3,84 
0,01 6,63 

De eenzijdige ui tspraken e ~ e* en e_.. \'.ii e gelden, ieder af-

zonderlijk, met onbetrouwbaarheidsdrempel ½ cc. • De gelijkheids •• 

tekens kunnen naar willekeur weggelaten worden. 

Deze formules berusten op de normale benadering van de 

binomiale verdeling en zijn dus niet exact. De benadering is 

goed, indien n niet te klein is en x. niet te veel van -!y-n 

afwijkt. Is x.«n (of n-X<<n ), dan kan voor ,,;~1o(resp. 

n - x ~ 10 ) gebruik gemaakt worden van tabel 2, die op de Poisson•• 

benadering van de binomiale verdeling berust. 

Is x. >> ~c , n >>C en x.cn-x.) >> ~ nc 

de formules (4) en (5) vereenvoudigd worden tot 

( 4 I ) 

en 

( 5 I ) 

dan kunnen 

waarin c' 1:·tr'.lt' tabel B (afgeleid uit tabel 1) af te lezen is, 



Tabel B. 

ex. (tweezijdig) c' ( =Ve) 

0,2 1, 28 

0,1 1,65 

0,05 1,96 
0,01 2,58 

Deze methodes zijn ook toepasbaar als wij niet te ma-

ken hebben met een steekproef uit een eindige populatie, maar 

met n stochastisch onaf"hankelj_jl<e exper~Lmente .. n. die iecler een 

kans e op succes hebben; x stelt dan het aantal successen vCOl.~. 

4. Toets voor de hypothese p = p9 

Gegeven zijn n stochastisch onafhankelijke experimenten 
met ieder een kans p op succes. Gevraagd wordt de hypothese 

H0 : P=Po te toe ts en. Di t kan geschieden door een betrouwbaarheics
interval voor p te bepalen ( zie 3) en H 0 te verwerpen als di t 

interval Po niet bevat. Is p niet te ver van½ verwijderd, 
dan kan men ook de overschrijdingskans, behorende bij het ge

vonden aantal (x) successen met behulp van de normale benade
ring bepalen. De linker- resp. rechteroverschrijdingskans vindt 
men dan door deze op te zoeken voor de waarde 

(6) u. = resp. u. := 

De tweezijdige overschrijdingskans is gelijk aan het dubbele 
van de kleinste der beide ~~nzijdige overschrijdingskansen, 01 

oak aan het dubbele van de rechteroverschrijdingskans, behorende 
bij 

( 7) u. = 

De kri tieke waarden, voor gegeven tweezijdige onbetrouw-
baarheidsdrempel ~, zijn 

(8) n p ± l c' V n pq, + ~ } , 

waarin c' in tabel B opgezocht kan worden. Bij f,nzijdigc 

kritieke zones vindt men de grenzen eveneens op deze wijze, maar 
dan met een c' , die bij een ex. behoort, gelijk aan het dubb,: ,, 
van de eenzijdige ex, • De continufteitscorrectie ( :t½ in (6), (·(1 

- ( , ' 
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en (8)) kan w0ggelaten warden, als n groat is. 
De tekentoets is een speciaal geval van deze toets, dat 

optreedt, als p0 = ½ is , 

5. Betrouwbaarheidsintervallen berustend op de ver,deling van 

Student 
Is x.1, •• , , :x..n een s teekproef ui t een N (,u-, cr )-verdel ing, 

dan geldt, behoudens een onbetrouwbaarheid ~: 

( 9) 

waarin en 
n 

5~ = _1_ .z: (x., _ 5<. )2 
n_ 1 ~=1 

en waarin t()(. de waarde hi, die in tabel 4 voor -i>:n-1 in de 

kolom met k = ex gevonden wordt. 
Zijn :x.u ••• , x.n en IJ.1, ••• , \:Jm twee stochastisch onaf-

hankelijke steekproeven uit een N (;U-1 ,<r) en N (?-2 ,<r)- verdel:1.rg., 

dan geldt: 

(10) 

waarin X. = .i. f :x.· en s,~ = L (X; - x.)~ Jen anal.oog voor IJ en s n l=1 ' • ":J 2. . 

Hierin heeft t~ dezelfde betekenis als in (9), maar nu met 
-Y= n-t-m-2. 

De gelijkheidstekens kunnen naar willekeur weggelaten 
warden. Voor eenzijdige betrouwbaarheidsgrenzen is oc gelijk aan 
de helft van de in tabel l.1. opgegeven waarden van k • 

6. Toe ts van Wilcoxon met __ l?ehulp van de normale benadering 

Voor de toetsingsgrootheid ~ van Wilcoxon geldt: 

( 11) p,= ½ nm 

en 

(12) 

waarin men n de uitgebreidheden der twee steekproeven voorst~l
len en tL de uitgebreidheden der groepen gelijke waarnemingen i~ 

de beide steekpro~ven tezamen genomen. 
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Een andere vorm voor de variantie van \J is: 

( 12 I) 112= _1_ mn{(m-t-n)3 - U\:1 1 +2'\12+33g,,.+ · · -)} 
12 (rn+n)(m+n-1) 

waarin gj (j=1,2, ... ) het aantal groepen van j gelijke waarne~ingen 
voorstelt (m.a.w. 9j is het aantal der tt die gelijk aan J zijn). 

(13) 

De kl~itieke waarden zijn nu 

U I 1 e = ,u.. _ c er _ "!l en u'<. == fl,-+ c'o- + ½ 

waarin /J- en cr de door (11) en (12) aangegeven waarden bezitten 
en c' in tabel B opgezocht kan worden. 

De overechrijdingskansen warden berekend (zie 2) met be
hulp van 

(14) u.. = resp. 

7. Binomiale verdeling_ 

De exacte formule der binomiale verd~ling luidt: 

(15) 

met 

( 16) 

Hierin stel t n het. aantsl onafhanlcc,;lijke experiment en voor, p ·:k 

kans op succes bij ied0r hiervan en~ het aantal successen. Me~ 
1Dehulp van ( '1,;;; kan men, als n n:Let te klein is en p nie.t te ver 
van½ afwiJkt, de. normale benadering toepassen volgens de oncter 
2 beschreven methods. 

Opmerkingen bi.i formules (!q llm (5) op blz. 3. V't~~~~ 

Bij de formules (4) en (5) is 6een continu!teitscorrectie in~~ 
rekening ~ebracht. Dit kan gesch~eden door in (4) x te vervangen 
door :x._tr en in (5) <::Oor :x..+ ½, )3iJ de oplossingen j_s deze ver
fijning niet toegepast. 
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OPGAVEN 

1~ Een consument koopt een partij goederen, die volgens de 

verzekering van de fabrikant niet meer dan 2% aan ondeugdelijt.e 
exemplaren bevat, 

Om dit te controleren neemt de koper een steekproef van 
90 exemplaren waaronder hij 4 defecten vindt Hij wenst slechta 
een kans van hoogstEns O, 05 te lopen om ten onrechte te reclameren. 
Moet hij dan reclameren 9p grond van het gevonden aantal van 11-

defecte exemplaren? 
Hoeveel defecte exemplaren moet hij in de steekproef vu1 .. 

den om tot reclameren over te gaan? 

2~ Een chemisch analyste moet een aantal titraties in duplo 
verrichten. De te titreren oplossing wordt daartoe, direct na de 
bereiding in twee kolfjes gedaan en terwijl de eerste titratie 
plaats vindt staat het tweede kolfje te wachten. 

Zij verkrijgt de volgende uitkomsten. 

Oplossing nr 

1 

2 

3 
4 

5 
6 

7 
8 

9 
10 
11 
12 

1e titratie 

21,24 
16, fjl.J. 

15,52 
25,68 
24., ol.r 

19,77 
11,92 
28;8J 

17,38 
11,01 
23, l.[ 3 
17,16 

2e titratie 

25,83 
17,35 
16 12 
?8,54 
24,58 
?7,42 
14,73 
27,52 
14,91 

19,87 
24,38 
20,55 

Gana (met onbetrouwbaarheidsdrempel 0,05) of het wachten 
invloed heeftcitgeoefend op de uitkomst van de titraties. 

3! Een onderzoeker wil uit een school met 6 klassen een ase
lecte steekproef van 10 kinderen nemen. De klassen bevatten ver•· 
schillende aantallen kinderen: 



_g_ 

klasse 1 2 3 4 5 6 
--

aantal 
20 25 15 10 10 15 kinderen 

Als hulpmiddel voor het nemen van deze steekproef is een 

tabel van aselecte getallen beschikbaar (tabel 6). Neem met 
behulp daarvan een steekproef van 10 kinderen; beschrijf hoe U 

dit doet, wat de gebruikte aselecte getallen zijn en hoeveel 

kinderen uit ieder der klassen in de steekproef voorkomen. 

4~.- Bij 225 onafhankelijke experimenten, die alle dezelfde 
pop succes hebben, worden 85 successen gevonden. Toets de 
po these, dat p == ½ is met Ol. == O, 05. Toe ts eveneens met 01.. :,; 

de hypothese dat p == 1/3. Voer ceide toetsen tweezijdig en 
linkseenzijdig uit. 

hy--

0,05 

53:7 Over het aantal verkeersongevallen met dodelijke afloop 
in twee , 1-,s--'lpn A en B zijn de volgende gegevens beschikbaar: 

Jaar in A in B 

1920 125 103 
1921 110 97 
1922 89 93 
1923 130 So 
192~- 145 110 
;~S25 137 115 
1926 105 93 
1927 131 87 
1928 126 111 
19; '\ 117 102 
19':iv 142 81 
19.:1 97 101 
1932 99 105 
1933 109 75 
1934 116 83 
1935 105 92 
1936 121 107 

Teets, of er in een van beide steden systematisch meer orf
gevallen met dodelijke afloop optreden dan in de andere (on--
betrom/' f.1 ::,-·;_ '.,: -~-;:cmpel O., 05) . Wat 1s Uw conclus ie? Welke ver--

klaringen van het door U geconstateerde verschijnsel acht U 
aannemelJ.Jk? 

61\: 
. Een fabrikant van "grijpautomaten" (miniatuurhijskranen, 

die men soms op de kermis ziet en waarmee men kan trachten 8en 
prijs te Winnen) beweert, dat het spelen met deze apparaten or 
behendighcid ber·ust en niet een zuiver kansspel is. Om dit tc 



bewi~jzen laat b:l.j eerst een groot aantal ongeroutineerde Bpelers 

de machine bedienen. Daarbij blijkt dat de kans - veer een on· 

geroutineerde speler - om een prijs 'te krijgen ongeveer gelijk is 

aan 1/50. Vervolgens speelt hij zelf 75 maal en haalt daarbij 

8 prijzen, 

,)Ga no of zijn bewering juist is (onbetrouwbaarheids- · 

drefupel 0,05), 
b) Gn ook na hoeveel prijzen hij bij 75 maal proberen min•• 

stens meet halen om zijn bewering te staven (met dezeifde on
. betrouwbac1rhe.iasdrempel) . 

7 x is binomiaal verdeeld met n = 5 en p = ½. 
Bereken de voorwaardelijke verdeling van ~ onder de voor-• \ 

waarde ~ 13 3 en gemiddelde en spreiding v~m deze verdel1ng. 

8. a) ~ is een N(0,1) verdeelde stochastische grootheid. Bepaal: 

P [ !J. a 1, 261 

P[o~13< \d-~ 1,26) ,· .. 
en P [ ~ i o, 91 . 

b) ~ is nermaal vePdeeld met gemiddelde ?,1 en spreiding·o,7. 

Bepaal: 
?l~I~ o,c;i}. 

c) ~ is binomiaal verdeeld met n::: ~5 en p = o,:Z.5 .Bepaal 

met behulp van de normale benadering met cGntinu!teitscorrectie, 
de kansen 

P[5<;i-;;; 12.} 

P [5 ~~ < 12]. 

9·. ~ is een stochastische grootheid, die de waarden 0.1 3,Q._.~ ... ,ko. 

aanneemt met·gelijke w~arschijnlijkheden. 
a) Bereken gemiddelde en variantie van~-

b) Bereken de wh-verdeling van t/~ en gemiddelde en varhrn 

tie daarvan veor k:::c s. 

10~ Twee verschillende katoenen weefsels werden, ender overigens 

gelijke omstandigheden, op hun slijtbestendigheid bepreefd. Van 

beide weefsels verr:Lchtte men 10 slljtagie}ll,roeven, waarbij de 

volgende uitkomsten verkregen wcru.,.:n ( 1.,"eJ.de uitgedrukt in de-• · 
zelfde eenheid). 



Aantal toeren voor breuk 

Weefsel 

629 
713 
681 
736 
764 
646 

A Weefsel B 

65? 
654 
731 
728 
71? 

783 
654 663 
657 688 
697 717 
654 676 
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011 JJM~ 
~-e-e-R-V-B-l"l~4:-e.--e-we-e-f-s·e-l-s--s-14.-a-t-g.e.s-t-e-oo-i:ger···:t::r·--a.,m-h~ 
~ (oc ~ o,°05-). { T~ cb. ~½~~ :. ~ ~r"Zh~~it,,/4). 

11~ a) Hoe luidt de definitie van stochastische onafhankelijkhcid 

van twee gebeurtenissen A en B? 
b) Beschouw het volgende geval: uit een pak van 100 kaarten, 

, , 
die de nummers 1, ..... , 100 dragen,wordt aselect een kaart ge•• 

trokken. Laat gebeurtenis A zijn: 11 het getrokken nummer is~ 40 11 

en gebeurtenis B: 11 het getrokken nummer is ~ 20 11 • Ga na, of A 

en B stochastisch onafhankelijk zijn of niet. 
c) Als wij twee gebeurtB-~il:3sen 11 positief afhankelij\1 11 nocmen 

als zij vaker tezamen optreden dan bij onafhankelijkheid het ge-

val zou zijn en 11 negatief afhankelijk 11 als dit minder vaak het 
geval is, ga dan na voor wel ke waarden van n de gebeurtenis Ii 

en de gebeurtenis r: 11 het getrokken nummer is ~ n 11 , positief 

resp. negatief afhankelijk zijn. 

* 12, In een vijver wil men de visbevolking schatten. Men vangt 
daartoe 50 vissen welke van een merkteken worden voorzien. 

Vervolgens laat men deze vissen weer zwemmen en na verloop 
van enige tijd vangt men 100 vissen. Hierbij blijken 9 gemerkte 
vis sen te zijn. 

Geef grenzen aan, waartussen de visbevolk1ng, behoudens een 
onbetrouwbaarheid 0,05 zal liggen, in de onderstelling, dat de 

vispopulatie niet veranderd is en dat de vangsten aselect wsren. 
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13. a) Als ~ een stochastische grootheid is, die de waarden 
1, 2; .... , 100 met gelijke waarschijnlijkheid aanne.emt, berel<ei1 

dan de spreiding van 2S: • 

b) Laat ~ het aantal onafhankelijke waarnemingen van~ 

voorstellen tot voor het eerst de waarde ~ ~ 80 gevonden wordt. 

Bereken P[ ~ ~ 3}. 

14~ Een accountant heeft gegevens verzameld over de verkoop van 

een bepaald artikel (b. v. gasfornuizen) door 2 winkels met ogen-

schijnlijk ongeveer even grote omzet. 

De aantallen verkochte gasfornuizen zijn: 

Jaar Winkel A winkel B 

1937 209 163 
1938 218 204 

1939 182 183 
1940 200 238 
1941 197 203 
19~-2 232 273 
1946 232 274 
1947 253 264 

191f8 277 227 
19'+9 227 285 
1950 284 244 
1951 222 285 
'1952 298 290 

Ga na, of een'der beide winkels een grotere verkoop van gas-• 
fornuizen heeft dan de andere. (met onbetrouwbaarheidsdrempel 
O<. = 0,05). 

15~ Uit een pak van N kaarten, die van 1 tot N genummerd zi.Jn, 
wordt aselect een lrnart getrokken. A stelt de gebeurtenis 11 het 

getrokken nummer is ;§ a 11 voor en B de gebeu1 .. tenis 11 het getrok·· 

ken nummer i.s ~ b 11 (a en b beide El. o en ;r.N). 
Gana, of er getallen voor N,a en b te vinden zijn, waar•• 

voor de gebeurtenissen A en B stochastisch onafhankelijk ziJtL 

16: Twee personen kiezen ieder aselect 10 verschillende van Ge 

getallen van 1 tot 100. Wat is de kans op minstens ~,n paar ge
lijken? 
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17~ a) Twee soorten glaeilampan moeten met elkaar vergeleken 
warden wat hun levensduur betreft. Daartoe warden van de eerste 
soort 10 exemplaren en van ds tweede 12 exemplaren genomen en 
deze warden gebrand tot zij doarbranden. De uitkomsten zijn 

(in uren): 
A: 625.,637,710,77~ 820,843, 856, 920, 1070, 1225, 
B: 630, f33, 780, 830, 889, 970, 1028., 1150, 1210, 1470;1520, 2090. 

~°'6r' een van beide soorten een systematisch langere J.cvem:i-

duur heeft dan de andere saart(anbetrauwbaarheidsdrempel 0,05). 
b) Indien men de boven beschreven proef wil bekarten tot 

maximaal 1000 uur nemen de gegevens de volgende vorm aan: 
A: 625,637,710,770.,820,843,856,920, 2 waarnemingen > 1000. 
B: 630,683.,780.,830,889,970, 6 waarnemingen >1000. 

Toe ts oak voor deze gegevens de hypo these., die U in dee 1 a) 
van dezc opgave getoetst hebt. (Aanwijzing.~ beschouw de waar-
nemingen, die > 1000 zijn, alle als gelijlr uitgevallen waar-

nemingen). 

18. Bij een rij onafhankelijke experimenten heeft ieder experi 

ment een kans p op succes en q, op mislukking, Als o het aan · 

tal experimenten is tot en met het eerste succes, bereken dan 

P[r:i=n] en ·t:Q en v2 {D}· 

19: Men neemt van een partij goederen, die volgens de bewering 

van de fabrikant niet meer dan 1% ondeugdelijke exemplaren bevat., 
een steekproef van 150 exemplaren. Hierin vindt men 5 ondeugde-• 
lijke exemplaren. 

Indien men nu alleen wil reclameren, indien uit de steekproef 

blijkt, dat de partij goederen meer dan 1% ondeugdelijke exem
plaren bevat en men bij een partij die goed is, hoogstens een 
kans 0,05 wil hebben om tech te reclameren, zal men dan op grand 
van dit steekproefresultaat reclameren of niet? 

Hoe groat mag het aantal ondeugdelijke exemplaren in de stcek

proef van 150 exemplaren bij gebruik van dezelfde onbetrouw
baarheidsdrempel maximaal zijn, opdat men niet zal reclameren? 

20. a) Wat is de definitie van het onderscheidingsvermogen van 
een toets? 

b) Bereken voor een aantal waarden van p het onderscheidings
vermogen voor de rechter-eenzijdige tekentoets met n:5 en met 

als kritieke zone en maak een schets van dit onderschei•· 
dingsvermogen. 
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21~ Vier voorwerpen v 1 , .•. , v.tt worden op de volgende wijze in 

2 groepen A en B van iec1er 2 voorwerpen verdeeld: in de vol:!: · 
orde "1, ... , ¼i wordt voor ieder voorwerp geloot met een zui vere 
munt J of het in A of in B komt. Di t wordt voortgezet tot of· 
wel A ofwel 8 twee voorwerpen 1levat, waarna het restant in de 

andere groep wordt ingedeelQ. 
Ga na: a) of ieder voorwerp gelijke kans heeft om in A of B 

te komen? 
b) of de verdeling aselect is in die zin, dat alle twee· 

tallen (vi.,v) geli,jke kans hebben on t{:!zamen groep 

A te vormen? 

22·. Gegeven zi jn vier voorwerpen v 1 , ... , v.tt en een zui vere munt. 
Gevraagd: c1:JE) Deze vier voorwerpen aselect in 2 groepen van 2 

voorwerpen te verdelen, dus in die zin, dat allc 

tweetallen v-i. vJ gelijke kans hebben om tezamen 
een groep te vormen. 

b) Bere~en de verwz:chting van het aantal worpen met 
de munt, dE:t ui tgevoerd meet worden, om deze ver-• 
deling tot stand te brengen. 

2~ a) Een speler A verricht een reeks onafbankelijke worpen rret 

een zuiver,a munt. Zij n het &cmtal worpen, dat hij verrichten 
meet om voor het eerst kruis te verkrijgen. Bereken 

P[o=1), P[.n= 2], ... , P[Q:n] 

en 

b) Een tweede speler., B , doet hetzelfde als A . Noem voor 
deze speler het aantal worpen tot en met de eerste maal kruis· 
ro . Bereken de kans 

P[o~m]. 

c) Als A van B wint, indien hij het eerst kruis krijgtJ en B 
van A, indien dit hem gelukt, terwijl zij remise spelen als zJ.J 
tegelijkertijd kruis verkrijgen ( dus als m=n is), hoe groat is 
dan de winstkans van A en hoe groot is die van B? 

24. ~ bezit een discrete verdeling. Bewijs dat de som van de lin 
ker- en rechteroverschrijdingskans, behorende bij een door~ 
aangenomen wsarde groter dan 1:is. 
Geldt dit ook voor continu verdeelde grootheden? 
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25, ~ en~ zijn onderling onafhankelijk discreet verdeelde 
stochastische grootheden. Bewijs dat ook de grootheden ?:/en ~ 
onderling onafhankeJ.ijk verdeeld zijn. 

2f!. a) Met een onzuivere munt worden tweetallen onafhankelijkE· 
worpen uitgevoerd tot er een tweetal optreedt, waarbij eenmaal 
kruis en eenmaal munt optreedt. Er zijn dan twee mogelijke volg
orden KM en MK. Bewijs dat deze beide een wh ½ hebben. 

b) Hoe kan men met behulp van een onzuivere munt een c~~~? 

van 6 voorwerpen zodanig in twee groepen A en B van ieder 3 
voorwerpen verdelen dat ieder der 6 voorwerpen een kans ½ bezlt 

om in groep A terecht te komen. 

27. Bij een statistisch onderzoek worden op vijf groepen W6Dr

nemingen, die onderling onafhankelijk verkregen zijn, statjs 
tische analyses toegepast, die tot de conclusie A,B,C,D en E 
leiden, Voor ieder der analyses geldt, dat de bijbehorende co~
clusie behoudens een onbetrouwbaarheid ot (die voor alle viJf de

zelfde is) geldt. 

* 

Beantwoordt de volgende vragen: 
a) Hoe groot is bij een dergelijke werkwijze de kans, 0at 

er onder Ge conclusies een of meer foute voorkomen. 
b) Hoe groot is de kans dat ze allemaal fout zijn? 
c) Welke numerj_eke waarden nemen cleze kansen aan voor ex.= 0,02. 

d) Hoe groot meet men oc nemen om er, behoudens een onbe
trouwbaDrheid 0,05, op te kunnen rekenen, dat alle ~,:j~ 
conclusies juist zijn. 

28. Een fabrikant, die een massaproduct in grote partijen ve~-
koopt garandeert aan zijn afnemers, dat deze partijen niet mccr 
dan 3% aan defecte exemplaren bevatten. 
Om aan deze garantie redelijk goed te blijven voldoen, keurt hij 
~it iedere partiJ een steekproef van exemplaren. 
Op grond van de keuring yan deze steekproef keurt hij de gc~: ~ 

partij, wa£.ruit (•.e steekproef afkomatig is goed of a.f. 
Van die partijen die 3% of meer aan defecte exemplaren beva· ·, 
wil h•ij er hoogsten'..·l een op de 10. doorl1:ten(d.w.z per ong ... lut 
toch goedkeuren). 
Beantwoord de volgende vregen: 

a) Als hij ::,teekproeven van 100 exemplaren neemt, bij w•2llc 
az ntal c1efecte exemplaren in de s.teekproef moet hij uc 
partij Can afkeuren? 

b) .Als hij pa:t'tijen wil goedkeuren., wanneer in de steel:. 
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proef O of 1 defect exempla.r voorkomt en afkeuren als het er 
twee of meer zijn, hoe groot moet hij dan n minstens nemen? 

29~ Uit een pot met erwten, waarvan een onbekende fractie e 

rood is; wordt een steekproef van n erwten getrokken, waaronder 
x rode voorkomen. 

Wat is de lengte van het bijbehorende tweezijdige betrouw-
baarheidsinterval voor e, incl.ien men 0<.:0,01 neemt (gebruik de 
eenvoudigste benaderingsfurmule). Wat is de invloed van de ver-

groting van. n, bij gelijkbliJvende 0<. en e? Als 0::0/1 en men 
wenst een i)etrouwbaarheids interval ( met oc = 0,01) van ongeveer C:'.e 
lengte ~1 te vinde~ hoe groat zal men dan n ongeveer moeten 
nemen? 

30~ a) Uit een partij goederen van 10.000 exemplaren wordt een 
steekproef van 40 exemplaren genomen. Ieder exemplaar wordt 
goed-- of c•f:;:ekeurd; het aantal afgekeurde exemplaren wordt ge-
teld en o:.) grand van dit aantal wordt een betrouwbaarheidsin-
tervaJ. bep1-1.0,ld voor het aantaJ. ondeugdelijke exemplaren in de 
partiJ. Het werkelijke aantal ondeugdelijke exemplaren in de 

partij is 500 Hoe groat is de kans, dat een willekeurig ge-
trokken excmplasr ondeuBdelijk is? 

b) Boots, op grand van dit gegeven, het nemen van een 
steekproef van 40 exemplaren na met behulp van een tabel van 

aselecte setallen, Beschrijf, hoe U dit doet en tel in de door 

U nagebootste stE.e~oef het aantal "defecte" exemplaren. Bepaal 

op gronc1 v2n het door U gevonden aantal een tweezijdig betrouw•• 
baarheidsinterval (met onbetrouwbaarheidsdrempel 0,05) voor 
het adntal ondeugdelijke exemplaren in de partij en ga na, of 

dit interval het werkelijke a:ntal da&rvan bevat of niet. 

31. Een or12"anisator van een vuurwerk weet uit ervari1ng'.~ dat van 
de vuurpijlen, die hij gewoonlijk gebruikt, ongeveer ~~n op de 
5 weigert. In verb and daarmee maakt hij een aantal reserve pi;J .. 

len gereed. Hij wenst het publiek minstens 20 goede vuurpijlen 
te laten zJ.en en hij aanvaardt hoogstens een kans van 1/100, 
dat hem 0it niet zal lukken. 

Hoeveel reserve pijlen moet hij opstellen? 

32·. Een fabrikant wil een zeer grate partij goederen keuren 
op het percentage defecte exemplaren. Hij wil deze partij licver 



niet afkeuren indien er niet meer dan 2% aan defecte exempla·c:m 
in voorkomen. 
Ter keuring neemt hij een steelcproef van 150 exemplaren en ci;;:•, r-
onder vinGt hij 5 defecten. HiJ vermoedt dat dit resultaat hem 
niet tot afkeuren zal leiden, indien hij hoogttens een kans 
°'-= op5 op ten onrechte afkeuring toelaat. 

·),: 

a)'Is zijn vermoeden juist? 

bf' Bi.J welk aantal defecten onder 150 exemplaren zal 
tot afkeuring overga~n? 

c) Anderzijds is de fabrikant er niet zek~r van, dat ziJn 
steekproef voldoende groot is geweest. Hij zou de par•• 
'i:;j_j graag afkeuren inc.hen deze 10% of meer a;:-.n defect(.il 
bevat en hij vraagt zich af, hoe groot de kans op af .. 

keuring is indien het percentage defecten inderdaaG gc-

1:cjlc is aan 10. Pen.eken een benadering van deze kans 
met behulp van de normale verdeling, 

33. a) A en B spelen een spel, waarbij, naar men zegt, de 
winstkansen voor beide geliJk zijn. Om na te gaan of dit zo :·_,J; 

spreken zij af, dat zij 100 maal zullen spelen. Indien A daarjiJ 

65 maal wj_n'i:: en B 35 maal, is er dan reden om aan de gelijk-• 

heid der winstkansen te twijfelen? Toetet U in dit geval ~6n-· 
of tweezijcdg? 

b) Im1.:i.en men bij deze toe ts een onbetrouwbaarheidsdrernpel 
0,05 gebruikt, hoe vaak mag A dan hoogstens winnen zonder dat de 

hypothese van de geJ.ijkheid der winstkansen verworpen moet wore• 
den? 

c) Hoe groot moet p ( c1e leans op winst voor A) ongeveer 

zijn om de toets met onbetrouvr'oaarheidsdrempel 0,05 een onder 

scheidingsvermogen O, 8 te geven? De continu!tei tscorrectie ma;~· 
bij deze berekening weggelaten worden. 

34. Twee nebeurtenissen A en B treden steeds tegelijk op. Be 
wijs met '..1chulp van de axiornas van de waarschijnlijkheids~ e
kening dat: 

P[A1 = PlB]. 

35. Van twee gebeurtenissen A en B treedt B altijd opals A 

optreedt, maar niet noodzakelijk andersom. Bewijs met behulp 
van ~e axiomas van(~ waarschijnlijkheidsrekening: 
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a) P [ A en B ] = 1' [A 1 
b) P [ A] ;; P [ B] 

c) P [ A o~ B} = P [ B} 

d) P[BiAJ"'1. 

~ 
36. a) Twee gebeurtenissen A en B sluiten elkaar uit. 

Z:L.J11. zij stochastisch onafhankelijk of niet? 
b) Van twee gebeurtenissen A en B treedt B altijd opals 

A optreedt, Zijn zij ,3tochastisch onafhankelijk of niet'? 

c) Vs,1. twee gebeurtentssen A en B treedt B zeker op. 

Z1Jn zij stochastisch onafhankelijk of niet? 

37 ~ n ·,roorwerpen moeten aselect verdeeld warden in twee groe•• 

pen A. en B van k resp. n -k vo!1Jrwerpen. Alle k -tall en moeten chm 

gelijke wh bezitten om groep Ate vormen. 
Hoe lean di t ui tgevoerd wo11 den: 

a) met behulp van een zuivere munt? 
b) met behulp van de tabel van de aselecte getallen? 

38. Men verricht n onafhankclljke experimenten, waarbij de 
kans op succes _voor ied~r experiment p,,0,2 is. 

Hoe groat moet men n nnnstens nemen om, met de twee zijdige 

tekentoet,3 met onbetrouwba;:,rheid. ex.::: 0,05, behoudens een wa21r · 

schijnliJkheid 0,1 de afwiJking van p=; te constateren? 
( De continutteitscorrectie ~ehoeft niet te worden toegepa~). 

39. Een snoepgaed-winkelier.ontvangt van zijn leverancier een 
kist met "surprise-caromels 11 • Volgens opgave van de leveranciE:r 

is bij 20~ van de caramels een bannetje in de w1kkel verpakt, 

dat recht geeft op een gratis 11 surprise-carame1 11 •• 

Aannemende dat dit percentagejuist is en dat de bonnetjes 
aselect over de caramels verdeeld zijn, wardt gevraagd: 

a) hoe groat is de 1rnns, dat een jongetje, dat 5 caramel::; 

koapt; er meer dan 5 krJ_jgt? 

b) hoe graot 1,-:, ,~ de kans clat hij er precies 6 krijgt? 
c) hoc groat is de leans ci_at hij er precies 7 krijgt? 
d) hoc groot is de kans dat hij er meer dan 7 krijgt? 

40. De winkelier uit het vorige vraagstuk wil er, in verband 

met de aan deze surprise-actic verbonden kosten redelijk zelrnr 
van zijn rt;:,·\- hP+ ,:,pn+,:,7 n::iramels met een 11 prijs 11 niet hager lS 
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dan 20%. HiJ kan echter niet alle caramels open mal{en, daar 11-L.J 

de wikkels dan niet netjes rneer dicht kan vouwen, hetgeen wc1n 
trouwen opwekt bij zijn jeugdige klanten. Hij besluit daarom 

tot het nemen van een steekproef van 100 exemplaren, 
Vragen: 

a)Indien het cpgegeven percentage aan prijzen Juist is, 
wat zijn dan gemiddelde en spreiding van het aantal prLJ 
zen, dat hij in zijn steekproef vindt. 

b) Indien de winkelier een onbetrouwbaarheidsdrempel oc""o,::;s 

toelaat, wanneer zal hij dan besluiten bij zijn levc 

rancier te protesteren; dat de opgave van het percen• 

tage pr1Jzen niet juist is geweest en dat hem daardoor 
schacle is berokkend, (Gebruik hierbij de normale benn 
dering). 

41 Een 6er jeugdige klanten van deze winkelier klaagt biJ 
zijn vader, die statisticus is, dat hij nu al drie weken lane 

al zijn zakgeld in caramels belegd heeft, maar nog steeds geen 

enkele 1pr) .. js II gewonnen heeft, Hij vermoedt, dat het in cl i.e win 

kel niet eerlijk toegaat. Zijn vader rekent uit, dat de kans op 

dit ongunstige resultaat van zijn zoontje, als het in die win·· 

kel wel eerlijk toegaat, ongeveer 0,07 is (om precies te ziJ~ 

0,0687) en hij deelt zijn zoontje mee dat hij WEl een pechvo 

gel is geweest, maar dat het nag te vroeg is om ruzie met de 

winkelier te gaan maken. Om het kind te troosten belooft hij 

hem dat zij sarnen naar de winkel zullen gaan en zoveel caramu]s 

zullen kopen dater een kans van minstens 0,99 bestaat dat ~~ 
minstens eon prijs bij is. 

Vragen: 

a) Hoeveel care~els kan het jongetje van ~~n week zakge1~ 
kopen? 

b) Hoeveel caramels moet de vader kopen om aan zijn beJo!'te 

te voldoen, als het percentage inderdaad 20% is? 

42. Gegeven, dat de gebeurtenissen A en B stochastisch ona~ 
hankeliJk Zljn. 

BewJ.js c:tat ook I>, en B waarin B de gebeurtenis "B treedt 
niet op 1

' voorstelt, stochastisch onafhankelijk zijn, 

43. T wef1 zuivere dobbelstenen worden, onafhankelijk van elk:.,, .. 
geworpen. Het aantal ogen dat rte ~ne geeft, noemen wij ~, hct 
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aantal ogen van de andere ~. Verder 1s 3:= ~+-~ het aantal 

ogen, dat beide tezamen geven. 
a) Zljn ~en~ stochastisch onafhankelijk of niet? 

Geef een bewijs voor de juistheid van Uw antwoord 

Wij beschouwen nu twee mogelijke gebeurtenissen (bij 

worp van beiden stenen), nl.: 
A:~ neemt een even waarde aan, 
B: ~ neemt een oneven wa~rde aan. 

, , 
een 

b) ZiJn A en B stochastisch onafhankelijke gebeurte-

m.ssen of niet? Bewijs Uw antwoord. 
c) Bereken de voorwaardelijke waarschijnlijkheidsverde .. 

ling van~ ender de voorwaarde dat ~ oneven is. Be
reken van deze verdeling het gemiddelde en de sprei-· 

ding. Bereken deze parameters ook voor de onvoorwaar-• 
deliJke verdeling van~ (waarbij dus aan ~ geen voor-
wa~rde opgelegd wordt) en vergelijk de correspondere~:: 

parameters met elkaar. Wat merkt U hierbij op? 

44. 0nderstarin6e twee steekproeven zijn afkomstig uit twee 
normal~ verdelingen met gelijKe spreiding 

o,87 
0,75 
p,03 
0,17 
o,67 
1,92 
0,23 
2.,14 
2.,69 
1,31 

0,52 
1,94 
0,53 
1,02 
0,94 
0;06 
0,25 
2,05 
1,93 
1,17 
1,38 
1, i~ 3 
1,74 

a) Teets., met behulp van de toets van Student, de hypothes"' 
dat de gemiddelden van de beide verdelingen gelijk ziJn 

b) Bepaal met behulp van de verdeling van Student een twee .. 

z1jdig betrouwbaArheidsinterval (met onbetrouwbaarheids. 
drempel 0,05) voor het verschil van deze twee gemiddel • 

den. 
c) Pas op de twee steekproeven de toets van Wilcoxon toe 

45, Uit een v8as met n witte en m zwarte ballen worden zonder 
teruglegging ~ ballen aselect getrokken. 

a) Noem het aGntal witte ballen ender de~ getrokken ballen 
~ en bewijs dat de wh-verdeling van g gegeven wordt c:!oor: 
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waarin a+b=--c en n+rn= 1\1. 

b) Berelcen t.9., t.g.2 en o- 2 { g.} . 
Opmer1::j_ng: Bij afc;pr2,al-c u, (t)=o indien b negatief of >et 1:,,. 

46. Uit een va~s met n rode en m witte ballen warden zonder 
teruglegging k ballen getrokken en opzijgelegd, zonder dat n;'. r 

de kleur wordt gekeken. Hoe groat is de kans dat_ de (k+1 )ste 

bal wit j_:o? 

1.1.7, Twee stochastische grootheclen ~ en ~ zijn beide binomi;:i,·1 

verdeeld; ~ met parameters n:. 2, en P= ! , ~ met parameter::, n== 1-! 

en p::: ¼ Verder is gegeven r'.at ~ en ;!_ onafhankeli jk verdeelc1 

zijn. 
Bepa8l {le wac .. rschijnlijkheidsverdeling van 6 = ~ + ;!. fo\l 

bereken gemiddelde en spreiding van deze verdeling. 

48 Door een bepa~lde wijze van prepareren (methode A) hoopt 

een textielfabrikant zijn g~rens sterker te maken dan ziJ zon · 

c1.er toepassing cl1:iarvu1 zi,_;n. Om cli t te onderzoeken, verva. rc1i ,r::t 

hij van twee so~~ten sarens; die hij gewoonlijk in grate hoe 

veelheden 9ro~1ceert een partiJ met en zonder toepassing v~n 

methode A, VervoJ ger,:::, pa,:;t l'L1.~1 trekproeven op de zo verkregen 

garens toe 8n hj : ·vi,,dt (e volgende numerieke resul tat en~ ( tnt · 

gedrukt -:i.n ck een of :,mclere :3te1°lrte eenheid), 

Garen3oort 
I 

13,37 
12"6A 
12_, ·1,..:, 
13;;2C 
11,40 

12.,97 
,,-1 ,-. ;, 6 ~~ 
1~;,54 
1 3, 4 ·1 
'U, 57 

GaJ met !)ehulp V3n een 

II 

11 3 i+6 
·10_,69 
10, '19 
10,'34 
11,79 

11,52 
·1?_;63 

zonder A 

10,59 met A 
1 'I; 64 
11,70 

to,::t,,,, met onbetrouwba~ rheid O ., o:., 
a) Of de g2rensoorten I en II verschillend in sterkte ZlJ~-

b) Of a~ fabrikDnt er WlJG aan doet methode A in te voeren 
of Lt.Let. 
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49. De stochastische grootheid ~ bezit een binomiale verdeling 
met parometers n en p , 

k 
Berelcen 'E..1..k -z-_ (~;-~)'.-< J als .~1 , ... )25,k onderling onafhan-

'::: 1 
kelijk ver(eeld zijn volgens dezelfde binomiale verdeling als 

k 
~ , terwJ.J.L x. = .:L :Z. x. is 

- I<. •=·1 -L 

50. Aan een tentamen werd deelgenomen door studenten van twee 
richtingen A en B. 

Van de 28 A-studenten zakten er 11 en slaagden er 17. 

Van de 68 B -studenten zakten er 16 en slaagden er 52. 

Inc1ien v,ij aan de geza 1den het kenmerk O en aan de geslaas. • 
den het kenrnerk 1 toevoegen, kunnen wij beide groepen van 28 
resp. 68 ws8rnemingen als een steekproef beschouwen. Passen wiJ 

op deze t,ree steekproeven de toets van Wilcoxon toe, dan kunnen 

wij toetGen of de kans op slagen voor studenten van beide rich 
tingen geliJk was.of niet. 

Voer ch.t uit en formuleer Uw conclusie. 
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OPLOSSINGEN 

1. Indien de koper op grand van het steekproefresultaat zou 

beslissen dat., behouc1ens een onbetrouwbaarheid O., 05, de part iJ 

goederen meer dan 2% defecte exemplaren bevatJ dan zal hij re

clameren. Dit is het geval als de ondergrens van het betrouw

baarheidsinterval voor het percentage defecte exemplaren hoger 

is dan 2%. In tabe1 2 voor betrouwbaarheidsintervallen voor 0 

VJ.nden wij voor x = .LJ en CX.·=<>,05 dat ne,,,-== 1,t1. 

De ondergrens i:-3 (:u;:J., c1aar n::: 9C is., ¼-i . 100%::::·t,56% en dc:ic:~· 

deze lager is dan 2% zal de koper niet reclameren. 

Bij welk aantal defecte exemplaren in een steekproef van 

90 exemplaren zal hij wel reclameren? 
De ondergrens van het betrouwbaarheidsinterval moet grater 

zijn dan 2%. Dus 

G ~" > 0,02. 

goe3/< > 1,8. 

BiJ opzoeken in ta::.eJ. 2 zien wij dat voor :x_..,_ 5 de waarde 2 3 0 

voor ne+ tevonden v1ord.t bij 0<.:: o,o5 ) terwi,jJ. voor X.;:.:•l.J ( :'.'.if:: 

boven) de wa&rde 1.3 nag niet overschreden wordt. 

Bet kJeinste a~ntal defecte exemplaren in een steekproef 

van ')O exernp18reu, w;_,:.,rtlj cle koper 2211 reclameren bedraagt clur-; 

5, 

2. Indien het w~cl1ten van de oplossing geen invloed heeft op 

de uitkomst van de titratie, is (na weglating van eventueJ.e 
geli,iken) de kansJ l,,jt cie 2° titrat:Le hoger dan de '1° uitvalt, 

gell.Jk :::ian 1· l::D om&J,keerci. 

De hypothese H0 : het wachten heeft geen invloed op de uit

komst van de titr~tJ.e kunnen wij dus toetsen door de tweezij

dige tekentoets toe te psssen op de verschillen van de uitkom

sten van de 2° en ,.:e 1° ti tratie, WiJ toetsen tw8ezi,jdj_g onndn c 

zowel de 2° titratie lager. als hoger gevonden kan worden. 

Het resultaat is: 
nummeP nummer 

oplossing 2°t1tr.--1°titr. oplossing 2°titr.-1°t1tr. 

1 ,..., 
,: 

3 
!~ 

5 
(, 

7 
0 .
l' 

9 
10 
1 '1 
··12 

+ 

+ 
+ 
+ 
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WiJ nemen als toetsingsgroothei~ ~ het aantal mintekens. 

Verc1er is n= 12.. en l-10 : p .. - %i , 
dUf.". 

u.::: I X-np I - -b: 

\/npq, 
::: :::_,o'.? .. 

1,731 

De i.:weezijdi.ge over~chriJdingskans beclr•aagt OJ04, ( ti:,bel 1) 

Conclusie: 
Behoudens een onbetrouwbaarheid 0,05 verwerpen wij de 

hypothese, dat het wachten geen invloed heeft op de uitkomst 

van de titratie, ten gunste van de hypothese dat het wachten 

een zodanige invlae,1 heeft dat voor de tweede titratie sys

tematisch meer titratie vloeistof verbruikt wordt dan voor de 
eerste, H@tzeJ.fde resul taat wordt direct ver'kregen met behulp 
vEm tal:,eJ. 3, 

3' De kinderen worcien doorJ.opend genummerd van 1 tot 95. 
k1as 1 2 3 4 5 6 

Dzmtal 
kinderen: 20 25 15 10 10 '15 

i 

nummerr:: I 1t/m20 2·1 c/m45 1+6t/m6o 61t/rn70 71t/mc3o I 81t/m95 

Uit tabel 6 van sselecte ~etallen nemen wij 10 getallen 

~ 95 (oo :3telt '100 voor), Wi,J ki.ezen willekeurig rij 31 en 

lezen de eerste 10 fetallen van 2 ciJfers in horizontale rich

t:LnE a:f.' 3 waarbt,j m.;j geen herh8lingen toestaan ( steel{proef 

zonc1er teruglegg in:~) , 

Ie getallen zijn: 

59, ~i'.1J .(X::r, 611) '(',., 7~,, 56, S:fY--, HJ, .Ger, .&"l, 83, 55, Lr4-. 
De kinderen, die de steekproef vormen zijn afkomstig uit ae 

vo1gende kla:;.;sen: 

I nummer ~clas I nummer I klas 
I 

4JJ. 2 6lf LI 
55 :3 75 5 
56 .3 '7~3 

i 5 
5" 3 83 6 0 

I 59 3 88 6 

I 
I J norn,o.le bev-iaderiV1g 

85)/ 
. _____ :::,:--------- -·7: J------===== 

B:J 11:t,5 



W:L.J toetseon c,e hypo these H0 : P"'~ J.J_nlrneenzi jclig door de over · 

schriJdingskans van de waarde 

LL: 

in tabel 1 op te zoeken: 

85 '.12 - '1'1::1.,5 

\ ;-;;2-" i j_ 
V ~ _, :2 2. 

-· - 3,6 

De twc~zijdige overschrijdingskans is 2 x deze waarde: 

'I k<.2.x.10-. 

De hypothese P=¼ ken dus met grate stelligheid verworpen 

worcl.en. 

ncrmale beno.deT'ing 

Vervolgens toetsen v-r\.j de hypothese H0 : P= 1/s. De binomi8le 

ver(re ling met fJi.'l':,,t,\eters P'-' 1;'-3 en n:= 2.'.25 wordt benaclerd cloor 

een norn1ale verc'le:Li11g met parameters J-1-,= :Js.2:;:5 ='75 en IJ::V2.2s11 :::::;,07. 

De tweezijdige overschrijdinGskans is 2 x de kleinste eenzij

dige overschriJdingskans van de waarde 85. De uitkomst (85) 
ligt rechts van ,..u. = 76, dus de rechtseenzijdige overschrijdings-• 

kans is de kleinot~ van de twee Deze laatste wordt gevonden 

door de overschriJctingskans van 

8Lf !i_ _ ':/5 

,1,01 
= 1,0.l./ 

in tabel '1 op te zoeken, Di t gee ft kez = a,Ol?i :, dus k"" o., 18 . De 

hypothese H0 : p::: '1/,~ kunnen wij op gronc1 hiervan niet verwerpGn .. 

Dar1r ke >0,5 leidt linkseenzi.jciige toetsj_ng zeker niet 
tot ve1'.'werping. 

5, WiJ toetsen 6e hypothese ~~ 0 : In de ene stad komen niet 

systemat~sch meer ongevallen met dodel1Jke afloop voor dan in 

de anr1ere stscL In,'.J_en deze hypothese ,juist is, is de kElm,, voor 

ieder jaar apart, om in A meer ongelukken te vinden dan in B 

geliJk aan de k~ns om in B meer ongelukken te vinden dan in A. 
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Wij 1{Unnen deze h~rpothese dus toetsen met behulp van de teken

toets, wa&rbiJ ~e toetsingsgrootheid ~ gelijk is aan het aantal 

negatieve versch,.llen tussen het aantal ongelukken in A en B. 
Wij vincten x=a: alleen in de jaren 1922~1931 en 1932 zijn 

er in A minder ongelukken gewecst dan in B. 
De kritieke ~8arde van de tweezijdige tekentoets met n~1~ 

en (..\.::o_,o5 bedraagt 4( zie tabel 3). Het result a at ligt dus in de 

krj_tieke zone. :.Ji:1 verwerpen H0 , behouclens een onbetrouwbaarheid 

0,05, ten gunste v,m de hypothese dat in A meer ongelukken ge

beuren dan in B. 
Aan het gevonden verschijnsel kunnen o,.,rzaken van verschi1-

lende aard ten grondslag liggen. Stad Akan b.v. groter zijn dan 

B of ook de V8rkeersintensitelt kan er grater zijn, de wegen 

kunnen er slechter zijn, enz. 

Daar hierover ~oen gegevens beschikbaar zijn, valt er geen 

gespecificeerde conelusie ta trekken. 

6. a) De fabrD~;nt beweert, dat door behendigheid de kans op 

het verkrijgen van e0n prijs sroter is den 1/50. 

Indien nu uit zijn resultac1t, 8 prijzen bij 75 maal spelen, 

blijkt dat de on6crgrens van het betrouwbaarheidsinterval voor 

de kons op winst groter is dan 1/50, dan zullen wlj, behoudens 
een onbetrouwbaarho:Lc1 0,05, de fabrtkant gelijk moeten geven. 

De ondcrgrenG_ lezen wiJ af uit tabel 2 en deze bedrasgt vo9r 
X:8 n = 7-s <X.= 0,06 ( eemaJdig) 
Deze ondergren;J :L. '.:,rater clan o_,02. 

b) Vervolgen; gnJn wiJ na, hoeveel prijzen de fabrikant 

minstens gehaJl( zm., moeten hebben, opdat hij, behoudens een 

onbetrouwbaarh,.nd 0,05 zi,Jn bewerj_ng nog juist kan staven. 
Dan moet du:, 

e~ > 0,02. 

95 e-!<: > 1,s 

Voor 0<.= 0,06 ne-11: , 
dezc voorwaarde voldoet, gelijk is aan 2,0 en behoort bij 

vin~un wij dat de kleinste waarde van 

De fabrikant moct c1us rn"lnstens 5 priJzen behalen, 

die aan 

7. Voor de berukoning van de verdelihg van~ ender de voorwaar
de 21". ~ o maken wi.j fsebruik van: 



Nu is: 

I 2 ]F 
'·3· 

P[ 1] .. I ( .l. \4 ~=- ::: ✓ •3· 3/ 

P[6 ~,::1.l= 1o(iY(}? 

P [ ~ = 3] = 10 ( i l 3 ( i )2 

P[~o:4}:-o 5(-½;/i~ 

p f.~:5] = (1;)5 

P[~=·tl~;';,5]= 

P[?;=?.l?S;;.3]=: 

P[:&a=~\~~3]= 

= o _ _?.~ + f _80 __ + ')..'). -2_(?_ + z, 2·~ _ 3,2.8 
:t~:2. ~?,?. :i,?,:i ·2,~:;t 

<:r:t = /l'':l.. - /·1.,-'i.. ·= 3, l8 ·- !1.,40::: C>,88 
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8. a) Kansian vein dt.:: vorm P[~~a.):-P[\:l,;;,a.) zijn direct uit de 

tabel der N(o,1)-vero.e1ing af te lezen (tabel 1). Daar \!. continu 

verdacld is, is immerfJ voor ieder·e a: ?[~=a}:::o . 

1,16 

·. 

O,IS 1126 

.::: 1 _ 0,1038 

: o, '-I.Ii 83 .. o, 1038 

= 0,3LI.LfS 

P[!::!,~0,9]::: o,t8il1. 
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b) Gegevcn: t·J ( f-l"' :,,,1, crcc: o,e+ )-verdee ld, Bepaal 

= Pi. ?::-2,1 ~ 0,9.::t,1] + pf ?S-2,1 ;€ -0,9.2,11 = 
~ o,::; ·- o,-=r- l o,--:;. o,;i 

Hierin is de 2° term te vcrwa~rlozen, Dus 

·-
-0,9 0,9 ::i.,1 

c) De binonn1c1le V8rdeling met n::. :l.-5 en P=0,25 wordt benaderd 

door een normale verdeling met 1u.-:;. np-:: 6 025 en er::: Vnpq = '.2,1':t. 

Nu is dus bij b(;rn3c'tcn~ing ( let op <:h:: toepassing van de continui"t.eits-

corrc-ctie): 

"' i _ { o, %,32 + o,oozo} ::c 

= o,63L!8. 
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Analoog is: 

p [ 5 ~ '2 < 1'.l J ::: p L ;j_ ~ 5 J - p [ ~ ~ 12.] = 

:= 1.- (o,:1c:,,~o + o,oo-;,8):::. 

9. a) De wh-verteling van~ is 

P[~ = i..a] = t L, :.:: ·!). ,k 

k k 
<P. --<;:'- 1 a"'>·· a-1 ( ) I( k) c:x-::.•f<--= Lt.ct-"' _ L. 1.,::: -- - k k+·1 =:.... ct+ ·a . 

- L:1 k. k. t.=1 k '.2 2 

(Dus: Indien een 2,tochasti3chc grootlieJ.c.1 een aantal a-e.quidis

tante waarden met geli,jlcr:: whn .',::m1eci:rt lJ.gt het gemiddelde mid

den tussen de 2 1.n-ccr'r.1t<.;; wad,dcn.) 

Nu is o·~ { ~} ::: /-1--?. - !-1-- 2 

k k 
7 . · · )2. 1 Gt2 ? · 2 µ 2 = L. (_ l.,u, T'" ::: ·-;- ,:__ I, = 
L.::1 :-C :-c i..-::·\ 

0-2 { ~} :::: a.2-(Q.k+1)(1<.+1) 
6 

1) zj_e de opmerking verderop, 

o.2(:i.k+1)(k+1) 

6 

1) 

b) i 

X. 
neemt ,_:c Whnrden ,, 1 1 a:., ?.fo.> .. •, ka aan, met gelijke whn. 

P[..:!..=...!..}=-\.._ 
::5: i,a, k 

Voor k:.= 5 ls; 

5 
/.J. ::: 'f ..:!.. ,~ L ....L .i = J... ( 1 + .:!.. + .i + .:L. + i ) _ 0/·1S6 

f ~ i" I ~0, 5 5a. :2. 3 .lj 5 , ... ~ 

{5 

u 2 ,:; cc~ )2 = Z _, " J... = _1-., ( 1 -t- 1 -t- -1 .. -1--~ + ..1. ) = 0,292 
✓-- :!::: v;,1 i,2o;' 5 5a· '- 1~ ~ 10 ~6 a.-2· 

a-?.{-!-. } -- 2 .,.... 1'--'--?.-fl- = 
(o,456)~ 

= 



Opme1°1d ng, 

Dus 

l"1 
..,. ·:l. 
L ~ :: 
i.:1 

3:Z. ~2 = 

1+!1..+o+-t-1+ 

·t-2+3+.l.1+ 

+ 2, -,-.1..j -;-

n-. + n:2. +- .l n(n+-i) 
'.?. 

2.n3+ ::,n2+ n n(n+1)(!2n+·1) 
-6 6 
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-t- n + :::;: .l n (n·ri) 
2 

-t n + :: i. ( n-1)( n+2.) 
2 

-t" n + :::: ~ (n-:t.)(n+o) 

10. Met de to8tG vnn Wilcoxon toetsen wij de hypothese H0 : 

beide weefsels ziJn even sterk. Wij voeren de toets tweezijdig 

uit omdet zowel P 1ls B het sterkst kan zijn. 

\Joor dE, b(,rc\:cning vDn de U van Wilcoxon kunnen wij a1s 

volBt to werk ga~n. Wij rongschikken de B-waarden in opklimmende 
volgorde V8n groottu en vcrvolgens noteren wij de A-waarden in 

de regels tuJse11 010 B-waarden, waGrtussen die A-waarden liggen. 

De A-wanrden tehoeven dan niet van te voren naar opklim

~endc grootto tc warden ~crangachikt. (zie schema op blz. 30) 

Wij tellen vuo~ iedere A h0t aantal B-waarden die kleiner 

zijn dan die t. Zo zijn voor A= 681 de waarden B = 652,654 
J 

663, 676 kleiner. De bijdrage tot U bedraagt dus 4 (zie kolom 1). 
Do bijdrage tot U van iedere regel staat in kolom 4 

genotcerd en dez2 wor-1.::t verkr1c:gen door het aantal A waarden in 

kolom 3 met het tetal in kolom 1, dat op dezelfde regel staat, 
te vcrmenigvuldigen. 

Zo krijgen wiJ: 

1u.. = fr mn:: 50 

cr"f U 1 :: i. rn n ( m-i·n +·\ ·\:.: ·l?-5 
l - " ·12 ' ' 
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De correctie voor f:elijken behot:.:ft \'"iJ de berekening van a2 {\,J.} 
in verband met bet kleine aantal gLlijken (3) niet te worden 
toegepast, De twce~ijdige ovcrschr~Jctingskans kan gevonden wor

den door in tabe.1 1 clcr N(0,1)-vcrclolinE; de overschI'ijdingskans 

op te zoeken van: 

Dit geeft: k.- O,:iB. 

Conc.lus ie: De hypoth1;;:se !---!<;: btdde weefsels zijn even st erk 
kan op grond van het resulta8t van de proef, niet verworpen wor-

den. T:\ 
I 629 A 0 I ' 
l 

I Di,jc.irc:ige tot u 
I 

646 I 0 

l 652 I 2 
I 
i 
i 

I 
1 I 

I i 
1½· 65!~ ! 69+, 654 7 

3 i 
2 657 2 

2½ 663 

3
3½ 1-6-76-~ ~-----;--------

4 681 

41. 6iJ[3 ' 
2 

5 697 

5 1. 712 i 
·2 I ,---------

6 713 
! 6 

! 
! 
i --

61 
! 

717 
I 

; I 
! ' ' . 

7 I 

I ., 

7 f, I 7r~n 
(.) I ,..., 

I 

Bl 7:)1 
---

9 736, 764 18 
i -

9 1 -::~ 7,33 

10 

totaal: u == 38 
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11. a} 'J.;wee gebeurtcnlssen J\ en B z:t.Jn stochastisch onafhanke
lijk indien 

P [ A en B ] = P [A}. P [ B] -

b) De karn3 o;, ,~.e·:)eurtenL:; l!,: He l getroklrnn nummer is .§ J.-10 3 

is gclijk arm: 

P[A]:::: 

en de kans op B: HGt getrokkcn nummer is ~ 20, is 

P[ BJ = 81 
100 

Voor geb-eurtenis J.\ en D: I-let getrokken nummer is 

geldt 

~ .l{O en if 2.0 _, 

,, - "() } -- .. .., 1 ... ,... LA en t\ - - " -
- 100 

Nu is P [ A en BJ i= P [ A J . Pl B] 
want 21 -:f- ..!1Q.. 81 Tcio - 100 . 100 . 

en A en B zijn dF'.; m.et :.1toch~1stiseh onafb.ankel1jk. 

c) De. kans o·:.1 £\: het g(d,rokken nurnmer> s"-10, is 

P[Al = ..:l.<2.. . 
- ·100 

De kans op C: het getro\dcen nummer ~ n, is: 

P[ c} = 100-n+1 _ 
- 100 

Voer de gebeurteniro P. en C: hct getrokken nummer ~ 40 en ;;; n 

geldt., als n ;g .l.jO s 

p [ ,l\ en c J = 1.JoJ1+ -1 , 
100 

terwijl cleze 1urns c:,~lijk acm O is voor n>LJO, Nu zijn de gebeur

tenissen A en C positief afhankelijk indien: 

dus ah 

of we1 

P[A en CJ> -P[A}.P[Cl 

.l.{o_n+1 > 
100 

.Lio 
100 

n < ; 

·!OO-n+1 
100 > 
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Daor alleen de wa2rden 1, ....... ,100 02ngenomen kunnen warden, 

zien wij, dat posJ.tieve afhankelijkheid niet op kan treden. 
De gebeurteni.ssen A sn C zijn negatief afhankelijk indiea: 

P[1-\ en CJ< P[A}.P[CJ 

dus als lto-n+1 < _LIO ·100-n+1 
100 100 100 

n >1. 

Voor n > LIO is P[AenC] =O, dus dan zijn A en C oak negatief af

hankelijk. Voor n:: 1 is C zeker en c1an zijn A en C stochas tis ch 

onafhankelijk. 

12. De vispopulat1e bestaet na de eerste vangat uit 50 gemerkte 
en N-50 ongemerkte vissen. 7e frnctie gemerkte vissen is dus 

Met behulp van cle tweu1e vang,,-;t ( n= -100, :x.= 9 ) bepalen wij nu €,en 

tweezijdig betrouwbaarheidsinterval voor e met onbetrouwbaarheid 

0,05, Daartoe geb1'lu.lcen wjj --cab·:·l 2., want X<< n en wij gebrui

ken de l{oJ.ommen met ex.== 0,025 omdat de onbetrouwbaarheid in cleze 

tabel eenzj_jdig ;,:t:,nt ol:::ce6e•Jn, Dit geeft: 

dus 

dus 

.LJ,o < ne < i;t,1 

0,0,'.1 < 50 <. 0,1?1, 
N 

'.):)LI < I\} <. ·t'.250 J 

behoudens een on' ,etrouwbsarhe~: i o ., 05 0 

13, a) 2':: neemt c~c waarden 1,2, 

Voor de berekeninr:c van 0 2 { ~} 

il == z X,·, p; ~ '1+100 - -50,5 
I ., ~-· 

. . .100 aan met kans 1 
- '\"ot, 

gebru:Ucen wij de formule cr2,,/.1-'J.-f--t-2. 

LL..,::: Z 'J<:.}p,::: _1_ L x.?- ~ J... 19-9.:.!...~~C?.!..-=- '338?>;5 (vgl.opgave 9) 
r-~ • • 100 -- 100 6 

cr 2 = µ<;i. -!-'--?. :.: :'.,;)8:>,S _ 2550, 25 = 8~':) ,25 

er = 28,866. 
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'o) Wi~j be,3chouwen 3 3Chtereenvol:<:ende waarnemlngen. De 

mogel1Jkheden z1Jn, als wij het optre6en van een waarde ~&Bo 

een succes noemen: 

1. geen succr;:c:, {tan is ~l > 3 

~~, '\ SUCCC:U ;. 

l!. (l j SllCCeSSQi.lj 

l1 II 

Ii II 

II II 

1,1 ~ .3 

'1 ;,§ 2 

B1j 3 woarneming,.:i1 :,10,c.. t e,Sn van i:lczc ~- mogelijkheden optredc:n, 

Nu is PL '4 > 3] .:: (o,+9) 6 

dw; PL '-J. ~ ::i]:.:: 1 _ (.o;;9) 3 ~ c_,50-+. 

14. De hypothcr1e H,:>, wellce wij wensen te toetsen., luidt: De 

verkoo9 van gasfornuizen is, afgezien van toevallige fluctuatie~ 

in '.,eic\e winkels ,,v,.m groot, 

Wi j toeL3ct1 C'G :;:;,:, hypothese met c1e tweezi jdige tekentoets, 

toegepast op de ver[chillen voor iedcr der jaren. Dit geschiedt 

met c~e tckentoetc,: ,.,n n1et met de toet:J van Wilcoxon., omdat over 

c1e pcrioc1e wiHir·o·/c:c: 1le gcgcvem.i bec:chH::bE18r zijn., een verloop 

in de ve-rkoop v,.,n. ,;;c,::ifornuizen nict tncgesloten is en tweezij

dig, omdat zowel ~ al~ D de grootste omzet kan heL~en. 

WiJ vlnckn: 

__ I_, -+-I .. _:i_·. _____ t_c_k __ ·,_::-n __ v_c.i_n_J._\ ._.j_::. _ 

?00 

·1S;'l :::Oj 

+-

+ 

+ -- ·- - - - - _..__ ______ _ 
De toetsingsrrrootheid xis het aantal plustekens, c1us x:5 

n:::·1::,, H0 : pc: 1i,. 
De tweczijdigc ovcrschrJjGingskans vinden wij door in tabel 1 
ck ovErschriJd°int:L1karrn op te zot:,lcen van: 

U,- ! 5_ 6,5 I- ½ - 0 56 
f✓13 - - ' 

.. i"'. = :::i. >: o;:,.s:;7 = 0,58 
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Conc1·usi0. Op gron.·'. van deze overschrj_,y1:Lngskans kunnen w1 .j de 

15. 

... 
De l<ans op J\ r;hct getroktrnn numrner 

P[A] = a. . 
N 

II 
;§ Cl 

-- 11 ' · t k' -:::b" De kami op J:.\ net ge ,ro teen nurnmer 

P[B]=.!i-6-!:i. 
N 

is gelijk aan 

is gelijk aan 

De gebeurte:,r11 '.,:Jcn A 0n B lcunnen alleen dan tegelijk op

treden indien b <a.. Is dit niet zo 3 c.,cm zi,jn zij, daar z1j el

k a ar uitsluit~n, c;tochmitisch afhankel1.jk. Is b< a., dan is 

P[A en BJ= 9---6+-t . 
N 

De gebeurten'.i.ssen A en B zijn nu stochastisch onafhanke

lijk indien: 

c~ hi _b+1 

N N 

Hier a an is alleGn vold8cm ::,ls a"' N of b = 1 , d. w. z. als ofwel A 

zeker ofwel B zclcc:r is, (vgl. opgDv0 11) 

16. Nodn h(?t s:·,,·,1,_; l. parr:::n geli.jken ~ ; dan kan x dus de w;:-Eirden 

0,1,:i, .. ,10 °t:nnemen. Wij l:)Cf't.)\cenen P[~~1J als 

1 _ PL;5.c:o]. 

Persoon A heeft ,,:.,-.:. :1.0ct 10 numrn0rr.: gc :·,rokken ui t 100. De kans 

dat het 1° nuwncr, 0at B trckt, ong8lijk is aan ~~n van de 10 

nummcrs van A, g r;cliJk o.an f& , De kans dat het 2° nummer, 

dat B trekt, ongeliJk is aan ~~n van de 10 nummers van A, is ge

lijk aan 89 , Duzc rcdenering voortzcttend vinden wij: 
99 

'Ph:oJ"' ~. 89. 88. 8:J ..... .ID..-:: o,oo. 
- 100 ~ '38 9;, ~1 

De gevraagde kana is dus: 

Deze opgave kan ook als volgt worden opgelost: 

Het a ant al ·10--tallcn, dat ui t ck getallen 1 t/m 100 aselect 

te trekken is, bcdraagt (100). 
,'.O 

Als wij nu c'.e kans willen berekenen, dat er geen geJ.ijke 

getallen voorkomen jn de 10-tallen van A en B, dan bedenken wij 
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dat B, nadat A heeft getrokken, dus nog 90 getallen tot zijn 
beschikking heeft; waaruit hij er 10 aselect mag trekken, 

Het aantal motelijke 1O-tallen van deze aard bedraagt ~g), 
zodat dus 

r,.,rL.., ... 0 11 _ ,f90'\ (( ,00\ _ 0 •-s~ 
~- - ·~ \"iOI/ \ 10 .. · - , .... 

170 a) Wij toetsen, met behulp van de toets van Wilcoxon, de 

hyµothese dater gecn verschil is in levensduur tussen beide 
soorten gloeilamp8n. 

Aangezien de wc:arnemingen reeCs gerangschikt zijn, kunnen 

wij direct de A en B waarnemingen samen in een opklimmende rij 

rangschikken. 
WiJ krijgen dan: 

ABABA AB f', BA AB ABB ABB ABB B. 

Uwordt bereken0 door bij iedere Ate tellen hoeveel B's erv66r 

Verder is 
/.1. = ½ i'!c n "'- "[ !C' . I '.l = DO 

en r:r 2 "' J.. nm (m-,- n+ 1) c.: J .. ·10.12. :l.?> = 230, 
12 ~2 

(j-:: 16;2. 

De tweczijdige ove~achrijdingskans kan gevonden warden, door in 

tabel 1 van de N(o,1)--v2rdeling. de ovcrschrijdingskans op te zoeken 
van 

\?,;,.60; .. \ U.::: ___ ;: 1,.L/8 . 
·1S,'.l. 

Dit gecft k= ,:),·!L/ 

Conclus i 1-' 

Op grond van de gevonden ovErschrijdingskans kunnen wij de 

hypothesc, dater geen systematisch vcrschil in levensduur tus
sen Ge beide soortfn Bloeilampen is, niet verwerpen. 

b) Indien 6c ~roef bekort wordt tot maximaal 1000 uren, 
vinden wiJ de LL van Wilcoxon op onderstaande wijze (vergelijk 
op3-Dve 10)" 
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T3 A. Bijdrage tot u Gelijken 
-- -· -

0 62~5 0 

-/ - fi-~-
630 

-

'1 S:37 1 
- -

683 ' i ·- . -· 
2 710; 770 4-

·--~--
780 

_ _._, 

3 d20 
,.., 
.J 

---
;J30 

l~ l1 ·~1 '356 ,-, 
·_1• 1· _) J Ci 

339 
--

5 920 5 

970 
----

6 

6+~=9 6x >'100C c':~ >'1000 13 8 , 

m -· ,, j I n=10 U==3S' 

Dus U::: 39, 

fl-= ½ mn ::: 60, 

<:r~,= _rn_!'.'."!_{(n-1-rn)?•_( !0_91 +2.,.g,1 +?>"'.gs+ ... ) f-! -

12. (n'"l+n)(m+n-1) 

=: 10.i~ ~ 22:, (·1-11-l + 8~. ·I) l "" 2.19,09. 
1'."l (. (l..';l., 2.1 .5 

:. c- = jJ-1,8. 

De tweezijdige overschrijdingskans k ~Jrdt gevonden uit: 

l,l = \":>0. bol- ~ _ 
1L!,8 

k::: 0,-1?-. 

De conclusie is ~u2 gelijkluidend a~n die onder a. 

Opmerldng 

De continu)'.teJ.tscorrectie ( - ½ 1n c~e teller van u.) is hter 

toegep0st op dezelfde wijze als voor het geval, dater geen 
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gelijlce waernemincen zijn. Deze co1'retie berust op het feit, 

dat in het laJtst~enoemde geval de intervallen tussen op el

kaar volgende mosRliJke waarden van U steeds de lengte 1 be

zitten. Dit is, el~ er gelijken zijn, niet altijd meer zo. In 

sommige gevallen (zie b,v opgave 50) bijven deze intervallen 

wel aan elkaar geliJk, maar warden langer; verkrijgen zij alle 

de lengte a, dan neme men als continuXteitscorrectie -~a in 

plaats van-½. In veel gevallen zullen de gelijken echter de 

lengte van de intervallen tussen op e1'.caar vo_lgende waarden 

niet op dezelfde wijze betnvloeden: enerzijds kunnen oak niet 

gehele wa~rden voor U gevonden warden, anderzijds warden som

mige wearden soms onmogelijk of minder waarschijnlijk dan zij 

eerst waren. Kortom, de toestand wordt door het optreden van 

gelij1ce waa:rnetnille;~n minder overzichtelijk. Daor echter de 

overschrijdingskansJ berekend met continu!teitscorrectie. ste~s 

iets grater is dan die zonder deze correctie, valt het aan te 

bevelen ook in zL,J.ke onoverzichtelijirn gevallen c1e gewone cor-

rectie te gebruiken. Men gaat op die WlJZe voorzichtiger te 

werk dan wanneer men hem, wegens de onoverzichtelijkheidJ maar 

wegla:::it. 

18, DaaJ:1 de kam: op succes gelijk asn. pis, gelclt 

p [ ~1 "2.}::: q,p' 

P [ Q "' n 1 :::: q n_, p , 

dus 

Substitueer hier~n n= m+1. 

co 

tn::: 7 
m-1-1:::1 

m-t-1-i 
(m+1)q p::: 

00 00 
.., m-1 ·~ m 

::: 9, ~,-_1 \'Y\G\, p + L q_ p , 
.. m=o 

daar de eerste term (voor m:o) van ~e eerste som geliik aan 
~ 00 < 

0 i~; Nu is Z rnq_ nvi :::. c ~ ( zie boven) en L q,m"' _ _!_ 
n1= I tnoO 1-C[_ 

( rneetlrnncUge reetc:3), dus 
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Verder is 

Substitueer wederom n=rn+1. 

DUf:l 

c:y:i.1 nt = ~n_2 - (.ln_'i_2. =- ::i.q,+p 1 q, 
·t - J 7 - p:l.. ::; p:i. . 

19. Indien uit Ce s~eekproef blijkt; (at de ondergrens van het 

betrouv-i"i:i2,arheuli::~,.1·1.L:a0 v.sl vcm het percentage ondeugdelijke exem-

plaren kleiner _u_:; i::an 1%., dan is er r~een reden tot reclameren, 

De ondergrens vin0en wij in tabel 2 voor betrouwbaarheidsinter

vallen voor kleine kansen 

Voor :X.= 5 en ex..::; o,o5 :u:; e*"" ;6°0 " ·:oo % ::: 10 3 % . 
Hierui t zal w:m cone luderen c1at het percentage ondeugde---

11..Jke exemplaren :i.n cJe pc1rtij goederen., behoudens een onbe

trouwbaarheid 0,05 groter is dan 1;3% en men zal dus reclameren, 

Men zal niet reclameren indien; 

dus i506c+ < 1)5. 

Uit tabel 2 bl1J~t ctat X=~ de grootste waarde is., waarvoor 

hieraan nog voJ.c!Drn is ( clan is nl, n(:\.::: 1,-l·l voor cx.= o,o-s , ter

wiJl voor x::5 de.: onderg:rens ne'><=:2,O u,, dus :-, 1,s ) , 

Maximacll mof:'.,cn clus l.~ ondeugclelijke exemplaren in de steek 

proef van 150 exemplsren gevonden worden. 
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20. a) Toetsen wiJ de hypotheRe 1-4 0 cl.an is het onderscheidings

vermogen de kans op verwerpen van H0 indien H juist is. 

def. 
p(H)= P[~E:Z\HJ. 

( E = behoort tot) . 

b) Aangezien • :: kritieke waarde x=-5 de grootste waarde is 

die ~ aan kan nemen als n::: ,s :; kunnen wi j dus 'P[~E Z \HJ bere

kenen als -P [ ~ = -s \ HJ , Wij kiezen voor H b. v. de volgende 

waarden van p::O; n,?.;0,3;0,6.,0:;7~o,913rt 1. 

P[~=olo] = o 

P[~=o\0,:2]::: qo,::i.)5= 32.10-5 

P[;?;::5jo,-,,J= 1.Co,"?>) 5 ::: ;;,t.1?:>.10··5 

P[ I ] I ( ) 5 ,, 1,).:;- 1 ~-5 (dit is de onbetrouwbaar-
- ~ = 5 0 , 5 = · · o, 5 = ;;, -~ · c, heid van de toets), 

P [ ~ = s ) o,6] = 1. (o,6)5 = 1'::r+6. ,o-5 

P [ °' == -5 I o,9] = ·l.(o,1) 5 ::: ·16807 .10-5 

p [ ~ "'6 / 0,9] = I. (0,9)5 = -590l.l9. 10-5 

Van dit ondersch0~ 1l1ngsvermogen is onderstaande schets te maken. 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

- 100.000 

----- 59.0lJ9 

--------.!..---- 16.80:, 
I I 
I I 

~--·i---------t-· -_- ~:~:: 
0 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ M 
~ p 



Opmerking: 

Indien wij het onderscheidingsvermogen Willen benaderen; 

dan kunnen wij dit 6oen door voor iedere gekozen p te berekenc~: 

u.::: 5_ 5P-½ 
V5pq 

met q::: 1-P 

en vervolgens in tajel 1 de eenzijdige overschrijdingskans van 

deze waarden van~ op te zoeken. 

De benaderin~ J.s voor grate en kleine waarden van p niet 

erg geed; voor P=0,9 b:v. vinden wij: 

U.:: 5--Sx0,9-! ::: O. 

V'S,,,0,9,,_o,1 

De eenzijdige over,Jchrijc1ingskans van deze waarde van u. is 0,5, 

en dit is de bena(ering van het onderscheidingsvermogen. Het 

exact berekende onderscheidingsvermogen bedraagt in dit geval 

o,59. 

21. a) Wordt er voor een voorwerp geloot in welke groep het 

komt, d3n is de ~ans om in A of B te komen voor beide ½. Wij 

moeten dit dus alleen nog bewijzen voor de voorwerpen, waarom 

niet rneer geJ.oot wordt, omdat een van beide groepen reeds ''vo:L 11 

is. Ecm dergelijk voorwerp komt in B als A reeds vol is en i:: /:, 

als Breeds voJ. is. 

Er blijft nu rtus te bewijzen, dat de kans dat A het eer0~ 

vol is gelijk is aan de kans dat dit met B het geval is. 

BiJ iederc:: 1°1J trekkingen, waar,)iJ A het eerst vol is, h:n

nen wiJ door het verwisselen van A en Been dergelijke rij r~ 

schrijven waarb1J B het eerst voJ. is. nl. 

J.1 A B B 

A B A B A B 

JJ A A A B B-

Twee dergeJ.ijke r~Jen zijn steeds even lang en hebben dus, d~:r 

de munt zuiver is, &elijke wh. Voor de 2 in de eerste regel j3 

deze lJ. v. 1/J.~ en voor de 4 andere 1/8, Derhalve is inderdac:1d d•2 

kans, dat A het eerst vol is, gelijk aan die voor B. 

b) De verrlel:1.n;s is niet aselect. Immers de voorwerpen ,r, et1 \':,. 

vormen alleen dan groep A als wij A A verkrijgen en de kanR d~~r

op is 1/4. De voon1erpen v; en v2, vorrnen tezamen groep A, ah; ·:J:i_j 

A B A lcr'L,jgen t:n c;.e: kans daarop is 1/,S. Deze kansen ziJn niet 
gel1Jk. 
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22, a) De moe;e1,.J1.ce tweetallen voor f•,:r·oep A zijn: 

V 1 '1l:z, v1 v;,,, v 1-vLf, v,.-v0 , v 2 v" en v,v"l. 

Deze 6 tweetallen t;10eten alle een ~:ems 1/6 hebben om een groep 

te vormen, WiJ moeten dus beschikken over een lotingsmechanisme 

met 1rnns 1/G, en dit kunnen wij op ce volgende wijze bereiken: 

Van de 8 mogel.ijke t1.itlcomsten (met ka,1s 1/8 ) , die men bij 3 
worpen met een zuivere munt kan kriJgen, laten wij er 2 buiten 

beschouwing en aan ieder der overige voegen wij van te voren 

een eombinat:Le van ;~ voorwerpen toe. Bijv,: 

mo9elijke ultkomsten tweeted ko.ris 

K K M v 1V2 1/8 

K M F .~ ·~- V 1V3 1/8 
M K M v1v4 1/8 
M M I( v2v3 1/8 
K M ]VJ v2v4 1/8 
M K 1(: VJ Vl~ 1/8 
-----

1/8 K K K J bui ten be;3c:houwing 
M M M 1/8 

WiJ voeren nu zolang drletallen worpen uit tot een der 6 boven~ 

ste UJ.tkomsten veor(Cj'.'egen wordt, 

Een c'lerge.l.J.,J 1~e uitkornst geeft clan een verdeling van de 

groep Vein Lf voor11erpen in ::.: groepen van 2 aan. Deze verdeling is 

aselect, want alle mogelijkheden hebben gelijke wh. 

b) De ben°~ccn.LL1/.'.- V[tn 't:'.!:l 1,vaarb:1.J !J gelijk is aan het aan-

tal drietEillen 1 .roJ')cn, -:l8t wij moeten verrichten om de aselecte 

verdeling tot stand te brengen, kan op analoge wijze als in 

opgave 18 geschiedeR. 

Hier is: p =-= lcDD":· op succes = 3/J+ 
q = kans oµ mislukking = 1/4. 

n = aantal drieb,,Jl0n t•rorpen, tot voor het eerst een succes 

optreedt, 

Dus 
,q. . 1 l..J c.-D "- p := ~. 

De Ver '·J"'cl-1,· ·'1 ·,1.· .. · 11 l1e'-- t 1 i d J 4 4 , "-' v v,-1 l, aan · ;;1_ ,,re,,rpen s us x 3 - . 

23, a) WJ.j voerer 0c volgcnde notDtic in 

K --- kru:i.s 

M. -- munt. 
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De munt is zu:L,1ei• <.-.w,z. P[M] = PlK] = ½. Derhalve is (vgl. 

opgave 18) 

P[ ] /,,11-11 ,.,-11 n-n -·•1 -"' -- -\°!II:!- . 

De verwacht::.n:. en de spreicHng van de verdeling van n kun-

nen op dezelfc!e ;,ianier berekend worc1eri als in opgave 48 .. 

Wi~J krlJQ;en c1us; 

en 

b) 'Pl".l=rn1 wonU als volgt bere;cend. 

Voor speler A: 'P[n-::.i..]::: :i-i._ 

Voor speler B: P[m=L]::: ~-i.. 

Dus: -P[o=!!.1=L]= ?..-:>.L 

c) In b) is al berekend dat 

Dus :Ls 'P [A VJint of B WJ.ntJ = 1- ~:: % . 
op winst voor A gel:1.jlc aan die voor B, dus is 

P [A •riint] = P [B wint]-:: ! . 

Verder is de kans 

24. De linkeroverschrijdingskans van de waarde ~ is gelijk aan: 

De rechteroverschr~jd1ngskans: 

k _n[v>:x.l ~-•L-0:'= ... _.· 

De som van beide overschrijdingskansen: 

= 'P[~<:x.] + P[?.::=X] + P[25:>x] + P[2:;=xJ 

= 1 + -P[~=x.J. 

Bij een conti.nu verdeelde g,rootheid :!S: is Pb=x} = o 3 zodat 

daarvoor' k e + k't = 1 is, 



25. Voor PI ~!l= :x?-] kunnen wij schrijven 

Verder is 

P(~=~ eri ~ 2:::x:2] = P[(';!=':::I en <S=X) oF (~-:=.:Jen 2S:=-:;<:,,)}= 

"P[~=':! en 25,,::x.J + P[~==':l en ?::=-:x.]= 

= P[tj=':ll P[25,::x.} + P['.;1=YlP[~:::-:X.]= 

= P[ ~=ii]{ P[~=:x,} + P[25,:-:x.]} = 

= P[~=':!J P[~2 =:JG:i]. 

Volgens de def1_nitie van stochastische onafhankelijkheid ~1.:::·1 

~:i. en 'el dus onafhankelijk. 

26. a) Van de!~ mo[selijke gevallen MK)KM,KK en MM vc.1 

2 worpen met een onzuivere munt beschouwen wij alleen de ge-

vallen Ml-< en KM . 

Indien 

clan is 

en 

P[K]:::p 

P[ f< M J = P [ MK] = P [ kl . "PL M 1 = pq, , 

P [ I< M of M K 1 = pq + q p " 2 pq i 

P [ I< M ! K M o~ MK} = P [ MK I 1< M o~ IVl l<] == £_<:): == * . . :.1.pq -'-

Op deze wijze kan men dus een onzuivere munt 11 zuiver malrnn'' 

b) Werp teJ.kcns 2 x met de onzuivere munt en laat de r-2-

sul ta ten KK en MM :Jui ten beschouwing; indien MK voorkom''-' :r >..:: t 

een voorwerp in c;roep A en indien Ktvi voorkomt dan in groep B" 

Zo is de kans om j_n groep Ate komen voor ieder voorwerp} 

Bevat een der be:i.c~e groepen A of B 3 voorwerpen 3 dan gaat c> 
rest van de 6 voorwerpen in de andere groep (vgl. opgave 21 en 

22), 

27. Noem het aantal onjuiste conclusies ~ clan heeft ~ ecn ~~

nomiale verdeJ.:i.ns met n = 5 en P=o<.. 

a)De kans op 5 goede conclusies is: 

dus: 



b) 

c) Vul in ot.::0,02. don komt er 

-P[2',>o] = L(Lo,o:i) 5 

= 0.,096 

PL,?:.:os] .. (o,o~)" 

d) Gevrasg( \lO:C'clt ct zo te bepalen dat 

P[~= o]:: o,95 

<lu.s (1-<X.) 5 :: 0,()5 

1-<X -= \Jo,95 = 0,99 

0(.::::;; 0,0·1. 

_4}~--

28. o) Indien Ge fa~rikant een steekproef van 100 exemplaren 

neemt, moet hiJ o:l grand van het gevonden aantal defecte excm

plaren kunnen beslissen dat de fractie defecte exemplaren in de 

part:L,j niet grater J.E\ don 150 , behouc1ens een onbetrouwbaarheid 
0,1. De bovengrens v~n het betrouwbaarheidsinterval voor deze 

fractJ.e mag dus ni.ct grater zi,Jn clan 1~0 . In tabel 2 voor be-

trouwba □rheidsintc~vallen voor kleine kansen vinden wij, als wij 

in de steekproef v;:m 100 exemplaren geen enkel defect exemplaar 

hebben gevonden, voor de bovengrens: 

0--1/-- -- :::,~ behoudens 0(.::0,·1. 
:oo 

Dezo bovengrens :,,:; icleiner dan 160 , Vi.nden wij in de steekproef 

van 100 exemplaren 1 defect exemplaar 1 dan geldt voor de boven
grens 

0"':.:: _3,9 
·100 

·:i 

Deze bovengrens :u:; grater dan 1~0 

lJehoudens o<.=0,1. 

De fabrikant zal dus die par-
tiJen goedkeuren, wa~rbiJ hij ge~n enkel defect exemplaar in de 

steekproef van 100 exemplaren heeft gevonden. Bij 1 of meer defec

te exemplaren in ,:le steekproe.f van 100 exemplaren wordt de pc1rtij 

afgekeurd. De kans dat hij partijen met 3% of meer defecte exem
plaren ten onrechte goedkeurt is dan ~ o_. 1. 
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b) De steekpI•oefgrootte stellen wij n . De fabrikant wil 

dus, indien hij 1 ~.:efect exemplaar in de steekproef vindt, de 

partij nog net goec~lceuren, d. w. z. concluderen dat 

Dus ( zie tabel '2 voor :x.= 1 en <X.:;;: 0,1 ) 

3,9 ~ ...2... 
n 1CO 

n ~ ·130. 

De steel{proef mcec ,.'.us minstens 130 exemplaren bevatten. 

29. Inc1ien n en ~ ·:Jeide groot zijn kunnen wij de onder- en 

bovengrens van het ~etrouwbaarheidsinterval voor G berekenen uit 

de formules 4 1 en 5 1 (zie formules) 

~*, ~·) -· 1 J ~ + c' v xtn.x) 1. 1:;1,,, , .... - TI(. ,._ - --n- J ' 

wac:trin .::.' een com,tnnte 1s, die afhongc van de onbetrouwbaarheids-

drempel. Voor o:.= 0,01 ( tweezijdig) is c'= 2,58 ( zie tabel B) . De 

lengte van het bc)'i:;rouwbaarheids interval voor e is nu: 

e*_e = 'i..C1 \/x(n-X.)= ::?..2,58VX(n-X.). 
"" n V 11 11 n 

Bij gelijkblijvenG~ a en~ zal het betrouwbaarheidsinterval 

nauwer warden., in('1.ien n toeneemt. Als El:0,:-1 dan zal ~ in de buurt 

van 0, 4 vallen., C:'.uc zal x ongeveer O,'-l n zijn. Willen wij het 

betrouwbaarheicJ.s:rn:cerval dan een lengte 0, 1 geven, dan vinden 

wi,i de grootte van de steekproef uit bovenstaande formule: 
0,1 ~ 2.2,58 \ /o,Lin(n_o,4n) 

n V-'-'- n ' 
n ~ :ill. .2,58::.. o,24 

0,1 2 
n~ 639. 

30. a) Van de partij goederen van 10,000 exemplaren zijn 500 

ondeugdelijk. De '.(ans dat een aselect uit de partij gekozen ex

emplaar ondeugdel:tJk is, is dus 

-500 = 0,05. 
10.000 

b) Voor het na½ootsen van het nemen van een steekproef van 

40 exemplaren uit c:.eze partij, moeten wij dus beschikken over 

een lotingsmechantswe met kans 0,05 op 11 een ondeugdelijk exem

plaar11. Van de getallen 0 tot 100 kiezen wij er 5, die de ondeug

deJ.J.Jl{e exemplarcn voorstellen. WiJ lciezen b.v. 00, 01, 02, 03 en 
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en 04, Vervolgens nemen wij iw getalli::n, -zonder herhalingen ui t 

tabel 6 van de ar-wh,cte getallen (lcolommen '1'1 en '12) en tel~.en 

daarin het aantal getallen dat < 05 is. 

32 bG -8-4- 75 65 
5-1 ss~ 0-1 ~ 23 38 
1+7 (}~ tff 94 -6-5-
20 GE; -lrf '18 35 
66 52 95 '13 -{ff 

78 -§7 03<- '19 82 
81 '1 '1 07 84 98 
-8-4 1:.11 06 54 
6 '1 1'( 99 42 
00-!:- i.jr( 43 '14 

In de alc1us geno\"·t2n steekproef zijn de aangestreepte exemplar(;:1 

ondeug,delijk. D:i.0 zijn er 3. 
Uit tabel 2 voor betrouwbaarheidsintervallen voor kleine 

kansen vinden wi .:i voor het tweezi jdig betrouwbaarheidsinterva l 

met e<. = o,os 

dus e ~ o,6 = 0,015 
~ .l.jO 

ne*:::: o,b 

en e* == 8,8 == o,:2.:2.. 
/../0 

Dit interval bcv2t inderdaad de wcrkclijke kans 0,05 voor bet 

trekken van 8on on(eugdcl ijl{ exemplaar, 

Opmerkin~. Het nict toelaten van herhalingen in de rij van 40 
asalecte getallun komt overcen met het nemen van een steekpro~: 

van 40 exemplaren zonder teruglegging, zoals dit in de practiJ. 

gewoonlijk gedaan wordt. Dit betckent, strict genomen, dat de 

kans op het trelckc:n van een onde:ugde:lijk exemplaar afhankelij;;: 

is van de resultaton der reeds eerder cetrokken exemplaren, D~ze 

kans is dus niet constant, maar daar d0 omvang van de steekp~~~r 

(40) klein is in vcrgelijking met di0 van d0 gehele partij _ 

(10,000) is dit d'fect zo klein, dat het zonder bezwaar ve:'.·,f/Ji:l::'-· 

loosd kan worden. 

31, Stel de orgonisator n~emt n vuurpijlen mee naar het vuur

werk, hij heeft dus n.20 reserve pijlen, 

Iedere pijl heeft een kans P= -3/-s om een succes te zi;:n. 

Noem het 8antaJ. s1).Cc<:ssen :x., dan moet de kans, dat 19 of m5.nci• ·_, 

pijlen goed zijn ~ 0,0·1 zijn; dus 
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~ bezi t een binonnale verdeling met parameters n en P= /.l/5. Wij 

benadercn deze rnet een normale verdel·ing met parameters /.J..=- L!j5 n 

en cr,,_Vn~-~= ¾Vn-

n 

Dus 

-p [ U ~ Ni - ~ n J ~ 0,01. 
- %\/n 

Uit tabel 1 van de N(~1)-verdeling volgt, dat het linkerlid 

gelijk is aan 0,01 als 

_ it,?>?i = _19½- ~ n 
!Vn 

:. n1= '1>0,80 en n:1 = 19,2.-:;c. waarvan olleen n1 in aanmerking komt. Dus 

31 - 20 = 11 reservepiJlen. 

32. a) Indien uit het steekproefresultaat blijkt dat de partij 

goederen meer dan 2~ defects exempleren bevat, dan zal de fa
brikant de partiJ Afkeuren. Ligt de ondergrens van het betrouw

baarheidsintervE:1 voor G, de kans op een defect exemplaar, hog:er 

dan 2~1', dc"m Zc,1 ·Jchoudens een onbetrouwbaarheid o<.=o,oo het percen

tage defects exem)lQren in de partiJ goederen grater dan 2% zijn. 
De ondergrens van hat betrouwbnarheidsinterval vinden wij uit 

tabel 2 voor :x.= '.'i _, n = 150 en O(.:o,os ( eenzijdig) : ne*= 2.,0 dus e..--='l,33o/0 • 

Het vermoc(\cn van de fabrikant is dus Juis t 3 want hij 

zal nu niet tot afkeuren van de partij overgaan, 

t) De fatr·1.:::::mc zal de partij af1nrnren indien hij ui t de 

steekproef van 150 cxemplaren vindt Gat: 
e.)t > o,o:i 

dus aJ.s 1so e* > 0,0::1..1:so= 3. 

Bij opzoeken in ta1jel 2 vinden wij voor x.-:::6 de waarde ne*=2,6) 

die < 3 J.S, terw:i.jl voor :x:a9 de waardc 3,3 voor 150 e~ gevonden 
worc1t, 
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Indien de fabrilc,n:c dus 7 of mecr def'ccte exemplaren in een 

steekpr~ef van 150 ~xcmplaren vindt; zal hij de partij afkeu

ren, waarbij hij Gan een kans ~ 0,05 heeft om een partij die 

;;a 2% defecten bovat, ten onrechte af te keuren. 

c) Bij 7 of mecr defecten in Ge steekproef van 150 exem

plaren wordt de 9ar~ij afgckeurd. 
De kans om de 9artij af te keuren, als het werkelijke per

centage defectcn 10 ~edraagt, is dus ~~lijk aan de rechterover

schrijdingskans vnn 7 (gearce(:.;rde; cieel in de figuur). 

7 15 

j-L= np = 150 0,1-::c 15, 

<r = Vr1pq, = \/ ·150. 0,1. O,C/-= 3,68. 

Lt,:, 1-15-:J,:::: -8,5 = _!l.,31. 
Z,68 3,68 

In tabel 1 vc1n ,·1e N(o,1)-verdeling vj_n(en wij nu 

ke = o,oi 

en :. 

M.a.w. de kans op ofkeuren van ecn partij met minstens 10% de

fecten J~s, ind.ten ;nj 7 of meer defe:cten in een steekproef v::m 

150 exemplaren of:_.,;keurd wordt; geli.jl.,: cian 0.,99. 

Ho8v10l wij hier lflC'G kleoine kansen te m1..:li:en hebben, gaan wij toch 

eens na, welke o:;-;J.oc;sj_ng wij mi.;t bch1.1.J.J van de normale verdeling 

vinden. 
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a) Wij toets1.Tt de hypothese H0 :p=o,02. tcgen de alternatiGve 

hypothcsen p>o,o::i. L1.gt het resultaat :1C.=5 bij n::1so, onder H0 : p"'o,02. 

in de rechterkriti2ke zone met ~~~os, dan zullen wij Ho verwer

pen tern gunste vc::n H : p:::-.0,02., De binomiale verdeling met n:-150 

en p.,0,02 wordt nu 1knc:derd door e::en nornrnle verdeling met ,u.-::np-:::3 

en CY= Vnpq_ = i,7 ! . 

5-'3-;!; 
l.t = ---- =: 0,85' . 

·f,71 

De rechter eenziJd~GC ovcrschrijdingskans, opgezocht in tabel 1 

der N(o,1)-verclelin,. ··.ec1raagt k0 :.: o, :9, 

Conclusie: Het sc,o<JlcproefresultaDt 1oic1t niet tot verwerping van 

H0 :p=~o2 en het v0rmoeden van de fabr~kant is juist. 

b) Hoeveel C:u\,cte exemplaren hc1c1 de fobrikant moeten vinden 

opdat hi,j wel tot verwerping van 1-!0 : P=o,O2 zou zi.,jn overgegaan? 

Stel dit aantal :x.., clan moet :-<. dus onc'.er H0 in de rechterkrl

tieke zone liggen, cLw,z. 

P[2S ~ x IP= o_,o;i_J ::§ o,os 

ofwel 

Uit tabel 1 vindcn wiJ nu voor c1e waarde 1,65, 

d.w,zq c1aar ~ allcen gehele waorclen azmneemt, dat voor 2S,a;;;:;r 

tot verwerping wore:,: overgegac:m, 

In dit geval zijn de uitkomsten, verkregen volgens tabel 2 

en volgens de normnle ben8dering geliJk. 

33. Bij gelijke winstkansen voor bei~e spelers moet de winst

kans voor A½ zijn, 

Noemen wiJ het aantal malen, d2t A wint ~ J dan kunnen wij 

de hypothese Ho:P=i toetsen door de tweezijdige overschrijdings-

kans van .x= 65 :;erekenen., wE,Brbi.J de binomiale verdeling 

met P= ½ en 11::100 ::icrnaderd wordt c.toor eian normale verdeling met 

fl-=50 en er:.: V100.; ½=:5. Wij toetsE:n in cHt geval tweezijdig, omdc.1t 

zov-!f.:1 A 1;11::; D een \~ans > 1 kunnen heb\.:•011 om te winnen, 

u."' _l_6_o_-_s_o_i -_½ :: 20 9 . 
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In tnbGl 1 van dEJ I\J(o,1)-verdeling vinckm wij een tweezijdige over

schrijdingskans k:~OO~o 

Conclusie: De hypothese H0 :P=½ wordt verworpen wegens de lcleine 

waarde van k ten gunste van de hypoth8se, dat A een grotere winst

kans heeft don E, 

b) Nu worclt :~ovraagd, de grens ven het rechterdeel der twee

zijdige kritieke zone van~ voor ~=~~ te berekenen" Dit gesch~dt 

als volgt: Wij zocken naar de kleinste ~ waarvoor 

X -o i 
· -':> - :i. > ,'.: - 1 06 dus : :x. ;;-; 60, 2 . 

5 = S o,os - ' · - " 

Daar ~ alleen gehele waarden acn kan namen, mag A dus hoogstens 

60 ma2l winnen zonckr dat wij bi,1 Gen onbetrouwbaarheidsdrempel OC= 

;:0,05 c1e hypothese H0 :p"'-h behoeven te:: verwerpen, Uit tabel 3 van 

de tekentoets is dit resultaat rechtstreeks af te lezen. 

c) De kans oJ vc:rwerping van l·(d)=½ wordt groat als p dicht 

bij O of dicht ~Fj 1 ligt. Wij berelcenen nu, hoe groot p(>~) moet 

ziJn, om een lrnn:3 (\,J te verkrijgcn o·._, verwerptng van H0 ten gun

ste van de juistc hypothcse p>;. Dit 1s (zie ook b) 

ft>(P)= Ph~61 \p]"' Pl ,:;_100~ ?;. 61_1oop IP], 
10Vpq 101/i:xi 

wanrin nu ~- 100? = u.. bi,j bem,dering ~l(o,1) verdeeld is. Voor die 
10Vp9 -

wacrd0n von p, w~rr~ij voldaan is a~n: 

P[ u. ~ 61-1oop]~ 0 8 
- 101/p:[ '. 

is dus hct ondcrLchc::idingsvermogen ~o,8. Nu is P[ !d:~~0,8.li]-= o,8 

zoals uit tebGl 1 jliJkt. Dus is fa(P)~ ~8 als 

61- 10O P ·- osl.l 100,11 p:i._ 122;:hp+i,r.,~1::ao, 
10\/pq -· - ' ' 

p.," o,&s , P:2 = o,57. 

Voor P=o,65 is het 0-.1.c:crschcid ingsvGrmo,,::.en ~o.,8. Voor P:C\!'-1 is het onder-• 

schcic1ingsvt?rtnof~·:m. ~0,2 want d12ze worlel van de vierkantsvergelij

king J.s ingevoer('.'. ols 6,1_ 1op:+o,fll1Vpq_ cm P[~~o,8'-l].:0,2; ui t symmetrie

overvrngingen vole,;-c. c:;_at ook voor p;:;; 1_0,65:0,'oo het onderscheidings
vermogen ~ o,8 bcecroDgt, 

Opmerking. Formecl versta2t mtn in de toetsingstheorie onder het 

"onderscheidingsvermog:t-m" dE.0 total1::: leans op verwerping van H0 , 

zowel indien dit ten gunste van de juiste hypothese (b "v. p>-½) 

pla~ts vindt als ten gunste v2n de vcrkeerde (b.v. P<i als in 

werkclijkheid P>½ ). Dit is een onproctische definitie van het on

derschcidingsv8l'ti102_:,3n~ dac1, men bij toepassingen weinig gesteld 

zal ziJn op het optcllen van de kans op een falikant verkeerde 
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conclusic ~n ~ic 0J 0e juiste. Wij h~bb~n d2Grom de laats~e on~ 

gevcor g□ lijk ~an o,8 gemaakt. Daar de kans op een falikant ver

kee-rdc. conclusj_c :u! de: regcl zt...0r r.::_:cri-.·ig is, is het vcrschil 

in c1c uttlcomstc:n v'.:n dcze mcthodc u, (t:: gebruil{elijkc meestal 

slechtE; lclGin. 

34, Algemeen geltt: Indien de gebeurtenis A optreedt kan de 

gebeurtenis B wel of niet optreden. Dit schrijven wij els: 

A: (P. en B) 0¥ (P, en niet B). 

Due is volgens het vierde axioma: 
P[A]"' P[AenB] +P[Aen niet R,]_P[(Aen6)en(Aenniet:B)] 

de gebeurtenissen (A en B) en (ts, en rn_et B) sluiten elkaar echter 
uit, dus P[(AenB)en(P.enniet:B)]=O. 

Gegeven j_s nu (:[;:,·c :-:ls A optreedt, B oak optreedt, dus P[Aen niet 'B}=O 

dus P(AJ::. P[.b.en B]. 

Geheel analoog vinden wij 

P[B]= P[J:,.enB], 

zod.at 

P[AL P[BJ 

35. a) Indien A O:)treedt kan B ln he i~ algemeen wel of niet op
trec1en. 'Ji ,j schn_ jv,m di. t als: 

A2 (/>,. en B) o~ (.L.en nieb B). 

Analoog aan opgave J4 vinden wiJ dus 

P[A] :, P[.A en BJ+ P[Aen niet B}, 

maar de laatstc term is in dit geval gclijk aan O, daar B steeds 

optraedt 01s A oJtrc~dt. Dus 

P[A] = P[A en B]. 

b) Nu ui tgat'.nc1c van 

P[ BJ:: P[ Ben A]+ P[ Ben niec.t>,] 

vinden wij, daJr WlJ reeds bewezen hebben dat, 

P[ AJ::: P [ A en BJ; 

P[BJ~ P[A]. 



c) P[Aof S]-:c: P[A]+P[BJ-P[AenB] ...... (axioma 4) 

Nu is: 

dus 

Nu is 

dus 

p[,t..J = P[Aen B} 

P [ A or B } "" P [ Bl 

d) T(; bewijzen is nu: P[BIA}=i 

P[ B\ A} d"'t P[Aen Bl 
P[A1 

P[Aen 8] = P[A] 

PL BIA}= P[A} = 1. 
P[A1 
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36. c:;) De gt:bem'~t:nissen A en B sh,iten elkaar uit, dus P[Aen B]:::-0. 

A en B zijn stoch2st1sch onafhankelijk indien geldt: 

P[l-\en BJ= "P[Al P[BJ 

en daE1r P[AenB]::O ta lneraan dus alleen voldaan indien of P[A]=o 

of P[8]=0. 

b enc) Voor fe gcbeurtenis A schrijven wij weer: 

A:::(AenB)ot (AennietB) 

dus daar de gebt:~rtonis (A en niet B) onmogelijk is, is 

P[A:1-:= P[A en B} 

dus als B altijc~ optreedt ule A optreedt,zijn A en B niet sto

chastisch onafhan1cc,lijk, tenzij P[ Bl= 1. 

37. a) Er zijn ( Q) verschillendc Vbrd2lingen in twee groepen 

A en B mogelijk. Nm1111i31'en wij al dt::zc mogelijkheden van 1, ... , ( Q) 

en beschikken WlJ over een loterij met ( ~) verschillende uit

komsten met gell,JlcC whn 1 dan 1-rnnnen wij de aselecte verdeling dus 

tot stand brengen, door ~~n maal uit deze loterij te trekken. 

In principe lean men dit met een zuivere munt als volgt be

reiken. Zij h het kleinste getal, waarvoor 

(b.v. r1-=s enk"2 gee::::ft (Q)=iO en h=.1..!). Werpen wij nu h maal met 

een zuivere munt, (an zijn er :i_h verschi.llende worpreeksen mogelijk. 

B.v. voor h=~ de 16 worpreeksen: 



K K K K 
KKK M 
K K M K 
K M K K 
M K K K 
K K M M 
K M K M 
K M M K 
M K K M 
M K M K - ..... _,, _____ -
M M K K 

MMMM. 
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Deze bezitten alle c,ezelfde wh en wiJ zoetcen er nu willekeurig 

{ R) uit en laten c1e rest buiten beschouwing. In het voorbeeld 

riemeh wij b.v. de cerste 10. Aan ieder hiervan voegen wij een 
der mogelijko verdclingen van den voorwerpen in de twee groepen 
A en B toe. Vervolgens gaan wij inderdaad h maal werpen met een 

zuivere munt en <i-J.t experiment herh21lcn wij tot wij een der ( k ) 
gekozen reel{Sen ve:c1:.rijgen, en breng0:n de daaraan toegevoegde 
verdeling in de Groepen A en B tot stand, Alle mogelijke ver
deli.ngen hebben d,m ,;e~:elfde wh. 

Deze methode cist voor grote n zeer veel tijd. 

b) Een i.mellerc methodo is tc verlcrijgen door te werken 

met aseloctc getoJlen O, ••••• ,9, ;:h.,J nummeren dan den voorwerpen 

van 1, ... ,n en lkmen ui t een lijst van aselecte getallen de 
eerste k getallen (zander herhaling) die kleiner dannH zijh, 
wam"1:Jj_J 00 als 100 C,Glezen wardt. Is b. v. n:83 en k= 1-:;i: , dan 
nemen wij paren acelacte getallen, slaan alle getallen > 83 
over, evenals gctallen, die wij reeds gehad hebben, en nemen de 
eerste 17 getallen § 83. 
Tabcl 6 van aselecte getallen, riJ 23 geeft het volgende: 

91", 12, 5~-, 03, J+D, FY(, 08, 33, 14.ll '17, 21, 81, 53, ~, 50, 75, 
23, 76, 20 en 47. 
De doargestreepte c~tallcn zijn > 83 en komen niet in aanmerking. 
Herh3lingen kwamen in deze rij niet vaor. De gevanden getallen 
wijzen tezamen de vaorwerpen van groep A aan. 

Opmerking: De on(ur a) beschreven methade kan hier aok warden 
toegepast, maar iB veel amslachtiger~ De ender b) beschreven 
methade kan oak meL: behulp van een zuivere munt toegepast worden, 
indien men de nurmnern der voorwerpen j_n het tweetallige stelsel 
schrtjft. 



38. Uij berek~ncn eerst de kritieke waarden Ben C van de teken
toGts voor n ex~xr-rn10nten en lX.=o,os, wcc1rbij wij de normale benn

dering toep2sse:n. 

-----z 

Nu worr"lt cl ( ZH-. :c·.,_r,iLlUr) zo gekozt::n, (:cit 

of 001{, met Q(.~op5: 

P[\~-~nl\~J= P[1~\>½~n1 =0,05. 

1s ~cx:::1,96; zopJ.3 1.L,.t tr,beJ. '1 bJ.i,ikt, Dus moet geJ.den 

..9:.. _ 1,96, 
½Vri 
:, d.-:::.0,98Vn. 

De kriti1:;lcc F,. :·rde:n zijn dus 

B"" ½ n - o,98 Vii C:o ;n+0,98Vn. 

WillGn vrij nu .. '.;c!).,:iu,':0ns een wh 0,'1 -(J.(;; afwijking van P=0,5 

ontdek1~e:n, dc1n mo~t ~us het onderscheiCingsvermogen van de teken

toets voor r=o,2 ~c1ijk aan 0,9 zijn. Het onderscheidingsver
mogen, dat ged~fini00rd is als: 

t5(H) de~ Ph E. Z \ H} 

is in cut gevnl, '.fc:,:rj_n wij de binonru,le verdeling nu benaderen 
door eun norm,Jlt v'°:,.'deling met f'--::o,?.n en cr:::o,t-1Vn gelijk aan: 

j3(o;i) = FN l -h:n-.o,s8 V~_-· 0,2.n) ·t- r L F,J½n+o,<,8½l-o,2n \}, 
\ 0/1Vn 't_ \ o,Ltvn I 
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wa;:_rin FN(.x.) 

voorstGlt. Nu 
cle vc:,rdelingsfuncti0 van de normale (o, 1 )-verdeling 

is (zie figuur) in dit g0val 

F ( ~tl+0,98Yn-0,2n).~·I 
N. ~· 

0,.1.iVn ·· 

zodat wij voor hot ondcrscheidingsvermogen bij benadering mogen 

schriJven: 

A(O"' -~ i:: (½n .. 0,08\Jn-o,2n \ _ 0 r, 1- )~)--- IN -~··- --'--'--~--'--) - )? 
0,"-1\/n 

nu is FN (1,2.s):: O/.:l zodat dus: 
½n-o,gsVi-i-0,:2.n 

0,-'-1\/n 

0,31/n-0,?,8 
O,.L/ 

~ 1,28, 

is 1,28, 

n ?: 24,-:;r. 

Conclusie: Wij ~octcn n minstens gelijk aan 25 nemen. 

39. Laat ~ het aantal caramels zijn, dat het jongetje krijgt, 

~ het aantal bonnetjes in de gekochte cEramels~~het aantal bon
netjes in de eerste portie gewonnen caramels en ~« het aantal 

bonnetjes in de tweede portie gewonnen caramels, 

a) Als het jo,1getJe pr·t::c1es 5 caramels lcriijgt, vindt hij !.~us 

geen ent:ol bonnet je in zijn ?'.:lrnchte caramels dus dan is :x = o: 

P [ ~ == s J :-: P[.'.!S::::.: o] "'(o,at•== o,33. 

De kans, dat hij r:1eer dan 5 caramels 1-crijgt is dus 

P[&>Sj :-:: 1_ P[?:_:-5]:=L0,33=0,67'. 

b) Als het JongetJe precies 6 caramels kriJgt, heeft hij dus 

in de 5 gekochte caramels 1 bonnetje gevonden, terwijl de daar

vooP cadec.1u gekre;::,cn caramel geen bonnetje bevatte. Dus x.=1 en 
y':::O. 

PL;::::6] = Pr_;;s:::1 ,;:,, ~•=oJ"' P[?S:=t] P[t=oJ-= 

(1)(0/2)'(0,8)'1.(o,8) 1 = 

5 (0,2)1 (o,8)s = o,~~-
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c) Het jongetJe kan op 2 manieren precies 7 caramels krijgen: 

c 1. door0.1:t hi,1 in de 5 gekochte caramels 2 bonnet jes vindt, 

wa2rop hij 2 caromels krijgt, die geen van beide bonnetjes bevat-

ten, 
c 2. doordst hij in de 5 gekochte caramels 1 bonnetje vindt, 

waarop hij 1 caramel krijgt, die ook een bonnetje bevat, terwijl 

de zevencle caramel geen bonnetje bevat. 

C 1, 

C 2. 

= ( ~)(0,2.l(o,8)~ (o,ai· = 

== P[~=1] P['.i'==d- PLf=O] = 

c:: (~)(o,2.) 1lO,S)'1 (0,2).(0,8):-:: 

= 5 (0,2/ (o,8) 5 . 

P [ ~ = 1J .~ P1 l;_ = 1 J + P~ [:;::: 7 J =-= 

::: 10 (0,2)°1: (o,8)s + 6 ~0,2.)2·. (o,8")5 ::: 

= i5(0,2.)2. (o,8, 5 ~ 0,20 . 

.. o,b";c .. (0,33 + o,::i.o'J = o,,-1.J. 

40. a) Noem ~ hct a~ntal bonnetjes in de steekproef, dan is~ 

binominul verdeelc~, ctus 

~~ = np = 100 ,<- 0,2. = '.2.0 

cr'- \;&} ::: npq_ = 100" o,~ "o,8 =- -16, cr t~J-:::.lt. 

b) De winkeJ.:1.cr protesteert alleen als hij ~ bonnet jes in 
de caramels vindt, dan redelijkerwiJs met het opgegeven percen

tage in overeenstemming te brengen is. In dat geval meet hij te 
veel caramels c2C:.e,;u geven, wc1m•door hj_j schade lijdt. Wij gebrui•
ken hter dus de ri;ch'cseenziJdige kritj_eke zone, waarvan de kri
tieke wa,rde, x 0 , ~cvraagd wordt met onbetrouwbaarheidsdrempel 
O(_::, 0,05 _; 
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!1.0 X.o 

Uit tebel 1 van ~c normale verdeling blijkt, dat hieraan voldaan 

is als 

:. :X.. 0 :2?-,1 

dus indien de wi~~clier 28 of meer caramels met bonnetjes in 

zijn steekproef vintt, zal hij ga2n protesteren. 

41. a) La~t n h.:;,c ncntal caramels ziJ,·1 dnt het jongetje in 3 
weken gekocht heeii, en laot ~ het rantal prijzen zijn. Dan is: 

P[~=o} = (0,8)n = 0,068:;t; 

I'\:: 1::2.. 

, , 4 Hij kon dus van e8n wcekgeld caramels kopen. 

b) Laat n he·i:; EL-ntal caramels ziJns dat de vader voor zijn 

zoontje koopt en lDat daarvan ~ het aantal prijzen zijn, dan moet 

P[~ ~ 1] = 0,99, 

dus 

:. n:: :io,6. 

De vader koopt 21 caramels. 
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42. Algemeen geldt: Indien de gebeurt8nis A optreedt kan de 

gebeurtenis B wel of niet optreden. Dit schrijven wij als: 

A.:;::: (A er, B~ oF (Aen B). (B=- nietB). 

:Dus volgens het 1:-e ,Jxioma: 

P[A}-:= P[AenBJ + P[Aen e,] _ P[(Aen8)en(AenB)]. 

De gebem~tenissen ( A en B) en ( A en i3) slui ten elkaar echte1~ 

uit, dus P[(AenB)en(Aen8)]::0 

Gegeven is nu P[ Aen B}::: P[A]. P["B}. 

Vullen wij dit in d0 vorige vergelijking in 3 dan komt er 

ma er; 

dus: 

P[A] = P[Al P[ BJ+ P[Aen B] 

P[.t>.]( 1 - P [ BJ) = P [ A en B] 

1- P[B} ,:-; P[B], 

P[Al P~BL,, P[A en Bl 

De gebeurtenissen .A. en P, zijn dus oolc stochastisch onafhankelijk. 

43. a) Volgens c1G ctefinitie van stochastische onafhankelijkheid 

zou P[~=Zi~=x] voor iedere waarde van x dezelfde waarde moe
ten bezitten. Nu is b.v. P[;:.::::-..1~=1]= Vb en Plz:;::2.1~=3]:::o. 

~ en; zijn dus niet stochastisch onafhankelijk. 

b) Wij hebben de volgende 4 mogelijkheden: 
X. y z 

even even even 
even oneven oneven 

oneven CV\Jn oneven 
oneven oneven even 

die ieder een kans 1/4 hebben, 

: . P [ 2;"' oneven J "' 1/2 . 

Beschouwen wij nu nlleen de gevallen waarbij 25: even is dan zien 

wij dat oak dan in c1e helft van de gevallen z. oneven is, zodat 
dus 
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P [ 6~oneven I ~~even]= 1/::i. 

-P [ ~=on even J = P [ ;,--oneven 1 ?Sf even] . 

De gebeurtenissen A en B zijn dus stochastisch onafhankelijk. 

c) Een voorwnardelijke stochastische grootheid~ onder de 

voorwaarde A gE;ven wij aan met ( 1-8 I A ) • nan is: 

( ~ \ ~ =- oneven) = ( ~ I 25 = on even) + ~ . 

De voorwaardelijkc waarschijnlijkheidsverdeling van~, ender de 

voorwaarde dat ~ oneven is, kan als volgt warden berekend. 

:x. kl z 

1 1 2 
2 3 
3 4 
4 5 
5 6 
6 7 

3 1 ! 4 
2 5 
3 6 
4 7 
5 8 
6 9 

5 1 6 
2 7 
3 8 
4 9 
5 10 
6 11 

Er ziin dus 18 mogelijkheden, ieder met gelijke kans 1/18 

be waarschijnlijkhoidsverdeling van~ heeft de volgende vorrn: 

P(i l 2S:oneven] 

Uit de waarschijnlijkheidsverdeling van (~l~=oneven) berekenen 
wij het 1e en het 2e moment. 
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= (2+0+10+11).2.. +(~+5+8+9)1:. + (6+":1)12 = 
18 18 f8 

= 6,5 , 

cr{; I~ :.:oneven} = 2,%-

Voor de onvoorwaardelijke verdeling van; geldt: 

en 

dus 

cr{;}=2,J.j1_ 

Het gemiddelde en de spreid1ng zijn dus voor de voorwaardelijke 
verdeling kleiner d8n voor de onvoorwaardelijke verdeling van~-

44. - a) De formula voor de toets van Student 1s: 

waarin 

en evenzo 

is. 

t2. = x _ y v nm(n+m-1) , 

Vs;+Si n+m 

c.!l. --.;-( -)2. "';"" 2. -'<::;. -2. -,;:- 2. -2. 
-.,1 =L- :x.i._:x. = ,t_.:iq __ 2x..L.:x.i.-t-n:x:. :k-Xi._nx. = 

= L X.I - (L XLY2 
n 

52 - ... ~ (Z:yJ2 
:i. - ,L.. 1;:11, - --m 



-61-

X x-2 ':l l::J~ 

o,87 0,7569 0,52 0,2704 
0,75 0,5625 1,94 3,7636 
0,03 0,0009 0,53 0,2809 
0,17 0,0289 1,02 1,0404 
o,67 o,4489 0,94 0,8836 
1,92 3,6864 0,06 0,0036 
0,23 0,0529 0,25 0,0625 
2,14 4-, 5796 2,05 4,2025 
2,69 7,2361 1,93 3,7249 
1,31 1,7161 ' 1,17 1,3689 

1,~8 1,9044 
1, 3 2,0449 
1,74 3,0276 

-·-
LX, 10,78 Zxt= 19,07 L YL 14,96 :Zy;.2- = 22,58 

(Ix.JI· 116,21 n = 10 (:[ ~(.)2- 223,80 m = 13 
:Z:x.1./n 1,078 z~./m 1,151 

52 7,45 52. 5,36 
2 

V S; + 5~ = 3 , 58 . 

Deze waarden in de formule voor de toets van Student ingevuld 
g8ven: 

t2 ::: 1,0i'8- -t, 151 

3,58 

10.13. :2.1 
-::: O,'.i.2... 

Het aantnl vrijheidsgraden is m+n-:,. ::: 21 • De tweezijdige over
schrijdingsknns, opGezocht in tabel 4 van de Student-verdeling 
bij o>=:21 bedrrtogt: o,8 < \.:. < 0,9. 

Conclusie: De hypothese 11 er is geen verschil tussen de gemiddel

den vDn de beid.e vcrdelingen 11 kan met de toets van Student niet 
verworpen warden. 

b) Voor het tweezijdig betrouwbaorheidsinterval voor het 
verschtl van de twee gemiddelden gelc~t de formule: 

- -- ,. Vs2 ~2 
:X:. - '::! - l,C<, I + ~12 n+m <f-l -fl- < X.-~ + t vs2+Y. n+m 

rrn1(n-\-rn-?.) 1 2 0\. 1 2 nm(n+111-'l) 

De wEwrde Vern tOI., opgezocht in tabel 4, bedraagt voor -v = 21 en 
0<.=. o,os ( tweezijC'.:i.::J toe.= ~,08. Ingevulc: in bovensta,mde formule: 

1,01s _ 1,.15·1 _ :!,08" e.,5sV:.1~_ 11 <..µ1-f-1-2 < -1,018-i,151 +':2.,o8x,\58 vsi, "10-.., 

-O/f:55 < µ1-/J--2. < + O,t>09. 

Dit iB het gezochte b8trouwbn2rheidsinterval. 
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c) Voor de bcrekening van de U van Wilcoxon kunnen wij te 

werk gaan als in or1gave 10. 

X y IBijdrage tot U 

0 

0,03 

1 0,06 1 

0,17 

2 

0,23 

3 0,52 0,53 0,2~ 9 

0,67 

4 

0,75 

5 

o,87 

6 1,02 0,94 1, 17 18 

1,31 

7 1,38 1,43 1, 74 21 

1,92 

8 1, 91+ 2,05 1,93 24 

2, 11.~ 

9 

2,69 

10 

n=10 .m=13 u = 73 

Wij vinden Ll= 13 

cr2 fu.1. = ..L mn(rn;-n+1)::: 260 
1.- J 12 

IU-t!:!,1-; = _1,5. ::: O,'-l~. 

cr{~} 16,12 



-63-

De tweezijdige ov~rschrijdingskans~ opgezocht in tabel 1, be
drangt k:::::: 0:6LI. 

Conclusie: De hy~othese, dat de beide steekproeven uit eenzelfde 
Verclell··ng k l•n ~et de toets v2n ~ilcoxon niet verworpen . omen, . _,_.,n l 

warden. 

45. 2) Het resu:'_t('.2t vnn de trekking van 1:. ballen k,m op de 

onderstD2nde wij~:c :i.n een z.g. 2 x 2- tabel worden gerangschikt. 

gecrokken niet-getrokli:en 

wit a C n -
zwart b cl m - -

-·---· 
1. s N 

hierin is 

-ct-s:::n+m=N. 

De n witte ballen kunnen op ( : ) verschillende wijzen in a ge
trokken enc niet--getrokken ballen verdeeld warden. 

De m zwarte b2llen kunnen op ( 1~ ) verschillende wijzen in 6 

getrokken en d nJ.et .. getrokken ballen verdeeld warden. 

Er zijn dus ( g_) ( 1b) verschHlende wijzen om de N ballen 
in 2 groepen te vertlelen, waarvan de ene bestaat uit Q witte 

en b zwarte ballen, terwijl de sndere het restant is. In totaal 

zijn er(~} verschillende r-tallen te vormen uit N ballen. Hier-.., 

van geven er, vol2ens het bovenstaanc'ie ( ~) ( t6) het gewenste 
resultaat (d.w.z. a witte ballen) en d2or (wegens het aselecte 
karakter van de tre!~lcing) alle r-tallen gelijke kans bezitten om 
getrokken te worCcn 1s 

Opmerking; 

Daar a.+b:.::.:: en n+rn=N en 2 P[a.:::0]=·1 als over alle moge-
<,\ -

lijke waarden v2n a gesommeerd wordt, is: 
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Uit de 2 x 2- tebel zien wij dat ~ in het algemeen niet alle 

waorc~en van O tot n ken Gcmnemen; inc"\ien t. >m is de kleinste 

waarcl.e die a 8,m l:·::n nemen gelijk 21:m -i_m en als 1:.<n is c.\e 

grootste waarde vEn1 a gelijk aan -r.,. 

b) 

Dus met 
tg, =.::: a.po. 

b = 7; _a 

met Pu-::: P[g=a]. 

== n~ 7 ( n-1 )( r:-)/( N-1)::: 
t----1 ~ , Cl-1 b 't-1 

want volgens bovanataande opmerking ia de som in het 2e lid 

geli,jk 8.Dn 1, dc18r n_.·1+rn:::N-·1 en a._·1+b=-'t--i is. 

Voor de berelcening van c9:2 over·wegen wij, dat 

Nu is ( weer met b = 'LC!. ) : 

(~)( ~) t,g.(9,-1)-::: L 0.(CL-1) ___ : 
a, 

:::. L a(o..-·1)n(n-1)(n-2.)( -i:(-r.-1)("l.-2)!(N-·z.Y (m) = 
c.. a(a.-i)(o.-2)~(n-o.)! 1',l(N-1)(Nj5~ 6 

( to.l __ 22 ) ( nb1 ) == n(n-1)'1:(-.:_f) ""> 
N(N-1) 1a -(-~-~;-)--'- = 

= rn:.(n-1)(·t-1) 

N(l'-1-i) 
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want a._z+b == <t--2 en n_2+m-::: N_2. , dus de som 1s weer ge-

lijk aan 1, evenals boven. 

Dus is: 
n~(n-1)(?._ i) + -zn ::: 

N(N-1) f\l 

= -in { -i:.(n-·I) + m} 
N(N-1) 

en 

a2 = 2 -µ2-f'- -

't.nti:(n-1)+rn} 't.2n2 
::: 

- N2 N(N-1) 

n111-i:.s 
::: 

N2 (N-1) 

= 

46. Wij denken (e hele vaas leeggetrokken en de ballen in 
volgorde van tre!~cing op een rij gelegd. Alle mogelijke rang
schikkingen van c1e n+rn ballen in deze rij bezitten dan dezelfde 

wh. Het aantal verschillende wijzen, om n rode ballen op n+m 

plaatsen te leggen is A-::: (n~m), Ligt er op de (k+1)e plaats 

een wi tte bal, d~:n zijn er voor de rode ballen nog n+m-1 

plnatsen over en ('o.2rover kunnen zij op B= (n+nm- 1 ) wijzen 
verdeeld worden. Van de A mogelijkhedon met gelijke wh, leiden 

e~ dus B tot het gewenste resultaat, zodat de gezochte kans ge
lijk is aan 

B _ C1\~1-1) :: 
A - (m+n1 

' 11 / 

Opm1;1rking: 

~
n+m 

Het is strikt genoruen, niet nodig A en B expliciet op te schrij

ven en op elka .r tc delen. Het is nl. voldoende op te merken, 

dat A en B beide onafhankelijk van k zijn, dus voor iedere k 

gelijk. Wij kunnen aus k + 1 = 1 nemen en verkrijgen dan de
zelfde uitkomst, De kans, dat de eerste baleen witte is, is 
echter 
volgt. 

11 
n+m 

, zoals direct uit het 8antal rode en witte ballen 

47, ~en~ ziJn beide binomiaal verdeeld. 

( 1) met p+q, = 1 

en 



( 2) 

Voor n:e: 3 en P=t ··.rolgt uit ( 1): 

r [ ~ = 0 J = 2~ , P [ ;is = 1 J = ~~ , P [ ;?5 = 2. J == t , P [ ~ = 3 J = d1 · 
Voor m='-l en P,-=~ volg.t uit ( 2): 
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P[':J=:0]=~, P[y-=1]::: 1086 , P[1:1,,,2]= ~, P['d:::3]:::E.., P[u:LJ]~_L. 
•- 256 - 25 - · 2::,o - 256 .:1 256 

~ en ~ bezitten een simultane wh-verr.~eling en zijn onderling, 

onafhankelijk vercleelc1. Deze verdeling vsn 25: en ~ kunnen wij 

voorstellen als een wh-verdeling op het (x,~)vlak. 

De getallen bij ieder punt (x, y) in dit (x,y)vlak steli~~ 

voor P [ 25, = x en !;-l:::: ':l] , welke immers voor onafhankelijk en d:l :, . 

erect verdeelc1e ?:- cm~ gelijk zijn c1zin -P[~:::x]. P[~-=':JJ-
Zo is P[x:o:2 en Uc:,;];: P[x"'2J. Pr11::?,\ = 2- . ...:g_ 

·- 2. - - - .2 - 29 2-56 . 

De wh-ver(lE:J.j_ns; nm ~=5+'.:-1 wor(tt nu gevonden uit: 
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P[~ .. :z.]=L 
'~L+':Jj'' z 

In de figuur zijn (it de whn blj cle punten op oe rechten x+y::z. 

Dus: 

P [ ~ = 1 ] = 108 8 ~ 81 12 _ 1836 
.256. 2.':/ , 2-:56. ~ - 6912 ' 

P[ .. 2] 5lf 8 , 108 ·12 ..__ 81 6 .. :1214 
"-:, := - · - -r - · ,-,..., ' 'l.F'- '~. - =-1n ' - 256 2'.7 2-56 .,_.,. vV ..,_.., v... .... 

(Controle: de som van deze whn is gelijk aan 1). 

Het gemiddelde en de spreiding van~ kunnen het gemakkelijkst 

berekend worden uit: 

waarin 

dus 

en: 

want~ en i! zijn stochastisch onafhankelijk. Dus: 
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en 

CYl;}::.-1,!9. 

1[8. Met de toct:s v,m Wilcoxon toetsen wij de hypothese, 1-1 0 , 

d,:1t cle gorens I 0:,1. II even stierk zijn. Deze toets voeren wij uit 

zowcl met de wasrn~raingen der trekproeven van de met A behan
delde) 2ls de nic~ met A behandelde garens. Wij krijgen het 
volgende resultoot: 
I zonder A (x): 11,40 12,10 12,66 
II zonder A (y):10,19 10,34 10,69 

13,20 
11,46 

13,37; 
11,79; 

y 1::! ~ .X.1:J y x.x.x.x. ; 

Ll= 23. 

Volgens tabel 5 v2n de ~~nzijdige 
de kri t:Leke wn2.rt(m als n = m;::: 5 

23. 

kri tieke waarden van U., zijn 

en tweezijdige °'-= o)o:5 , 2. en 

Vervolgens vocren wij de toets v2n Wilcoxon uit met de ge
gevens van de met P. behandelde garans. 
I met A (x) : 
II mGt A ( y) ~ 

1 r) 511. 
C,. i I 

10,5] 
12,97 13,41 13,57 13,62; 
11,52 11,64 11,70 12,63; 

~ tJY X ~S\.X.J'.)<. ; 

U.= 2Lt. 

Conclusie:, Zowel voor de behandelde 2:ls de n1et behandelde ga .. 

rens moeten wij Ge hypothese: de garens zijn even sterk, ver
werpen ten gunste nm de hypothese clot I sterker is dan II, be
houdens een onbeti1ouwbaarheid 0,05. 

Met de toets von Wilcoxon toetsen wij vervolgens de hypo

these, H0 , dat hci: )repareren van de garens geen invloed heeft 
op de sterkte van de garens. Daar de sterkte van I en II ver
schilt, nemen wij de beide soorten gnrens niet tezamen, maar 
passen wij de toets op ieder van deze garens apart toe en com
bineren de gevoneen resultoten door optelling der gevonden waar
den van Ll. 

I zonder A ( X.) : 1 1, 4o 12,10 12,66 13,20 13,37; 
I met A ( ~) : -1:~, 54 12,97 13, 1-1-1 13,57 13,62; 

XX.':l:X.1;:J:X.X.YYY .) 

U.=5. 

II zonder A (x) : 'IO, 19 10, 31+ 10,69 11,46 11,79; 
II met A ( y) : 10,59 11,52 11,6~ 11,70 12,63; 
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Ll=6. 

Voor goren I en II ~fzonderlijk kunnen wij de hypothese: toe
passing van methoL~e A heeft geen invloed op de sterkte van de 

gar;;;ns, dus niet ven-wrpen. Vervolgens combineren wij de twee 

toetsen als volgt: 

111<2.t verwachtinc, en varianti.e, onder Ho, 

en 

Nu is: 

dus 

d.<>.f k 
u. = .iL mn· r-s 2 i.=1 • • 

2 ,;l~~ ~ 
c; - ·I , m· n· (m· +n · t- 1) .,--~ L ~ L L • ..., 12 •=1 

Us.;;: s+6 = 11 ; 

JJ--s= ~.;.5.5::: 25; 

De overschrijdinc:;s:rnns, vinden wij door in tabel 1 van de N(o,1)

vercteling de overschrijdingskans op te zoeken van: 

Deze bedroagt 

Conclusie: Op grom~ van di t resul t2c,t moeten wij de hypo these 
H 0 verwerpen ten gunste van de hypothese dat toepassing van 
methode A de gorans sterker maakt. Het is dus aan te raden de 

methode A in te voercn. 
Opmerkin~: Indien het 1nvoeren van deze methode grate kosten 
met zich meebrengt, verdient het wellicht aanbeveling een gro

tere proef te verrichten, om m0t grotere stelligheid tot de 
genoemde conclusic te kunnen komen. 



l!g. De statistische grootheid: 
k 

52. = _1_ L {~L-~ 12 
- k-1 L:1 J 
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is een zuivere sch:::tting van a 2 J ols ~1 •... , ~k onderling on
afhenkelijk ver~eel( zijn volgens dezelfde wh-verdeling. Dit 
geldt algemeenJ Cus ook als die wh-verdeling binomiaal is. 

Derhalve is 

50. De hypo these Ho, die wij wens cm te toetsen luidt: 
De lrnns op slagcn J.s voor de studenten niet afhankelijk van hun 
richt:Lng. 
Wij toetsen H0 mot de toets van Wilcoxon. De ene steekproef be
staat uit de result2ten der A-studenten en de andere uit die der 
B-studenten. 

Het result22t van het tentamen noteren wij in onderstaande 
z.g. 2 x 2 -tabel: 

Kenmerk A B tota2l 

1 17 52 69 

tota2J. 68 96 

Voor ieder der geze.kte A--studenten geldt dat 16 B-studenten het
zelfde resulteat (= ook gezakt) hebben. De bijdrage tot U voor 
de 11 A--studenten :i_;s dus J.11x16. 

52 B--studenten he'.1I1cn een beter resultaat dan elk der 11 gezakte 
A-studonten. De jiJdrage tot U van deze groep is 11 x 52, Voor 
ieder der gesla2g(e A-studenten geldt dat 52 B-studenten hetzelf
de resultaat had(cu. De bijdrage tot U is dus voor deze 17 stu
dcmten 1 ,52x17 . Voor U vinden w:i.j dus: 

LL:::~ 1-1.16+·11.52+-h-H-5.2. = 1102 

µ..:: ½nm-.:; ½,2.B.68::::952-

De E:preicltng van de verdeling van !J. wordt, nu er gelijken 
optrcdenJ gevon6.ct1 ui t de volgende formule: 
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wacrin de t~ de 1t\~g2breidheden der groepen gelijken voorstel-
- 1 · · , , 27 ' ' 69 len. Hior zijn 2 ~roepen ge lJken, een van en een van , 

dus: 

..1...2.s.68.9L 28.68 Sc2-.;r~_::1:=1)+(693_69)l = 
1!2. 12.96.95 L J 

Onder H0 is~ bij benadering normaol verdeeld met gemiddelde 
µ.= 952 en sprGj_C'.:1.n:, er= 96,6 en de overschrijdingskans kan dus 
gevonden warden (:,:i.J benadering) uit tabel 1 van de N(o,1)-ver
deling. 

De continutteitscorrectie, die wij moeten toepassen (zie 
de opmerking b:i.j o)~nve 17) is gelijk aan de helft van deaf

stend tussen twee opeenvolgende waordGn van ~. Deze afstand is 
in cat geval constant en gelijk 0an t(n-+-m), zo0ls verderop 
wordt bewezen, zo(:at de continurteitscorrectie dus ¼(n-t-i-n) 

wordt en de tweezijdige overschrijdingskans bij benadering 

gelijk is acm twe2 1,1ael het oppervl8l;: van de N(o;t)-verdelinc 
rechts van: 

u. = l U-f-C- I - ij"(n+ rn) = l 110:2-9521-24 = 1,so 
<J' 96,6 

k=o,19. 

D8t de 2 fst811( tussen twee opuenvolgende waarden van 
U geb.jk is .c::-n ½(n+m) kunnen wi j els vol gt afleiden: 

Het resultc~t van het tentamcn kan in het algemeen warden 
genoteerd als volst: 

Ke·m11erl{ A B 

0 CL C t1 
---· 

1 b d t2 
--· 

n m N 

n,m,t1 ent'l zijn .:'c r2nc1totalen, n+m=:t1 +t 2 =N. 
De U Vi:'.n Wilco::un is nu gelijl{ 8::n: 

Ll = ~ o.c ·r- etcl + 1 bd , 

2U::: o.c+-1.ad+ bcl, 
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met 

j-1--= i!J =~nm. 

Verder is 

~( LL f,l-) = a.c + 2.a.d + bd - nm . 

Dit kan als volgt·herleid worden: 

:,.(LLµ,)= o..(a.+b+c+d )-a.(a.+b) + o.d +bcl - nm= 

= o.N- n(a.-cl.+c+d) == 

= o..N _ nt1 . 

Hierin is alleen a variabel, daar de toets voorwaardelijk wordt 
uitgevoerd bij vaste waarden van N,n en t 1 • Daar de afstand 
tussen 2 opeenvolgende waa rden, die a. aan kan nemen, gelijk is 
aan 1, liggen dus 2 opeenvolgende waarden van !l.(U-,,u.) op een 
afstand N van elkaar. Dit geldt dus ook voor 2.LL , aangezien de 
gere-duceerde .groothe:1~ U - f(- en de grootheid LL een be drag µ, 
t.o.v, elkaar zijn verschoven, De afstand tussen 2 opeenvolgen

de waarden van U is dus 1l N. De continu!teitscorrectie bedraagt 
derhalve ~ N • 

Passen wij geen continutteitscorrectie toe dan vinden wij 
voor de tweezijdige overschrijdingskans twee maal het opper
vlak van de normale verdeling rechts van 

LL: \U-_µ.I = I1102_95!2 I - 1,55 
cr 96,6 

k= 0,12. 

Deze overschrijdingskans is dus wel aanmerkelijk kleiner dan 
die welke gevonden is bij toepassing van de continu!teitscor
rectie en het is dus niet raadzaam deze weg te laten. 
De conclusie luidt: 

De hypothese H0 , dat de kans op slagen gelijk is voor beide 
richtingen, kan niet verworpen warden. 



-
u 

o,a 
o, 1 
0,2 
0,3 
0' l,l 
0,5 
o,6 
0,7 
o,C\ 
0,9 

1JO 
1,1 
1, ~~ 1 ,, ,:; 
1, lj. 

1,5 
1,6 
1,7 
1, [) 
1,9 
2,0 
2,1 
2,2 
2,3 
2,4 
2,5 
2,6 
2,7 
2;s 
2,9 
3.,0 
3,1 
3,2 
3,3 
3,4 
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Tabel 1. 

Tabel ven de N(o,1)-verdeling. 

Deze taiJel bevat de rechteroverschrijdingskansen, vermenigvul

digd met 104·, van een N(o, 1)-verdeel-

de stochastische grootheid u d.w.z. ~ 
0 u. 

r""" 1 2 -
k'<-= P[\:!,>1.t)= P[\:!:-~u] =iP!J;Ju. e•"!I:><: cl.x.. 

-
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

5000 4960 4920 lf380 4840 4801 4761 4721 4681 4641 
4602 l.J.562 4522 l!-11·83 4443 4404 4364 4325 4286 4247 
4207 1~168 4129 4090 4052 4013 3974 3936 3897 3859 
3821 3783 37.1!-5 3707 3669 1632 3594 3557 3520 3483 
3446 3409 3372- 3336 3300 3261.J. 3228 3192 3156 3121 

3085 3050 3015 2981 2946 2912 2877 284~ 2810 2776 
2743 2709 2676 2643 2611 2578 251~6 251 2483 2451 
211.20 231:39 2358 ~2327 2296 2266 2236 2206 2177 2148 
2119 2090 2061 2033 2005 1977 1949 1922 1894 1867 
1841 1814 17813 1762 1736 1711 1685 1660 1635 1611 

1587 1562 15'.;9 1515 1492 1469 111,46 1423 1401 1379 
1357 1335 1311f 1292 1271 1251 1230 1210 1190 1170 
1151 1131 1112 1093 1o75 1056 1038 1020 1003 0985 
oq68 0951 093~- 0918 0901 0885 0869 0853 0838 0823 
0808 0793 0778 0764 0749 0735 0721 0708 0694 0681 

0668 0655 061~3 0630 0618 0606 0594 0582 0571 0559 
09!·8 0537 0526 0516 0505 0495 O~L85 0475 0465 C455 
0411.6 0436 0427 0418 0409 0401 0392 0384 0375 0367 
0359 0351 0341.:. 0336 0329 0322 0314 0307 0301 0294 
02.37 0281 02711. 0268 0262 0256 0250 0244 0239 0233 
0228 0222 0217 0212 0207 0202 0197 0192 0188 0183 
0179 0174 0170 0166 0162 0158 0154 0150 0146 0143 
0139 0136 0132 0129 0125 0122 0119 0116 0113 0110 
0107 0104 0102 0099 0096 0094 0091 0089 0087 0084 
0082 0080 0070 0075 0073 0071 0069 0068 0066 0061.J. 
0062 0060 ooss: 0057 0055 0054 0052 0051 0049 0048 
0047 0045 0011.11. 0043 0011·1 oo4o 0039 0038 0037 0036 
0035 0034 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 
0026 0025 0021:. 0023 0023 OG22 0021 0021 0020 0019 
0019 0018 0018 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 
0013 0013 0013 0012 0012 0011 0011 0011 0010 0010 
0010 0009 0009 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 
0007 0007 0006 0006 0006 0006 0006 0005 0005 0005 
0005 0005 0005 0001+ 0004 0004 OOOL~ 0004 ooo1~ 0003 
0003 0003 0003 0003 0003 0003 0003 0003 0003 0002 

-
Voorbee lden: 1) P[ ~ ~ 1,13] = o,oLJt8 ; P[ ~ < o,52] = 1- -Pl I:!?; 0,0::1.J = ~ -0,'3015 = o,69ss. 

2) De wsarc:e van u. waarvoor P [ \J- ~ u]=o,05 vindt men door 
11 terue,zoeken 11 in de tabel. Deze blijkt u:=1,6kf-S- te 

zijn (met lineaire interpolatie). 
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'i'abel 2. 

Betrouwb2arheidsf,,renzen voor ne voor :x.~10 en grote n. 
(<X eenzijdig) 

·~ 0,005 0,025 0,05 0, 10 
·--·-

ne~ ne* ne* ne* ne"' ne* ne* ne* 

0 0 5,3 0 3,7 0 3,0 0 2,3 
1 0,005 7,4 0,025 5,6 0,05 4,7 0,11 3,9 
2 0,1 9,3 0,2 7,2 o,4 6,3 0,5 5,3 

~ 0,3 11,0 o,S 8,8 o,8 7,8 1,1 6,7 
o,6 12,6 1,0 10,2 1, l.t 9,2 1,7 8,o 

5 1,0 1 l.t, 1 '1, 6 11,7 2,0 10,5 2,4 9,3 
6 1,5 15,.6 2, '2 '13, 1 2,6 11,8 3,1 10,5 
7 2,0 17,1 2, ::, 1l.t, 4 3,3 13,1 3,9 11,8 
8 2,5 18,5 3 J 11. 15,8 4,o 14,4 4,7 13,0 
9 3,1 20,0 4,o 17,1 4,7 15, 7' 5,4 14,2 

10 3,7 21,3 l.J. J 7 18,4 5,4 17,0 6,2 15,4 

Deze tab el bevat b0·crouwbaarheidsgrenzen voor ne, waarin e een 
onbekende fractie of wh voorstelt en n het aantal onafhankelijke 
waarnemingen, dat verricht is om e te schatten (de omvang van de 
stee~proef). Is x het avntal successen, dat bij deze n waarnemingen 
verkregen is en is ex. ce (eenzijdige) onbetrouwbaarheidsdrempel, die 
men gekozen heeft, dan leest men in de bijbehorende regel en kolom 

de onder- en bovengrens voor neaf. Met een onbetrouwbaarheidsdrempel 
o<. geJ.c.t dan 

en eveneens met onbetrouw~aarheidsdrempel oc 

ne* ~ ne du.s e* ~ e, 

terwijl de uitspraak 

een onbetrouw])aarheidsclrempel :icx. heeft. De gelijkheidstekens mogen 
ook weggelaten worden. 

Voorbeelden: 

1) Is n::150, :x.='-1 en ex..( eenzj_ jclig) "° o,o?-5 c1an is e~"'i. =0,0066 en e~~=o.o6B. 
150 150 

2) Als bij n:::100 en cx.-:::o,os gevraagd worc1t de grootste x te vinden, 
waarbij nog e*&:0,12 is, c1an moet dus ne*=1ooe~~1Q zijn. Dit is voor x...,,6 

(ne*:::. H,B ) nog het e;eval, voor X=? (ne*::::.1?>,1) niet meer. De oplossing 

is dus x=6, De tabel De~u~ op de Poisson--benadering van de binomiale 
vex•deling, De benac~GJ~tnc; is goed als :x:<<n. Is n-x«n en n-x~10 dan kan men 
n-~ in plaats van x ~e~ruiken. Men vindt dan op dezelfde wijze be
trouwbaDrheJ.dsgrenzen voo1° 1..G. 
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Toel,ichting bij de tabel van de tekentoets. 

Deze tabel geeft de grenzen van de linker-kritieke 

zbnes van de tweezijdig~ .tekentoets, waarbij n het aantal 

ctochastisch onafhankolijke waarnemingen voorstelt. De 

onbetrouwbaarheidsdrempels zijn tweezijdig opgegeven. 

Voor e~nzijdige toetsins moeten zij dus gehalveerd war

den. De grens van de rechterkritieke zone wordt uit de 

in de tabel opgegeven waarde verkregen door deze van n 

af te trekken. 

I 
Voorbeelden: 

1) n::8?, :x:,,32 (x. = a,mtaJ. successen): deze uitkomst valt 

in de linkerhelft van ,].e lcritieke zone met onbetrouw

baarheidsdrcmpel 0,02. Is dus <X (tweezijdig) ~0,02. ge

lcozen, clan wordt de hYlJothese i.t dat de kans op een succes 

-= ½ is, verworpen ten bunste van de hypo these, dat deze 

leans •< ½ J.s. Bij linlc::H3Gnzijdige toetsing is dit ook 

nag zo met <X= 0,01 .i b:l.j n::chtseenzijdige toetsing wordt 

H0 niet verworpen, IG 1X(tweezijdig) = 0,01, dan wordt 

H0 niet verworpen, 

2) n: 5L! , .x= 34 , ex. ( tweezijdig) = o,oo . De grens van 

cle rechterhelft van ck :~ri tieke zone is gelijk aan 

5'~ - 19 = 35. Hier valt x niet in, dus kan l-10 niet ver

worpen warden, Uit de tobel blijkt tevens, dat voor 

ex:. {tweezijdig) ::: o,m:; x. juist in de kritieke zone ligt. 

Bij tweezijdige toetsing met e<.:=0,10 of rechts-eenzijdige 

met 0(, ( eenzijdig)::q,os wordt H0 dus nog juist verworpen, 

ten gunste van de hypothese, dat de kans op succes >½ is. 

¾ 
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'rabel 3 < 

Kritieke waarden van de tweezijdige tekentoets. 

n 0nbetrouwbaarhctc:.sc"\rempel n 0nbetrouwbaarheidsdrempel 
0, 0'I 0,02 0,05 o, 10 0,01 0,02 0,05 0,10 

1 - - .. - 51 15 16 18 19 
2 - - .. - 52 16 17 18 19 ., - - -· - 53 16 17 18 20 .) 

l.~ .. - - - 54 17 18 19 20 
5 - - .. 0 55 17 18 19 20 
6 -· .. 0 0 56 17 18 20 21 
7 - 0 0 0 57 18 19 20 21 
8 0 0 0 1 58 1n u 19 21 22 
C.' 0 0 1 1 ~6 19 20 21 22 ;;:, 

10 0 0 1 1 19 20 21 23 
---

11 0 1 1 2 61 20 20 22 23 
12 1 1 2 2 62 20 21 22 24 
13 1 1 2 3 63 20 21 23 24 
14 1 2 ,-, 3 64 21 22 23 24 C. 

15 2 2 
,, 

3 65 21 22 24 25 .J 
16 2 2 3 4 66 22 23 21~ 25 
17 2 3 !.~ 4 67 22 23 25 26 
18 3 3 l!. 5 68 22 23 25 26 
19 3 4. i+ 5 69 23 24 25 27 
20 3 4 5 5 70 23 24 26 27 

21 4 !~ 5 6 71 21~ 25 26 28 
22 )+ 5 5 6 72 211. 25 27 28 
23 4 5 6 7 73 25 26 27 28 
21+ 5 5 6 7 74 25 26 28 29 
25 5 6 7 7 75 25 26 28 29 
26 6 6 'T 8 76 26 27 28 30 
27 6 7 7 8 77 26 27 29 30 
28 6 7 

,. 
9 78 27 28 29 31 'J 

29 7 7 
,-, 

9 79 27 28 30 31 '.~) 

30 7 8 (.' ;;:, - 10 f50 28 29 30 32 

31 7 8 9 10 81 20 29 31 32 u 
32 8 8 () 10 82 28 30 31 33 .., 
33 8 9 10 11 83 29 30 32 33 
34 9 9 '10 11 84 29 30 32 33 
35 9 10 11 12 85 30 31 32 34 
36 9 10 11 12 86 30 31 33 34 

i 37 10 10 12 13 87 31 32 33 35 
i 38 10 11 12 13 88 31 32 34 35 

39 11 11 1 ~'. 13 89 31 33 34 36 
l.i-o 11 12 13 14 90 32 33 35 36 
l[ 1 11 12 13 14 91 32 33 35 37 
1+2 12 13 1J.1. 15 92 33 34. 36 37 
tt~ 12 13 111. 15 93 33 34 36 38 

13 13 15 16 94 34 35 37 38 J.~5 13 14 15 16 95 34 35 37 38 
1.J.6 13 14 15 16 96 34. 36 37 39 J.1.7 14- 15 16 17 97 35 36 38 39 48 11.1. 15 16 17 98 35 37 38 40 
~-9 15 15 17 18 99 36 37 39 40 
50 15 16 17 18 100 36 37 39 41 
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Toelichting bij de ta~el van de toets van Student. 

Is :x.1, ...• x0 een D teekproef ui t een N(..u.,o-) -verdeling 

met onbekenc1e µ. en a cm wenst men de hypothese 1-1 0 : fl- =/Lo 

te toetsen, dan berekcnt men 

t _ X-fto 1c 
1 - --- vn s 

en zoekt in de tabel, in de regel met Y;n_1 (~= het aantal 
11 vrijheidsgraden 11 ) de vrnarden op, waar t 1 tussen ligt. 

Aan de kop van de desjetreffende kolommen vindt men dan 

twee grenzen, waar de tweezijdige overschrijdingskans 

tussen ligt. 

Voorbeelc1: 1) t 1 ,,,1,;-t, Y::15. De tabel geef't 0,2.>k>o,1 waarin 

k tweezijdig is, H0 worc~t niet verworpen, als oc~o,1, 

2) ~=-2~,~=~- De verdeling van Student is sym

metrisch t.o.v. 0, Wij zoeken in de tabel, in de regel 

met 11 == 7- , de getallen, waar + 2, 3 tusscn ligt. Di t gee ft 

voor de tweezijdige overschrijdingskans de waarden 0,1 

en 0,05, Met ex. (tweezijc~ig)= o,os wordt H0 dus niet ver

worpen. Bij linkseenzJ.JC~:i_ge toetsing met O(.,.o,os ZOU wel tot 

verwerping van H0 overgC[~;DEm worc1en en wel ten gunste van 

c1e hypothese _µ.. < f-Lo. 

3) v=2s. Gevraagd de grenzen van de tweezijdige 

lcri tieke zone van t 1 voor 0:.,:0,01. De kolom met oc=o.01 gee ft 

in de regel met ~=23 de waarde 2,807, De grenzen zijn dus 

- 2,807 en+ 2,807. 

Zi Jn x.1, .... , .:x:.n en ~1 , ... , ~m twee onc1fhankeli jke 

steelcproeven uit 2 norw::,le verdelingen met µ 1 resp. p-2 als 

gemiddelden en gelijkc a, en wenst men de hypothese 

te toetsen, dan berekent men 

t:,. -::: X- 9 - L>. v m n ( m + n _ :2) 

Vs~+ :S~ m+n 

S!l '"'i" - 2-waarin 1 = L (:x." _ :x.) en 

un r-;,aat verder te wcr:c als boven, met v= n + m -2. 



y k = .9 .8 .7 
1 .158 .325 .510 
2 .142 .289 .44i 
3 .137 .277 42 
4 .134 .271 .414 
5 .132 . 267 .408 
6 .131 .265 .4o4 
7 .130 .263 .402 
8 .-130 .262 .. 3:-J~~ 
0 .12C: . 261 .398 .,/ 

10 .12r~ .260 . 3;7 
11 .12 ~ . 260 .396 
12 .128 • 25 ?.· ·395 
13 .128 .259 . 391~ 
14 .128 ,258 ,393 
15 .128 .258 .393 
16 .128 .258 .392 
17 .128 .257 ,392 
18 .127 .257 .392 
19 .127 .257 .3s1 
20 .127 .257 .391 
21 .127 .257 .391 
22 .127 .256 .390 

~~ .127 .256 .390 
.127 .256 .390 

25 .127 .256 .390 
26 .127 .256 .390 
27 .127 .256 ,389 
28 .127 .256 .389 20 .127 .256 .389 __,, 

30 .127 .256 .389 
00 .12566 .25335 . 385 32 

. 

Tabel 4. 

T0Jeezijcli_g_e O"IJ"_~rschrijdj.,_ng_skansen van de toetsen v2n Student 

.6 .5 .4 .3 .2 .1 .05 .02 
.727 1.000 1.376 1.963 3.078 6.314 12.706 31.821 
.617 .816 1.061 1,386 1.886 2.920 L~, 303 6.965 
584 .765 ,978 1.250 1.638 2.353 3.182 4.541 

.569 .741 ,941 1. 190 1.533 2.132 2.776 3.747 

.559 .727 ,920 1.156 1.476 2.015 2.571 3.365 

.553 .718 ,906 1.134 1.440 1.943 2 .L:.47 3.143 

.54(_; .711 .896 1.119 1.415 1.895 2.365 2.998 
,546 .706 .889 1.108 1,397 1.860 2.306 2.8')6 
.543 .703 .883 1.100 1.383 1.833 2.262 2.821 
.542 ,700 .879 1.Jr:i] 1,372 1.812 2.228 2.764 
.540 .6J7 .876 1.088 1.363 1.796 2.201 2.718 
.539 .695 .873 1.083 1.356 1.782 2 .17c; 2.681 
.538 .694 .870 1.079 1.350 1.771 2.160 2.650 
.537 .692 .868 1.076 1.345 1. 761 2 .1 1t5 2.624 
_536 .691 .866 1.074 1.341 1.753 2.131 2.602 
.535 .690 .865 1.071 1.337 1.746 2.120 2.583 
.534 .689 .863 1.069 1.333 1.740 2 .110 2.567 
.534 .688 .862 1.067 1.330 1.734 2.101 2.552 
.533 .688 .861 1.066 1.328 1.729 2.093 2.539 
.533 .687 .860 1.064 1.325 1.725 2.086 2.528 
.532 .686 .859 1.063 1.323 1.721 2.080 2.518 
.532 .686 .858 1.061 1.321 1.717 2.074 2.508 
.532 .685 .358 1.060 1.319 1.714 2.069 2.500 
.531 .685 .8'17 1.05g 1.318 1.711 2.064 2.492 
.531 .684 .855 1.058 1.316 1.708 2.060 2.485 
-531 .684 .856 1.058 1.31~ 1.706 2.056 2.479 
.531 .684 .855 1.057 1.31 1.703 2.052 2.473 
.530 .683 .855 1.056 1.313 1.701 2.048 2.467 
-530 .683 .854 1.055 1.311 1.699 2.045 2.462 
.530 .683 .854 1.055 1.310 1.697 2.042 2.457 
.52440 .67449 .841621.03643 1.28155 1.64485 1.95996 2.32634 

.01 
63 .657 

9.925 
5.841 
4.604 
4.032 
3,707 
3.499 
3,355 
3.250 
3 .16; 
3.106 
3.055 
3.012 
2.977 
2.947 
2.921 
2.898 
2.878 
2.861 
2.845 
2.831 
2.819 
2.807 
2.797 
2.787 
2.f79 2. 71 
2.763 
2.756 
2.750 
2.5758~ 

I 
--J co 
I 
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Toelichting bij de tabel voor de toets van Wilcoxon. 

Deze tnbel bevat de grenzen van de linker- en van de 
rechterhelft van de kritieke zone van de toets van Wil
coxon voor 3 waarden van ex. • De omvang van de beide steek
proeven ism resp. n. Deze twee mogen in de tabel ver
wisseld worden. In de linker-onderhelft van ieder tabel
letje vindt men de grenzen der linker-kritieke zones en 
in de rechterbovenhelften die van de rechter-kritieke 
zones. 

Voorbeeld. m-::: '-I, n::: 8 , oc. ( tweezj.Jdig) == o,os. In de re gel 
voor m::.Lf en de kolom voor n= 8 van de tabel met oc. ( een
zijdig) = o,o~5 vinden wij 28. Daar mn = 02. is di t de 
grens van de rechterhelft van de tweezijdige kri ti eke zbne. 
De grens van de linkerhelft is 3'.L :ia"'" 4. Di t get al vindt 
men ook in dezelfde tabel in de regel voor m:8 en de kolom 
voor n:'-1. 
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Tabel 5, 

EenziJdig kritieke waarden van c1e toets van Wilcoxon( m3n ~ 10 ) 0 

~ = 0,05(~4nzijdig) 

~ 3 4 5 6 7 8 9 10 

~ 
====== ======= ====== ====== ======; ======== ;:::======= 

3 12 14- 16 19 21 23 26 

4 0 ~ 13 21 24- 27 30 33 

5 1 2 X 25 29 32 36 39 

6 2 3 5 ~ 3!f 38 42 46 

7 2 L!. 6 8 ~ 1 43 48 53 

8 3 5 8 40 13 ~" 54 60 

9 !~ 6 9 12 , 15 18 ~ 66 

10 !~ 7 11 14 17 -20 24 ~ 27 
t-x. = O, 025( eenzijdig) 

~ 3 1~ 5 I 6 7 8 9 10 

K ======c ======~========= ====== ======= -======= ======== 
3 - 15 17 20 22 25 27 
4 .. I~ 19 22 25 28 32 35 
5 0 1 !~ 27 30 34 38 42 
6 1 2 3 ~ 36 4o 44 !f9 
7 1 3 5 6 ~ 4-6 51 56 
8 2 J+ 6 8 10 ~ 57 63 13 
9 2 l.[ 7 10 12 15 ~ 70 

10 3 5 8 11 1 !/. 17 20 ~ . 
ex.= 0,01(eenzijdig) 

~ 3 1+ 5 6 7 8 9 10 

~ 
====== ====== ====== ====== 3 - ======:: ======= ======== 21 -24 26 29 

4 - "_~ 20 23 27 30 33 37 
5 - 0 ~ 28 32 36 4o 44 
6 - 1 2 ~~ 38 42 47 52 
7 0 1 3 4 :; ~ 49 54 59 
8 0 2 4 6 7 ?Z 61 67 
9 1 3 5 7 9 11 ~ 74 

'10 1 3 6 8 11 13 16 ~ g 



~ 1 t/m 10 

1 09 18 82 00 97 
90 04 58 54 97 

t/m 73 18 95 02 07 
5 75 76 87 64 90 

54 01 64 4o 56 

6 08 35 86 99 10 
28 30 60 32 64 

t/m 53 84 08 62 33 
10 9~ 75 75 37 41 

89 41 59 26 94 

77 51 30 38 20 
11 19 50 23 71 74 
t/m 21 81 85 93 13 

51 1~7 46 64 99 
15 99 55 96 83 31 

16 33 71 34 80 07 
85 27 48 68 93 

t/m 84 13 38 96 40 
20 56 73 21 62 34 

65 13 8568 06 

21 38 00 10 21 76 
37 4o 29 63 97 

t/m 97 12 54 03 48 
25 21 82 64 11 34 

73 13 54 27 42 

26 07 63 87 79 29 
60 52 88 34 4-1 

t/m 83 59 63 56 55 
30 10 85 06 27 46 

39 82 09 89 52 

31 59 58 00 64 78 
38 50 So 73 41 

t/m 30 69 27 06 68 
35 65 44 39 56 59 

27 26 75 02 64 

36 ig ~~ K~ ~l EJ 
t/m 48 90 81 58 77 
40 06 91 34 51 97 

10 45 51 60 19 

41 12 88 39 73 43 
21 77 83 09 76 

t/m 19 52 35 95 15 
45 67 24 55 26 70 

60 58 44 73 77 

Tabel 6. 

Aselecte getallen o •...• 9 

11 t/m 20 21 t/m 30 
32 82 53 9; 27 o4 22 08 63 o4 
51 98 15 06 54 94 93 83 19 97 
47 67 72 62 69 62 29 06 44 64 
20 97 18 17 49 90 42 91 22 72 
66 28 13 10 03 00 68 22 73 98 

78 51~ 24 27 85 
81 33 31 05 91 
81 59 41 36 28 
61 61 36 22 69 
00 39 75 83 91 

86 83 1~2 99 0'1 
69 97 92 02 88 
93 27 88 17 57 
68 10 72 36 21 
62 53 52 41 70 

93 58 47 28 69 
11 30 32 92 70 
44 03 55 21 66 
17 38 59 61 31 
87 64 88 52 61 

81 71 91 17 11 
01 30 47 75 86 
37 08 33 14 17 
47 111- 33 .40 72 
95 71 r:io 90 35 

03 06 11 So 72 
07 95 41 98 14 
06 95 89 29 83 
99 59 91 05 07 
lj. 3 6 2 26 31 4 7 

75 56 97 88 00 
23 79 34 87 63 
94 68 81 61 27 
18 28 82 74 37 
13 19 27 22 94 
., -
19 07 22 42 10 
84- 47 31 36 22 
9+ 74 52 45 91 
42 67 27 86 01 
14 21 03 37 12 

65 02 76 11 84 
38 80 73 69 61 
65 12 25 96 59 
35 58 31 65 63 
07 50 03 79 92 

13 66 15 88 73 
40 51 00 78 93 
51 21 59 02 90 
50 26 39 02 12 
12 60 71 76 46 

68 41 i+s 27 74 
55 21 02 97 73 
05 68 67 31 56 
94 04 99 13 45 

. 69 77. '71 28. 30 

51 92 66 47 21 
28 8 3 4 3 4-1 3 7 
73 85 27 00 91 
10 12 :9 16 22 
34 31 36 58 61 

71 60 29 29 37 
56 27 11 00 86 
21 81 53 92 50 
64 63 88 59 02 
85 79 47 42 96 

96 20 74 41 56 
59 17 52 06 95 
05 12 Bo 97 19 
13 49 90 63 19 
64 42 18 08 14 

88 83 55 44 86 
90 82 29 70 22 
56 19 68 00 91 
49 63 22 40 41 
07 47 74 46 06 

36 69 95 37 28 
62 12 69 84 08 
35 70 00 47 54 
11 88 30 95 28 
91 34 23 78 21 

04 28 50 13 92 
31 64 94 20 96 
86 28 36 82 58 
79 24 68 66 86 
45 13 42 65 29 
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31 t/m 40 
83 3d 98 73 74 
91 87 07 61 50 
27 12 46 70 18 
95 37 50 58 71 
20 71 lf5 32 95 

o4 61 89 75 53 
32 60 46 04 75 
28 lf6 66 87 95 
55 78 17 65 14 
48 9Lf 97 23 06 

51 90 81 39 80 
74 28 77 52 51 
07 08 23 50 l.~6 
42 83 60 91 91 
74 81 97 81 42 

58 30 32 98 22 
73 51 59 04 00 
61 22 26 05 61 
85 b,.g 65 75 60 
45 87 52 10 69 

71t 21 96 40 49 
47 32 b.-6 26 05 
75 23 76 20 1+7 
49 13 90 64 41 
08 78 98 81 56 

23 82 19 95 38 
05 53 35 21 39 
77 43 35 37 83 
53 07 57 18 39 
43 80 00 93 51 

23 76 80 61 56 
17 71 go 42 07 
82 06 76 34 00 
08 33 76 56 76 
17 98 54 89 11 

28 82 53 57 93 
12 84 '18 25 90 
83 82 fi.5 26 92 
63 0119 89 01 
88 32 58 08 51 

17 97 l.[1 50 77 
63 28 10 20 23 
69 57 21 37 98 
76 4-6 33 42 22 
26 76 08 36 37 

:r>eze tabel bevat-18:)o onafhankelijke aselecte trekkingen met 
teru~legging uit een populatie, waarin ~e getallen 0,1, ... ,9 even 
va~k voorkomen. Voor de overzichtelijkheid zijn zij in Broepjes 
van twee gerangschikt. De lwlommen en de rijen zijn genummerd om 
verwijzing gernalcl;:eJ.5.jker te maken. 




