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1. .Inleicgn__g. 
Bij een onderzoek naar de voedings- en gezondheidstoestand 

van zwangere vrouwen werden ons o.a. de volgende gegevens verstrekt 

over de voedselo:pname gedurende de zwaJ1ger.scha:p \Tc:tl 498 gBZonde~ zwa1gere vrou
wen: Voor ieder der vro1.,1..wen apart werd 1 meestal voor drie verschil·

lende tij dstippen tij dens de zvmngerschap, de over drie opeenvolgende 
dagen gemiddeld opgenomen hoeveelheid van verschillende bestanddelen 

van het voedsel opgegeven. En wel van~ 
1. Calorieen (in 100-tallen), 
2. Eiwitten (in 10-tallen gr.) 1 

J. Vetten (in gr.) 1 

4. Koolhydraten (in 10-tallen gr.), 
5. Calcium (in 100-tallen mgro) 9 

6. Phosphor (in 100-tallen mgr.), 
7. IJ zer ( in mgr~) , 
8. Vitamine A (in 100-tallen eenheden), 

9. Caroteen (in 100-tallen eenheden), 
10. Vitamine E 1(in 100-tallen eenheden), 
11. Vitamine C (in 10-tallen mgr.), 
12. Melk. Hierbij werd een indeling gemaakt in vier 

groepen, nl.: a. geen melk, 

b. minder dan ½ liter, 
c. 1 liter tot 1 liter, 
d. meer dan 1 liter. 

De genoemde drie tij dstip:c;en vall e.1 in de 3e, de 68 - en de 
9 8 maand van de zwangerscha1J 1) , J3ij die vrouwen waarbi.j El:e-ohiB eenmas.1 
een waarneming werd verricht is dit steeds een waarneming uit de eer .. 
~e periode; bij degenen met twee waarnemingen ontbreekt steeds de 

waarneming uit de derde periode. Verder werden ons nag gegevens ver
strekt over de gebruikte vitamine en kalkpraeparaten? echter alleen 

over het al of niet gebruiken daarvan zonder gegevens over de hoeveel
heden. 

·De waarnemingsperiode strekte zich uit van Maart 1950 tot De
cember 1951. Wij hebben verondersteld, dat zich in deze vrij korte pe
riode geen systematische veranderingen in de voedingsgewoonten hebben 

voorgedaan, zodat b.v.Haart 1950 als aequivalent met Maart 1951 be
schouwd is. 

De vragen, die ons naar aanleiding hiervan gesteld werden wa
ren9 voor ieder der bestanddelen 1 t;m 12:_ 

1) Deze drie tij dstippen zullen we in het volgende aanduiden als res1>, 
de eerste, de tweede en de derde periode der zwangerscha:p. 



2. 

1. Is er een verschil tussen de maanden van het jaar wat betreft 
de opgenomen hoeveelheden 1 

2. Is er een verschil tussen de drie perioden der zwangerschap 
wat betreft de opgenomen hoeveelheden. 

Verder werd ons gevraagd voor ieder der bestanddelen 1 t;m 12 een 
schatting te geven van gemiddelde en spreiding. 

2. ResultqE.£· 

2. 1. 9.Eft~rzoek naar ~-_y_e.r~qhi_l_"_tgJ3_S~ELXL_~· 
Dit onderzoek is uitgevoerd met behulp van de generalisatie 

van de methode der m rangschikkingen (zie bijlage S 47 (M6) en S 145 

(M 55)). Het waarnemingsschema bestaat hier uit twaalf kolommen (een 
voor iedere maand van het jaar) en drie rijen (een voor ieder der pe
rioden). Het aantal vvaarnemingen in een vakje is het aantal vrouwen 
waarbij in de betreffende maand van het jaar en de betreffende perio
de waarnemingen gedaan zijn. Deze aantallen liggen tussen 11 en 67 
(zie tabel V p8 7 ) 0 Nu is de toets 9 als de aantallen waarnemingen per 
va:kje verschillend zijn zeer bewerkelijk. Daarom hebben wij uit iedr:>Y' 
vakje een aantal waarnemi,,,,geY1 rll")n,,., loting weggelaten zo dater 11 per 

vakje overbleven. Er blijven dan nog 3 x 12 x 11 = 396 waarnemingen 
over voor ieder der 12 te onderzoeken bestanddelen. 

Passen wij nu de toets toe dan vinden we tabel I ( zie blz-: 3). 
Uit tabel I zien we dater geen reden is om aan te nemen dat 

er een verschil is tussen de .:aa:..;rlen van het jaar wat betreft de op
genomen hoeveelheden calorieen 9 vetten, koolhydraten, vitamine A en 
melk, terwijl we een verschil tussen de maanden vinden voor~ eiwitten, 

calcium, phosphor, ijzer, caroteen, vitamine B1 en vitamine C. 
Verder zien we dat die gegevens, waarvoor we een verschil tus

sen de.maanden vinden, uitgezonderd vitamine c, een analoog verl@op 
vertonen nol. hoog in Maart 9 April, Mei en Juni; terwijl veel vitami
ne C wordt opgenomen in de maanden Juni, Juli, Augustus, December en 

Januari. ( zie ook fig. 1, pg. 8 en fig. 2 ~ pg. 9.). 

2. 2 • .Qnderzoek n_g_ar een ver_schil tusseJ.l_ _d_e_.J2._~J:'j .. ..,.9_q_e,n. 
Het onderzoek naar een verschil tussen de perioden kan even0ens 

met de gegeneralis,::,erde metho de der m rangschikkingen ui tgevoerd wor
dan. Voor die bestanddelon, waarvoor het verschil tussen de maanden 
.af'.wezig of gering is 9 ka.LJ. r110n een meer gedifferentieerde methode too-

pas sen dan voor die, waarbi1 de opnamo in do verschillende waarden 
wel verschil t. Daarbij word t dc'.11 a3.n de gegeven s van ieder der vrouwen 
apart een rangschikking ontleend, waardoor het aantal (m) daarvan ~0Pr 



Tabel I. 

Onderzoek naar een vers~hil ~~-~~elf.._, 7
~ maanden van he~~et behulp van de 

ge1a:eralisati_~ van_ de methode der J~,.L~t;g;schil{kiny;en: 

--------~ - -~~--------------~-~-----------------
kolomtotalen -ro0r de maanden ~---~-~----~-~------~ Overschrij ~I~--F-c-];1_ ___ _1__!: _T . I.! t. -J ___ [_=T- I A [ · S [ Q J~N D uingslrnns. 

t-------------k 
Calorie en ~---~----~~-~~7J~_-67~_L_!~4~ __ 1 __ _5~-°--~l---~:_1-_t ___ :_~3 __ J - 15 _ ~- -400 ~ 141 ~2 _ ~ -361 j _--439 I 0,25 
Eiwitten 508 -909 599 751 974 -229 384 -800 264 -474 -568 -490 

1-- -~---+- I- -1~-~-~~,- ·· --T----~--~-J- ---~-~~--"+-~~ --+----1- ~-------, 

Vetten 276 -52 792 469 441 -,l51 128 -893 75 -843 -38 96 
t-------·~-~--+--1 -~--+----- ~---!----- •·~--~-+--~----+-------~~-+--~-------~'"'~------ -1-- +-- -·~---·· I ----~ 

0,012 

0720 

~~~ri:~t; =~~~J-~~--1-~-:-~-~~~~-=~~;w:~-~: . =~~~ =~ ~~r~-t2!:t~~~+=~~2-----
1----- - -------+--~--~~--f~ ----+ -----~~-~---=---!- - -- -1-~- ~ ~- +-- ---- .. -1- -- - ~-- --~~ . - ----+- ----~-~-------~~· ---

-673 -314 -188 -680 I -045 I 
m . ~: t >s~q. ~91J-rw--1~i~~=r--1~s_3 · -~4s~ --~1_+-232 66 _ -981 -~-,..65 -627 ~--- -

-319 -555 r 88 i 922 1309 1298 -360 76 -1293 -1363 290 - ·-- - -

1 2 2 -Jo 7 I -12 5 I -11 o - 1 9 o - 7 1 5 - 7 3 2 o 9 o 2 

IJzer 78 

Vitamine A 

-582 403 1-125 681 1157 -462 0?005 

0722 

Caroteen -93 
-----~--1---~-- --

-806 930 1130 306 

10-4 

~ I I 348 I 104 f2:'63 -2124 607 1 1745 1195 83 -840 :-601 164 __ 10~~-~-

-478 s12 656 12 -370 I 152 -293 146 -20s -221 205 -107 

Vitamine B1 497 

Vitamine C 582 

~folk 0,80 
..... ---~-~~--J....-----.J...~------1-------l-~---.J...,-~-- I l I ·-----'-

l,.J 



groot wordt 9 n.1.498 of iets minder. In ieder vakje komt dan hoog-• 
stens een waarneming te staan. Het grote aantal rijen komt het on
derscheidingsvermogen ten goedet mede oBdat er nu geen waarnemingen 
weggelaten beho even te word en. Bij de an dere m.ethode 9 die overeenkorn.t 
met de in de vorige paragraaf toegepaste, maar met verwisseling van 
rijen en kolommen ( de kolo:mmen behoren nu bij de drie perioden en 
de l:'ij en bij de twa.alf maanderi), werden weer dezelfde gGgevens als 

in de vorige paragraaf gebruikt. 
Wij hebben daarom de eerstgenoemde methode toegepast voor 

de be13tanddelen, waarvoor wij geen verschil tussen de maanden von
den, dus voor calorieen, vetten koolhydraten, vitamine A en melk en 
de tweede methode voor: eiwitten 9 calcium, phosphor, ijzer, caroteen, 

vitamine B1 en vitamine c. 
De resultaten van dit onderzoek naar een verschil tussen de 

perioden staan vermeld in tabel II: 

911~ Z..Q.,E?.¼.....!l?-2__r_ £en_ v?r s 9],J:.1,_j;y._s,_s ~p q_~J~e~J: o d.§_lL piet 1?.§llulJL.Y.§:.:tJ._~~-~
PJ3r ali s a;tJ.JL'\§.nd e nrntho dedey m ::-ang~chikJdPM.P • 

--------~ Kolom 
---------1 

., ___ 
I,.--~--~------~ ---

Calorie en 31 ___ ...,,.,,..__. _ _,,. 

Eiwitten 108 
- ..._...,.__._,.,--..... ~ . 

Vetten 12 
·-----=-,:~-~-,~...., 

Koolhydraten -58 
i-.---.---------· • ...,...,=-..,.,.,··----= 

Calcium -30 
-----·-·---

Phosphor 99 
~ - ,_,--=-:,,,r, 

IJzer -3 
_....,,.,.,. . ...,,..,. 

Vitamine A -19 
-- --

Caroteen 233 ---~---.......... ...,~--

Vitamine ~1 179 
~--,.,-=--

Vitam.ine C -98 . c-.1,..-

1'/ielk -15 ___,, ...... -~JT ...__~~--•-'-----

318 

100 

6 

147 

164 

-426 

-42 

24 

-264 

0,0001 

0,0025 

-1-----""'"""--·=· ---------4 
-161 ___________ ..,. 

•-a--•-~-••,•---•••- ~•• -••--••----

-371 138 0,0015 

8 -187 o, 13 

-93 191 0,19 
-1 6 ---;-1-~· 1·- 0 ' 2 8 ·-- -

__, --"'"" _..,. ........ - -- ~.-= - "'. •------

Uit tabel II zien we dater een verschil is tussen de drie 
perioden wat betreft de opgenomen hoeveelheden: calorie~n, eiwitten, 



5. 

vetten 1 koolhydraten, vita,J1ine A en caroteen 1 terwijl wij voor phos•

phor een aanwij zing voor een verschil vinden. Voor de overige gege-

vens is er geen re den 01i1 aan te nemen dat er een verschil is tussen 

de perioden. Verder blijkt dat zes van de acl1t gegevens 1 waarvoor wij 

een verschil tussen de perioden vinden een zelfde verloo~ vertonen, 

n-1~ hoog in de tweede periode en laag in de derde. Alleen koolhydra

ten en caroteen wijken hiervan af, 

2. 3. Schattin,gen van O'emiddelden en spreidin,7;en. -~-= --~=_:.o.;____ ,>•~--· ,.Q_ •-• ·-•---~--- •. -~- •-- ... 

Voor de gegevens, waarvoor wij wel een verschil tussen de 

maanden van het jaar 1 maar gee:1 verschil tusseu de drie period en von- · 

den (dat zijn dus calcium 1 ijzer 9 vitauine B1 en vitamine C) hebben 

wij voor ieder der maanden het geniddelde 

X = 1 t.... X. 
n i=1 l 

en de spreiding 

s ~ v-n2r E-1 ( ~, .• ) 2 x.~x 
l 

van de waarnemingen x 1 , x 2 , .... 1 xn ui t die Tlcsand berekend, Hierbij 

zijn dus de drie perioden tezamen genoden, Bij c1e gegevens 1 waarvoor 

wij wel een verschil tussen de pe:tioden en ,:;een verschil tus,sen de 

maanden vonden ( dat zijn dus ~ calorie en, vetten; lrnolhydra ten en vi-· 

tamine A) hebben vvij voor ie der der IJerio den a~Jart gemiddelde en 

spreiding berekend, waarbij dus de maanden tezaden zijn genomen. V,Jcyr.• 

de gegevens: eiwitten, phosphor en caroteen 1 waarbij wij zowel een 

verschil tussen de perioden als een verschil tussen de j,1aanden vonden 

zijn gemiddelde en spreiding berekend voor ieder der perioden en ie

der der maanden apart. Bij het gegeven: melk l1ebben vvij berekend de 

percentages vrouwen in de vier groepen (zie inleiding punt 12) en wel 

voor ieder der perioden apart. De resultaten van deze berekeningen 

staan vermeld in de tabellen III,IV,V en VI (zie pg. ~ en 7 ); de 

gemiddelden en de spreidingen zijn uitgedrukt in de in de inleiding 

genoemde eenheden. In fig. 1 (zie J)g. 5) zijn de gemiddelden uit 

tabel VI grafisch uitgezet (vergelijk. ook de conclusies uit tabel 

I ) • Fig. 2 geeft voor caroteen v.oor ieder der J~erioden de gemiddelden 

ui t tabel v· • 



Tabel III .•. 

-~9Jlii_t_i;_in.,g_en~ yap__gernisldµden. en ✓SJ)Teidin,&en voor t _c_aJg_r:_i_E),9!1 7 

vetten koolhvdraten en vi tarn.ine A. 
, .• •~::.~ ~•-·"L-.~ ··-·-··-~ ~-~~. 

P:eriode 

Calorie en 

Vetten 

Koolhydraten 

Vitamine A 

Aantallen 
waarnemingen 

26,2 

112,0 

2 5, -1 

1 

488 

s 

30, 1 

7,0 

2 9, 1 

2 
.. 
X 

27,2 

376 

s 

33,6 

X 

26,2 

109,7 

26,5 

3 

309 

6. 

s 

26,3 

J?§!..~en "BlE.§ syr oyyv 8JL :i-R d sxe 1"8 c11j 11 ep de_ gr O el? eri .. Vi/Ji tl:J et r §ft 

melk 

d 

1 1,6 48,8 44?2 5,4 

2 

3 

0,3 50,7 5,8 

43,8 



'l'abe::. V. 

Sc11attingen v&1 gereiddelden en spreidin,;::en voor eiwi tten, phosuhor en caroteen: 

i--------~------~---ii--~---=-·April Eei j Juni Juli -lt---A_u.:.g_._J...-_3_-e.,..:p:_t_.-ll-----11---..----11-----.-----1 

!perio de, x s x s II x s ;Jx s x ! s ! x s x s x s iJ i" s x s x s x s 

·naand - Jan. Febr. l':!rt. Oct. Nov. Dec. 

, l ~-- I ·1·---i -- . , l 1 /! 8' 5 1 '6 8 ' 1 1 ' 7 ' 8' 0 1 ' 911 8 , 1 1 ' 6 I 8 , 1 2 '411 8 ' 2 ::: , 3 i' 8 '0 1 '8 7' 8 2 ' 01 7 ' 5 2 '0 I 8, 2 1 '31I 7, 6 I 1 '8 II 7, 1 I 1 ' 5 

. 2 I s,2 1,0 7,9 2,ol! s,s 1,5! 8,9 J 1,_~ .2:2+.-2•oll ___ 7,'.:l 1,sJ 8,5 2,2 8,o 2i 1,1 2,01 7,4 1,s' 8,4 3,4 1,6 1,6 

'ten. r 3 7,4 1,1 7,2 ~,5117,4 1,4 7,511,9 7,9j 1~! 7,7 1,31 7,9 1,9 7,9 2,3, 8,7 1,7 7,2 1,8 7,2 "1,6 7,6 1,7 

Eiwit-

- -----· ...-.. -IL-- . ..____ - --- 1-,--.i. 

1 1115,s 3,3 14,9 3,2/115,5 3,7 15,e 4,:J 1s,5! 5,215,s 4,7,14,0 6,7 14,5 4,1 14,0 4,5'15,6! 2,9 14,7 4,1 14,2 3,0 
: I I E----- ·---- - . ·-- --~- I 
Phoo-- 2 15,Sj 2,9 14,5 3,7!,16,7 3,2117,6 4,5 15,6 4,3/ 1:.i,7 3,4·17,1 5,0 15,5 5,0, 14,5 4,0,12,1i 4,9 15,0 4,6 14,5 2,9 

1- . --
i,hor • ,3 14, 61 2, 6 13, 5 3, 5 · 1 5, 3 2, 9 i, 15, 1 4, 2 15, 3 2, 5 15, i3 ! 3, 3 1 5, 2 3, 9 14, 3 4, 4 16, 9 4, 0 14, 1 4, 4 13, 8 5, 6 13, 3 4, 5 

-+ ~-::-a..-----1-----•I---=,=~·-:-:::=-::-- -------- ~ 
' '' I I 1 32,7 42,0 26,3 30,1132,1 28,JJ31,2 2C,750,2 47,C 32,3 27,0J2'?,6!28,3!30,8 28,6 20,5 18,7 18,7 15,9 23,7 22,8 43,1 36,9 

f---- ' ,, l.--.--f-- -- ·-
Caro- I 2 13,0 14,5 26,4 24,2 39,2 35,6 39,2 ,1-c,c;:33,6 32,~ 3.S,o 32,5!'22,1 19,4 26,4 30,0 2C,8 28,6 23,1 25,0 29,7 26,8 22,7 29,7 

39,5 32,2 30,1 34,-514-i:s~-1-,j41-;·; 37,9'41,s 3~f4-9-;-1-3s,3 ?6,6 33,0 19,s 18,5'1 24,2 22,9 24,9 30,2_ 25,3 21,1 28,6 32,2 te:c1 
3 

I- ---_:::-______ - ::t----· -- -
1 33 40 67 11 5~-+ 56 i 05 I 54 j 38 ! 29 19 I' 23 17 

!Aant&.1- .2 13 17 25 j 27 ·i 38 ! .:,'.) 43 55 I 40 41 27 11 
~~~i~~~-- 3 -~3 17 ·-1-,~- --r-~~J--·-r-··1-6---~------19-''----;;--'- 36 50 47 35 22 

·rabel VI .. -- ------
Schatti~e1~Y§l.];~2,~1iC:d.e~:_11ec1 e,1...sl:.1x_~j._d_iJ:£.8..c'1.. . .:'!.£?.J:J.....£.E!J-.2_:i,.y._;;l:..__i,j zer, vi tamine E1_§!LYj._tam.ine C: 

I ----------
f···•:.an-1 , Jan. ~eor. L.l'u• K:c.!.l ,1 1\l!e1 ; , 
-·---- --- --: -~::- -- ~: ~ ··--·"":: ·-., ::;: .. -:···+-~; --·:-·-· . 
r l .. ·-_:--- --.::.:-.:-··1 - . -.--::--· --·-·-:--·- •··rr·--,"-_·-;t- i~;:b.i Juli I Aug. Sept. Oct. Hov. Dec. 

! ,._ S •. 0 I "' u ~- C .. ~ • 

b,ium 1_0~o _3:5 9:-5 3,~;i-~1:~1•~ }:~ S• '•-'J-'-2 _4~sJ ~~ 
::.Jznr 16,2 3,4 15,7 4,1 L,5 5,1 17,3 4,9 116,6 4,~, -1115 
1-----------11----l--ll-- - - --- .. -- ----- ---- - --- ---
<I-; ta··.,1· .,., "' "R , __ L ... -1 

'li tai:1ine C 

!Ae.ntallen 

.vs.c1.2.·:1emingm 

__ ---2_4.:..?J_3..:21L:?..:.oJ..3_,_1_ 13,813,91113,9 ~ .o _! ,._, 

13,9 j6,~tl11,6 I 4,4II 11,5J6,211 8,51 ,i-,3 

59 74 106 10,;. 

13,213,3 13 

7,414,2 1116 

110 

----- '-----·-~·-I -- I ;s _!:_L_-s X 
-- '---

:7, 3,9 n,o 3,9 ·9,7 
-- ··-·- '-----. -·--
6 5,2 15,5 3,8 15, 1 
- ~--·--
2 3,6 13,2 3,4 13, 7 
·------ -~-~--- -·-
0 7,8 16,5 6,2 13, 6 
-- L--._..,. 

113 117 

- - -·- - ~-- --- --·- - ~-._ 

- x - -s X s s :z: s X s 
-· - - ...._ __ ---3,J 10,0 3,9 9,4 4,4 9,4 3,9 9,4 3,6 

---- r-----·- ------ '---· -· 
4,5 15,4 4,4 15,2 4,2 14,8 3,9 14,9 2,8 

---- --- -- ----~ -----
8,0 13, 1 3,7 12,5 3,4 12,5 3,2 12,3 2,6 

5,9 12,2 5,5 10,s 4,6 11, 2 4,0 12,2 5,0 

129 119 107 85 50 

------- __ , --•·--~--

. 7. 
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Fig.1: Grafische voorstelling van de opgenomen hoeveelheden cal-

cium, ij zer, vi tamine D1 en vi tarnine C per maand. 

(gegevens uit tabel VI). 
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Fig. 2. Grafische voorstelling v-m de opgenorn.en hoeveelheden 

caroteen per maand voor ieder der perioden (gegevens uit ta-

bel V) . 
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MATHBMATISCH .CENTRUM 
Amsterdam 

Statistische Afdeling. 

S4 7 ( M6) 

A __ l~g_e_m_e_n __ e~g~a __ ng......__v_a_n __ z_a_k_e_n_bij_het 

hypothese. 

De to,;tsing van een , c4-..1 n.ypothese · a 

toetsen van een 
1) 

berust steeds op een aan-

:ta1 waarnemingen 2;, , ::is, , ••• , ~- van een of meer stochastische 

gr~otheden2 ) 9 of op enige groepen van waarnemingen (bv. twee 

steekproeven). 

Bij een toets behoort een t2etsingsgrootheid (:f;- (soms meer 

dan een), die een functie is van bovengen·oemde st"!chastische 

grootheden en die, voor de waargenomen waarden .x;, ; .:i; 9 ••• , ~.

een w~arde aanneemt 9 die bereke nd kan word en (bv •. ~ het ge mid

delde der waarnemingen, of de spreiding, ~f het verschil van 

de gemiddelden van twee waarnemingen). 

De toetsingsgrooth<aid wordt steeds zo geko~zen 9 dat men, op 

grand van de onderstelling, dat~ juist is 9 de waarsohijnlijk- c,. 

heidsvBrdeling van deze grootheid kB.n berekenen. 

Vervolgens kiest men een verzameling Z van mogelijke uit

kornsten van~ , en wel op zodanige wijze, dat de kans, dat -~ 

een in Z gelegen waarde aanneemt 1 onder de hypothese d't;;, gelijk 

is aan een gegeven get al cl , z-e.dat Z dus van ex:: afhankelijk is··) 

Z beet de kritieke ztne van de toets, a de Qllbetrouwbaarheids

drempel fEngels~ level of significance)~ Voor o! neemt men 

veelal de waarde 0,05 ef 0,01. 

Men verwerpt nu c£t, op grand van de waarne mingen z,, , ~'Z';z., , 

., •• , ~ , indien de bij deze waarne minge n behorend e waarde 

van u in Z ligt. Dit wordt vaak uitgedrukt door te zeggen, 

dat het resultaat van h1c:n; Gxperiment "significant" is. De waar

de van d meet dan echter ~orden vermeld. De kans, dat dit zal 

gebeuren, is 9 indie n elf(: j uist is, ge lij k aan. a::. J)erhal ve is 

cl de 1zans op ten 0nr:c•f"':1te v,c:;r,,112rping van de juiste_ hypothese, 

•~k de kans op een fout van de eerste soort genoemd. Indien 

mtm deze method® toepast, met a = r, 05 resp. 0, 01, zal men in 

gemiddeld ongeveer een op 20 resp. op 100 van de gevallen, 

waarin de hypothese die men toetst juist is, deze toch verwerpen. ----------------, 
1) Dit memorandum is slechts bedc,eld ter orientatie en stre0 

niet naar volledigheid of volledige exactheid. 

2) Een stochastische grootheid is een grootheid 9 die een 

waarschij nlijkhe idsverde ling bezi t Y of, anders gezegd 9 een groot

heid, die voor de elementen van een collectie(univers~ 9 p912ula

tie) gedefiniecrd is en daarop allerlei waarden aanneernt. Sto
chastische"'"groothode-n "..JOrrh11, a&U1('->ogev'-'n door onder_str.cu:pte 
letters. 

uJ_ 8 c:~1-t f3 0creiken, Qat de½e 
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De t oetsingstheoris biedt in het algomeen geen woe;o lij k

heid om tot aanvaarding van ecn hvpotheso t(0 komen. Indien 

een bepaalde hy:µothese <-:rt: niet verworpen kan warden, is dit 

gewoonlijk met cen helc v:.:0rzamc li:-1g v::i.n hypothesen t::;.;::lij~,: 

het geval. Niet-vcrwcrpen staat dus nist gR1ijk met aanvaarden. 

Wel zal men vaak in de loop van een statistischo analyse 

be~aalde onderstellingen, die plausibel schijnen en voor de 

verdere analyse van nut zi j n, t ccd,r:en, a lvcirons zo bi j de 

verdere bewerking van het rnat,;r-:Lsal t8 gebruiken. Worden zi,j 

dan op grond van de toets niet verworpen, dan houdt dit in ~o 

verre een rechtvaardiging van die onderstellingen in, dat C) n 

grote afwijking door de toets veelal wel zou zijn ontdekt. 

Indien men dan verder de onderstellingen gebruikt, verwaarloost 

men eventueel aanwezige afwijkingen van onbekende grootte, 

die echter nj,::,t zo groot zijn, dat zij door de toets zijn 

ontdekt. 

Ve e toetsen gelden zelf alleen onder bepaalde onderstel

lingcm :::::ntront de waarschijnlijkheidsverdelingen der stochas

tische grootheden, waarvan waarnemingen zijn verricht. Deze 

nevr:::'!nvoorwaarden dienen ste0ds uitdrukkeli~:lt1 te warden ver

meld en, zo mogelijk, zelf te warden getoetst. 

In }Jlaats van de onbetrouwbaarheidsdrernpel ot w-ordt vaak 
17 

bij de ui t slag van eon t octsjng rJe ove rschri,idingskans ~-op-

gegeven; dit is de kleinste waarde van a' 9 waarbij in het 
/U,1 

betrokken gcval, noc tot verw.Jrping van ot<> zou zijn overgegao.n: 

anders gezegd~ de kleinste cl 9 wa1.rvoor de gevonden waarde:; 

der toet singsgrootheid nog juist in de (_bij a behorende) 

kritieke z'one Z ligt, Wi2__rdt dus de wa~rd~_:--l_2.£g£i~_eve!}_~I}_ 

werkt men met opbetrouwbaarheidsdrempel _cl __ ~ _dan_w_ordt_ 

verworpen, indien ,-./;~of., is. 

Voor het onderscheid tussen ~~n- en tweezijdige toetsinc 

en de keuze tussen deze twee mogelijkheden vergelijke men bv. 

de tweede hieronder gegeven litteratuurplaats. Wij moeten hier 

volstaan met de opmerking 9 dat eenzijdige toetsing veelal 

ecrder tot -v .1 vverping van cf;(.leidt, maar dat deze slechts on-· 

de~ bi~zondere omst~ndigheden kan warden toegepast. 

Li+.t era tuur~ 
J. Neymc:i.n 9 First course in probability and statistics, New 

York, 1950, Chapter 5, · 
L:,Hemelrijk c:::n r,, ·':;, van der Vaart, Het gebruik van een- en 

tweezijdige oversch:rijdingskansen voor het toetsen 
van hypothPsen, Statistica ± (1950) p.54-66. 



MA. TH~MATISCH CENTRUM 

2de Boerhaavestr.49 
A M S T ~ R D A M 0. 

Statistische Afdeling 

547 (Ml4) 

Methode der '!Tl- rangschikkingen 1 ) 

Ben duidelijk voorst0lling van deze toetsingsme-th~de ver

krijgt men door '/2- e lementen te beschouwen, die een loepaald 

kenmerk, eventueel in verschillende mate, bezitten. dit ken

merk wordt door n waarnemers beoordeeld en ieder van deze 
waarnemers rangschikt deze ?t elementen volgens zijn beoor-

deling naar opklimmendewaardering. Op deze wijze ontstaan 
,m ri j en van rangschikkingen. 11/e willen nu een maat aange

ven voor de ovoreenstemming tussen <leze rangschikkingen, 

m.a.w. een maat voor de overeenstemming tussen de 'fJn beoor

delingen. De hypothese 0f.:, die met deze methode getoetst 

kan wordon, houdt in dater geen overeenstemming tussen de 

wa~rnemers bestaati precieser gezegd, dat alle rangsehik

kingen onafhankelijk van elkaar op toevallige wijze zijn 

ontstaan. Dit is b.~. het geval, als het betrokken kenmerk 
in werkelijkheid voor alle elementen dezelfde waarde bezit. 

We kunnen de afleiding voor de maat van overeenstemming 

het eenvoudigst geven aan de hand van een veorbeeld. 

€.leme. nlen 

rangmJmmer-s: toege.Kend 
door. w.u.rne.mer a 

II 
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D e .F 

6 j ,z 
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j 2 5 
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De som van alle rangnummers is t 1rm('n-1-;) • Onder de hµpo

these ~ is het theoretische gemiddelde van iedere kolom:: 

f ,m.{n+;J 

We beschouwen nu de afwijkingen van dit gemiddelde. Ir'i' ons 

voorbeeld is ~et theoretisch kolomgemiddelde gelijk aan 14. 

De afwijkingen daarvan zijn 
/ -j -4' .:) -2 3 

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en 

streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid 



De som der kwadraten van deze afwijkingen noBmen wij S. 

In ons voorbeeld is S = 64. 

Blz. 2 

Als alle m rangschikkingen gelijk ziJn wordt het maximum van S 

bereikt. 
1 2 3 Dit maximum is 12 m (n -n). 

We defini~ren nu als co~ffici~nt van overeenstemming 

W 12 S 
= ·r,-~-=-

m ( n -n) 

12 X 64 
In ons voorbeeld is W = IE x 210 = 0,229. 

W varieert dus tussen Oen 1. 
De verdeling vans onder de hypothese H0 is exact berekend 

voor een aantal waarden van n en m [1], terwijl voor grote m 

en n benaderingen bekend zijn. 
De meest~ gebruike71jke ~enarler~ngen zijn de volgende. 

1 °. De X 2 -bena de ring: 

Xr2 = m(n-1)~ = m~(n~l) hee-ft voor m ➔ oo een X 2 -verdeling 

met n-1 vrijheidsgraden ([1] pg. 84 [2] pg. 36-37). 

2°. De z-benadering: 

W 2z y = (m-1) I--W is b:Lj benaderjng verJeeld als F = e -.-

(Fis de F van Snedecor 3 z de z van Fisher) met 

2 
== n-1-m 

\) 2 = ( m-1) v 1 vriJheidsgraden ( [l] pg. 84 [2] pg,33 .. 36) 

Met behulp van de verdelingen van S of Wonder de hypothese 

H0 , kan deze hypothesP ~stoetst worden, waarbij H verworpen 

wordt als W waarden dichtbij 1 (resp .. S. dichtbij ; 2 m2 (n3-n)) 

aanneemt, de kritieke z6ne is dus van de vorm W~ W0 (resp. 

s ~ so). 
Het kan voorkomen dat de waarnemers geen onderscheid ont

dekken in de mate waarin verschi1lende eJementen het kenmerk 

bezitten. Ze geven deze eleme~ten dan gelijke rangnummers. 

Veronderstel, dat door eon waarnemer geen onderscheid wordt 

gemaakt tussen de 91ementen, die de rangnummers 3 t/m 6 mceten 

dragen. Dan wordt als rangnummer van ieder, van deze elementen 

het gemiddelde van de rangnummers ¼ (3 + 4 + 5 + 6) = 4½ gebruikt. 

Daar het maximum van S nu verandert, moeten wij een correc

tie op de formule ve.,mrW tospassen. Deze vindt men in [11 (pg.82) 

en [ 2] (pg. 28-- 30) . Evenecw:o veranderen dan de formules voor de 

X 2-benadering ( [l] pg. 86, [ 2 J pg. 37) en voor de z-benader·ing 

([1] pg. 86 [2] pg. 34), doch deze correcties zijn van weinig 

beteke~is, tenzij het aantal gelijken groot is. 



Li te:ra tuur: [ 1] 

Blz. 3 

M.G.Kendall, Rank correlation methods, London 
1948, Hoofdstuk 6, pag. 80. 
Tabel van de verdelingsfunctie van S voor: 

n :::: 3 m :::::: 2 t/m 10 

n = 4 m = 2 t/m 6 

n = 5 m = 3 
op pag. 146-149. 

Tabel van de waarden van S, waarvan de over
schrijdingskansen onder de hypothese H0 gelijk 

zijn aan 0,65 of 0,01, berekend met behulp 
van de z-benadering voor: 

n = 3 m = 8,9,10,12,14,15,16,18,20 
n = 4 m ~ 4,5,6,8,10,15,20 
n = 5 t/m 7 
op pag. 150. 

[2] Ph.van Elteren, Methode der m rangschikkingen, 
Cursus "Parametervrije Methoden 11 , Hoofdstuk 

II, Rapport S 59, Mathematisch Centrum (1951), 
Blz. 18-45. 
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Toets voor een generalisatie van het probleen van·n,;~ _rangschi_1:<:~: 
- . 1) 

kingen van A. Benard en Ph. van Elteren. 

'1. Gegeven zijn m waarnemEBrs 1 die ieder waarnemingen ve:rr:'Lchtcn 

bij n objecten. Deze wa arneminc;en 1.cunnen betrekking hebben op 

dezelfde; of op verschillende grootheden, doch iedere waarnem~r 

meet s lechts een groothe id. Het a ant al metingen door c1e /-l --fJ.c 

waarnemer verricht bij het~-de ojject stellen wij voor door 
~J>,J)' =- 1,) • • ') rn 1 )i:::: / :J ••• , n ) . In di t memorandum wordt een 

verdelingsvrije methode besproken; om de hypothese ~ te toet:_, n 

dat alle waarnemingen door eenzelfde waarnemer verricht, be

schouwd kunnen warden als· een steekproef uit eenzelfde wa2r 

schijnlijkheidsverdeling, terwijl de metingen van de verschil -

lende waarnemers onderling onafhanlcelijk zijn, Deze toets re~ 

geert op alternatieven, waarbij de waarnemingen door iedere 
waarnemer verricht, afkomstig zijn uit verschillende waarschij 

lijkheidsverdelingen, corresponderend met de objecten. De gem!r 

delden (of andere plaatsbepalende parameters) van deze waar

schijnlijkheidsverdelingen moeten bovendien een voor de versr· 1 

lende objecten enigszins overeenstemmend verloop vertonen. De 

toets is een verdelingsvrij analogon voor de toets tegen een 

hoofdeffect in de variantieanalyse met twee classificaties. 

Voor het geval, dat alle aantallen kjf 'ii=- 1 zijn, kan de 

gewone methode van m rangschikkingen (zie memorandum S47(M 1 r 1 

warden toegepast. Bij de hier te behandelen generalisatie word 

toegelaten.,9 dat k;ni een willekcurig positief getal of o is. 

2. Voor de berekening van de toetsingsgrootheid gaat men als 
volgt tG werk: 

a) De waarnemingen warden, voor tedere waarnemFr afzonderlijk, 

gerangschikt naar opklimmende grootte en voorzlen van rangnum

mers. Als de ;1. --de wa2rnemer in tot a al f/41 = .r: kl' y waarnemint2· r 
I v~1 t. 

verricht, en alle waarnemingen zijn ongelijk, dan vormen de~~-

gekende rangnummers dus een permutatie van de getallen 1J ... ) -~ .. 
I,. 

Als t waarnemingen van ~~n waarnemer onderling gelijk zijn, docb 

ongelijk aan de overige van die waaill'nerne~cn:, dan warden de rang

_1:_~n::_n::_e_r,.!s __ '-'..a_1:._~~.e waarnemingen onderling gelijk en wel het gemid--

'1) Di t memorandum dient s .lechts tcr orH!nt at ie en Js-treeft niet 
naar vollediBheid of volledige exactheid. 
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delde van de rangnummers die ze gekregen zouden hebben, als ze 

ongelijk geweest waren, doch overigens in de rangschikking dc-

zelfde plaats ingenomen hadden. De verkregen rangnummers duiden 

wij aan met .A'.--/" vx, de index~ heeft betrekking op de waarnemrer 

( dus /✓ =- tl .. . ,m ) ., de index V op het waargenomen object ( v:r: ,l ... ,.n), 

de index x onderscheidt de waarnemingen van waarnemier /--' met be

trekking tot object V onderling {dus x •I, . . . )f). 
b) Voor iedere fl warden de door waarnemer ~ toegekende rangnum

mers verminderd met hun gemiddelde J, (/fu+-1), De verkregen ver

schi1len warden gereduceerde rangnurnmers genoemd en aangeduid ......_, 

met -0JIIK"Er geldt dus: 

Jf;n>< = !!pvx - -f (~-fr t ). 

c) Men sommeert voor iedere/J en Y de reduceerde rangnummers vGn 

de waarnemingen van w~rnemer /.,<. betreffende object )) . Deze som 

wordt aangeduid met !!-µv. Er geldt dus: 
f;,v I 

,---.J '!C"t .--.., 

/l_h l/ = / --!J» ll 1'(' 
f }<,:;.f I 

Voor het geval dat f ~ 0 is, wordt lt • 0 gesteld. 
j-'V ~U 

d) M£n sommeert nu voor iedere V, de gevonden 

De verkregen totalen, die kolom--totalen genoemd 

aangeduid met '£ (Y==- 0 ... /l). Er geldt dus: 
m 

ll ti(""' 
..... v -n: L. '-!./' v 

/1=1 

waarden ~' v r..vi,1,. 
warden, wordE::n 

Yv is dus de som van de gereduceerde rangnummers met betrekkinG 
tot object Y . 

e) Zij nu P;it het a ant al groepen van t gelijke waarnemingen ver

richt door waarnemer /' , ( /}~., dus het aantal waarnemingen ge1ijk 

aan geen der andere), dan wordt berekend voor iedere/1: 

- ,t3- ~ t~-,t 

-1111 - 12 k (k - t) 
/' I" 

De sommatie in de tell.er strekt zich ui t over alle waarden 
van t, die bij waarnemer;✓ voorkornen. 

Steeds geldt -f=·.J;at = 1✓ ·Als alle waarnemingen onge1ijk zijn, 
dus als ffl't : O is voor t > / , geldt: 

K = _I (kid +t). I( ;2 i· 

f) Nu berekent men de covariantie--matrix der kolomtotalen, die 

dus de elementen 0-vµ' = 'i ffv iJ'J/1 heeft: (Y• 1 •.. '> -n; }1~1, .• . , J;,). 
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Er geldt: 

als .lJ ± )) I 
I 

en 

m 

L kl' v kl' v' i(j·' 11 ""j 
-r,-, 

-:;-; k (!.-· - k ) K j;-.;,· 11 v J-t I' v I" . 

g) Men 1aat nu ui t deze matrix de n -de ri j en de 17 -de kolom 

weg. 2 ) De absolute waarde van de determinant van de verkregen 

matrix duiden wij aan met A . Er geldt dus: 

I 
I 

\. 

Het geval, dat ✓-1 ~ O is 2 dat zich alleen kan voordoen als 

een groot a ant al der K :x; O zijn, zullen wij hier niet teschouwen. 
/IV 

h) Als A > 0 is, berekenen wj_ j: 

L1 + I c!et 
u I 

,,.._, 

a-;1 <'r,11-i !::!1 

0. . 
/1- f, 1 

l]; 

,..,., 
er l,t 

n-1,11-1 -n-J 

(I 0 
- !?-I 

I . 

k) Als toetsingsgrootheid wordt nu gebruikt: 

3. De toetsingsgrootheid )(2 

2 - Jr 
heeft onder de hypothcse h~ bij 

benadering een X -verdeling met 77-f vrijheidsgraden, o. a. in 

de volgende gevallen: 

a) Iedere waarnemer heeft een betrekkelijk groat aantal waar

nemingen bij ieder object verricht en deze aantallen lopen niet 

te sterl,c uiteen. 

b) De a ant allen 1iv zi jn klein, n is klein in verhouding tot 
rr , en 

n 

lTa-w 
y,:: I 

ligt niet te dicht bij o, 

2) In feite doet het er niet tou welke rij en welke kolom weg
gelaten wordt. 
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4. De berekening van~ en ~u is in het algemeen een omslach--tig werk. Wij geven daarom een aantal bijzondere gevallen, waar

bij deze berekening eenvoudiger is. Het aantal vrijheidsgraden 

der toetsingsgrootheid is steeds n-t: 

a. n = 3 
Er geldt: X.2 -:::: 

-/'f 

~~.z ~,;, ~-< 
o;J !ft +- a;J f/l + o;l !f-3 

0--::;,, o;j + S1 u,z + o;3 ~1 
b. De aantallen 

product: 
~v kunnen steeds geschreven warden als een 

L = (2 b . ;..111 ;/4 ),I, 

waarbij '}✓ een constante is voor waarnemer ;1 en bv een con
stante voor object V • n 

Er geldt dan, als .b ::::. E h11 
V.::-/ 

n ~2 
s;;:-, ll 

,L_, ...:::L 
ll=f 6 ',I 

177 

6 Z. (/' K.1.( 
P=I /'_ 

t A 3 / - t3 me A r - > o t ,, - I' t _,iL:,.:__ /A - ----
/Z K;, ( t, - t) 

(zie 2. e) ) 

In het bijzonder geldt, als alle waarnemingen ongelijk zijn: 

c. Als in 
geldt: 

m .2 ) 6 L a /01· ✓ 6+1 
,µ=I I' ~' 

het,wbrtge. ;geval,_ alle 

11 ss- . ..._,.z n .c_ u 
)1::.1 - )I 

rn 
bz > .z K 

L- ale, ·u J-'.::1 / 
of als er geen gelijke waarnemingen 

17 ~2. 

12 n L !!.,, --n-, __ 1/:_,.__ ___ _ 

i>~Z oz (a.I' £+1) 
)'=I /-< 

' 
gelijk zijn. dus 6 = ~-

, l/ n 

zijn: 

d. Als tens1otte alle aantallen ~l/ gelijk zijn, dus ,:f,y ""-/:; 
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of als alle waarnemingen ongelijk zijn: 

mn f/'(nli, ~ t) 

e. Als a.lle ~ 111 = I zijn verkrijgen wij uit de laatste formula 

(li~t): 
...- ......,l x: ~ _1_.i_L-_!:v __ u_v __ _ 

,. m ·n(nrl) 
Deze formule komt overeen met de formule vermel~ bij deX~ 
benadering voor de methode vanm rangschikkingen (zie memoran

dum S 47 (M 14) ) . 

0-2, -2 ~ 2, ~l 
f. Als n "'z geldt a;I -::e (T '!!:I' ':!1 'lllr l:f<. ':$ u 

22 1 -
en: 

x; ~2 u - o-2 . 
,,... 

J:: =- /;. is dus bij benadering normaal verdeeld., met gemiddelde 

Oen spreiding 1. 
De toets gaat dan over in een combinatie van een aantal on

afhankelijke toetsen van Wilcoxon. (verg.: Mem. S 47 (M 7) en 
S 10 2 ( M 17b) ) • 

g. Als al.le ~v gelijk ZJ.Jn aan O of 1, als ~-=-kvoor iederef' 
en als voor ieder paar objecten )I en v' geldt: 

'171 

Z. k 
~, V 1 - ) (~ ~onstant), ... 

I'"'' /'\/ 

zodat alle waarnemers evenveel oojecten waarnemen en al.le paren 
objecten precies door) waarnemers vergeleken worden, gel:it : 

n 

/2 2- ;;2 
V:/ -Y 

mits er geen gelijke waarnemingen in het systeem voorkomen. 

Literatuur: 

A. Benard en A generalization of the method of m rankings, 
Ph. van Elteren, Proc.Kon.Ned.Alc. van Wetensch. A 56 (1953) 

p. 358-369, Indagationes Mathematicae 15 (1953\ 
p. 358-369. 


