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1 • J?oel Va??- JLU. onde~};: ~n proefq}2Z§~11,• 
Het doel van het onderzoek is om twee draadknoopm.achien .. -

tj es, die we in het volgende zullen aanduiden als X en ""J 1 

te vergelijken. Hiertoe laat men een of meer personen draad­
j es knopen met ie der der machientj es X en y en sorteert 
deze draadjes naar het machientje waarmee, de dag waarop 
en de persoon waardoor ze geknoopt zijn. Stel dat di t sorte-· 
ren geschiedt in een bak met vakjes (zie figuur) 

1 

Een rij correspondeert hierbij met een maehientje en de 
draadjes in ~en kolom zijn gekhoopt dco~ e~n persoon op een 
dag, 

Men neemt nu aselect paren draadjes: een uit een X ·-bak~ 
je en een uit het overeenkomstige ~ - bakje en onderzoekt 
deze draadjes op hun treksterkte .. Hierbij worden ·de draadjes 
vlakbij de knoop 1n gespannen zodat er ofwel breken in de 
omgeving van de knoop ofwel losslippen van de knoop optreedt. 

Wij geven nu een waarneming van een breukspanning aan 
met ~~ resp. Yi ; een waarneming van een slipspanning met 

oc~ resp. '-J~ ( de letter oc, correspondeert met maohientje Xi 
de letter y met machientj e i, ) • Er zijn da.n voor het ..,i,, 1 

paar draadjes de volgende mogelijkheden~ 
Men neemt waar 
1 • x-\ en ~ ... (breuk bij beide draadjes), 
2. -::ic: en 1-J~ ( slip bij beide d.raadjes), 
3. x_. en \-J~ ( breuk bij X slip bij Y ) , 
4. I en -oc. 

-1. 
Y.;, ( slip bij X breuk bij y ) • 

Stel nu dat -:x.., , Y.i. • oc~ en ':I~ Waal:'nemingen zijn van 
resp. stochastische grootheden ~ ... , '.::j.;. ~ qs: en ~~ , dan 

zullen wij in het volgende aangeven hoe men met behulp van 
sequente methoden de volgende hypothesen ka.n toetsen: 

I. Op grond van de waarnemingen van geval 1: 

voor iedere ..i. 

II. Op grond van de waarnemingen van geval 2: 

voor ie dere ,t 

III.Op grand van de waarnemingen van de gevallen 3 en 4v 

dat de kans op geval 3 gelijk is aan de kans op geval 
4. 
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2. Beschrijving der methoden. 
Om de drie in de inleiding genoemde hypothesen te toetsen 

kan men dezelfde methoden toepassen nl. de door WALD ( [1]p. 88 
e.v.) beschreven sequente toets voor het gemiddelde van een 
binomiale verdeling. 
Wij zullen de methode hier beschrijven voor de eerste hypothese, 

Stel -P[ *.\. > !:j .. ] = p en -p [ ~ ... < l:!d = q-= 1-pdan luidt de te toetse:1 
hypothese: ~=½· Met de sequente toets komt men dan tot ~~n der 

bes 1 is s i ng en : p ~ ½- of p < ½ . 
Men m0et nu om de sequente toets te kunnen toepassen twee waar­

den p, en Pa. van p kie zen met p, < ½ < p~ zodanig dat als p1 < p < P:i. 
het voor het onderzoek van weinig belang is of men tot de be­
s1issing p~½ of tot de beslissing pc½komt., teriwijl de beslis­
sing p~ ~ als fout beschouwd wordt als p~ p, is en de beslissing 
p<½ als fout beschouwd wordt als p~p. is. 

Verder meet men een waarde voor ~ en een waarde voor ~ kiezen, 
beide < ~, waarbi j 

o( = de kans om te beslui ten tot p~ t als p::. p, 1 

~ = de kans om te besluiten tot p<½ als p= Fi· 
De toets wordt nu als volgt uitgevoerd: 

Men 
ten 

tekent in een rechthoekig assenkruis twee evenw1jdige 

( zie figuur) L, en Li , waarvan de vergelijkingen zijn: 
y 

L,: 

0 : X 

fi: I-~ 
cl I B • ---'-, ~-IX.-

rech-

Men begint nu in O en doet een stap in verticale richting als 

heeft en een stap in horizaontale rin 1 men de ultkomst -:c.i. > Y-i. 
ting bij de uitkomst oc ... < Y:... 
Men gaat door met het nemen van waarnemingen zolang men tussen 
de rechten L, en L,. blijft. Bereikt of passeert men L, resp. L :i. 

dan houdt men op met het nemen van waarnemingen en beslui t m<"::. 
tot h ~ ..!.. 

i - l resp. p < t . 
Voor deze toets is dus niet vereist dat de grootheden cc. _,. 

alle dezelfde verdeling bezitten, noch dat de ~~alle dezelfd0 
verdeling bezi tten: wel moet p.,. -P( ~ ... >- ~ .. ] onafhankelijk van ;. 
zijn. 
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d t d rs en 'h,. te vinden kan men b .. v. als vo1gt om e wee waar en 11 ,~ 

te werk gaan: 
Als men aanneemt, dat ~~ en ~~beide normaal verdeeld ziJn met 
resp. gemiddelden p-<..~ ... ) en J-l('::J.) en resp. variantie o-'(~-1.) en cr2'( 1.:1..J 

dan is ~ ... _ \:-},. normaal verdeeld met gemiddelde p-.:. == t-'-(~ ... )- p-( '::J.,.) 

en variantie ct/ ... a-\~ .. )+ cr:i.(~J ... )· 
Als nu 6:::: &~ = l c.~ .. - 1,,f .. ) ona!"hankelijk van -i. is dan 

geldt dus 

00 I 2. 

I r -~ X p-= - .e dx 
\fi:rr b 

en uit twee waarden voor 6 kan men dus, met behulp van eert tabel 

det-normale verdeling, twee waarden van p vindert. De ohderstel­

i1rig van normaliteit, hier gemaakt om ~ in p om te rekenen, is 
overigens voor de toets niet nodig. 

De boven beschreven toets kan ook gebruikt worden om de 
hypothesen II en III te toetsen. Bij hypothese II wordtp dan: 

i'[ ~~ > 1:.1~ l en bij hypothese III wordt p de kans op geval 3. In 
het laatste geval doet men in het sequente schema ~~n stap ver­
ticaal bij de uitkomst 3 en een stap horizontaal bij de uitkn, ," 
4. 
Neemt men aan dat ook ~~ en '::I~ normaal verdeeld zi jn met resp. 

gemiddelden ~(*{) en ~t (1:1{) en resp. variantie o-\~l) en o-\'::l-~) 
dan kan men, op dezelfde wijze als boven is aangegeven voor oc. 

en ~.:.., uit twee waarden van d 1 
- r'-(~l)-tlO:I~) twee waa;~ 

van p., -P[ ~~ > 1::1l 1 vinden. - V o-:i.(?F.;.') +era(~.;.') 

Opmerking, 

In het bovenstaande hebben wij dus een sequente methode be­
schreven om de hypothese 

te toetsen. Hierbij hebben wij geen gebruik gemaakt van de ~~-r 

te der vers chillen 'X.;,,-= oc" _ y.;,. 

Men kan de bovengenoemde hypothese ook toetsen met behulp 
van een sequente methode, waarbij men wel gebruik maakt van de 
grootte van de verschillen %.;,.OP de verschillen past men dan ec~ 
sequente toets van Student toe [2}. 

Hierbij moet men echter onderstellen dat de %i waarnemingen zij:. 

van ~~nzelfde stochastische grootheid ~ , die normaal verdeel~ 
is, terwijl in het bovens t aande slechts vereis t 1s dat p = --p [ ~"' > 

niet van~ afhangt. 
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Deze sequente toets van Student eist bovendien meer rekenwerk 
dan de bovenbeschreven sequente toets voor het gemiddelde va:1 

een binomiale verdeling. 
Dit geldt uiteraard ook voor de toets voor de tweede hypo­

these. 

Literatuur 

[11 
[2] 

WALD, A., Sequential Analysis 
Een sequente toets van Student voor 

een steekproef, Rapport S 145(M 56) 
van de Statistische Afdeling van het 

Mathematisch Centrum, Amsterdam. 
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1.Inleiding 

Stel de stochastische grootheid ~ bezit een,normale verde­

ling met onbekend gemiddelde p. en met onbekende spreidihg er 
en men vJil.., met behulp van ccn sequente methode, de hypothese 

( d-1 j-1. l ' b ' • \ t 1· " o = 7 = 0 o toe-cs cm., waar 1.J 0 0 een gegeven ge a 1s. 

Daartoe kiest men twee waarden J. en dt voo:i:' d. ( J 1 < Jll;) zoc!at als 

J, < d < d~ het voor het onde~zoek Vah weinig belang is of men 
tot de beslissing c\ ~ c\0 of tot de beslissing ~ <. 6a komt, terwijJ. 

de beslissing d.~6 .. onjuist is als Jt~1 1s en de beslissingJ<Jo 
onjuist is als c\ ~ c\~ is. 

Stel verder 

ot. = de kans om te besluiten tot ~ ~ d 0 als d;::,. don 
~ = de kans om te bes lui ten tot d .i:: d 0 als cl :::: d::t.. 

Als nu 4(tlb,%) de verdelingsdichtheid van de toetsingsgroot­

heid t van Student is, berekend op g:riond van""- onafhankelijV­

waarnemingen van~, dan wordt de toets als volgt uitgevoerd. 
Stel 

( 1 .1) 

dan gaat men door met het nemen van waarnemingen zelang voldaan 
is aan 

( 1. 2) 

Zodra niet meer aan (1.2) voldaan is, houdt men op met het nemPn 

van waarnemingen en beslui t men tot d t c:\0 als 

--------""'!"-
~ ,e'tt ( t I <3, I c\~) ~ -t, '1 

1) Uittrelrnel uit: S. RUSHTON [3]. 
2) Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori~ntatie en streeft 
niet naar volledigheid of volledi3e exactheid. 

3) Met lg wordt steeds de natuurlijke logarithme bedoeld. 
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is en tot b < d0 als 

is. 

2. Een benaderi ng voor ;:¾ -l,...(t I J, ~ & .. ) • 

Als x .. oc.2.•· .. oc.,.,. onderling onafhankelijke waarnemingen van ~ 
zijn en 

( 2 .1) 

( 2. 2) 

(2.3) 

- I 'I:" oc := -;;;:- 4-- 'OC,t • ... 
Sa. :::: '\'I.~ \ ~ \ OC.;, - 'X} 2., 

i= ~ y;;;_ \ 
§. 

dan bezi t -t_ een niet centrale t -verdeling met ("1.-t) vrijheids­
graden en parameterd, d.w.z. de verdelingsdichtheid is (zie 
b.v. [2] ) : 

""'l""-•')oa 
r('I'\.) £ - ~{"n- I +t't') 

( 2 • 4) cp ( t I c\. 'h.) :::. -"'_-,.-----
2 ,:- r(~-, )V,,,c-n-1} 

waarin 

(2.5) "'-= t~ 

en 
(lO 

( 2 .6) G""" (x) -]£ - I '11.. 

0 

( 
'lt.- I )-: 

.,,__, +t,. 
G Le, u.) ' 

~\-1 \. 

Nu is het in de praktijk eenvoudiger om met u te werken i.p.v. 
met t . Ui t ( 2. 5) volgt 

(2.7) U: 
[. oe· .. ... 

en uit (2.4) en (1.1): 

waarin 
-----------

4) In het artikel van RUSHTON (zie voetnoot 1) wordt voor deze 
functie de not a tie~"" (x) gebruikt. Tabellen van deze functie 
zijn b.v. te vinden in [11 . 
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( 2. 9) '1 ""- c:x.) = ~ "$.,. -+ -¾ G-~~ 1 t - ~1 
Met behulp van tabellen van G~ (':lC.}. is de toets dus exact uit-

voerbaar. 
Het is echter eenvoudiger om met een der volgende benaderin--

gen voor ~ ...... (-:x:.) te werkan: 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

waaruit 

Als 
(2.11) 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

men benaderingen voor ~ .,l"' (t ! d, \J,.) vindt. 
men d, ~ -d?. neemt dan vindt men met behulp van ( 2 .10) J 

en (2.12) resp. 

¾ .e'l'l l t l A, \ J.J ~ ';?. u. J'), v;_ • 
¾ l'h. l t I J,,61) ~ 2 u. d,~ V-n ( l - '1\1 .. ). 
-¼ .,e.'11. ( t I d 1 , rj 1) ~ ~ U 6 ~ ¾ ( t - ~ 'n, ) + 

In de praktijk kan men nu zo te werk gaan, dat men eerst met 

de benadering (2.11) werkt en (2.12) of (2,13) gebruikt els men 

in de buurt van een der grenzen ,1,,.., 1 - @ of .P,.~komt., 
~ 4 cl. 0 I -oC. 

Ben grafische methode is niet beschikbaar. Bij iedere stap 
moet de waarde van u.. ui t alle beschikba.re waarnemingen opnie1iw 

berekend worden. 
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