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1. Inleiding 

In een vorig rapport (Rapport S 140) werd een analyse van 

de resultaten van de vijfde proevenserie in de reeks experimen-­

ten betreffende de warmtestraling van vlammen met behulp van 

de methode der variantieanalyse besproken, welke methode, in 

een enigszins andere vorm, ook werd gevolgd in het rapport van 

Dr E.F Drion (rr,N,0.-A.B.W,) over hetzelfde onderwerp, Hier1J:.J 

werd de wens, lijkhfid naar voren gebracht dit onderzoekJ ter 

bevest1ging van de resultaten, voor zover mogelijk te herhalen 

met andere method~nJ waarbiJ minder onderstellingen omtrent de 

onbekende waarschijnlijkheidsverdElingen gemaakt be~oefden te 
worden. D)t dient dan tevens ter introductie van deze methoden 

in het statistisch onderzoek der vlamstralingsprocessen. In 

verb and hiermede voerden wij ch t onderzoek opnieuw ui t, nu met 

gebruikmaking van een verdelingsvrije methode, nl. de toets 

van WILCOXON (zie het bijgevoegde memorandum S 47 (M 7) ). 
Voor de beschrijving van het experiment verwijzen wij naar 

het eerste rapport, S 14oj par. 1. 

2. Vooronderzoek 

In rappat"t S 140, par. 2, werd reeds met behulp van een ver- • 

delingsvrijc methode een onderzoek naar eventuele afhankelijk­
heid ingestcld, 

De conclusie, die wij hier nog even herhalen, was: 11 De waar-­

nemingen voor de verschillendc spleten van dezelfde vlam ziJn, 

ui tgezonderd misschien de e --waarden, onderling afhanke li jk, 11 

We mogen dus niet de uitkomsten van de toetsen bij verschil 

lende spleten op de gebruikelijke wijze met elkaar combinere 

daar · de hj_crtoe gewoonlijk gevolgde methoden op onafhankel1Jk·• 

heid van de waarnemingen onderling berusten. 

J. Toetsing van vers2h!llende hypothesen ~n betrouwbaarh~1d~­
intervallen voor verschillen. 

We toetsen hier evenals in rapport S 140, per. 3, de vol­
gende hypothesen: 

oZ: le . -) ' 
s6drt brandstof heeft geen invloed op de straling. 

r . ' . 
/3: De symmltric of asymmetrie van de vlam be!nvloedt de stra-

ling niet. 
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De hypothesE: K , inz ck intEractie, kan met V® 
\j 

deze methocen niet getoetst word.en. Voo-t" ~t -e>ft<lerzo.e.le --v.an 

hypothese ~ werd de toets van Wilcoxon per spleet toe past 

de waarnem1ngcn 1c tegen de waarnemingen 2c(I) en op de waar­

nemingen 1d tegen de waarnemingen 2d(II). Vervolgens werden 

beide toets~n op nader aan te geven wijze gecombinee 

Voor het onderzoek van hypo these f werden de waarnem1ngen 

1c getoetst tegen de waarnemingen 1d(I) en die van 2c tegen 

die van 2d(II). Vervolgens werden I en II gecombineerd. 

De cornbinatie van de beide toetsen I en II geschi~dde op 

de volgende wijze. De toetsingsgrootheid U van Wilcoxon, zoals 

deze gedefinieerd wordt in memorandum S 47 (M 7) heeft een ver-

d ling ~ic exact bekend is in het geval van 2 ste n die 

elk uit 4 waarnemingen bestaan, zoals bij de toetsen I en II 

het geval :i.s. Noemen we de toetsing.s.gr-oo.t.he-den "ifan I en II f.1 1 

en /J 2 J dan kan de verde ling van U === IJ
1 

+ (j 2 e.venee.ns exa-ct 

berek-end word.en. 

Wij kr1jgen dus., voor iederc=.: spleetJ van b-eid,e hypo,thesen; 

voor }{1 , R2 , R, en e de gevonden waarden U, en f/2. De over­

schr i ,idingskans van U = U, -,- IJ2 d:Lc dus de wsar>den O, 1, . , , 32 

kan aannemcn 2 wordt dan berekond met behulp van de exact be­

paalde verdeling van U (zie voor details de append , waarin 

een voorbee1d v-o1.ledig uitgewerkt is). 

Voor de het minst van de verwachting afwijkende gehele 

waarden van !J. d1e ondEr de nulhypothese met kansen ho5gstens 

gelijk aan 0,05; 0,01 en 0,001 warden onder- resp overschre n 
vinden we 5(27)_; 3(29) en 0(32), 

Een ovcrzj_cht van de gevonden waarden van U en bi jbe•-

horende overschrijd ingskansen vinckn we in t abe 1 I.. Overs chl"'iJ ·· 

dingskansen in de intervallen 0,05-~,01; 0,01-0J001 en< ~.001 

zijn in dezc tabel aangegeven met resp. I,II en III om de ver­

gelijking met de overeenkomstige tabel 2 in S 140 te ve 

makkelijl-cen, 1 <2 betekent, dat de gevonden waarde van 

kleiner is dan de verwachting h1ervan o er 

thesfJ. 

Daar alleen de volgorde van waarnemingen 

toetste 

er van be-

lang is, en b.v. een zeer grate of een zeer kleine waarde weinig 

invloed hecft op de resulterende waarde van , kan 

den ongelijkheJ.dsteken in een enkel geval andersom li 

in de overcenlcomstlge tabel van rapport S 140. Inderda 

t gevon-· 

n dan 

vinden 

we iets dergelijks bij spleet 7, en "R c te n 
1 > 

vallen, waar--

wor echter g.:cn van l::.E:l.dc toetsen op cc,.nsystematisch effect wijzen~ 
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o. k_ 

D's. 0 oJooo4 
R 

I r, -5½ -OJ 04 

°" 0 0 5 0004 

R 2 0;003 , r~ 
-

d. 1 0)0012 
R 6 0305 $ f-!. 

d ✓1-,¾- 0:;002 
G 

. e. f' 13 0)62 

Tabel I 

Overschrijdingskansen gevonden met de gecombineerde toets van Wilcoxon voor de hy­
pothesen f: c end geven dezelfde straling. end: 1 en 2 geven dezelfde straling. 

3 4 5 6 

LL o.r. u 0. i<. o.k. 11 C .k. LL 

III 1<2 0 '.) J 000~ III 1<2 0 0,0004 I "1<2 1 0,0012 II 1<2 19·2 0;55 1>2 23L 2 

I c<d 32 0 J 0001.:. III C.>d 32 0;0004 III c>d 32 0;0004 III c>d 06L 
L.. 2 0,04 I c>d 151 

III 1<2 0 o J 0001.!. III 1< 2 1 0;0012 II '1<2 3-1. 
~ 2 OJ01 I 1<2 261-2 o_. o 1!- ::-: 1>2 17} 

II c-s::d 31½ 0)001 II c.>d 32 0,0004 III C>d 29½ 0,005 II C>d 28 0;0'16 I C>d '16 
-· - ---

II 1< 2 2 0:;003 II 1< 2 " 0,003 II 1<2 6½ 0,07 1<2 19 0J62 1>2 23½ C: 

C<d 7 0,08 c<d l o 6a C<d 21 0337 c>d 24 OJ 128 c,>d 132 J ,/ 

-
II 1<2 0 oJooo4 III 1<2 4 0,016 I 1<2 5 0:;029 I 1<2 1 ½ o,s1.~ 1<2 25 

C<d 24 0 5 13 C>d 31 0:;0012 II c>d 31 o_.0012 II c>d 201- 0 3 l! 3 C>d 13 

7 

o.x. 

0 c 16 

0)96 

o.,8~ 

1,00 

OJ 16 

0 J 128 

0, 

0362 

-

1>2 

C<d 

1>2 

C=d 

1,>'2 

c.>d 

1>2 

C<d 

--·· -

•· 

. ' 

I 
\_0 

I 
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In de figuren 1-8 ziJn de betrouwbaarheidsintcrvallen met 

onbetrouwbaarheid 0,05 nu bepaal( met behulp van de toets van 

WILCOXON (zie bijgevoegd memorandum S 145(M 52) ), getekend voor 

de verschillen van de gemiddelden voor brandstof 2 en 1 resp. 

de symmetrische en de asymmetrischc vlam 

Zeals te verwachten was ziJn d-zc intervallen over het al­

gemeen iets ruimer dan de corresponGerende intervallen in de 

figuren 1-8 van rapport S 140. Hi~r~lJ geldt weer de in rapport 

S 140., blz" 5 gemaakte opmerking; c:_at ten 02volgc_; van de gevon­

den afhankeliJkheid tussen de wa2rncm1ngen van verschillendc 

spleten van dezclfde vlam de betrouwbaarheidsintervallen niet 

s1multaan met dezelfde betrouwbaarhcid geldig zijn 

Dez~lfde analyse, zoals aangegcv2n aan het begin van par. 31 

is uitgevoerd voor de gemidd ldA waarde van de straling over 

de gehele vlam evtnals voor de cerstc en de tweede h2lft van 

de vlam, benevens voor e.. 

R 
I 

1( 

1? 
5 

-e 

De uitkomsten warden gegeven J.n tabel II 

d 

fo 

d 

p 
d 

f 
cl, 

(3 

u 

0 

32 

0 

32 

2 

Tabel II 

Tacts van Wilcoxon .voor g~middild~ over 

a lle of over de:: he 1ft van d ... ~Mspleten .. 

'1e helft 2cc he:, lf t I gehele 

~:, u /{_ u J<:. 

0,0004 III 1<2 15 0,92 '1<2 0 o, 0001~-

0,0004 III C>d 31 0,001 II c>d 32 0,0004 

0,0004 III 1<2 12 0 Li" ) t';) 1<2 2 0 1 003 

o 3 oooJ+ III C>d 29 0,007 II C>d JO 0,003 

0,003 II 1<2 19 0362 1>2 6 ojo5 

11½ 0;43 c<d 24 O; '\3 C>d 17 0,92 

0 oJooo4 III 1 <C'.'.2 15 OJ92 1<2 
,, 0,007 _J 

27 OJ03 I c>d ') 1-1-
'-- 2 OJJ2 C>d 26 0,05 

vlam 

III 1<2 

III C>d 

II 1.<2 

II c>d 

-1~2 

C>d 

II 1<2 

C>d 

Vergelijking van deze uitkomst n met die van rapport S 140 

(tabel 3J blz. 6) laat zien,, dat C:" resultaten vrljwel dezelfde 

ZlJDo 
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In tabel III vindcn wij de r sultaten van de to ts van WIL­

COXON toegepast op de bodemstralJng. Er ontbreekt echtsr in het 

materiaal een waarneming in grocp 2c, 1E en 2e waarnsmingspunt. 

In verband hiermede moet~n we nu de xacte verdeling van Ube-

rckenen voor U ( •n"" L1 , 'YY1 ~ 3) gccombine(:crd m8t U c1 ri ~1. 'l'n _ '·)' 
I I I - 2 1 "1, a~'-/' 

Voor de het minst van hLt gemiddel6L afwijkende gehele waarden 

van U die ondcr de nulhypothese rn,,t 1cansen hoogstcns gc;lijk aan 

0,05; 0/01 en 01 C01 warden ondcr- resp ovcrschredcn vinden we 4( 24); 

2 ( 26) en 0 ( 28) . 

Tabel III 

Toets van Wilcoxon voor iedcr d.r Ci~e bodempunten afzonderliJk. 

-
1 2 

"' 

,A 0 030008 III 1<2 8-~ 0,16 c;_ 

l3 

r 10 0;45 C<d 16 Os75 
-

De result a ten b li jk2n de z,:'. lf ( t 

S 140 (tabel 4, blz, 7-) 

3 

1<2 5 0,029 ,I 1<2 

C>d 21½ 0;32 C>d 

ziJn als die van rapport 
' 

In de figur n 9 en 10 zijn dL b_trouwbaarheidsintervallen 

voor de verschillen van de gemiddcld B-waarden getLkend, 

• De gelijkmatighcid van de vlam is in rapport S 140 reeds 

met cen verdelingsvrije methode onderzocht (tabel 6, blz. 8) 
Dit behoeft hier dus niet meer b~schouwd te warden 

11 .• Conclusies 

Hoewel de ovcrschrijdingskanscn iets groter LD de betrouw­

baarheidsintervallen iets ruimer zijn dan met ondcrstelling 

van normaliteit werd gevonden word~n alle conclusies van rap­

port S 140 door het voorgaanjs 011' ~ rzoek bevestigd 

De conclusies zijn dus lets @inter uitgesproken,maar hier 

staat tegenover, dat we de ondcrstclling, dat de waarnemingen 

normaal verdeeld zijn, een onderstclling waarvan we de juist­

heid vrijwel niet kunnen toetsen1 hier niet behoeven te maken. 

Een 2rnstig bezwaar is echter, dater geen verdL.lingsvrije 

toetsingsmethode is voor het onderzoek van de interactie, zo­

dat de interactie tussen brandstof en symmetrie op dczc wijze 

niLt getoetst kan worden. 



Appendix. 

In par, 3 van d1t rapport toct.s~n wij 

a, U:ypothest cJ..: I waarncmingcn 1c .. 

II 

b. Hyeothesc f: I 

II 

II 

II 

ll 2c--
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Aan de hand van een voorbeelC zull~n we nu latcn zien hoe 
de toetsingsgrootheden van I en II com bi m:.erd kunnen ::w;.o.rden, 

We kic zen daartoe de waarnurnn::,cn van splc:::E.:t 4;, R,_ 1 gerang­

schikt naar dpklimm~nd groottc. 

Tab2l IV 
De waarnemingcn van s0lset 4.~. 

. "'" 

10 1d 

8.,60 6., 

8J85 6,90 
8;95 7 / ·- .. 

9., 35 7, 

2c 20 

10,-- 7)55 
10J15 7,85 
10,75 8,Go 
11;-- 9., 15 

Met behulp van de reeds ee er v rmelde toets van WILCOXON 

vinden WC de toetsingsgrootheden 

a. L lL = 0 
/j;; J 

b, L LL cc 
I f 

IL ll1."' i IL U1.c:c 

willen nu de tweezijdige overs 

palcn. Daartoe gaan we uit van d~ 

I 6 
lL = 32. 

t6 

iJdingkans van U=I.I.ll.,be-, ~ 

cxacte tabel voor 66nzijdi 

overschrijdingskansen voor deze tocts 3 vermeld in HR, VAN DER 

VAART [1] i tabel I, 'Yl=l/ ,m=L1. c,rn1 vindt=..:n we de ccnzijdi 

ovcrschrijd:Lngskansen °Pf U, UJ '1)" waaru1t ee d(:k&n-

scn p [ U. = u.7 afgcleid kunnen warden door 2 cenvol nde 
- l- t,_ ~,-- ..... ------------

1) P [ ~ '? x] tetekent: de kans c:at o.e stochastischc groot-
hc:i_d ,;g X is 0 

"P X=x.J o c:lc..:nt: de kans dat des chast1sc 
J:JP X :o X is, 
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tcrmen van elkaar af te trekken 

Van all( mogelijke combinat:i. s van U, en u2. die.: samcn ecn 

bepaaldc waardc /1 gevcn; bepaL:n vK de bijbehorendl: ~ 1:Jn P2 J 

en vervolgens 

2. p p · cL i 1) [ L' _ U7 
I ;). o . _I.. - J voor 

Hic:ruit vinden we door optellen p [I)$ U]. 
Ei:m methodc die op hetzelfr5c. nccrlcomt is hct ccrst aange­

geven in WILCOXON [2] . Ind1cn de gcvonden waarde van U 
k1c 1n:er is clan de verw ach te waai' onder dr, getoets te hypo­

thcs e ( L c. 16 J daar U tussen o· en 32 :).igt c..,11 er gecn 

gclijke waarnemingen zijn), vn1c:,n vn_j de twE:,ezij(J.J.ge over­

schrijdingskans door de kans ~1[\J ~ U] met twee te:.. v,crmenig­

vuldigen, 

Is U>16, dan vinden we de r chtcreenzijdige overschrij­

dingskans van 32-U te bepale11o Vanwcge de symmctrie: van de 

vcrdeling van /j onder de getoetstc hypothese ( U. if.1 alttjd 

symmetrisch verdceld als er geen goliJke waarnemingen zijn) 

geeft dit het juiste antwoord. De g2vonden kans vermenigvul­

digen we dan weer met 2 om de tweezj_Jdige overschrijdings­

kans te verkrijgen, In tabel Vis de berekening der over­

schrijdingskanscn uitgevoerd voor U= 0,1,2 en 3. 

rrabe 1 V 

Berekening der twee~ijdige ovcrschr1Jdingskans van U. 

U= ?ru =U-j PITT ,ccTJ ::71 PI Ucc:Ul tweezijdige L-1 1 - L-'---'.) . ';:lJI L- -- r[u ~~ U,.(U2 u1 u2 
- '-- i k 1=overschrij-pc) I =IP P, =L· = dingskans . ·1 L .. 1 c: 

0 0 0 1)10 '1/70 1 /Ll·SOO 1/4900 214 I 900 =0,0004 

1/70 / 1/70 
-

1 0 1 2 /4900 3 /4900 6 /4900 0;001:C 
/1/70 1 --

1 0 /70 

1 /70 
n 

n 0 2 c'/70 C 

1 1 1/70 1/70 5 /!+900 
("'i 

0 /4900 16 /4900 ---- 0,0033 
? 

/70 2 0 ~. 170 
-· 

3 0 3 1/70 3110 
1 2 ·1110 2/70 

2 1 2 /70 1 /70 10 •Agoo 18 /4900 36 /!_i-000 = 0;0073 ' / 

3 0 
'J 

_)/70 1 ;'70 
I I 

---·· ··-
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In het gcval van ons voorbeeld v 1 nd,n we dus: 

a. Hypothcsc c1, .. 

U =- I > ,J"' 0,0011. 

Conclusie: brandstof 1 geeft in C, ~~,. situatie systcmatisch 

gcringere stralingsintcnsiteit darr brandstof 2. 

b. Hypothese P. 

U = '51. , 

Conclusie: de symmetrische vlam gccft in deze situatie syste­

matisch een grotere stralingsintcnsiteit dan de asymmetrische. 

Kamen er gelijken ender de waarnemingen voor (in het boven 

u1tgewerkte voorbeeld was dit nict h~t geval)j dan kunnen we 
waarden voor U vinden die niet gchccl zijn en dus nict in de 

tabcl voorkomen waarvan tabel Y hct begin vormt. We hcbben dan 

als benaderde overschrijdingskans de door lineaire interpola­

tic verkregen waarde genomen. B~halvc door de in memorandum 

S 47(M 7) genoemde oorzaak zal ook c1oor dezc interpolatie, de 

gevonden overschrijdingskans iets groter zijn, zodat onze 

conclusies 11 aan de vEilige kant 11 YU.jvcn, d,w.z, w:i..J zulhm 

niet vaker dan door de onbetrouwbaarheidsdrempel aangegeven 

wordt, ten onrechte tot verwerping van de getoetste hypothese 

overgaan. 

Bij de bodemstraling waar WL ecn ontbrekendc waarneming 

hebben, zodat de enL toets toegepast wordt op 4 tcgen 3 waar­

n~mingen gaat de berekenlng van de cxacte verdcling van U 
geheel analoog aan het voorgaandc 

L1te::ratuur: 

[1] H.R. VAN DER VAART 

[-2] F. WILCOXON 

Gebru:Ucs aanwi j zing voor de toets 

van W:Ll_co=:on, Mathemat 1sch Centrum, 

Statist1schc Afdeling, Rapport S 32 
(M 4L, 2:, c1:ruk, 1952. 

Individual Comparisons of Grouped 

Data by ranking Methods, Journal 

of Entomo:Logy 3 :39 ( 1946), 269-270" 



vcr,schi/ 1n ) __ r 

:l 

-1 

ver•schi/ in R 
1 ir:;..,{)f 

I "' 

2. 

1 

0 

1 sp eel:.11ummer 

r:-· I r 2 
I \J. 

---► 
2. 1 sp/eet71ummer 



v::r·,chil in Rl 
o 1) T ?. r. -----.-.... t--·- .............. .. 

F CT. 3 

0 

., £ f 
s 1ie et. r-1 u. ,.~m ~ r> 

Fl G. 'i 

1 

0 

-1 

'2 
f __ _ 



D 

-:1 

6 

F lG. 6 
1. I 

' 

0 

-1 

l r· 
.......... 1 

! 

l .. , .. 
5 6 



FIG.7 

. "T .,.__;. 

:---"·' 

() 

-0,:1 

l 
spl~ct~He "n"t'n,er;): 



verse.hi/ in 

(e-d) r 
O,'l. 

ll,1 

0 

.. IJ,1 

F I G. 8 
e 
i---· 
I 
i 

t·· 

I 
i 

r---·-·····-··.········•-·-t 

f 
! 
! 

···-r··········1····· .. ············ .... 

r"·· 

··l·······1···· 

11 ......... ( ............... ! . 
! -·r-·····"···:---

1 ! 

I ! ............ , ........... ; ......... ·!· ....... i ..... . 

: r i 
~ : : -~- . •· ...... 

; .......... ; ............. :, 
I 

; i . : ! · ... 
: i 

. . ·--·-·-..... l. ....... .. -, 
I I 

......................... ...... j. --·---··--· ----1 
I l 
I I 
I ' 
'. ! 

.. . . .. . . . I ! : 
! : I 

t l 
··•. ·--~ ···•·••·•·•·•-•·•,;ll··•·····-·--·i-··--·-·--··~-----j 

! i 
j I 

......... ·+···· •···· . ···-·•-··•-·-··--·--· ! : 1 r 

I 

i 
··•····•··-l-··•········ 

l 
I . ... '1 .. 

•··•·••·······:··----' ! l 

' I 

. ...... ----~ 
j 

I I 
: : . ······· ... ········/'······ ..... ·t .. -· ··•--· .. -~--- ·----,-····· .. ····~---.. -

. ' 
r' i . i · ....... -~- ........ ---~- .... •·•··· .. I ... ; ...... 

! 
i 

~·······-·~-t--·-··-••····· 
'. ; 

...... .-; .... ···-· .. •···-•·•. ·--~. - .... -• "•••••••• ••-• *•• • •••t •••••- •••••••tM•••••••••• ••~•••-•••••~-

I 
.• •·+• .................. ··•·• ......... . . .......... .:. .. . ·-·-···-•--olo•··-·~-·---··-: i 

! 

i 

~-l-1.·.····:·.···1r.· .. ············ , ~ t - -J! -········· . 
1-....... ...1............... J ... 

.......... -i 
i 
I 

·- ----··· ➔-·----- '.-----··--
I 

I l 

! l l 
·-•---· t--·--------+.----·-·-··-·!--------· I , , 

I i I 
.. ................... 1 ........................... .. 

l (, f 



F! 0 
_j 

F \G 10 

1 2. 

sple.etnum::er· 



Mathematisch Centrum, 
2de Boerhaavestraat 49, 
Amsterdam O. ____ .. ________ _ 

Statistische Afdeling, 

S47 (M7). 

Maart, 1952. 

De toets van Wilcoxon. 1 ) 

Deze methode dient tot het toetsen van de hypothese H0 , 1n­
houden<le, dat twee steekproeven x1 , ... ,xn en y1 , .•. ,ym af-

., ; ( komstig zijn uit een collectie ook wel populatie of universum 
genaamd). 
Voor het toetsen van de hypothese H0 wordt gebruik gemaa.kt 

van een toetsingsgroothei.d U 2 ), die a1s volgt ·-uit-·ae waar­
nemingen berekend wordt. Onderstellen we, dat de waarnemingen 
x1 , ••. ,xn en y1 , ... ,ym naar opklimmende grootte gerangschikt 
zijn, dan bepalen we eerst het aantal waarnemingen uit de 
tweede steekproef, dat kleiner is dan de kleinste waarneming 
x1 uit de eerste steekproef (bij gelijkheid tellen wij ½ in 
plaats van 1). Noem dit aantal v1 . Vervolgens wordt het aan­
tal waarnemingen ui t de tweede steekproef bepaald,. . .dat- •kle.i­

ner is dan de op een na-kleinst-e· waarneming x2 uit de eerste 
eteekproef (bij gelijkheid wordt weer 2e."' ½ in plaats van 1 

geteld). Dit aantal noemen we v2 • Evenzo worden met betrekking 
tot x3,x4, ... ,xn de aantallen v3,v4, ... ,Vn bepaald. De waarde 
U van de t0etsing.sgr-ootheirl U w.OJ::ldt voor .de twee--st-eekproeven 
dan gegev-en -door 

U==V l +V 2 + ••• +V n. 

Wanneer onder de waarnemingen niet te veel gelijken voorkomen, 
kan bewezen worden, dat de toetsingsgrootheid U onder de 
hypothese H0 voor grote waarden van n en m (beide, 10) bij 
benadering een normale verdeling bezit. De waarnemingen 
x1 , •.• ,xn en y1 , •.. ,ym tezamen genomen vallen uiteen in een 
aantal groepen van gelijke waarnemingen. Noem het aantal van 
deze groepen k, dan is k minstens 1 (als alle waarnemingen 
gelijk zijn) en hoogstens m+n (als alle waarnemingen ver­
schillend zijn). 

!-----------------------------------------------------------) Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en 
streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid. 

2 ) Stochastische grootheden worden door onderstreping aan­
geduid. 



Zijn t 1 , ... ,tk de aantallen waarneming-en in d-ezegro-e-p.en van 

gelijken, dan worden het gemic1delde ,/-" en de variantie er' 2 

van de toetsingsgrootheid U gegeven door 

/il ( U) = ½nm, 

en 
2 ( ) 1 nm er =Var U = 12 ( n +m) ( n +m-1) 

3 3 3 } - (tl +t2 + ... +tk) 

0 '- . 

De grootheid ;t,v (U) is dus onafhankelijk van de waarden vast. 
I -

Indien de hypothese II niet vervuld is, zal de grootheid U 
0 -

grote of kleine waarden bezitten, al naar gelang y systema-

tisch kleiner of groter is dan x. 

De (tweezijdige) toets bestaat nu 

werpt indien de gevonden waarde U 

wijkt, d.w.z. als 

daarin, dat men H0 ver­
van U te sterk van .M/ af­

/ 

waarin oC de onbetrouwbaarheidsdrempel is en f « volgt ult 
C.,,;i 

--1-J e-½x2 
dx= ½ ol , 

\PZfr.. Jo( 
en in een tabel van de normale verdeling kan warden opge-

zocht. 

De (twee:tijdige) overschrijdingskans 
is gedefinieerd als 

k, behorende bij T, 

co 

2 j -2 x2 
k= -- e 2 dx 

V"fu/" \ 
en kan ook in eenttabel van de normale verdeling worden ge­

vonden. 

Bij eenzijdige toetsing wordt ex. door 2 o<. vervangen, resp. le 

gehalveerd. 

Een bijzonder geval van het bovenstaande is, dat onder de 

waarnemingen voor x en yin 't geheel geen gelijken voorkomen. 

In dat geval kan de uitdrukking voor de variantie h$rleid 

worden tot 

cr2= f 2 nm( n+m+l) . 

1-----------------------------------------------------------
) Deze formule is een door T.J.Terpstra gegeven vereenvou-

2) 

d:Lging van de door J .Hemelrljk( [SJ en [7] ) afgeleide for­
mule. De afleiding van deze vereenvoudigde farmule zal nog 
gepubliceerd warden. 

Deze formules berusten op de normale benadering van de 
verdeling van U. 



Indien n en m kleiner zijn dan 10, zijn tabellen beschikbaar 

voor het berekenen van de overschrijdingskans k voor de uit 
de s teekproef bepaalde waarde U van U ( zie L2]-en [ 4] ) . ' 

Dergelijke tabellen bestaan echter niet voor het geval, dat 

gelijke waarnemingen optreden, 

Opmerking. Men kan gemakkelijk bewijzen, dat de variantie van 

U door het optreden van gelijke waarnemingen vermindert. Het 

verschil, dat door deze gelijken optreedt, is echter in het 
algemeen gering. Men kan daarom in eerste instantie deze cor­

rectie op a 2 verwaarlozen. De overschrijdingskansen, die men 

dan vindt, zijn iets te groat. 
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Constructie van betrouwbaarhe1ds1ntermallen 

met behulp van de toets van WILCOXON. 

1. Betrouwbaarheidsinterval bij 2 steekproeven. 

Gegeven zijn twee steekproeven: 

x,,,, •••••• ,x van de stochastische variabele x en 
I D -

II II II II 
Y1, ••••••,Ym y. 
Er wordt ondersteld dat x en y verdelingen hebben, die 

all~~n in hun gemiddelden kunnen verschillen. Dus: 

C: X - 't•'f = J 
en~ en y +S hebben dezelfde verdeling. 

Gevraagd wordt op grond van de steekproeven een be­

trouwbaarheidsinterval met onbetrouwbaarheidsdrempel o< voor 

6 te bepalen. 

Deze vraag kan worden beantwoord met behulp van de 

toets van WILCOXON, welke wordt behandeld in memorandum S 4~ 
(M 7) van het Mathematisch Centrum. Daarin wordt de toetsing8 

grootheid U van WILCOXON voor steekproeven van de uitgebreid­

heid n van x en van de uitgebreidheid m van y gedefinieerd 

e.n de verdeling van U beschreven onder de hypothese H dat 
- 0 

~ en y dezelfde verdeling hebben. Als de verdeling van U 

onder H0 bekend is, kan de kritieke waarde U£ worden bepaald, 

gedefinieerd als de grootste waarde, die U kan aannemen 

waarvoor geldt: 

Voor de bepaling van het betrouwbaarheidsinterval gaan 

w1j nu als volgt te werk: 

1. Bepaal alle m n verschillen van een waarneming van x en 

een waarneming van Yi die men uit het waarnemingsmateriaal 

lean vormen 3 

2. Rangschik deze verschillen naar opklimmende grootte, 

3, Bepaal voor ieder verschil x1 - yj de volgende aantallen: 

a= het aantal verschillen, gelijk aan dat verschil. 

b .. het aantal verschillen, groter dan dat verschil. 
Als wij de grens:1tn ecn naar boven.begrensd ecnzij~~ 

betrouwbaarheidsinterval willen bepalen, 

< 1) Hieronder te verstaan de kans dat U Ut is, geldt. 



-2-

zoeken wij 2 opeenvolgende vers chillen: a1 en ct1 ( d1 < ct;1) 

zodanig dat b 1 + ½a 1 > Uo< en b 1 +½a1_:::Uo< is, waarbij a1 en b 1 

resp, ·a1 en b1 de bij d 1 resp. a1 behorende aantallen a en b 

gc(efinieerd in punt 3 zi jn en o< de gekozen onbetrouwbaarheids -· 

drempel is. Is nu 1,..c:. U,, cl 0~;i vJo ·dt het betc:0 ouwbaachE:ldSJ_nt · •· 
" 0 

,)~i1 (\ <:. d'l. en Jr,~ rl·u·0; c'I e·•(0 '11 ·J.""'-'110· 1··e11s. c·l·t'" ',)i ·1 1t" 0 t' -i'11tr:,·•,1,1 'J = -d --J ,_. I. ~1 ..., '\_JV,_, __ u_ - l:, ' \::., ----._ so.LV ...;_...1_. ,•~,--

7Jehoo~t,Is echte;_ vrJor· d-1:· b;;:-, .U°"; .c13n 1Hordt het inter·val 

6 < a,; en :, sd,1s .d!~een b01et1grms die niet -bijht interv2.l 1Jcl:10ort. 

Als wij echter de grens van een naar beneden begrensd f~nzij­

cUg betrouwbaarheidsinterval willen bepaleni, zoeken wij 2 op­

eenvolgende verschillen a2 en a2 (ct2 > a2) (met aantallen a 

en b,in 3 gedefinieerdJ gelijk aan a2 en b2 resp. a2 en b2Y 
zodanig dat :b2 + ½c"t,2,<mn - Uo< en b2 + ½a2 ~ mn - Uo< is. 

Als nu b2::::. mn •-· Ud wordt het betrouwbaarheidsinterval 

S > a2 en is dus a2 een benedengrens, die bij het interval 

behoort, is daarentegen b2 < mn - U~, dan wordt het interval 

S > a2 en is dus a2 een benedeng;r.-ens, die niet bij het inter­

vol behoort. 

Indien men een twwezijdig begrensd betrouwbaarheidsin­

terval wil verkrijgen, bepaalt men als boven aangegeven een 

bovengrens en een benedengrens, maar dan ieder bij een onbe­

trouwbaarheidsdrempel :~o<, also<. de voorgeschreven onbetrouw--• 
bc:orheid is, 

Voorbeeld: 

Waarnemingen van x: 18,2; 16,2; 20,3; 17,4; 18,9; 21,4 
II ii 

Gevraagd wordt een tweezijdig begrensd betrouwbaarheids­

interval voor cS = t. x •- t y bi j een onbetrouwbaarheidsdrempel 

d. = 0,05. 
Oplossing: Wij vinden in een tabel vaB de verdeling van 

de toetsingsgrootheid U van WILCOXON (zie b.v.[1Jvan de lite­

ratuurlijst): 

uo,025 = 5 

mn - u0 , 025 = 36 - 5 = 31 

Wij rangschiklcen nu de x- en de y-waarnemingen naar op­

klimmende grootte en qeven de verschillen x. - y. in onder-
c l J 

stc2anc1e tabel: 



'l1abel der verschillen x 1 - y, in het voorbeeld --J---------
waarnemingen van x 

-16,2 17, 4 18,2 18,9 20,3 2"1,4 
t' 

12,5 +3,7 +lt' 9 +5,7 +6, 4 +7,8 +8,9 
- 14,3 +1,9 +3,1 +3,9 +4.96 +6,o +7, 1 

waar- 15,2 +1.iO +2,2 +3,0 +3,7 +5,1 +6.i2 
nemingen 

'15,9 +0,3 +1,5 +2.93 +3,0 +4,4 +5,5 van y 
16,7 0 r.· - ':> +0,7 +1,5 +2,2 +3,6 +4,7 
17,8 -1,6 -0 4 j +o,4 +1,1 +2,5 +3,,6 

---
Wij rangschikken nu de verschillen naar opklimmende 

grootte en bepalen de aantallen a en b boven vermeld: 

a b a b a b a b 

~· '1 '6 1 35 +'1, 9 1 25 +4,4 1 12 +6,4 1 ·, 
.) 

··0,5 1 34 +2,2 2 23 +4,6 '1 11 +7, 1 1 2 

··O, L\. '1 33 +2,3 1 22 +4-, 7 1 10 +7,8 1 1 

+0,3 1 32 +2,5 '1 2'1 +4,9 1 9 +8,9 1 0 
+o, J-1- 1 31 +3,0 2 19 +5,1 1 8 

+0,7 1 30 +3' '1 1 '18 +5,5 1 7 
+'1,0 '1 29 +3,6 2 '16 +5,7 1 6 
+'1, 1 1 28 +3.i7 2 '14 +6,o 1 5 
+1,5 2 26 +3,9 '1 13 +6,2 1 4 

Wij vinden nu: 

voor d = 6,o: b1 
I _l_ ,::i = 5½ 1 T 2 ~, 1 

voor d.1 = 6,2: b' + _'l_ "1 I = 41.. 
1 :2 C. 1 2 

b -1 5 = UOJ)025 dus c)<:'. d1 ::::: 6,o 

voor d 0,7; b2 + 1 30½ ::::: 2 82 = 2 
voor d' 2 = o,4~ b' 2 + ba2 = 31·} 

b' 2 = 31 = mn ... 
uo,025 dus S> d2 = 0,7 

.. 3 ·-

Het tweezijdig begrensdebetrouwba:arheidsinterval wordt 

c1us: 

+o , 7 ..:::::. c.5 < +6 , o . 
N.B. De feitelijke eenzijdige overschrijdingskans van U = 5 
bij m = n = 6 is O.i02. Bij een onbetrouwbaarheidsdrempel o,oh 
zouden wij dus hetzelfde interval gevonden hebben. Het ver­

dient aanbeveling om deze kleinst mogelijke onbetrouwbaarheid 



op te gevenJ aangezien deze aanzienlijk lager kan zijn dan 

de voorgeschreven waarde. 

In vele gevallen kan de waarde van U£ alleen biJ bena-

c1ering bepaald word en (Zie [1]) In die gevallen gelden 

de betrouwbaarheictsgren2en uiteraard ook alleen bij benade­

ring, 

2. Betrouwbaarheidsinterval bij aan aantal paren steekpro<;;verL 

Gegeven zijn k paren stochastische grootheden ~1 JY1 
(i = 1,., .... ,k). Wij beschikken over onderling onafhanke­

lijke steekproeven van ieder van de grootheden: 

x. 1 , .... x. van x.} 
l, l 9 ni -l ( i ::::: 

Y11 , •••• y. van y. 
, 1 3 mi -l 

1, ..... .,k) 

Er w0rdt ondersteld, dat x 1 en y. verdelingen hebbenJ 
- -l 

die alleen in hun gemiddelden kunnen verschillenj terwijl 

deze verschillen dan vooralle i gelijk zijn. Dus: 

'f' x. - Y! y. = S (i == 1, .... .,,k) G-1 c,_l 
en x. en y. + J hebben dezelfde verdeling ( Deze verdelin~ 

-l -1. 

behoeft voor verschillende waarden van i niet hetzelfde te 

zijn). 

Gevraagd wordt op grand van de steel-<:prceren een betrouw­

:Jacrheidsinterval voor· J, met onbetrouwbaarheidsdrempe1 C>Z tE-: 

bepaJ.en. 

Deze vraag kan worden beantwoord met behulp van een 

combinatie van k onderling onafhankelijke toetsen van WIL­

COXON, De methode van het combineren van onderling onafhan-
( t.,. 

kelijke toetsen wordt behandeld in memorandum S 102 M 17,. 
Men kan daarin het volgende vinden: Zij c1 (i = 1, ..... Jk) 

een gegeven constante en u1 (i = 1, ..... ,k) de toetsingsgroot­

heid U van WILCOXON voor het paar steekproeven x11 , .... ,x1n,; 
, l 

YJ 1 " ' ' ' . J y · n- :; 
·. l, l 

dan heeft 

onder de hypothese H 
0 

verdeling hebben, bij 
k 

gemidde lde : 2:_ c.. J.1.-. 
L=1 L / C 

k 

T = 1S c_,. Ui: 

dat voor iedere 1 x. en y. dezelfde 
-l -l 

benadering een normale verdeling met 

en variantie 

+ 1) 
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(cventueel met een- correctie van gelijke waarnemingen, zie 

memorandum S 47 (M 7) ), de verwachting resp. de variantie 

onder H voorstellen van de toetsingsgrootheid U .. Indien 
0 -l 

wij kiezen c1 = c2 = .... - ck~ 1, kan men hieruit onmid-

cl.elijk de verdeling van l = f ui onder de hypothese Ho 

afleiden, dus ook de grootste waarde ~ , die T kan aannemen 

en waarvoor geldt: 

PIT=:T )H~}<[ 'L-- t. 0 

Voor de hepaling van het betrouwbaarheidsinterval 

gaan wij als volgt te werk: 

1. Bepaal alle it,_ m1n1 verschillen van een waarneming van 

~i en een waarneming van de overeenkomstige stochastische 

grootheid y. j 
-l 

2, Rangschik de verschillen naar opklimmende grootte; 

3. Bepaal voor ieder verschil x1 j - y 11 : 
a= het aantal verschillen, gelijk aan dat verschil 1 

b = het aantal verschillen, grater dan het verschil. 

Men gaat verder geheel te werk als beschreven is in 

par. 1 voor ~~n paar steekproeven, met dien verstande dat 

men voor Ud moet le zen TQ\ . 

Voor'beeld: 
tc = 2 

waarnemingen van x1: 5,65 6, 20 5,05 5,50 
II 11 

y1: 3,00 3,15 2,85 3,20 
Ii I! 

2S.2: 7,05 8,40 7,35 7,60 
11 fl 

y2: 3,95 5,65 4,35 3,95 
-~+_evraagd: wordt weer een tweezijdig begrensd betrouwbaar-• 
he ids interval voor S = 'f, -6 _ C, y. bij een onbetrouwbaarheids-, _,. 
drempel d.. = 0,05. 
9P_lossing: Wij vlnden met behulp van een tabel van- de ver-­

deling van de toetsingsgrootheid U voor de kritieke waar­
den: 

-I e11 
0,Q 2.5 
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(deze kritieke waardcn zijn niet bepaald met behulp van boven­

beschreven benadering, doch afgeleid uit de exacte verdeling 

ve n U 1 + _"Q.2 s die in d:L t geval gemakke li jk te bepalen is) , 

Wij rangschikkcn de x1 en y1 waarnemingen weer naar op­

klimmende grootte en bcpalen de verschillen: 

Tabe 1 der ver.23_chillen x1 j-=-Xil-;-

waarnemingen van y1 
2,f35 3.:i -- 3,15 3,20 

5.905 2,20 2,05 1,90 1,85 
W2!}r- 5,50 0 65 '--.:i 2)150 2,35 2,30 

nemingen 
5,65 2 1 EW 2,65 2,50 2, 1~5 van X 

--1 6,20 3,35 3,20 3,05 3,--
·-· 

waarnemingen van y 2 

3,95 ( 2) 1+ .i 35 5,65 

7,05 3,'10 ( 2) 2,70 1, !J,O 

waar- 7,55 3,60 ( 2) 3,20 1,90 
nemingen 7,60 3,65 ( 2) 3,25 1995 

van _2<; 2 8, ~-0 ii L1.5 
' ' ' 

(2) 4,05 2,75 
---·~ 

(tlaarnemingen en verschillen waarachter het cijfer (2) ver­

mcld is komen 2 meal voor). 

WiJ rangschik:kcm nu de verschillen naar opklimmende 

~rootte en bepalen de aantallen a en b gedefinieerd in par.1: 

a b C:1 b a b a b 

lfO 1 31 2,30 1 24 2,75 '1 16 3,25 1 8 

35 1 30 2,35 1 23 2,80 1 15 3,35 1 7 

90 2 28 2, ~5 1 22 3,-- 1 14 3,60 2 5 
,95 1 27 2,50 2 20 3,05 1 13 3,65 2 3 

2 ,05 1 26 2,65 2 18 3,10 2 11 4,05 1 2 

2 s 20 1 25 2,70 1 17 3,20 2 9 4,45 2 0 

- ... ---~-
1/ITij vino.en nu: 

voor d = 3,60 b -l- ~~a = 6 1 1 ,_ 1 
1, d' 3,65 bl -\- _Ir') j - 4 = ~?. CL,.,-1 1 

b1 == 5> 1,015 = 
), dus 6< d' == 3,65 -, 

1 



~ 

,. 

voor d2 1995 b = 2 
II a1 1,90 b' = 2 2 2 

b' - 28 = 2- 'Yn 2 i =1- ' 

+ 
+ 
r7 ,. 

} 

-~yc2 ---

±o~ = c 
_T ;::: 

01 0.25 

27½ 
29 
28 dus J > d 2_ = 1, 95. 

-·7 .. 

Het tweezijdig begrensde betrouwbaarheidsinterval wordt 
du,s : 

1,9s .:==. J < 3, 6s 

11teratuur: 

f 1]I-LR. VAN DER VAART Gebruiksaanwijzing voor de toets van 

WILCOXON, Rapport S32 (M 4) van het 

Mathemat isch Centrum 2e drl.J )( 1952, 


