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1. Inleiding 
Een zuiveringsproc~d~ voor een serum zal op grate sc al 

warden toegepast. Het is daarom van belang de voorwaarden, waar­

onder dit zuiveringsproces zal werken, zodanig te kiezen~ dat 

het geheel optimaal verloopt. Wat in dit geval met "opt al 11 

wordt bedoeld, zal verderap worden aangegeven. 

De factoren, welke invloed hebben op het verloop van de 

zuivering zijn: 

Eerste stadium: 

zuurgraad (pH) 
temperatuur 

tijdsduur 

hoeveelheid toegevoegde pepsine 

Tweede stadium: 

hoeveelheid toegevoegde (NH4) 2so4 
zuurgraad (pH) 
temperatuur 

tijdsduur 

Derde stadium: 

zuurgraad (pH) 

Op grand van chemische overwegingen kan 

Z1 

T-r ( oc) 

-t"I ( l"h i 11.) 

p 

a 
z2. 
T2. (°C) 

t2. (1"n1h) 

Z3 

het onderzoek eerst 

apart uitgevaerd warden vaar de eerste twee stadia, terwijl daarna 

de laatste factor kan warden onderzocht, uitgaande van de aptimale 

candities voar de eerste acht factoren. 

Zowel na het tweede als na het derde stadium warden gemeten: 

1. de opbrengst O aan gezuiverd serumJ en 

2. de reinigingsfactar R van het gezuiverde serum. 

De reinigingsfactor moet minstLnrr een bepaalde waarde R1 
hebben, wil het product een acceptabele kwaliteit bezitten. Boven­

dien is het praces van dien aard, dat R daalt, indien de factoren 

zodanig gewijzigd warden, dat O stijgt. Het is om deze redenen, 

dat optimale condities in dit geval gedefinieerd moeten warden als 

die waarden van de negen factoren, waarbij O maximaal is, onder de 
Jt-voorwaarde dat Reen bepaalde waarde R (~ vaorgeschreven minimum 

waarde) heeft, 
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2. Experimenteertechnieken 
Het type van probleem, zoals dat in de inleiding gesteld is, 

komt in de chemische technologie zeer veel voor. Aan de hand van 

een eenvoudig voorbeeld zal warden aangegeven hoe men in het al­

gemeen in deze gevallen optimale condities kan vinden. 

Stel, men heeft een proces, dat slechts van twee factoren 
afhankeli jk is, bijvoorbeeld ti jdsd1,mr T, en temperatuur t. 

Bij elk gekozen stel waarden van Tent kan een experiment warden 

verricht en die grootheid gemeten warden, welke men wil optima­

liseren. Deze grootheid noemen wij een responsie; dit kan al naar 

gelang van het probleem een opbrengst of productiekosten, e.d. 

zijn. In een diagram als figuur 1 kan de gemeten responsie als 

50 - - - - - - - - _., 59, 2 
I 

60 

(minuten) 

een staafje, loodrecht op het vlak 

van tekening warden uitgezet. Doet 

men dit voor zeer vele combinaties 

van ten T, en ziet men hierbij af 

van de fluctuaties in de responsie, 

die bij herhaling onder gelijkblij­

vende omstandigheden optreden (waar­

nemings- en proces-onnauwkeurigheden), 
dan vormen de toppen van deze staafjes 

figuur 1 een oppervlak: het responsie-opper­
vlak. In figuur 2 is een dergelijk oppervlak aangegeven door de 

lijnen van gelijke responsie ( 11 ogtcllj,wn 11 ). Het doel van het 

onderzoek is nu de coordinaten van hct punt Ate bepalen. 

_____ w 

-t 

Tot voor enkele jaren ging men in 

het algemeen op de volgende wijze te 

werk (zie (1] en [s] ) . 
Van de factoren warden er k-1 

constant gehouden en bij verschillende 
waarden van de kde factor experimenten 

' uitgevoerd. Men houdt dan die waarde 
voor de kde factor aan, die een zo 

groot mogelijke opbrengst geeft (dit 
fig, 2. Responsie-oppervlak behoeft niet precies een der waarden 

voor twee factoren. te zijn, waarbij een experiment ver-
richt is). Men voert nu een volgende serie experimenten uit, waar­

bij ~ender andere factoren gevari~erd wordt. Indien men op deze 
wijze achtereenvolgens de k factoren alle eenmaal gevari~erd heeft, 
is de eerste fase van het onderzoek voltooid. Voert men enkele 
van dergelijke fasen uit, dan zal men uiteindelijk tot waarden 
van de factoren geraken, die niet veel verschillen van de optimale 

waarden. De eerste fase van een dergelijke experimenteertechniek is 

weergegeven in figuur 3 voor het geval k = 2. 
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fig. 3: de "een factor per keer 11 methode. 

De methode van de 11 een factor per keertl is evenwel zeer 

kostbaar en tijdrovend. Bovendien zijn gevallen denkbaar, waar­

bij men in het geheel niet de optimale waarden van de factoren 

bereikt, of zelfs benadert. Een belangrijke verbetering is moge­

lijk door toepassing van een methode, die enkele jaren geleden 

ontwikkeld en beschreven is door G.E.P. BOX (zie [1], [2] en [3] ). 
Men kan een responsie-oppervlak, zoals bijvoorbeeld aangegeven 

in figuur 2, opvatten als een berg, waarvsn men zo snel mogelijk 

de top wil bereiken, Het zal dan duidelijk ~ijn, dat men bij 

voorkeur zich loodrecht op de hoogtelijnen zal willen bewegen, 
om op deze wijze langs de kortste weg naar de top te komen. 

Bevindt men zich (zie figuur 4) in een punt B, dan kan men, 

met B als centrum sen serie experimenten uitvoeren. Aan de bij 

deze experimenten gevonden waardenvan de responsie past men een 
oppervlak aan. 

In het algemeen zal het responsie-oppervlak een zeer inge­

wikkelde vorm hebben, maar indien de experimenten slechts een 

klein deel betreffen van het gebied, waarover de factoren ge­

varieerd kunnen worden, zal in het algemeen het responsie-opper­

vlak plaatselijk goed door een eerste of tweede graads oppervlak 

benaderd kunnen warden. Uit de algebraische vergelijking van dit 

aangepaste oppervlak wordt dan de richting bepaald, waarin men 

kan verwachten 1 dat het optimum zich zal bevinden. Na verplaat­

sing over zekere afstand in deze richting zal men dan opnieuw 

experimenten uitvoeren. Indien men zover van het optimum ver­

wijderd is, dat het responsie-oppervlak goed door een plat vlak 
te benaderen is, komt het bepalen van de richting van het opti­

mum neer op het bepalen van de steilste weg (zie figuur 4). 
Het is deze methode, die zal worden toegepast bij het vinden 

van de optimale condities van het serumzuiveringsprocede. 
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Figuur 4: De steilste weg naar het optimum 

3t Proefopzet voor de e~rste fase 
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.Als proefopzet voor de eerste fase van het onderzoeK worot 
voorgesteld een 7t deel van een 28 factori~el schema in duplo 

(zie [3] en[~.] en het als bijlage aan dit tlap.port toegevoegde 
memorandum S 170 (M 74)). Het schema is ook op te vattbn ala een 

volledig 2 4 schema voor de factcren z 1 , 1 , t, en p , wn j 

vervolgens de overige 4 factoren verstrengeld zijn met de 4 
derde orde interacties van de eerstegenoemde 4 factoren, Dit 

kan men ook aangeven met de groepsrelatie~ 

eenheid = 1235 = 1246 = 1347 = 2348. 

Dit schema ie in Tabel I gegeven in de volgorde waarin de experi• 

menten zouden kunnen warden uitgevoerd. Alle fectoren warden op 

twee niveaux in het onderzoek betrokken. De keuze van de waarden 

van de factoren, die ge,,ssocit!erd zullen worden met ~eap $ +1 en 

-1 zal nog moeten worde~ gedaan. Deze keuze is uiteraard gelijk­

waardig met het vastle n van de waarden van deze factoren in 

de oorsprong van het scllem2 en d.e grootte van de eenheid. Kiest 

men bijvoorbeeld voor de eerste factor als oorsprong pH~ 3,2 en 
als eenheid 0,3 , dan zullen de +1 en -1 voor deze factor 

T2bel I overeenkomen met resp. 3,2 + 0,3 = 3,5 en 3,2 - 0,3 = 2,9. 
Wij zouden willen aanbevelen, de keuze van de oorsprong en de 

eenheid met zorg te doen geschieden, daar van een goede keuze veel 

kan afhangen. De eerste fose van het onderzoek is in hoofdzaak 

geric ht op het ve1•kri jgen van informat ie over de grootte van de 

optredende effecten, en over de aard van het aan te passen opper­
vlak. De groott~ van de effecten wordt zeer sterk be!nvloed door: 

1. de eenhe~d, die voor de betreffende factoren gekozen wordt 

en 2. de afstrad van de oorsprong tot het optimum. 
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Tabel I: Voorgestelde proefopzet 
( 1 X 28 
16' schema in duplo en in aselecte volgorde) 

experiment 

nummer factor: z1 T1 t 1 p a z2 T2 t2 

1 +1 -1 +1 --1 -1 +1 -1 +1 \ 
\ 

2 -1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 +1 

3 -1 -1 +1 -1 +1 -1 +1 +1 

4 +1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 -1 

5 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 

6 -1 +1 +1 -1 -1 +1 +1 -1 

7 +1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 -1 
8 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 

9 -1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 -1 

10 +1 +1 -1 +1 .... ,, +1 -1 -1 

11 +1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 -1 

12 +1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 

13 +1 -1 -1 -1 +'I +1 +1 ... 1 

14 -1 +1 -1 -1 +1 +1 -1 +1 

15 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 

16 -1 +1 -1 -1 +1 +1 ... 1 +1 
17 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 

18 -1 -'1 +1 -1 +1 -1 +1 +1 

19 -1 +1 +1 -1 ... 1 +1 +1 -1 

20 -1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 +1 

21 +1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 -1 
22 -1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 +1 

23 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 
24 +1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 

25 +1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 -1 

26 +1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1 

27 -1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 -1 
28 -1 -1 +1 +1 +1 +1 -1 -1 

29 +1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 

30 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 

31 -1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 +1 

32 -1 -1 +1 +1 +1 +1 -1 -1 
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Indien de eenheden te klein gekozen warden, bestaat de 

mogelijkheid, dat de optredende effecten door de waarnemings­

onnauwkeurigheden niet ontdekt warden. Worden zij te groat 

gekozen, dan zal een te groat deel van het mogelijke variatie­

gebied van de factoren in het onderzoek betrokken warden. In 

dit geval zal veelal een oppervlak van hogere graad aangepast 

dienen te warden, daar een plat vlalc geen voldoende goede be­

nadering het responsie-oppervlP~ ter plaatse is. Omdat voor 

het aanpassen van oppervlakken van een hogere graad relatief 

veel experimenten nodig zijn, is het van belang de eenheid 

vooral niet te groot te kiezen. 

Daar in het betreffende geval weinig bekend is over de 

optredende effecten is het aantal experimenten voor de eerste 

fase van het onderzoek zeer klein gehouden 9 zodat zonder hoge 

kosten een gedeelte hiervan eventueel met een andere keuze 

van eenheden kan warden herhaald. 
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O. Inleiding 
Door het uitvoeren van experimenten volgens een factori~el 

schema kunnen de uitwerkingen van een aantal factoren lijk-

tijdig bestudeerd worden. j zullen dit laten zien aan de hand 

van een eenvoudig voorbee1d. 

Stel, de proefopzet, die uitgevoerd is (of zal warden), 
'") 

is een 2~ factori~el schema, d,w.z. er zijn drie factore die 

ieder op twee niveaux bij de experimenten betrokken wo~den. 

In totaal warden er dus 23 = 8 experimenten verricht waarbij 

voor elk van deze 8 experimenten een andere combinatie van de 

twee niveaux van de drie factoren gebruikt wordt. 

De eenheden, waarin de niveaux van de factoren uitgedrukt 

kunnen warden, zijn vrij te kiezen. Door invoering van schaal­

factoren kan dit zodanig worden gedaan, dat het hoge niveau van 
een factor door +1 wordt aangegeven, en het lage niveau or 

-1. Met deze keuze van schaalfactoren is een 23 factorieel 

schema voor te stellen door een kubus, waarvan ieder hoekpunt 

correspondeert met een der experimenten (zie figuut 1). 

/ 'r - - - - - - -f,) 
/ / 

_.,.,. I / 1 
/ ' / 

t"-::'.: _ ·- - - I_ - -qr'.,,-
I I I 
I 

'J 

Figuur 1: een 2...,, fectcrii:?el 

Oak kunnen wij een programma-

matrix aangeven, d.w.z. een matrix, 

waarvan de u-de rij de coOrdinaten 

aangeeft van het punt correspon­

derende met het u-de experiment. 

In dit geval is de programmamatrix 

schema. 

1) Dit memorandum is sJschtP hs eld ter ori~ntatie en streeft 

niet naar vollcrlisheid of volle~ige exactheid. 
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+1 +1 +1 
+1 +1 -1 
+1 -1 +1 

p +1 -1 -1 (0, 1) = . . . . 
-1 +1 +1 
-1 +1 -1 
-1 -1 +1 

-1 -1 -1 

Het mathematisch model 
Geven wij een waarneming aan met y 2 }, dan wordt voor een 

3 ~ 
2 factorieel schema uitgegaan van het model, dat de Lu 
(u = 1, ... ,8) onderling onafhankelijke stochastische variabelen 
zljn met mathematische verwachtingen 2u , dus: 

n ,~ 
·lf.J. -1- .!ic. ( 1 • 1) 

waarbij dus E _'.:14 ,. 

maakt wordt: 
waarbij bovendten een onderstelling ge-

( 1 . 2) 

Voorts wordt de 7 .. als volgt opgebouwd gedecht: 
?u. ::::: µ.,. Xou. + fa, X,u + fa2. '12.,_ + P;,, Xau -J- fii?. :(11.1. X2u. + µ,3 -X, .... X2u. + 

+ Pu x~..,_ X.:,.w. + fa123 )(Jt,_ X1LLXjlt. ( '1.3) 
hetgeen geen enkele beperking oplegt aan de waarden, die de 

?u kunnen bezitten. 
Hierin noemen wij: 

fao = he t ge mid de lde 

..A,J.i = het i-de hoofdeffect 

,,,,u.,J= de i.,j interactie (een interactie van de eerste orde) 
_,,u0J..= de i, j,k interactie ( 11 11 11 11 tweede 11 ) 

Verder is: 

en voor i = 1,2,3 

I +1 als de i-de factor bij het u-de experiment op het +1 
niveau gehouden werd 

X· -
tu.- -1 als de i-de factor bij het u-de experiment op het -1 

niveau gehouden werd. 

2) Een stochastische grootheid is een grootheid, die een waar­
schijnlijkheidsverdeling bezit. Stochastische grootheden 
warden door onderstreepte letters aangegeven; dezelfde let­

ters niet onderstreept worden vaak gebruikt voor waarden, die 
zij aan kunnen nemen of aangenomen hebben. 
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De interpretatie van (1.3) is dat men de verwacht van 

een waarneming opgebouwd denkt uit een gemiddelde waarde en een 

aantal bijdragen van de factoren: de hoofdeffecten.Daar evenwel 

de effecten van twee factoren veelal niet onafhankelijk zijn, 

moet men teneinde de hoofdeffecten te kunnen optellen 2 h rbij 

een correctiefactor invoeren, de interacties. Een interaotie 

tussen factor 1 en 2 betekent, dus dat factor 2 bij een experi­

ment., waarbij factor 1 op het +1 niveau betrokken is> een andere 

invloed heeft, dan bij een experiment, waarbij factor 1 op het 

-1 niveau gehouden werd. 

In 1 . 3 is ?u. u i tgedrukt tn _AJ." , /ut l M 2 , /u 3 .) ,t.,c ,1 , fi<. 13 , 

Ma.t enµns • Gebruik makende van enkele bijzondere eigen­

schappen Van de factoriele proefopzetten kan men ook ieder der 
,M 1 s uitdrukken in de rz 11 , Zoals nl. uit de definitie van de 

Xi1Lvolgt) kan de u-de rij van de programmamatrix (0,1) scht'evem 

worden als 

( XI u )( 2 14 X Ju ) 

Hieruit blijkt dan, dat voor i = 1,2,3 en j = 0,1,2 en 3 
geldt: 

8 

T 
(..(.::;; 7 

X.;...,_ = 0 

8 

_j_ i-
8 u.:::? 

= 1 ( 1 . 4) 
en als i -I- j 8 

I X l·u. X ;·u = 0 
kl =1 

Vermenigvuldigt men 1.3 rechts en links met en sommert men 

over u, dan is in verband met ( 1. l~) : 
9 8 

""\' \- ( 
(~ x.lu. '7.LL - iS \ Xc,u. X,._,_J--1.o + X,~/,UI + x, .. X-2.<..c .,Ll.2. + X,u X'-3u.l.1..3 + 

8 /J.1 
/ 

Op analoge wt,jze verkrijgt men: 

8 

,;<-,t J. I 
o = 8 L<c=1 ? Lt 
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/(._(1 
I I XII.I. '?u. = 8 LI~ 1 

ll 

,,,M,;z. = ..L r xw '! .... g 1.,:::1 

/l-l3 = I i X 3u rz .... 8 ... , 
{y 

, .. ,,{,,(.,a. I L x,"' x2,. 'l .... (1.5) = 8 l.(.~, 
& 

,,,,,ll. 13 
I r X It.< '),( 3,,, 'l, ... -:::, 

Xi «•I 
l} 

/,U a3 = I L X1.~ X:1,.,_ 7 .... 8 ..,.., 
8 

_,,.lt.,:1.J .!.. "'- XII,/ Xii. X31,. tz..., = L.. 
8 &ll./ 

Men kan aak direct na ( 1 .1) deze µ's volgens ( 1. 5) definieren 

en vervalgens aantanen dat (1.3) geldt. 

Schattingen van de effecten 
Uitgaande van de waargenom~n waarden j .... zullen nu schattingen 

van de effecten warden berekend. Deze schattingen zullen wij 
met een ·m met overeenkomstige indices aangeven. 

Allereerst zullen schattingen voor de~~ berekend warden, 

daar indien deze bekend zijn uit (1.5) de schattingen voor de 

effecten volgen .. Volgens het principe der kleinste quadraten 
"'I: 

ktezen wij de schattingen Yiu van Yu zodanig, dat 
f 

8 

Q =:a 6 ( i u - ,.,_~)2 
minimaal wordt. Zoals zonder meer in te zien is, wordt Q mini­

maal (en wel gelijk aan o), indien vaor u ~ 1, ... ,8 ... 
lfa = LJ<,, 
o' I 

waarnemingen <1 dus de beste 
(2.1 

schattingen Volgens (2.1) zijn de 

van ~ u. • Invoering in 
. , ..... 

( 1. 5) gee ft dan voor de schattingen van de 

a 
mo 

I L (U - ~ Lt. J 

~ 

rn1 
I I x,..,. ';)11. "' ] LI.:;, I 

I} 

l'Ylz 
I I. X2., ~ .... .::: 
~ , ... , 

fn3 = .!. t X' ~4 ~ ... a IA~I ( 8. 2) 

rn ,i ... l i X ILL X2,...., t,, 
/y t-U I 

~ 

l'Y'l 13 = J.. I X ll( X ~I-< 
~'1. ., 4.~1 

/j 

t'r!n .!. ~ X 2.u X :i ... lt .... -= L 
J IA.> I 

t .f 

rn t 'J.~ =- .l. L x ..... x2 ..._ xJ .. 1.,. 8 "" 
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Uit deze uitdrukki~gen blijkt dat de schattingen op zeer 

eenvoudige wijze te verkrijgen zijn. De m1 wordt bijvoorbeeld 

verkregen door de ~~ een + of een -teken toe te kennen naar 
t 

gelang de 1e factor op het hoge of het lage niveau bij het 

u-de experiment betrokken is, daarna over deze waarden te sommeren 

en door 8 te delen. De m12 wordt op analoge wijze verkregen; in 

dit geval krijgt de 1~een + of een - teken, al naar gelang 

X,., x:i.u +1 of -1 is. De berekening van de schattingen verloopt 

dan ook zeer eenvoudigJ indien men gebruik maakt van de program­

mamatrix, 

naar alle waarnemingen een inhaerente waarnemingsonnauwkeur1g• 

heid bezitten, kan uit het simpele feit van het verkrijgen 

van een getalwaarde voor m1 , ... m123 nog niet besloten warden 

tot het bestaan van systematische hoofdeffecten en interacties. 

De variantieanalyse biedt evenwel een mogelijkheid dit nader te 

onderzoeken. Hiervoor wordt verwezen naar de handboeken op dit 

b - d 1- -1 -, i- 2-i 1- 5-l ' b d' d 1' t t ge 1e. o.a. I_ 1J, L j en L 'J, waar1n oven 1en ver ere 1 era uur-

verwijzingen zijn opgPnomen. Ind1en hij toetsing hijvoorbeeld 

blijkt, dat behoudens een zekere (kleine) onbetrouwbaarheid 

aangenomen moet warden, dat er een interact:Lc m'1 2 aanwezig is als 

systematisch effect, dan wil dit zeggen, dat de eerste factor en 

de tweede factor niet onafhankelijk werken. 

De schattingen, die op hierboven beschreven wijze berekend 

zijn, hebben enkele eigen,3chappen, die hier slechts kor•t zullen 

warden aangegeven. Zoals alle kleinste quadraten-schattingen 

zijn zij zuiver. BovendiPn zijn zij onderling ongecorreleerd. 

Is bijvoorbeeld mA zeer g~oot en mn en m~ zeer klein, dan toch 
I c. .J 

warden de schattingen van 2 etc. hier niet door beinvloed. 

Deze eigenschap hangt zeer nauw camen met de orthogonaliteits­

relaties (1.~) en men z0gt daarom wel dat alle schattingen 
11 orthogonaal 11 z ijn, Door deze e igenschappen en door hun eenvoud 

zijn factor·iele schema I s proefopzetten_, die zeer bruikbaar zijn 

o.a. voor industri~le experimenten. 

De schattingen (2.2) krijgen een zeer eenvoudige vorm in­

dien men van matrixnot~tie gebruik maakt. Hiertoe definieert men 

de matrlx X als volg~: ce u-de rij van X bestaat uit de elementen 

(u == 1,,.,;8) 

XOLl X llt X,_,,_ X, lt X,it.X\u X It< x'} L(_ X o.u \iH X,« X,_., X::i"- ) 

De kolommen zullen wij 3,angeven met: 

( E) CI> (~. '..:.,: (1 '.2...) {13} /'2. 3) (/2 3) 
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Uitgaanie van de r·atrix p vinden wij dan: 

(E) ('1) ( 2) (3) ('12) ( 13) (23) (123) 
/ 

+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 

+1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 - 1 

+1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 -1 

X +1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 (2.3 == 
+1 -1 +1 +1 -'] -1 +1 -1 

+1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1 

+1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 

+1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 
./ 

Wij verstaan onder een vector een kolomvector en geven een 

(dus ' rijvector aan als de getransponeerde kolomvector als a). 

Definieren wij 

_../U..\ =::: ( /l,,._O > /.(__,£1 > /l.{ :Z. > //.,(_ 3 , ~ 12. , /,{_,{· I) > ,./4.l 2.3 , ,/./412.~ ) 

terwijl de overeenkomstige .s.c-rwttingen aangegeven warden door 
I 1·r, 
\.._ 0 J . , n-, 12..3 ) 

Is voorts de vector der waarnemingsresultaten: 
. l/ {J ) 

) (' 
LJ' :: / Cf (/ '- d I ) 

dan gaat (2.5) over in: 
' 2.4 m= ~Xd 

Bij een 2k experiment is het aantal uit te voeren experi-

menten zeer g~oot, als k niet al te klein is. Om het aantal expe-
rimenten binnen redelijke grenzen te houden kan men op de volgen­

de wijze te werk gaan: 
1 2k- 1 ~ ·t d k d f t d . t li . een sc1£ma u1 voeren en e - e ac or oor vers renge ng 

bij het experiment betrekken (Engels: confounding) 

2. van eer; 2k schema slechts een gedeelte> bijvoorbeeld de helt't 

uit te voeren: dit leidttot partiele schema's (Engels: frac­

tional designs) 

3. Verstrengeling 
Stel men wenst ue i~vloed van vier factoren te onderzoeken. 

Men kan dan een 23 fa~torieel schema uitvoeren, waar de 4e fac­

tor verstrengeld is met een van de interacties van de -eerste drie. 
Men kan dit bijvoorbeeld doen door in de matrix P, een ni~uwe 
kolor:: in te voege:1 waarvan ieder element hetzelfde teken heeft 

als het prod:.1c t van dP e lementen op d ieze lfde rij in de eerste 
drie- kolommen. Men ve:ekrijgt op deze wijze een nieuwe programmama­

trix E' 1 , 
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/ 
+1 +1 +1 +1 
+1 +1 -1 -1 
+1 -1 +1 +'1 

pt +1 -1 -1 - 1 ( 3 .1) ::::: 

-1 +1 +1 +1 

-1 +1 -1 -1 
-1 -1 +1 +1 

-1 -1 -1 -1 

Bij het u-de experiment houdt men de vierde factor op het +1 
(resp. -1) niveau als in de programmamatrix op de u-de rij en·\ 
vierde _kplofr\, een +'l., r.esp. -'1 voorkomt. 

Uit de wiJze., waarop de vierde factor werd ingevoerd blijkt,. 

dat voor elke u geldt : 

Men geeft dit aan door de z.g. groepsrelatie: 

11 = 22 = 33 = 44 = 1 2 3 4 = eenheid. 

( 3. 2) 

(3.3) 

Indien men de laatste gelijkheid in(3.2) links en rechts met 

x,..._vermenigvuldigt, is: 
'l. 

X,« X:i. .... X. 3 ..._ ><"' ... = X ,--... 
of daar (wi::er volgens (3.2))·><~"'- = eenheid, geldt: 

l<'2...._ X3,,_ X11,i "" X '"'- , 
Op gelijke wijze vindt men: 

X"< X2.u X J1-t.. "" X'-1.., (J.4) 
X,..,_ Xi,., Xq,,._ :::: X3 ,.._ 

en X,L(. Xi ... , x.., ... == Xi.Lt.. 

Het model voor een volledig factorieel schema met 4 factor is; 

(naar analogie van 1.1 en 1.3) 

4 = l u. '( l< + :: ... 
en E 

qu :: Po Xou + fa, x,u + A2. Xz. tt. + ✓-Ui X31.t + µ,_, ;{ 1-/u. 

+ + /-l;s~ X.su X,.,u + fol 12. 3 X1t,. X:zu X3.,_ -I- • • + 

( 3. 5) 

Uit de relaties (3.4) volgt, dat (3.5) voor het geval dat de vier­
de factor op de bovenbeschreven wijze geintroduceerd is, ook kan 

worden geschreven als: 

7 u. = ( µo + / 4 12.3 'I ) X OL< + ( ,)A_,+ .,,U.:1.3 ,_, ) X ILL + C,l.fa + ,,,U 1-3.y ) X IH<. + 

+ ( µ'3 -1--- /u 12.:e) X.3u. + (/--£,2. +- ,,U34 ) X,,_,_ X2!«- + ( p,3 +- /--<a.y) x,uX_,I,(.. + 

+ ( /--l.2..3 + ~II./ ) X2..~ )<3<L -1-- ( µ 12.3 -1-- .,,u...,) X , • .x~ .. .X3..._' ( 3 .6) 
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Op dezelfde wijze als in 2 kunnen de /l'.s-uitgedrukt worden :tn 

de y's: 

V 

+ 
I I 17.,_ ~o ... µ 12. J.q = 8 u~t l 

& 

__.,(,.l 2.34 
I I. XI'-', tz" _,/4<., + "" 8 .... , 

9 

_,/4-( z. .,.,Le 13'-f 
I E X t« tz .. + = ~ IA: 1 

!? 

/-l<. 3 
I r X 311 + _ .. /4.<. I ct_ 'I -- 8 '( ... 

Lf::-1 

8 (3~7) 
~,./l.( 12. 

I E x ..... x ,.'"'" rz .. + _,..,/.,(, 3 ',I -- 8 l,t:-1 

I? 

/;U_IJ + I ? x, .... x.,'-l 12 ... .,,.u a.r,, -- 8 ~-;-; 

i 

., ... -l..t. 2.J 
I ;i~ x-z ..... )(Ju. ~" + _,.,,U It../ -··- 8 «:::-' 

r 
.;.. _,,l,{,.,, I s:;-·--

x,'-'l , ....... ll 12.~ - 2- ){zu X3.., Y/_.,. -·- f ..,. 
v..:-J 

Dus in dit geval zal men, indien men voor ?~ de sehattingen,~il'l­
voertJ volgens 3.7 niet alle .,,..u;apart schatten, maar twee aan 

twee bij elkaar. 
Zo bijvoorbeeld schat men de som van /u, +_,.,/4<2.i1,1, en men 

kan uit deze acht experimenten niets meer te weten komen over 

__ .A./4, en_,....u2.J 4 apart. Men zegt dan dat,,..l-t, en.,.l<:o4 verstrengeld zijn. 

Men ziet dus uit 3.7 dat elk effect verstrengeld is met een an­
der effect. Door vermenigvuldiging van de indices van een effect 

met de groepsrelatie (3.3), verkrijgt men de indices van het 

effect, dat ermee verstrengeld is. Zo is bijvoorbeeld/A-l1~ ver­

strenge ld met/LAN , daar '12. '1234 = 34. 

Het gebruik van verstrengeling is meestal dan slechts zin­

vol, als van de met de hoofdeffecten verstrengelde interacties op 

redelijke gronden aangenomen mag worden, dat zij zeer gering of 

afwezig zijn. 
Het zou in dit verband te ver voeren, de verschillende 

methoden van verstrengeling te bespreken. Men wordt hiervoor ver­

wezen naar de bestaande handboeken. 

4. Partiele schema 1 s 
Men komt tot dezelfde matrix P' (2.'1), indien van een 

4 " . 2 factoriele proefopzet slechts die experimenten uitgevoerd 

warden waarvoor: 
X',.._ X ~ ... X 3..._ X..., ..._ = + .1. 1 (4.'1) 

en die experimenten achterwege laat waarvoor: 
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x,..,_ x,. ..... X;q. x.,~ = - .1. 
In dit geval noemt men dit een half factorieel schema. Indien 
men op de door (4.1) gedefinieerde wijze te werk gaat, blijven 

de geschatte effecten orthogonaal. 
De consequenties van het uitvoeren van een partieel schema 

t.a.v. de schattingen zijn geheel gelijk aan die, besproken in 3. 
Zo volgt uit 4.1 weer de groepsrelatie: 

1234 == eenhe id. 
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