


















































Hoofdstuk 3: Practischeuitvoerlng 

J.1. Eerste fase 
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Indien k factoren in het onderzoek betrokken zullen warden, 

zal de proefopzet van de eerste proef gewoonlijk een 2k facto­

ri~el schema zijn, eventueel een 2k-1 schema met verstrengeling 

of een 2k parti~el schema. 

Evenwel ls het van veel belang om nag voor deze proef wordt 

opgezet, een aantal ori~nterende experimenten te verrichten. Het 

doel hiervan is o.a. om een schatting van de waarnemingsonnauw­

keurigheid te verkrijgen. 

Wo~'~ daarna experimenten volgens een factori~le proefopzet 

uitgevoerds dan kunnen ult de bij deze experimenten verkregen 

responsies met behulp van (2.2;1) schattingen f worden berekend. 

Er kunnen zich nu drie gevallen voordoen: 

1. de lineaire effecten zijn veel grater den de interactie-effec­

ten (zie 3,2.1), 

2. de :ineaire effecten zijn veel kleiner dan de interactiet­

effecten (zie J.2.2), of 

3. de lineaire effecten zijn van dezelfde orde ven grootte als 
de interacti; effecten (zie 3.2.3). 

Hierbij wordt steeds gesproken over interactie-effecten. 

Immers uit een 2k factori~el schema zijn van de tweede orde effec­

ten alleen de interactie-effecten te schatten. In het algemeen: 

zullen, als de interactie-effecten niet verwaarloosbaar klein 

zijn, de kwadratische effecten dit evenmin zijn. Wij kunnen dit 

slechts be_1'!_~j_z_'::!2. als het optimum een maximum is. De matrix van 

de tweede afgeleide is hier positief definiet, en dus geldt voor 
• , • c•,·J· Y' ') (f 2 ieaere 1 en ,1.,..·... . . . 1 .. I 11 J J' . J 

3.2. 'I'weede _f2 se 

3 .2.1. Li.~eaire eff'ecten )) interactie-effecten 

In dit geval is een lineair model reeds een goede benadering 

voor het responsie-oppervlak. Het gezochte optimum zal dus nog 

niet bereikt zijn en kan zelfs relatief ver weg liggen. Toepassing 

van de methode van de steilste weg zal hier leiden tot het bepalen 

van d~ r:lchting waarin men het optimum in eerste instantie moet 

zoeken. Langs de op deze wijze gevonden steilste ~eg wcrden enkel& 

experimenten uitgevoerd, en op grand van de hierbij gevonden res­

ponsies wordt met een punt van deze weg als centrum, de eerste 
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fase van het onderzoek herhaald. Op deze wijze zal men in de 
regel een gebied bereiken, dat zo dicht bij het maximum ligt, 
dat de interactie-effecten niet meer verwaarloosbaar klein 
zijn (zie 3.2.2 of 3.2.3). 

3.2.2. Lineaire effecten<< interactie-effecten 
Als de lineaire effecten veel kleiner zijn dan de inter­

actie-effecten, is dit een sterke aanwijzing, dat een optimum 
(of eventueel een zadelpunt) zich in het door de experimenten 
bestreken gebied bevindt. In dit geval is het VPn belang het 
model (2.5.1;1) uit te breiden tot model (2.1; 8, waartoe de 
kwadratische effecten geschat moeten warden. De proefopzet wordt 
nu uitgebreid tot een centrisch samengestelde proefopzet, door 
bijvoorbeeld experimenten uit te voeren in de hoekpunten van een 
octaeder (of het meerdimensionale analogon), en bovendien een 
in het centrum van de proefopzet. De hoekpunten van het octaeder 
zijn alle op dezelfde afstand van het centrum gelegeni deze af­
stand is echter zelf nog vrij te kiezen. Men kan deze afstand zo 
kiezen, dat de interactie- en de kwadratische effecten worden 
geschat met gelijke varianties of bijvoorbeeld zodanig, dat de 
schattingen van kwadratische en interactie-effecten onderling 
ongecorreleerd zullen zijn. 

3.2.3. Lineaire effecten van dezelfde orde van ~rootte als de 
interactie-effecten 

Zijn de lineaire effecten van dezelfde orde van grootte 
als de interactie-effecten, dan zal het optimum zich of in het 
door experimenten bestreken gebied bevinden of in de onmiddel­

jke nabijheid hiervan. Men kan op grond van de tekens van de 
lineaire effecten en op grond van onderlinge vergelijking van 

·I 

de responsies trachten ui t te maken in welk deel van de k-dimenl_ ... 
sionale ruimte het optimum zich waarschijnlijk zal bevinden. 
In die richting zal men dan de proefopzet willen uitbreiden, 
waardoor 

a. het zwaartepunt van de proefopzet dichterbij het optimum komt 
te liggen en 

b. s~hatting van kwadratische effecten mogelijk wordt. 
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Men gebruikt hiervoor de excentrisch samengestelde proefopzet. 
·Het 2k factori~le schema wordt daartoe uitgebreid vanuit dat 
hoekpunt, waarvan men verwacht, dat het dichtst bij het optimum 
gelegen is. Op een afstand a langs het verlengde van de ribben, 
die in het genoemde hoekpunt samenk~men, worden experimenten \ 

\ 
\ 

verricht. De keuze van de afstand a kan weer op dezelfde gronden ~ 

gebaseerd worden als in par 3.2.2. 

I 
I 
I 

Qfc--1-➔ I o 
: I 
: I 

--------·-----~---------• I 

I 

f---Q~ I l *·· .. 0 ... ----···j· .......... o 
I 

* Figuur 6: Excentrisch samengestelde proefopzet voor k ~ 2 

o experimenten verricht in 22 factori~el schema 
..,v. ui tbreiding 

In figuur 6 is voor k = 2 de zo verkregen samengestelde proef­
opzet geschetst. 

3.3. Derde fase 
Zowel voor het geval van par. 3.2.2 als van par. 3.2.3 

een schatting van alle constanten in het model (2.1;13) 
berekend. Zoals reeds eerder uiteengezet is, mogen wij slechts 
verwachten, dat de verkregen vergelijking slechts plaatselijk , 
een goede benadering zal zijn van het responsie-oppervlak. Een 
onderzoek van deze kwadratische vorm zal ons dan ook in staat 
stellen ons een globaal beeld te vormen van het responsie-opper­
vlak in de directe omgeving van het door de experimenten bestreken 
gebied. 

Allereerst kan het centrumpunt bepaald warden door parti~el 
differenti~ren en nul stellen (verg~lijk (2.3;4) ~ot 

I=?). Door translatie en rotatie kan vervolgens de kwadriek 
op de hoofdassen worden getransformeerd. De vergelijking gaat 
dan over in: 

waar, n ~r de rcsp-.::n::, •.€ L" .•.n het centrumpunt. --- - "o (3.3.1) 
( z :L,, [ 11] ) 



Men kan nu uit de tekens en de grootten van de A, verschil-
1 

lende conclusies trel<:ken: 

a. 
b. 

C • 

' 
Zijn alle A negatief, dan is het centrale punt een maximum 

' i 
Zijn alle A1 positief, dan is het centrale punt een minimum 
Zijn enkele A}S positief en andere negatief, dan is het cen-
trale punt een zadelpunt. Op zichzelf kan dit punt geen opti-
mum zijn, maar de vergelijking()~3~)zal direct een richting 

(nl. de richting met de grootste)) suggereren, die zal leiden 

tot punten van ere responsie. 

d. Zijn enkele~ 1 s zeer klein in verhouding tot andere, dan is 

het responsie-oppervlak uitgerekt in de richting van de over­

eenkomstige hoofdassen. Dit is een aanwijzing, dater een 

gebied is met punt en van de ze lfde re spans 1e ( een nbergrug 11 ) • 

Het is van belanc door verdere experimenten deze aanwijzing 

te contra lE.::ren. 

e. Het geval k2n zich voordoen, dat het stelsel vergelijkingen 

(2,3;4)voor _;U = O; een oplossing heeft, die meetkundig gespro­
; 

ken, ver buiten het gebied ligt, dat door de genomen experi-

menten bestreken wordt. Men kan niet verwachten dat het model 

~~.~ het beeld van het responsie-oppervlak in dit verrepunt 
zal weergeven. Heeft het optimum bijvoorbeeld een co~rdin □ at 

X1 ') die zeer :::":root is, dan is /\, klein, en heeft men te doen 

met een zeer langzaam opduikende 11 bergrug 11 , waarvan de top ver 
I , 

weg 1igt. Door de trsnslatie Xj==~+a is de vergeliJki.ng(j.3d>:) 

te herleiden op een co~rdinatensysteem metals oorsprong een 

d2n over j_n 

\ 

wa c:,ric1 2 o A een mc1at is voor de he11:Ln[ van de 11 bergrug 11 , 

Men k2n volg~n tot zover mo~eliJk is, waardoor 

men punten met steeds 

van (e der~c f2sc zcl men in 

experimenten trachten te b~vesti n, ~st men tot zover gevonden 

kunnen evcntuecl t z2mer1 met die uit a~ f3te en de 2de fase van 

r1lE:ll\ 0}e s C ':.· .. c +-- ''" :: e·· I'P -ttin;~cn r _,_ '...: -~ 
lcen0tr1® Dc:;zc sc c1ttJ_r1;~cr1 :.~ullcr1 i.1.1. l1et al rrteer1 bete:r L~i 1Jn, daa1'1 

zij gebaseerd ziJn op een crater aantal expcrimenten. Door trans­

formatie van de p deze WiJZS verkreren ver lijking op de hoofd-
1 • . t . . . 1 . .. I • ' • ' . f -~ ~ ,-\ ) assen ver~riJ; men weer ecn verge lJ~ing van 0et type ~j.j. 1 • 

' 
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Door PLACKETT ~aj is een aantal eigenschappen afgeleid 

voor kleinste kwadratenschattingen, die in dit deel van het 

onderzoelc zeer vee 1 wErl- kunnen bes paren, :'.let is n l, niet 

nodi2: de schattin~_:r,en opnieuw te tierekenen uit (2.2;-1), m2ar 

men kan op eenvoudige wiJze correcties aanbrengen op de be­

staande schattin~en. 

J.4. Enkele opmerkingen 

De mo:)211,Jkheid bestaat, eEm betrouwbaar1:•ej_dsgebied te 

bepalen voor de plaats van ;,.et maximum ( zie [2] ) . Als extra­

onderstelling moet dan de normaliteit van de waarnemingson­

nauwkeurigheden worden ingevoerd. Daar de vorm en de grootte 

van het betrouvJbaarheidsgebied j_n ho2:e mate afhankelijk zijn 

van omstandigheden, waarover men geen zeggenschap heeft (de 
11 condi t 1oning 11 van verge 1 i Jki n;::, ( 2.3; 4) ).,zal hierop niet verder 

warden ing(:;gaan. 

Indien een optimum bereikt wordt, kan het zijn, dat dit 

slechts een plaatseliJk optimum is. 

Als de waarnerningen niet onafhankelijk ziJn, zoals bijv. 

bij een split-plot design, moet (2.1;3) warden vervangen door 

f. \ ' I \ / d 
( lei -- i(~) I l..,1 -7 ) = V d, 

·-\~ _,.\~: J ' • 

waarin \/ een al of niet bdcende matrix is. Ook in dit gev:::,l 

blijven de methoden toepasbaar, ziJ het dan met kleine wijzi­

;? i nge n : z i e [ 11] en [26J . 
Is de chemische reactie ook afhankeliJk van qualitatieve 

factoren, dan bre t de hele ge0achtcngang met zich mee, dat 

bij elk van de niveaux van deze factoren het optimum bepaald 

wordt. Door vergelljking kan men beslissenJ welk van deze voor­

waardelijke optima het optimum is voor het gehele proces. 

Hoofdstuk 4: Voorbeelden van toepassinren ---· .,,.- ... , ., 

Deze voorbceldcn zijn ontlecnd aan BOX 

4.1. Eerste voorbeeld 

Een c hemisch proces van li£ t type A+B+C-,D + andere product en 

(waarbij C wordt biJgevoegd in een oplosmiddel E) werd gebruikt 

o~D te produceren. Men kende omstandigheden, waarbij het omzet­

tin[srendement 45% bedroeg, maar men hield het niet voor onmcc· 

lijk 1 dat dit bedrag hoger zou kunnen worden. Om deze reden werd 

bcsloten in h~t laboratorium door experimenten na te gaan of en 

in hoeverre dit mo~~Jij~ ~ou zijn. 
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De waarnemingsspreiding van de 11 responsie 11 onder constante 

experimentele condities schatte men op 1%. 
Bij het overleg tussen de chemicus en de statisticus bleek. 

dat 5 factoren in het onderzoek dienden te worden betrokken: 

hoeveelheid van het oplosmiddel l 
verhouding van de concentraties van C en~ 

concentratie van C in E 
reactietijd 

verhouding van de concentraties van B enR 

= 

= 
= 

= 

= 

xi 
Xi. 

X3 
X: ., 

Xs 
Door theoretisch beschouwingen kwam~ chemicus tot de con-

clusie, dat waarschijnlijk de X 1 en X5 niet onafhankelijk van 

elkaar zouden werken. Bij de proefopzet moest dus rekening ge­

houden worden met een interactie X 1 ><3 ~ Evenwel was het heel 

goed mogelijk, dat men bij de oorspronkelijke proefopzet nag 

zover van het maximum verwijderd was, dat de andere interacties 

klein zouden zijn in verhouding tot de lineaire effecten. Hierom 

hield men de eerste fase van het onderzoek zo klein mogelijk, 
', 

door verstrengeling toe te passen. Men gebruikt een 2~ factorieel 

schema en associeerde de XLi met de interactie xix,. x'.l, en de x,; met 

minus x X • Hierbi ,j wordt de X X, niet verstrenge ld met een 
L ·3 l J --

lineair effect. Immers de groepsrelatie wordt: 

11 = 22 = 33 = 44 = 55 = 1234 = -235 = -145 = O, (4.'1;1) 

en dus wordt X X,slecl1ts verstrengeld met de kleine interactie 
I ,"& 

X2 X 'I • 
De keuze van het gebied, dat door de experimenten bestreken 

zal wordenJ is als regel vrij moeil:jk. Kiest men een te groot 

gebied 2 dan zullen de interactie-effecten groat warden, zelfs 

bij een responsie-oppervlak, dat biJna een plat vlak is. Ver­

strengelinf kan dan nict zeer effectief gebruikt warden. Kiest 

men een te klein cebicd, dan bestaat de mogelijkheid, dat de 

ef feet en te iclein z1. Jn, en door de waarrn=:mingsonnauwtceurl.gheden 

gemaskeerd warden. In ons voorbeeld werden de eenheden gekozen 

als vermeld in Tabel 4;1. 
Tabel 4;1: Niveaux voor de eerste sroep experimenten 

niveaul, -1 ! +1 
factor 

' 

x'1 ;~oo 250 cc j 
I 

4.90 4 r-; 
g mol/g 

Xr:, 
c, rnol 3_,J I C. 

X 
3 90 93 % i 

X4 1 2 uur 

Xi::; 3,0 3,5 g mol/ g mo.l 
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De matrix X heeft de vorm (2@5.1;2)., met de kolom XXX==-X 
I 2 3 I, 

Verder heeft de kolom X1 X3 tegengestelde tekens gekregen en is 
dan =: X5 

De vector van de waargenomen responsies was: 

58,6 
50,2 
62,4 
54,1 
45,1 
31,2 
51,6 
34.,4 

(4.1;2) 

De volgende schattingen werden uit {4.1;2) berekend. 

to'~,----+ <fa ( + i % + i ~' +4-½'} ~ J ~4 -t-J i/'5s) ;,,: 48,5 

f I •,.·• ~ Y: ( - ~ 5 ) = 7,9 

t1 : . ~ cg_ ( - Lf)35) = ... 2, 2 

t3 :.. -; lf] ( - ~5) - 6,o 

.. ~~ (-lf,5) tn .. i ;: o,4 

fg; 
. -4 - ~ (-~ </Lj + lfi.!) = ... o,4 

f\3 " ----'7 (-+ +!3 + f v, ) = ... 1,8 

~11 -~ (+ Cf:2 +~4) 11:' 0,2 

+ o,4 -
.± o,4 

+ o,4 

+ 0 !J. - ., 
± o,4 

.±. o,4 

+ o,4 
+ o,4 

Achter de getalwaarde van de schattingen is opgenomen een schat­
-1-~ - 1- -.::::::::' 0 4 is ting van de spreiding van deze waarde. die 'Va - 2.B ' · • 

• 

De spreiding van een waarneming was immers ongeveer 1%; het aantal 
betreffende waarnemingen is 8. 

Duidelijk blijkt dat de lineaire effecten veel groter zijn 
dan de interactie-effecten, met uitzondering van de ~~ ( + lf2,:J. 
Er is dus reden om de methode van de steilste weg toe te passen, 
hoewel niet geheel voldaan is aan de voorwaerde van het klein zijn 
van de interactie-effecten. 

De bepaling van de steilste weg geschiedt als in Tabel 4;2. 
Het is natuurlijk vaak niet goed mogelijk te zegge.n of het 

toepassen van de methode van de steilste weg gerechtvaardigd is 
of niet. Want de lineaire effecten mogen dan wel relatief groot 
zijn, maar tengevolge van de verstrengeling is het niet zonder 
meer te zien, of inderdaad wel alle interactie-effecten klein 
zijn (dezelfde moeilijkheid treedt ook op bij fractionele schema'sk 
In ons geval zouden l./?_2 en l/Jy-, beide ( even) groot kunnen zi jn, en 
in het geval van ongelijke tekens van deze interacties zouden wij 

hun bestaan niet opmerken. 
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Tabel 4;2: Steilste weg na proef 1 

factor x1 x2 X3 X4 X5 
cc g mo1 1 ,g mol % uur g mol /g mol 

basis (zie Tabel 1) 225 4.,25 91,5 1.,5 3,25 
eenheid( II ) 25 0.,25 1,5 0.,5 0.,25 
geachatte afgeleiden 7,9 - 2.,2 6,o 0., L~ o.,4 
eenheid x afgeleide 197.,5 . - 0.,55 9,0 0,2 o, 1 
verandering in 
niveaux per 10 cc 10 - 0.,028 o,456 0.,011 0.,005 
verandering in x1 

Punten van de 225 4.,25 91,5 1.,5 3,25 
steilste weg: 235 4,22 92.,0 1,5 3.,25 

245 4,19 92,4 1,5 3,26 

255 4,17 92,9 1.,5 3,26 

265 4.,14 93,3 1,5 3,27 

experiment 9 ~ 275 4.,11 93,8 1,6 3,27 

285 4,08 94,2 1,6 3,28 

experiment 10 f 295 4.,06 94,7 1,6 3.,28 

305 4,03 95,1 1.,6 3.,29 

Zou echter de toepassing van de methode van de steilste weg 

niet gerechtvaardigd zijn geweest., dan blijkt dit vanzelf: de 
verwachte toename van de responsie blijft dan uit., als wij langs 

deze weg experimenten verrichten. 
In ons voorbeeld werden twee experimenten nr 9 en nr 10 

verricht langs de aangegeven weg (Tabel 4;2) en waarbij respon­

sies van 80, resp. 79,4% gevonden werden. Op grond hiervan werd 
in principe besloten een nieuwe factori~le proefopzet uit te 

voeren metals centrum de coordinaten van het experiment nr 10. 
In het eerste gedeelte van het onderzoek vertoonden X4 en 

X5 geen effect van betekenis. Dit kan de volgende oorzaken 

hebben: 
1. de factoren hebben inderdaad geen invloed op het verloop van 

de reac tie., 
~ 

2. de factoren hebben wel invloed, maar deze is zo gering, dat 

de gekozen eenheid te klein was, om dit effect duidelijk tot 

uitdrukking te laten komen. Dus dat bijv. in het geval van de 

eerst een tijdsverschll van 2 of 3 uur tussen de niveaux 
+1 en -1 een duidelijk te constateren effect te zi2n zou geven 
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3 .. de factoren hebben wel invloed, maa r de gekozen niveaux va~t 

de factoren zijn aan weerszijden van een voorwaardelijk 
maximum gelegen. 

Het is van groat belang te weten met welke van deze drie moge­

lijkheden wij te maken hebben. De eenvoudigste methode om dit 

uit te maken is bij de volgende experimenten de betreffende 

factoren niet op die niveaux te houden, die aangegeven werden 

door de steilste weg, maar hiervoor sterk afwijkende waarden 

te kiczen, en bovendien de eenheid (d.i. de helft van de afstand 

tussen +1 en -1) te vergroten. 

Een volgend punt van belang is het kiezen van de eenheid 

voor de factoren, die wel een duidelijk effect geven. Hierbij 

spelen de volgende overwegingen een rol: 

1. Wordt de eenheid veel verkleind, dan bestaat het gevaar da~ 

de effecten te klein warden t.o.v. waarnemingsonnauwkeur ~­

heden. De lineaire effecten, geschat uit de eerste groep 

experimenten zijn veel groter dan de waarnemingsonnauwke1 1r.~1 r:r-­

heden, dus veel gevaar uit deze hoek bestaat nog niet. 

2. Wordt de eenheid vergroot, dan zullen de interacties ook 

snel grater warden, dit moet vermeden warden, daar het i · 

het beschouwde geval van belanG waste trachten de met~c~ 
van de steilste weg nogmaals tee te passen, zodat het n0di; 

is de interacties klein te houden. 

Tenslotte werden zo de niveaux gekozen als in Tabel 4;3 
(met punt 10 als centrum). 

Tabel 4;3: Niveaux voor de 2de groep experimenten 

~veau 
factor -1 +1 

x1 280 310 cc 

x2 3,85 4,15 g mol/g mol 

X3 94 96 % 

X4 2 4 uur 

Xr.: 3,5 5,5 g mol/g mol 
:J 

De experimenten werden uitgevoerd in een 23 factorieel 
~ 

schema met verstrengeling. Evenwel werd X5 hier geassocieeru 

met XX , (groepsrelatie: 11 = 22 = 33 = 44 = 55 = 1234 = { 2. 

125 = 345) zodat F-23 alleen de effecten t:i + fit.i ZOU schatt",: 
dus een andere combinatie dan die bij de eerste groep. De 

hierboven besproken mogelijkheid van twee elkaar opheffende 

interactie-effecten kan hiermee onderzocht warden. Evenals in 
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De vector van de responsies (met betrekking tot matrix 

(2.5,1;2)) was: 

65,9 

y ::;:: 

71,5 
68.,4 
67,9 
72,6 
75.,5 
69,0 
77., 1 

en de hieruit berekende schattingen: 

~0 • •. ··-+ t ( +½ tfi1 +f fu +i ~?>3 + ~ f44 + ~ lfss) = 

ti:.--+ 

f,. :-: ~ 
r3: ~· -4. 

I 

tP, (+l/{,) 
lf2 (+cfi,) 
~i ( + lf4s) 
tp4 ( + 4\5) 

y)5 (+ lfi2 + f34) 
( +cPi5+ lf2Lj) 
(~a+ lfi~ ) 

= 

= 

= 

= -

= -

(4.1;3) 

70,7 .±. o,4 

2.,8 + o.,4 

0,1 .±. o.,4 

2.,3 .±. o,4 

1, 7 .:±: o,4 

o.,4 .±. o.,4 

0.,5 .±. o.,4 

o.,4 .±. o,4 

Een belangrijke conclusie, die hieruit te trekken is, 

heeft betrekking op de tijdsfactor X4 • Deze heeft nl. wel 

invloed, en dus hadden wij bij de eerste groep experimenten 

te maken met geval 3 van pagina 31, Dit blijkt uit het vrij 

grote negatieve effect~. 

Een tweede belangrijke conclusie is dat de factor X£ 

inderdaad geen invloed heeft op het proces. Dit volgt uit 

het feit, dat Xsondanks de grotere eenheid en de andere 
chting nog geen effect vertoont. 

Uit de negatieve tekens van lf: en ((13 is op te maken, dat 

wij hier te ver zijn gegaan langs de steilste weg. Wij gaan 

dus weer terug: zie Tabel 4_;4. Langs deze weg werden drie 

experimenten gedaan, waarbij de volgende responsies werden 

gevonden: 
experiment no 19: 80,8% 

II fl 20; 84,0% 
II II 21: 81,5% ' 

Om het punt 20 wcrd tenslotte nog een 22 factorieel schema 

ui tgevoerd., waarbi j de f actoren '>< 1 en ')( 3 betrokken waren. Dit 

leidde alleen tot lagere responsies. Het experiment no 20 ver­
tegenwoordigt dus ongeveer de optimale condities. 
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Tabel 4;4:(steilste weg van proef 2) 

factor x1 x2 V' X4 X5 -"-3 
cc g mol/g mol % uur g mol/g mol 

Steilste weg 
(vergelijk cen- 295 4,o 95,0 3,0 4,5 
trum tabel 2) 

experiment 19 285 4,o 94,5 2.,6 4,4 

275 4,o 93,9 2.,2 4,3 

experiment 20 265 4,o 93,4 1,8 4.,2 

255 4,o 92.,8 1.,4 4,1 

Hoewel het door verdere experimenten (fase 2 en 3) mogelijk 
zou zijn geweest een betere indruk van het responsie-oppervalk 
te verkrijgen, werd in dit stadium besloten het procede verder 
te ontwikkelen op bedrijfsschaal (zie Hoofdstuk 5). 

4.2. Tweede voorbeeld 
Twee stoffen, A en B, werden samengesmolten tot een derde 

stof c. Men wilde C zo goedkoop mogelijk produceren en voerde 
daarom een onderzoek naar een kostenminimum uit, waarbij de 
volgende factoren betrokken werden: 

smelttemperatuur T ( in °c), 
smelttijd t (in uren), 
verhouding van de 
concentratles van} M ( g mol /g moll 

A en B . 

De hoeveelheid B werd constant gehouden. 
Als eerste fase 

schema uitgevoerd in 

en 

van het onderzoek, werd een 23 factorieel 
de gestandaardiseerde factoren: 

T- 247, 5 
2,5 

t - 2-0. 
4 

M- 5,o. 
o,s 

, 

Die niveaux van de orginele variabelen zijn aangegeven in 
Tabel 4;5. 



Tabel 4;5: niveaux van de originele variabelen 

f t---niveau ac or-~ 
+1 -1 

T 450 430 oc 
t 24 16 uren 

M 5,5 4,5 g mol/g mol 

De matrix X, die betrekking heeft op dit onderzoek is dezelfde 

als (2.5.1;2). De uit de waarnemingen berekende kosten zijn: 

37 
70 
70 

~· :;:, 39 (4.2,1) 6lt 
74 
1t8 
18 

Uit (4.2;1) kunnen de volgende schattingen warden bepaald: 

f0 --➔ tfo + ' lfi + ~- zg2 + J. (f + ";;s. ;oi: t w :::: 52,50 + 3,00 
2 II 2. 33 -

f! Cfi :;:, ·1, 50 + 3,00 
' ~ -

tl <f2- = 8,75 + 3,00 .· .. -~ -
G ~ - ') ')t:; + 3:;00 _..,........_... LJ L.,/ -3 
~.; (f:2 ;::::: - 9,25 + 3,00 

---➔ -
t,3 lP,j = - 2:;75 + 3,00 r~ -
fi.3 r.p23 -· -13sOO + J 3 00 ·------> -
f12J Cfi 2 3 

-- - 3,00 + 3,00 
::r--➔ -

Achtt..r de schattingEn i c, .::, een ruwe schatting opgenomen van de 

spreiding hiervan, g~baseerd op een spreiding van 8 Eenheden in 

de enkele waarnemini. 

Uit de schattingen blijkt, det hier de lineaire effecten 

van dezelfde ordc van grootte zijn als de interactie-effecten. 

Volgens paragraaf 3 .2;3 is d.c beste mccl~ode het 23 schema uit 

te breid~n tot een excentrisch samengestclde proefopzet, en 

wel vanuit het hoekpunt (-1 1 -1,-1). Immers: 

1. de laagste kcsten ziJn in dit hoekpunt gevonden, on 

~. de lineaire effecten ziJn positief, hetgeen in verband met 

het feit, dat wij een minimum zoeken, naar(-1, -1, -1)1e1dt. 
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Experimenten werden daarop uitgevoerd als volgt: 

exp. no x1 x2 x3 kosten 

9 -3 ... 1 -1 90 

10 -1 -3 -1 52 

11 -1 -1 -3 16 

Verder werden bij vergissing nog enkele experimenten uitgevoerd, 

·, exp. no X1 x2 X1 kosten 

12 0 0 0 38 

13 -3 -3 -3 48 

14 -1 -1 0 33 

Alle co~ffici~nten van model (2.1;13) kunnen reeds uit de 
experimenten 1 t/m 11 geschat worden, maar men kan uiteraard 
ook met 12 t/m 14 rekening houden. De vergelijking van het 
responsie-oppervlak wordt dan: 

!::) "" 28, 19 + 1,53 Xi + 8, 78 )1:.2 + 2,31 )(3+ 
+ ,11., 23 X,2 + 10.,85 x: + 3., 11 x: + 

- 7, 28 X1\_- 0.,81 X, X3- 11.,06 )(z. X.3 • 

(4.2;2) 

De co~rdinaten van het centrale punt en de daarbij behorende 
kosten zijn 

en 

l\_1-:= 3.,87 

), 2c = 10.,13 

l!.. 3c= 18.,12 

Door de transformatie: 

({) (
0, 1871 

= 0,7995 
0,5695 

o.,4897 
0., 1~290 

-0,7599 

gaat (4.2;2) over in: 

0,8516) ( 
-o,4-205 
0,3133 

(4.2;3) 

(4.2;4-) 



Wij zi.en dus: 

1. uit (4.2;2) dater geen lineaire effecten zijn 1 die groat 

zijn ten opzichte van ds tweede ords effecten, 

2. uit (4.2;5) dat een van de co~ffici~nten van de op de 

hoofdassen getransformeerde vergelijking klein is en uit 

(4.2;3) dat het centrale punt ver verwijderd is van het 

door de experimenten bestreken gebied (immers daar de 

tekens van de kwadratische termen niet alle gelijk zijn, 

is dit een zadelpunt; om de kosten te minimaliseren moet 

men X2 en X3 = 0 houden en X1 zover mogelijk van X1 = O 

afhouden). 

Hieruit mogen wij concluderen 

wij met een langzaam afdalend 

tc maken hebben. 

e (zie hoofdstuk 3, par. 3-) dat 

rivierdal (in drie dimensies) 

Wij zullen vergelijking (4.2J5) transformeren op een coar­
dinatensysteem metals oorsprong het punt op de ~-as, dat zo 

dicht mogeli.jk bij X1 ::::: o, X2 == o, X= O ligt. Daartoe wordt 
3 

in (4.2;4)X,= O, ~2= Oen x3 = O ingevuld. Dit geeft X= 
-21, 116. De oorsprong van het X/,}3 . assenkruis wordt nu 

verschoven naar X1 + 21_, 116, XvX3 . ( 4.2;5) gaat dan over in: 
2 1 . 

~j - 27,32 = +6,:36X: ·- 0,16 X~ + 9 3 49 X2 + 15 3 86 X3 (4.2_;6) 

De co~fficitnt 6J56 geoft aan, dat als men 6~n eenheid langs 

de ''/1 bewe::egt 3 de kosten cingeveer 6 eenhed1;m grater of kleiner 

zullen warden. Zadoende kunnen wij voor X =Oen X= Oen 
2 3 

met behulp van(~2;J8d2t punt berek8nen, waar d~ kosten = 10, 

Oen -10 ziJn, Dit komt uit op: 

theoretisen E-:xpt:rirnent ee 1 
r_r t M voorspcld1;.; gevonden 

kostcn ·waarden 

434,4 25,7 4,01 10 

1+32,0 28, 2 3,116 0 2 [ 
-·J 0 

429,6 30,7 2,91 -10 

1rn het punt, waar de kosten = O zouden warden werd een experi­

ment verricht, dat op 2,6 uitkwam. Verder dan dit punt kon de 
11 b,ergrug 11 niet gsvolgd warden wegens mechanlsc::1e moeilijkheden. 

Dit onderzoek, dat een grate besparing apleverde, werd ver­

richt op een procJd~, dat reeds grondig onderzocht was met be­

hulp van de 11 orw factor at a time 11 methade. Men had hierbij het 

bestaan van de bergrug niet onderkend en is daardoor niet tot 

de grate kostenbesparing gekomen, die door BOX werd gevonden. 
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Hoofdstuk 5: Experimenten op bedrijfsschaal 

5.1. Laboratorium-experimenten en experimenten op bedrijfsschaal 
Om verschillende redenen is het gewenst, dat bepaling van 

optimale condities door middel van experimenten niet alleen in 
het laboratorium, maar ook op bedrijfsschaal kan geschieden. De 
voornaamste reden is wel, dat het bij vele chemische en metal­
lurgische processen moeilijk, zo niet onmogelijk is, in het labo­
ratorium zodanige experimenten ta verrichten, dat de daarui t ge­

trokken conclusies kwantitatief kunnen worden toegepast 'in het 
bedrijf. 

De laboratoriumtechniek voor het bepalen van optima is 
echter niet toepasbaar op experimenten in he, bedrijf door de 
volgende oorzaken: 

1• De bedrijfsleiding kan niet toestaan, dat een productieproces 
gedurende enige tijd zou werken onder een ongunstige combina­
tie van factoren. 

_g_. De waarnemingsfout bij elk experiment is veel groter dan die 
in het laboratorium. Daarom zullen vele w2arnemingen van de 
responsie bij elke factor-combinatie nodig zijn. 

1• De opeenvolgende waarnemingen zijn als regel niet onafhanke­
lijk, omdat deze verricht worden aan een installatie. 

Door BOX is een methode ontwikkeld., die parallel loopt aan 
die van de laboratoriumexperimenten, maar waarbij rekening wordt 
gehouden met de drie bovengenoemde bezwaren. Een belangrijke 
(psychologische) moeilijkheid blijft dat bij dit soort van expe­
rimenten de bedrijfsleiding het als regel zeer onaangenaam vindt 
dat elke dag, of elke week kleine veranderingen in het productie­
proces aangebracht warden. 

De gegevens voor de volgende paragrafen zijn ontleend aan 
een door BOX te Parijs geho~den lezing [ 10 ]. 

5.2. Het principe van evolutie naar het optimum 
De grondgedachte van de methode van BOX heeft enkele 

markante punten gemeen met de theorie der evolutie. 
Zo leert de theorie van de evolutie o.a. dat ons paard, 

equus caballus, ge~volueerd is uit een dier ter grootte van 
een hond, eohippus geheten. Deze evolutie geschiedde via 

~ 

tussenstadia als orohippus, mesohippus en meryhippus, waarvan 
fossiele resten gevonden zijn. Zender in te gaan op de evolutie­
theorie zelf kunnen wij toch zeggen, dat als er een evolutie 
is opgetr0den, aan de volgende voorwaarden voldaan moet zijn 
geweest: 



X 
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a. er moet variatie in grootte en vormen zijn geweest in de op 

een bepaald ogenblik levende 11paarden 11 en 

b. gemiddeld moeten de grotere wezens beter tegen uitsterven 

bestand zijn geweest dan de kleinere. 

Er kan nu een volledige parallel getrokken warden met ons streven 

experimenten op bedrijfsschaal zo uit te voeren, dat het proces 

langzamerhand naar het optimum evolueert. Daartoe zal bij de ex­

perimenten dus als volgt te werk moeten warden gegaan: 

a 1 • Er zullen verschillende factor-cambinaties gekozen moeten 

warden, die om een centraal punt liggen en met welke combi­

naties afwisselend gewerkt zal warden. 

b 1 , Zadra een factorencambinatie een hogere responsie geeft dan 

die verkregen in het centrale punt, wordt hE.:t centrr:;le punt 

daarheen verplaatst. Het praces zal dan evolueren naar het 

optimum. 

5.3. Practische uitvoering 

5$3.1. De experimentencyclus 

----

'~ 
-- - - -~--____-/ ) 

• I • -----·----· D I C 

x1 

Wij zullen de practische 

uitvoering bespreken aan de 

hand van het voorbeeld, dat 

oak reeds ter sprake kwam 

in par. 1,4. Dit is nl. het 

geval van een proces, dat 

slechts afhankelijk is van 

twee f actoren, X 1 en X1 · 

Het responsie-oppervlak 1 

dat ten grondslag ligt aan 

dit proces is bijv. van de 
fip. 7: responsiE-oppervlak voor 

twee factoren 
varm als is geschetst in 

fig. 7. De factoren-combi­

natie, waaronder gewerkt wordt in het bedrijf is gegeven door het 

punt F\ (x,"', x;) . De beperking van di;; bt:spreking tot het geva1 

van twee factoren betekent ook hier geen verl1es van algemeen-

held. Het gehele betoog blijft van krecht voor een willekeurig 

oc:mtal f actoren. 
Er warden nu experimenten verricht volgens een proefopzet 1 

die.bestaat uit een of ander schema van punten, die 0rn A gelegen 

ziJn, bijv. in B, C, Den E. Hoe lang men het bedrijf zal laten 

werken onder elk van de factorencombinaties, gegeven door B, C, 

Den Eis een in het algemeen rnoeilijk te beantwaorden vraag, 

Om ds sedac;:tt-t:c tl' bepalen nE;men wij aan, dat elk' e-xpf,riment ~ 

",, c,en da:'; duurt'" ., 



De punten B, c. Den E zullen zo dicht bij A gelegen zijn, 
dat ernstige verliezen tengevolge van lage nespon~ies niet te 

vrezen zullen zijn. Hieruit volgt direct dat ook grate toenamen in 

de responsies niet te verwachten zijn. In verband met de vrij 

grate waarnemingsonnam.11kE,urigheid zal men dus de experimenten 

vele malen dienen te herhalen, eer men verschillen in de respon­

sies kan opmerken. 

Teneinde aan de twee volgende bezwaren tegemoet te komen: 

1. de afhankelijkheid der waarnemingen, en 

2. een verloop in de tijd van de responsies (bijv. tengevolge 

van verandering in grondstoffen) 

zal men als regel de experimenten uitvoeren in achtereenvolgende 

groepen, waarbinnen over alle experimentele punten geaselecteerd 

is. Dus bijv. 

D E C A B . C A E B D A E C D B 
-----,,----___,/ ..____cc ------
1ste groGp 2dE:: groep 3de groep 

Een andere mogelijkheid is een volledige aselecte volgorde, bijv.: 

E A C E D B B E C A E A (5.3.1;2) 

maar(5J.✓l;1)heeft enkele voordelu1w Immcrs men wil de verschillE::n 

B-A, C-A, D-A en E-A vinden, Hicrom is het beter bij elke keer 
dat een experiment B, C, D sn E uitvevoerd is ook ~~n experiment 

in Ate verrichten. 

De experimentencyclus (5.3.1.1) wordt zov~r afgewerkt totdat 
b 1 t k d f ' ,, 

es o en an wor en, o eun, cm zo j 8 welke van de experiti-...rttele 

condities B, D, D of E bcter is den A. Het karakter van het pro­

bleem suggereert h~t gebruik van sequente methoden. 

5,3 32. ~ l.aatsin van .. het_cE:n.t:r:.~1.E: .... l¾!Jt. n~ar ~~----e~nt met 
~1:,9ge:s'_€ r~srons_ie 

Als extre onderstelling zal hier worden ingevoerd, dat de 

waarneminssonnauwkeur1gheden normaal v~rdeeld zijn met gcliJke 

v2rianti~s. Zoals wij in psr. 5.3;3 nos zullen aangeven, beschik­

ktm w1J in d2 rt::gsl ov,:;r een scl-,~3tting s 2 v2n o· ! gebc1.scerd op 

een zo sroot aantal vrijheidsEredenJ d2t de sequent2 toeta voor 

het verschil der gemiddelden v:n twee normale verdelingen met 

gegeven ;elijke sprsidingen hier kan warden toegepast.voor het 

toetsen van de hypothese 

H0 ; ?A < t?s 
( we 2rbi j 7A d0: rE::,spons ie in A voors te 1t) tegen de a 1 te:rnati.eve 
hypothEse 



Deze toets is beschreven in hGt bij dit rapport bijgevoegde 

memorandum S 168 (M 68). 
Elke keer, dat een groep van 5 experimenten verricht isJ 

kan het verschil in responsie A en B bepaald warden uit de waar­

nemingen. De volgende beslissingen kunnen dan genomen warden: 

1. de hypo these H0 te verwerpen, dus te bes lui ten tot YA< ?s , 

2. de hypothese H0 niet te verwerpen, waarbij als regel wordt 

gs hande ld a ls of dan 1-1 9 juis t is, dus 72, .( 7 A 

l• nag een serie experimenten te verrichten. 

Dezelfde toets wordt gelijktijdig uitgevoerd voor het ver­

schil tussen 

% en 1, 8 ( zo2ls hier boven beschreven) 

~A en 
(5.3,2;1) 

Zodra ~~n van deze tc~tsPn een uitkomst geeft van de aard 

7P < 7A(P = B, C, D of EL 1n:m b1j de volgende series experi­

menten het punt P warden ovsr sl~gen. Geeft een van de toetsen 

het resultaat ?A< 7P J dan wordt het exper:Lment af'gebroken en 

het centrale punt worJt verplaotst naar het punt P. Om dit punt 

P wordt nu met een nieuwe experimentencyclus begonnen. Men z □ l 

nu wel niet al~iJ.~l rFtar een punt van hoger(~ responsie Evolueren, 

immers als HGverworpEn wordt, dan bestaat er eltijd een zekere 

kans a dat dit ten onrcchtc ebeurd. Deze ~ wordt echter bij de 

toet c:,~,.-; ( ',o.. 3 2. 0 ) zc· 1r·1 .,,, Y) C""kC)r7 nv1 a~,t hr,f- ce·ntr,"'lle ·punr c,c,rr,1]'.d-
J 1._i t; t 1 ) ~ ~ J c.,., ) !:\_ ~:... t.:.: i. i -" 1~ c::; 1... u (:::; i J c.. 1 _le ...., ..... - _ '-' r .\:..-, 

deld zeker in de ric t v;~:c t op'.:imJ.m evolueert. 

In verband met Ge ~l ~·~r!'fhankeliJke toetsen (5.J.2;1) wordt 

aawrer2dev1 voor dee< te' l·i ezE::n -···-- ··-···J.0 ... ,--,,-.- •~· %. In dat ge,rnl ·~c, · .... l. - ., ...,, -... ... _ :jt~intal tot.::T~~3ir1g:er1 
zal men gemiddeld in tfn van de tien sev2llen besluiten tot 

- ( p ··). r• n f' E) :LS = J:,, v; L O.c • 

In het vcornfg20 sis een verf1J~i1:G ean te brengenJ in1ien 

men een toets met dri~ beslissin~sma lijkheden toepast, d.w.z, 

men wil twee vsn de drie volgen~c hypothcsen verwerpen: 

f{: ?A - '( 8 
/ 

( 
<.,. - c) 

2, 
(5,3.2;3) 

H· ~2 s < ?11 - t7 < I 2 • t 8 

H3: '7A - Y?B ) 6 ') 
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waardoor vooral in de omgeving van het optimum een m":'er soepele 

gnng van zakan zal worden bereikt. Voor een beschrijving van deze 

toets wordt men verwezen naar SOBEL en WALD [ 2~] • 

5.3.3. Een schatting van <5 2 

2. 
Uitgaande van de veronderstellingi data' constant is, 

voor waarnemingen van responsies verkregen bij verschillende 

factor-cornbinaties, kan men een schatt bepalen van de uit 

de bedrijfsresultaten van maanden, voorafgaande ann het be 

van de experimenten. 

Daartoe superponeert men op deze be ijfsresultaten, die 

dus alle bij ~~nzelfde factorcombinatie zijn verkre e-

rimentencyclus zoals men deze zal gaan toepassen. 

gee 

die 

Deze werkwijze, die wij hier slechts zeer v 

oak de mogelijkheid om een experimentencyclus te 
2. 

kleinst mogelijke heeft. Voor al ze bij 

verwijzen wij naar 

noeioien J 

2len, 

cclen 



-42•-

Literatuuroverzicht 

A Technical Reports, prepared under Office of Ordnance Research 

Contracts Nos. DA - 36 - 034 - ORD - 1177 en 1517.9 published 

in the Mimeo-Series of the Institute of Statistics of the 

Consolidated University of North Carolina, U.S.A. 

[1] BOX, O.E.P., en J.S. HUNTER: A confidence region for the 

solution of a set of simultaneous equations 

with an application to experimental design. 

Techn.Rep. no. 3. Ook sepubliceerd in Bio­

metrika, 1954, 41, 190-199. 

[ 2 J BOX, G • E • P • , The exploration and exploitation of response 

surfaces, Techn.Rep, no. 4. Ook gepubliceerd 

:ln Biometrics :i 1954, jQ, ·16-61. 

[3] BOX, G.E,P., J.S. HUNTER en R.J. HADER: The effect of j_nEJd-

B Andere publicaties 

equate models in surfocb fitting. Techn.Rep. 

no. 5. 

Statistical theory in 

RGse2rch, Mc Graw Hill, New York, 1952. 

ANDERSON, R.L.: Recent 2.dvances i.n finding best opEorating 

conditions, J.A.S.Aq 1953, 48, 789-798. 

BOX, G .E. P., en K .B, WILSON: On the experiment a 1 att ainmEmt 

of optimum conditions. J, R .S.S., '195"1 • B 13 

1-1+5. 

[ 8 J BOX, G • E • P • : Mult1factor designs of first ord1;;r. 

Bj_ometrika, 1952, 39, ~-9. 

[9] BOX, G.E.P., L.R. CONNOR 3 V.R. COUSINS, O.L. DAVIES, F.R. 

~o l Box, G.E.P.: 
l J 

HINSWOFlT;I, CLP. SILLITO: Design and an2lyE,is 

of experiments, Oliver and Boyd 1 Edinburough, 

1953. 

Bepslen ven optimale condities door experi­

menten op bedrijfsschoelJ Lezing gGhouden 

voor de conference on Statistical Quality 

ControlJ Parijs, Juli 1955. 



[11 r BOX, G®E.P., en P.V. Y0U1E: The exploration and exploits­
tion of response surfaces: An example of the 

link between the fitted surface and the 

basic mechanism of the system, Biometrics, 

1955, no. 3, 11, 287-323. 

[ 12] DE BRUIJN, N.G.: Kwadratische vormen en kwadratische opper­

vlakken. Handleiding bij het onderwijs aan 

de Technische Hogeschool, Delftse Uitgevers­

maatschappij, Delft, 1952. 

COCHRAN, w.a., en G.M. COX: Experimental designs, 

John Wiley, New York, 1950. 

[14 J DAVIES, O.L., en W.A~ HAY: 1rhe construction and use of 
fractional factorial designs in industrial 

research, Biometrics 9 1950, 6, 233-249. 

Practical methods for the solution of linear 

equations snd the inversion of matrices® 

.J.R.s.s., 1950, B 12, 120-136. 

[ '16 ] FRIEDMAN,. M., en L.J. SAVAGE: Planning expertments s1:::ek:tng 

maxima. Hoofdstuk 13 van EISENHART, HASTAY 
and WALLIS; Techniques of statistical ana­

lysis, Mc Graw Hill 9 New York, 1947. 

[ '17 ] HADER, R. J.: Variances of regressioncoefficients for 

splitplot multi-factor experiments, Mimeo 

series no, 113, Institute of Stat., Univer­

sity of North Carolina, U.S.A. 

[1s] HAMAKER, H.C., 'en F'.J. VAN DUN: Verslag van een lezing van 

O.L. DAVIS, Statistica 1955, _z.!.!_, 189* 

[19} HOTELLING, H.; The experimental determination of the maxi~ 

mum of a function, Ann. Math. Stat., 1941, 

_:lg, 20 - 1+ 5 • 

MAC DUFFEE, C.C.: Vectors and matrices, Carus Mathematical 

Mo110[::,raphs. 

l 21 J MANN, H .B ® : Anal~/sis and Design of Experiments, Dover 

Publications, New York, 1949. 

[22] PLACKET'T, H.L.: Some theorems on least squares, Biometrika, 

1950, 37, 149. 



rl 23] READ., D.R.! The desig~ of chemical experiments, 
-- ' ,,_ ,, 1o5l.l 10 blome L.rlCS J 7 , ,. -~-' 

r 24] SOBEL, M., en A, 
~ - ! A sequential decision procedure 

for s one of three hypotheses con-

cerning the mean of a normal distribution, 

Ann. Math, St at., 1949., 20; 502-522. 

(25] STATISTICAL RESEARCH GROUP, Columbia University: Sequen-
tial lysis of St ist al Data: Appli-

cations.Columbia 

194·5. 

rsity Press, York., 

[26] VAN IJZEREN., J.: De theoretische ZiJde van de methode der 

kleinste kwadraten., Statistica, 1954, 8.1, 
21-47. 



Appendix 

Enke le begrippen, ui t de mc1trixrek~.E1~ng 

( Li teratuur [20] ) 

Een matrix is een schema van rn ~ 11 get allen, gerangschikt 

in m ri jen, ieder van 11 get al len. Zo ls 

a,2 ... 

n r,m .. n 
een m,,11 matrix, die 22ngegeven kan worden door n, n of door 

(ct~). Het element van de matrix, dat in de l-de rij en de j -de 

ko lorn voorkomt, wordt als rer':e l weergegeven door ( F\) 0 of O.j . 

Een vector is een IT\" I matrix, bijvoorbeeld 

6 ::: 

\ brn1 
Verwisselt men riJen en kolommen in een matrix A, dan 

A\: verkrijgt men de ~etrans·oneerde matrii 

Een getransponf:erde vector ls een zogenaamd(: rt.Jvecto..r:.: 

Verschillende bewerkinsen zijn gedefini~erd voor matrices 

(Gn dus oak voor vectoren), 

1. De optellint ven twee of meer matrices kan geschieden als de 
bdtrokl(en matrices 2venveel rijen en evanveel kolommen h8bben.,, 

en verloopt als vol;r.t : 
~ -

( 
b ----- -- ··- . _ b ) II in 

+ 
b -- ---- --b 

l'n1 t'tH'l 

ofwel 
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Er bestaat een matrix, de- nulmatrix O, die b:Lj optelling 

bij een andere mc:trix deze matrix onvercmderd laat. De m,,n 
nulmatrix bestaat uit m rijen van ieder n getallen O. 

De op bovenstaande wijze gedefini~erde optelling is: 

a) commutatief A+B==B+A 

b) associatief A + ( B +C ) -- ( A +B ) + C . 

2. De vermenigvuldiging A,B kan alleen geschieden, als A evenveel 

kolommen heeft als B rijen, bijvoorbeeld 

f'1'1. h 

Algemeen is, als A 
n 

L ' 

bl,j dan c0 -· ah - L • 

h:; I 

De op de zc) w:i.J:z:e gec1e f inil:!erd1;;, 

1) associatief 

2) distributi8f t.o.v. d8 optelling 

ct11 br, + 0 1'2 623 + Q11 63:'l 

0 21 6,3 + a22 bn+ 0 n b?,3 

m,,k 
C 

vermenigvuldlzinG is: 

A(BC) ;:;:: ( AB)C 

( A+B) C ::,: AC + BC 

NB: de vermenigvuldicin0 is fl.ls rcgel niet commutatief 1 dus: 

AJ3 /,: BA • 

1• De vermenigvuldiging van een matrix A met ten scalaire groot­

heid D( is ged(;;fini(:jerd als volgt: m,;;n verm<:::n1_gvuldtgt op 

overc:3enkoms t ige wi j ze f: 11{ element v 2n de mstrix A met 0( @ 

De betekenis vnn de woorden !fop ovsreenkomstige wi.:Jzen blijkt 

uit: 

1s C:l A = C, dan is c1 = ex. Q;J 

ls A0<. = C, dan is Cj -- O.ij ct . 

Een matrix met evenveel rijen 2ls kolommen heet een vier­

konte m2trix. 



Een zeer bijzondere vierkante matrix is de eenheidsmatrix 

I, die op de hoofddiagonaal (van links boven naar rechts onder) 

elementen 1 heeft en verder o 

n~h 

I 
1 _ 0 -- ---•-·· -0 

O 1 

Vermenigvuldigt men een matrix met de eenheidsmatrix, dan blijft 

de eerste matrix onveranderd, 

AI= IA= A • 

Onder een bepaalde voorwaarde (de determinant van de matrix 

moet f o zijn) bestaat er bij een vierkante matrix A een andere 

matrix B1 zodanig dat 

AB = BA = I • 

Men noemt B de inverse van A en duidt deze aan met A- 1 • 

In het voorafgaande rapport wordt op enkele plaatsen 

(o~a. 2.1;3 en 2.2_;2) de nototle bb\ gebruikt, waorb:Lj b 
een vector is. UiterDard is bb volgens het bovenstaande geek= 

finieerd 2ls 

DE1 r:1rcntegen is b b' een not2tiew:L,jze voor de matrtx 

b 62 •• -----·-·-···· 6 b \ 
, I l"1 \ 

b" 6, _ ___ _ b) 
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Sequente toets voor het gemiddelde van een normale verdeling 

mFt gegeven spreiding, of voor het verschil der gemiddelden 

van twee normale verdelingen, waarvan de spreidingen gelijk 

zijn. 1 

Wij beschouwen Pen stochastische variabele ! 2), die een 

normale verdeling bezit met gemiddelde/ en spreiding ~ . Men 

wil voor gegeven waarde/0 de hypothese,,1,~70 toetsen tegen 

;-l>/a• Bij de hier te behandelen sequente methode verricht men 

waarnemingen x.1 , )(R, x3; • • • • van~ . Na iedere waarneming wordt 

nagegaan of de som van de gevonden waarden van~ tussen twee 

nader aan te geven grenzen ligt of niet. Zadra de som een van 

deze grenzen overschrijdt, is het experiment beeindigd en kan 

de hypo these _)-L "::::,,/lo worden aanvaard of verworpen. 

De hier te behandelen methode is ook van toepassing op het 

volgende geval: de stochastische variabelen ~ en::'.:' hebben nor­

male verdelingen met gemiddelden f:,1_r.. yl' en 13, '!t 1/" en dezelfde 

gegeven spr~idi
1
~g u''; men wenst voor een gegeven waard

1
1/~~ de 

hypothese / -J;.. ~70 te toetsen tegen de hypothese/ y1. > /o 
Men verricht nu paren waarnemingen: (L'l.1 v-1 ) , (LL2_ >-v--2 ), enz. van 

~ eny-. Indien men nu ?S = ~L-y ,)C.-i:.=l.,l..:.-V[y'-=:://' en o',.,,o'\fi. stelt, 
is dit geval herleid tot het voorafgaande. 

Het is niet mogelijk om een sequente toets te construeren, 

waarbij men slechts een kleine kans heeft om/1/o te verwerpen 

voor iedere waarde va~/ die iets kleiner is da/0 , en tevens 

een kleine kans o'i 1/\i te aanvaarden voor iedere waarde va3/L 
die iets groter is da:;r-0 • Wel kan men bereiken, dat behoudens 

een kleine kans, hoogstens cc :/'-1/a aanvaard wordt al1/ 3/:1.< 
y 0 is en behoudens een klEine kans., hoogstensf 1/<./0 ver­

worpen wordt als/ ~/~> fi is; de waarden vao/\:1/1.; \?<'. en/ moe­
ten door de onderzoeker vooraf vastgesteld worden. 

'1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en streeft 

niet naar volledigheid of volledige exactheid. 

2) Stochastische grootheden worden door onderstreepte letters 
aangeduid. 
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De toets kan dan als volgt uitgevoerd worden. 

Bereken: a... = /1. + /2. 
:t 

~ 
c-' ,!, fl 

- /i -./ 1 
~-

1 - rx 

-t <r' ~ ~ ;1, -/1 -i _/';,/1. 0( 

Teken in een rechthoekig coordinatenstelsel met de assen i en~ 

de evenwijdige rechten , 

Ll 1 - C\._ 7:: ➔- JJ-'1 
L -;J = (L % + ~2 

2 

Men zet nu hierin de waarneming x1 ui t in het punt: -z = 1. > d' = x1 

Ligt dit punt onder of op L1 , dan aanvaardt men_J-l ?fo ; ligt 

het boven of op G2 , dan verwerpt me-cy.L '2;o ; ligt het tussen de 

beide lijnen, dan verricht men een tweede waarneming xi en be­

paalt dan het punt:7,,=~ ;'f=.c.1 +JC'J. 

Ligt di t punt onder of op Li1 , dan aanvaardt me~ 1/9 ; 

ligt het boven of op L:?, , dan verwerpt men/t 7:::.J'\ ; ligt het 

tussen b,-ide lijm-;n dan verricht men een derde waarneming e:nz. 

De toets eindigt bij de n de waarneming, als :t= -n, 1...v=X+~+ --+~ 
) {/ :1. ,.__ 

het eerst punt is het punt, dat niet tussen de 1 ijnen G en L, 
-- 1 , i 

ligt. Men kan bewijzen 3 dat dit steeds na een eindig aantal. 

waarnemingen het geval zal zijn. 

Literatuur: 

A. Wald, Sequential Analysis (1947) chapter 7. 

St at is tic al Research Grol-~P, Colunbia Uniwcrs i ty ( 1945), Sequen­

tial Analysis of statistical data, Section 4. 
(Hierin vindt men een aantal voor de toepas­

sing nuttige tabellen). 
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Kleinste kwadraten-schattingen voor de regressie-co~ffici~~ten 
1 , 1 • 1) van een meervoudige lineaire regressie-verge ijKlng 

4 _ In le id ir1g , 

We onderstellen dat n vmarnemingen y'l,,., sYn 

i'-!Orden}'lelke aan de volgende betrekkingen voldoen: 

1 1 1) \ J 

l/ 
~ l1 

2 ) verricht 

waarin °' .,(3, ., onbekende regressie-co~ffici~nten 

x 11 (1 = 1s ... k_; j bekende waarden van de onafhanke-
u 

lijke variabelen en 'tF (' i 
~ ..J u 

(J 

-- 1,o,, ,n) niet wa2.rneembare onaf-

hankelijke stochastische otheden tnet 

~eliJke (onbekend~ snreidingen. c..:..: _, ' J .. ~-

~e klelncte kwadratenschattin5en voor de co~ffici~nten 

n1in irna 1 'i.f:;er"'er1: 
n 

I ,1 ,, j t'/,q >··-·-· { 
\ i 3 .::.. I . ---~- ' lf . - ._;:i, -- ft ")~ . 

~ ::: 1 ,; 1 l ..,. 1 i 

71j voldce1~ duo aan de~ rellLi2~: G 

D 

( -1 !J ) 
\ ' J I 

) ,:,--!.. :- CL 

/L f~ 

t:f~tel{er.t t3 : ,/;. 
/ ·1 1 " /-

< 1 

?. 
__ (!.'.>'.) 

,l J;- i<: I f 

0 

J ,/\. 

10 Dit ~e~orandum c~ slechts 1ed,ield ter ritntatie en streef~ 

niet naar valledigteid of volledige exactheld. 

2) Stochas~ische 0theden gevon we met onderstreepte letters 

aan; denken we spesiaal aan de door deze grootheden aangenomen 

waarden dan geven we deze met dezelfde letters, maar zonder 
d ' < on ers~rep1ng 3 aan. 
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We zullen de uitdrukking voor a en b 1 , ... ,bk eerst af-

leiden voor het geval k = 2 en daarna met behulp van matrix­

notat ie de algemene formules geven. 

2.Kleinste kwadratenschattingen voor het geval k = 2. 

De relaties (1,3) en (1,4) luiden nu 

(2,1) 
en 

(2,2) { 
-) ::0. 

-- ':f - tx 2 . 2. 

Substitutie in (2,2) gee ft: 
11 { ;';, [ _ /j. (x. - x ) - /r {x . _ 

1 fd 7 2. "J 
0:5._ r, X' [ lf . - -- )j. ) - {x . -
J = "1 -J -d 'j - 1 

~ a 

:: () , 

)] :: 0 , 

of: n ....1'I 
( ✓C- 'j_ ( x_ - -- )2. + 
) 1J=1 'J 
) l- L n ( x . _ x )(x . _ 
C 1 0( = 1 'd 1 1 J 

( 
1 

x)--. l, -

'"1 

s Ommen a 1 s ?a 1 ( '::Ji - iJ ) 
) 

(I " - q vervangen warden door 

en dus 

( -j), enz.) 

De ~plnssing van deze lineaire 7~ elijkingen kunnen WlJ 

sc~r JVE~ n rrc: 

){ ~i - ) 
Yo = ) ( -- 1. ,_ X ... x) 

J=1 1-J l, 

en 
'fl 

L(x j:;1 ~d 
.,,, 

- 2. 2- (x.,, _ x.) 
J ;:1 ' >i .J. 

Voor het geval k = 1 zouden we op deze man r de bekende uit­

druk:king: 
'2. 

.,;::.) 
- /\.'1 

gevonden hebben. 
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3. Kleinste kwadratenschattingen voor het algemene geval. 

Ook in het algemene geval vinden we voor a, als oplossing 

van 

(3,1) (of)) = _ 22..'Y/([1 _ a_ /J- x. _ 
o d- °'=a. i = 1 - j 1 1d 

de uitdrukking f=& 

a.=;:!' u./n _ !J '.?-n x ./n _ 
J =1 .Jd 1 r 1 1J 

of 

t L "fl ( :x . _ 5c) (x .. _ x.)+ . . . 
1 d =1 1d 1 lif • 

n n 

+ t L (x - X )(x .. - x.) = r (x .. -x.) 
k j ~ f k(jt K '-d ~ d:: 1 ~d (. 

if t· ~ = 1:, . . 
We zullen nu om 

volgende matrix 

overzichtelijker formules te verkrijgen de 

notatie invoeren: 

def 
l/ = 
J 

def 

--
'j I 

t3 
I k 

d..ef 

en 

Nu volgt uit (1J1) dat 
y CZ: o< + 

,,... :x - ..... 1 l.1 

'l. --

'l1 

Jef 

+ . + 

J( 
I<: 1 

X 
10. 

X 
KYI 

+ iv' ·' 

zodat we voor (1,1) ook mogen schrijven: 

(If_ q) = /3 lx __ x)+ 
.:::!. i ::!. i 7 \ 1 I l 

(1 , (/ 

V 
1 

- X v1 I(' 

:, '\T ~:! 

.) n . 

Met de bovengedefini.eerde matrices is dit te schrijven als 
( 

V 3 J 3 ) lf ::: ,,, 13 + 1r . 
:::.. i --

- 'l.T 

-· V 

v-

De kwadratische vorm welke we moeten minimaliseren heeft nu de 

gedaa,nte 

(3,4) ---~- = {iJ -><r/ (1 - x13J 
3) 

3) A1
• , de ge-trensformeerde van rr12trix A , onts t 2at ui t A door 

( 
Cl.11 Q.~:j (0...., 0.11 CL -) ·riJen• en kolommen te verwisselen 1 du.s 1It_" a..::; "" G\... o. 0..1 ~ _ 

CL ,. ,,. 21 22 B 
13 a.,., 

, 
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( ,JI 
\ /\ 

r \ / \I .-~ 
) .. 
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waaraan de kleinste kwadraten-

\/' ! 

~ /\ l{ . 
;:: 

c1eze niet singulier dan geeft 
v' 

-;;. /\ 
- ! \/ / 

/\ 

\roor 1~-> .. _,113k 'l! ()rn 

:Lt 3 noeten we eisen dat 

met de eis dat de re-

sle 1Jc'c 

Iic: t 

,-, ..... , ·1 -'. ;,­
)-J .L ',.A.., .. _;:· .. 

C-

-;J_s r1}_et \/let 

o k d 

~::! 1-, l--~ :.'1 -4- .,, __ 
"".> ,,__. ,>_.,_, _ _., V ,_, 

,·· i,·, 

I 
l{ If 
J .J 

h 

n 

n zijn de beste zuivere 

ze bezltten van alle mogelijke 

kleinste variantie. 

V bere ikt wor·d t J 

// v /'~) . , . , __ ./t i ·v '. ' i \I /J .J i V' v ;7 
\. 1../ .. h •,] = • .. / 1{ ... V /\ tf .. ,( /• (r + {c /', /'. •'lf' ::: 

J ,f ,, J .,,.l 

~ i )( ',/ ( '✓(/ \/ I 'l)' ,_ 1v ! ' ! v/ V '\)-- [ V} V / V l \/) "• Jx: I 

...I - !/ /\ !'\ /t /\ ~-f + _y /\ 1 /\ A /'1 A ( /1 /\/ -~! __ :: 

.- l Q ,~ , , ":1··_ ,::,_ ':-.. • .. ·'le -· o_ i .. ,., L ···- \__, !. l ✓v e "-· L-1 1~ ~ _(£ _, 

Q 

van v: 
·- / )( I)( i 

!/ ; '--f 
/\ C L/ 

t 

ct zc;l.r 

'; ,, 
A ii u 

~: I \ -~· i 

d 

r, • 

' 

" c, 
.:c' 1 

- \' 
I( / I 
, I 

, S/ l•:t:~ 1 
,. .:.::: Yl 

'Tl 

1,/ .:,<· 
I; 
a I 

.. ,, .1 

j \ ,-·;- 1 ,·' - :·J,/ I I ::. '"/ 
(! 

~dl ck, indien j8 

f' ver2 ; l'-i l lencie 

1--1 

\ 

l 
I 

) rJ). 

::-112.fhanke ::i. i.jk 

/ 
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.., 

Lf J 
J,n 

waarin de kxk-r:1a tr ix f'>.,1'v\- 1 v' 
I,_ ,/1 .1\ _/ ,/\. i:3. Vocr de covariantiema-

tr-ix van 

u'/ 1:J.l"' -JI 

I, ,) 
:c!1,• ,& -1,:-: 

is 1 

ge1d~t cla~n.)daar· :::: 0 

' 1 ' o p } ) ( ,..2l . n, i ' r 1 1 
( er I k > -Y.. ;c L M .. r\ .· CT- t lj. i ) ::: 

t- ~ \ !::"! 1.,dr1 kd --J )~./ 
~ z { '(-' !\ L\ ) '· I\ ·\ I = 0 .lL r,. n.: J.,H.P, = 

; ~1 L) /(_[ 
(1 ' •) 

" f " • ' I . ,-1 2 ( I ,_, 
c"f'' ,_ (' ,1 • ,., J' - · '(' ,1 v · v ) 0- ,, v) 

:::::- w . /\ A. / .,.,..\ \ /\ /\ ::; - /\ /1 ' 

Voor het geval 

Voor het geva1 

f,te11en: 

, e de .L rJ.j 

I l I • ' \ 
\ 1· .J c_) 

. 1 r l \ 
tJ j Y 1 f - (T- 1 

J • 

. ( ,) . 
1/"J & l = er 
' I --- o I 

~ / 

.-; 111 ,. . . s·., ) / I z I . 
-;} 1.j 1,.,J 

'J 

r11:LLcr van het elerr,ent 1:--( 

1z:8 :.co lom V8L Z dO(jr I Z I voors te 1 len: 
I .id 

(•·· i 1' ii /i ) r 2 / -• I / ' 2 / 
,I ·/J t' ' . C . .. I I 

t _; ~ ;., J {. i~ I 

Men kan aantonen int 
( YI k 
\ 

n do kleinste ~wadratenschattin~en 

" 1'1ef: ft ri.~ eer1 I\ 
V 

is onafhankelijk 7erdeeli van 

n 

l•J. ,._,,,I • ('3 ~-
, ,, lo.. I , 

·rrw·n . ..., 
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2k-de factori~le schema's 1) 

o. Inleiding 
Door het uitvoeren van experimenten volgens een factori~el 

schema kunnen de uitwerkingen van een aantal factoren gelijk­
tijdig bestudeerd worden. Wij zullen dit laten z•ien aan de hand 
van een eenvoudig voorbeeld. 

Stel, de proefopzet, die uitgevoerd is (of zal worden), 
is een 23 factori~el schema, d.w.z. er zijn drie factoren, die 
ieder op twee niveaux bij de experimenten betrokken woPden. 
In totaal warden er dus 23 = 8 experimenten verricht, waarbij 
voor elk van deze 8 experimenten een andere combinatie van de 
twee niveaux van de drie factoren gebruikt wordt. 

De eenheden, waarin de niveaux van de factoren uitgedrukt 
kunnen worden, zijn vrij te kiezen. Door invoering van schaal­
factoren kan dit zodanig worden gedaan, dat het hoge niveau van 
een factor door +1 wordt aangegeven, en het lage niveau doo~ 
-1. Met deze keuze van schaalfactoren is een 23 factorieel 
schema voor te stellen door een kubus, waarvan ieder hoekpunt 
correspondeert met een der experimenten (zie figuur 1). 

✓ r- - -- - - - -<!I' .,,, / 

.,,, I / I 
_,,,, _,,.,,, I 

'i""'-:::: __ - -'-- -ir 
1 I I 

I I 
I 
I 
I I I 

I •--r----p 
/ / 

I ,,, __,,. I ,; 

I ,,, I / 

(r:",: - - - - - _J/ 

Ook kunnen wij een programma­
matrix aangeven, d.w.z. een matrix 7 

waarvan de u-de rij de coOrdinaten 
aangeeft van het punt correspon­
derende met het u-de experiment. 
In dit geval is de programmamatrix 

Figuur 1: een 23 factorieel schema. 

1) Dit memorandum is slechtf bedoeld ter orientatie en streeft 
niet naar volledigheid of volledige exactheid. 
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+1 +1 +1 
+1 +1 -1 
+1 -1 +1 

p +1 -1 -1 ( 0, 1) = . . . ' 
-1 +1 +1 
-1 +1 -1 

-1 -1 +1 

- '1 -1 -1 

Het mathematisch medel 

Geven wij een waarneming aan met y 2 ), dan wordt voor een 
"--U 

23 factorieel schema uitgegaan van het model., dat de y 
~ 

(u = 1, ... ,8) onderling onafhankelijke stochastische va~iabelen 

zijn met mathematische verwachtingen ?u , dus: 

ju== 12u + ~"- (1.1) 
waarbij dus [ y'L ~tr en waarbij bovendien een onderstelling ge-

maakt word t: 
( 1 • 2) 

Voorts wordt de ?« als volgt opgebouwd gedccht: 
7u. :::: xt'IU + fa, X,u. + /<z. Xz.,_ + )1~ X3.,_ + /At1 'X,u Xii,. + µ,3 )(,..,_ )(~'-l, .J-

+ J..1. 2,. Xlu X.3u,. + /'--1../23 Xa,_)\u.XJtc (1.3) 
hetgeen geen enkele beperking oplegt aan de waarden, die de 

?u kunnen bezltten. 
Hierin noemen wij: 

;M<> = het gemidde lde 

- het i-de hoofdeffect 

_,,,,u.'!.= de i,j interactie (een interactie van de eers orde) 

de i,j,.k interactie ( 11 11 11 11 tweede n) 
Verder is: 

)(_OU ='=! 1 

en voor i = 1,2,3 

(+1 als i-de factor bij het u-de experiment op t +1 

. / niveau ge werd 
Xiu.=) -1 als de i-de factor bij het ~-de experirne op het -1 

lniveau gehouden werd. 

2) 5 Een stochastische grootheid is een groothe , die een waar­
schijnlijkheidsverdeling bezit. Stochastische grootheden 

word.en door onderstreepte letters aangegeven; dezelfde let­

ters niet onderstreept warden vaak gebruikt voor waarden, die 

zij aan kunnen nemen of aangenomen hebben. 
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De interpretatie van (1.3) is dat men de verwachting van 

een waarneming opgebouwd denkt uit een gemiddelde waarde en een 

aantal bijdragen van de factoren: de hoofdeffecten*Daar eyenwel 

de effecten van twee factoren veelal niet onafhankelijk zijn, 

moet men teneinde de hoofdeffecten te kunnen optellen, hierbij 

een correctiefactor invoeren, de interacties. Een interactie 

tussen factor 1 en 2 betekent, dus dat factor 2 bij een experi­

ment, waarbij factor 1 op het +1 niveau betrokken is_, een andere 

invloed heeft, dan bij een experiment, waarbij factor 1 op het 
-1 niveau gehouden werd. 

In 1.3 is ?u. uitgedrukt in .,,u.,.,, µ 1 ./4.l 2 , µ 3 ~ µ, 2 ., A, 3 , 

M2.~ en_,.,u.128 • Gebruik makende vah enkele bijzondere eigen­

schappen van de factoriele proefopzetten kan men ook ieder der 
µ 1 s uitdrukken in de 'cu.. Zoals nl, uit de definit.ie van de 

Xiuvolgt, kan de u-de rij van de programmamatrix (0,1) geschrevem 
worden als 

X,v.. )(Ht X3u ) 

Hieruit blijkt dan, dat voor i = 1,2,3 en j; 0,1,2 en 3 

ge ldt: 
8 
✓-

X. tL<. = 0 
U..-:::.1 

8 

.J_ I :a. 
1 x,;·.,_ = 8 v.=1 

en al::; i I- j 8 

I 
l,jci 

X 1·u., X iu.. = 0 

Vermenigvu.ldigt men 1. 3 rechts en 1 inks met 

over u, dan is 
8 
~, 
L X.luh(u -

u.~ 1 

8 

l< o,,= 1 

verb.and met ( 1. 

( 

+ )(2. X ·✓ 
14 2.u''3u ltJ) = 

8 1 

analoge wijze ve ijgt men: 

8 

J_ .I = 8 U;:/ 

+ 

(1.1~) 

en sommert men 
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El 

/-L-1 .1.. I X l<l '? u. - g u~1 
8 

~i. = .J... ) 
x21.( rz.,, ,_ 

g I.P</ 

,M-3 I z X 3" rz"' -- 7i '<'I 
IJ 

,/U,:2. 
I r X "' X24 7 u. 

( 1 ~ 5) -- 7J u.~ l 
(; 

,,,,u. r 3 
I = x,,., X3..,~.., - ~ Lt" 

& 

/-lia3 = I ~ X t.~ X?,..,_ 7« 8 1..n:f 
e 

/u,2~ I 
s;:-

>( If./ Xic,. X3,.,_ tz« = L.. 
8 ,{:../ 

Men kan ook direct na (1.1) deze µ'svolgens (1.,5) definieren 

en vervolgens aantonen dat (1.3) geldt. 

2@ Schattingen van de effecten 

Ui tgaande van de waargenomen waarden 1,_,_ zullen nu schattingen 

van de effecten warden berekend. Deze schattingen zullen wij 

met een ·m met overeenkomstige indices aangeven, 

Allereerst zullen schattingen voor de ~u berekend warden, 

daar indien deze bekend zijn uit (1.5) de schattingen voor de 

effecten volgen. Volgens het principe der kleinste quadraten 
";le 

kiezen wij de schattinger'i 'Ju van ~/" zodanig, dat 

Q 
minimaal wordt. Zoals zonder meer in te zien is, wordt Q mini­

maal (en wel gelijk aan o), indien voor u ~ 1, ... ,8 
... 

= ,~ (2.1 
Volg0ns (2. -1) zijn de waarnemingen /"- dus de beste schattingen 

van ~ll. Invoering tn ('1. 5) geef't dan voor de schattingen van de 

8 '· 

m" - ij I. LI 
l.' <le l ('" s 

M1 ' I x,.,_ l,/ 
"" "§ 

l.1:::I c' '< 
r. 

l !'\') 1 
! I. x,., i;,,. .=:; 

l.1 en/ 

r1"\ J I t X )u y i,,_ = a L (2.2) L~; I 

!) l 
J.. I X,c,Xlcc1"'- ' 

r'r')l2 "" ! 
/y l-ll/ 

Ii 

m,, = .l ) X,u Xs., 1<{ '1 4::1 s 
I ' ><2u 

X3"- t·-h"123 = j L 
M ~ I 

$ 

n,,1.; "" !. 2-_ X x X u 
8 lk. I 2.!.-t I JU ,i--u_ ,.,, 

f 
/ 
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Uit deze uitdrukkingen blijkt dat de schattingen op zeer 

eenvoudige wijze te verkrijgen zijn. De m1 wordt bijvoorbeeld 

verkregen door de 1~ een + of een -teken toe te kennen naar 
¥ 

gelang de 1e factor op het hoge of het lage niveau bij het 

u-de experiment betrokken is, daarna over deze waarden te sommeren 

en door 8 te delen. De m12 wordt op analoge wijze verkregen; in 
dit geval krijgt de 1~een + of een - teken: al naar gelang 

Xn, X:z.u +1 of -1 is. De berekening van de schattingen verloopt 

dan ook zeer eenvoudig, indien men gebruik maakt van de program­
mamatrix. 

Daar alle waarnemingen een inhaerente waarnemingsonnauwkeu~igw 
heid bezitten, kan uit het simpele feit van het verkrijgen 

van een getalwaarde voor m1 , ... m123 nog niet besloten worden 

tot het bestaan van systematische hoofdeffecten en interacties. 
De variantieanalyse biedt evenwel een mogelijkheid dit nade~ te 
onderzoeken. Hiervoor wordt verwezen naar de handboeken op dit 

gebied o.a. [1], [2] en[~, waarin bovendien verdere literatuur­
verwijzingen zijn opgenomen. Indien bij toetsing bijvooY'beeld 

blijktJ dat behoudens een zekere (kleine) onbetrouwbaa'Pheid 
aangenomen moet wordenJ dater een interactie m12 aanwezig is als 

systematisch effect, dan wil dit zeggen, dat de eerste factoJ? en 

de tweede factor niet onafhankelijk werken. 

De schattingen., die op hierboven beschreven w:LJze berekend 

zijn, hebben enkele eigenschappen., die bier slechts kort zullen 

worden aangegeven. Zoals alle kleinste quadraten-schattingen 

zijn zij zuiver. Bovendien zijn zij onderling ongecorreleerd. 

Is bijvoorbeeld zeer groat en m2 en m3 zeer klein, dan toch 

warden de schattingen van m12 etc. hier niet door beinvloed. 

Deze eigensc hangt zeer nauw samen met de orthogonalitei.ts-

relaties (1.4) en men zegt daarom wel dat alle schattingen 
11 orthogonaal 11 z ijn, Door deze e igensc pen en door hun eenvoud 

zijn factorlele schema's proe zetten, die zeer bruikbaar zijn 

o.a. voor industri~le experimenten. 
De schattingen (2.2) krijgen een zeer eenvoudige vorm in­

dien men van matrixnotatie gebruik maal{t, Hiertoe definieert men 

de ruatrix X als volgt: de u-de rij van X bestaat uit de elementen 

(u = 1, ... .,8) 

( Xou. X1u x~k X 3 ii X1.._)('l.c, x,«-X'14. X "-"' X3 I<. X, .. x,.., X-:i .... ) 

De kolommen zullen wij aangeven met: 

( E) (I) i :..,.. ,~, (! 2..) (13) /11.. 3) (113) 
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Uitgaande van de matrix p vinden wij dan: 

CE) ( '1 / ( 2) (3) ('12) '1?' f23) (123) 
/ 

\ ..,}/ 

+1 +'1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 

+1 +'1 +'1 -1 +1 -1 -'1 -1 

+'1 +'1 -1 +'1 -1 +'1 -1 -'1 

X +1 +'1 -1 -'1 - '1 -1 +1 +1 (2.3 = 
+1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 -1 

+1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1 

+1 -1 -1 +1 +'1 -1 -'1 +1 

+'1 - '1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 
,/ 

Wij verstaan onder een vector een kolomvector en geven een 

' rijvector aan als de getransponeerde kolomv-ector (dus als a). 
Def inieren wij 

/4,(__' = ( 1u 0 , /A,, /u.,., /L{ 3 

terwijl de overeenkomstige .&c 

, /u,,., , .. L--'., 1 , /Ll 2 J, /u 1,.l) 

tti n aangegevBn wDrden door 

' ' 1,'1123 ) 

Is voorts de vector der waarnemingsresultaten: 
\ 

CL/ c::c ( c./1 J 
(j 

dan gaat (2.5) over in: 
(J ) 

rn= ~ ;j 2.4 
B · · ?k · t " h t t 1 . t ' . lJ een _ experimen is ,.e., aan a u1. i:;e voeren e:x:per1.-

mente~ zeer groot, als k niet al te klein is. Om het aantal expe­

rimenten binnen redelijke grenzen te houden kan men op de volgen­

de wijze te werk gaan: 
'.,c- "j 

1, een 2· sc uitvoeren en de k-de factor door verstrengeling 

bij het exper oetrekken (Engels: confounding) 

2. van ee~ 2k schema slechts een gedeelte,bijvoorbeeld de heltt 

uit voeren: dit le tot partiele schema's (Engels: frac-

tional designs) 

3. Vers0rengeling 
Stel men wenst de invloed van vier factoren te onderzoeken. 

Men kan dan een 23 factorieel sc uitveereny waar de 4e fac-
tor 7erstrengeld is met een van de interacties van de eerste drie. 

Men kan dit bijvoorbeeld doen door in de matrix P, een nieuwe 

ko lob in te voe gen waarvan ieder e le men t hetze lfde teken hee ft 

als het product van de e lementen op d ieze lfde rij in de eerste 

drie kolommen. Men verkrijgt op deze wijze een nieuwe programmama­
trix ? 1 , 
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,/ 

+1 +'1 +1 +1 
+1 +1 -1 -1 

+1 -1 +1 +1 

pt +1 -1 -1 -1 ( 3 .1) ::=: 

-1 +'1 +1 +1 

-1 +1 -1 -1 
-1 -1 +1 +1 

-1 -1 -1 -1 

Bij het u-de ext)€riment houdt men de vieroe factor op het +1 

(resp. -1) niveau als in de programmamatrix op de u-de rij eni 
vierde _k,plofn; een +1, rt::sp. -1 voorkomt 

Uit de wijze., waarop de vierde factoP werd ingevoerd blijkt, 

dat voor e lke u ge ldt : 
1.. . 

Men geeft dit aan door de z,g. groepsrelatie: 

11 = 22 ~ 33 = 44 = 1 2 3 4 = e~nheid. 

( 3. 2) 

(3.3) 
Indien men de laatste gelijkheid in(3,2) links en rechts met 
x,,.,_vermenigvuldigt, is: 

.,_ 
X,..,_ X2.,.,_ ;:<J,~X 9 """"' X ,..._ 

of daar (weer volgens (3.2)) ><;u. == eenheid, geldt: 

'x".2.t..r.. x3 u.. xl/,t. .:::: )(,'-f., , 

Op gelijke wijze vindt men: 

en 

Het model voor een volledig factorieel schema met 4 

(naar analogie van 1.1 en 1.3) 

en 

+ 

( 3 A) 

tor is: 

. + 

(3,5) 

Uit de relaties (3.4) volgt, dat (3.5) voor het geval dat de vier­
de factor op de bovenbeschreven wi,jze geintroduceerd is., ook kan 

' warden geschreven als: 

7u "" ( J-i.o + i--lu,3"-f ) Xou + ( jA..,+ _.,,M21;,.1 ) X ,,,_ + (/!.{?.. + ,M13.y) X-;2u. + 

( 3 .6) 
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0p dezelfde wijze als in 2 kunnen de /~t~uitgedrukt word.en in 

de y I s: 

I} 
I I 17v... + ~/u ,2 J-11 = 8 t,f';d l 

17 
I I_ .,/<-, + ..... {.(_ 2.Jq = - X IV. '? 'I 8 '-<>I 

D 

/uz. /(A_ IJLf 
! E Xi« rz.., + =: g (AZ! 

s 
/l,( 3 

I z x 31.' + _ _.,,L/. I~ 1/ -- 8 le .. (A::,-, 

[} 
(3. 7) 

-··/l( 12. 

I I x ...... x 'l .... rz .. + .,../4{. 3<,! -- fJ ~,:,, 

ii 

.. ,/{,l lJ + I 
.,...u/)_7' ·-- fJ L ){,,.,_ 

t,-:;-' 
x.'314. ~ .. 

t' 
/ 

S>= x"v.. XJu. h , ..... ,{...f. 2.3 + .,,,,,,.Ll I '-:I -
-··"" '8 t,1,:;> ("' 

r 
! ~-_ .... v i2. 3 ..f.. _,/l-( -'-I - x,q )(.'I.Cl X3.., 7" -·- r "'~' 

:Dus in dit geval zal men, indien men voor ?_I./. de ae~crttingen (""'ia..­
voert) volgens 3. 7 niet alle /us apart schatten,. maar twee aan 
twee bij elkaar. 

Zo bijvoorbeeld schat men de som van /u 1 + /µu,,_, , en men 

kan uit deze acht experimenten niets meer te weten komen over 

.. A.,t, en/U2.J 4 apart, Men zegt dan dat,.,u, en/-l'la4 verstrengeld zijn. 

Men ziet dus uit 3.7 dat elk effect verst.rengeld is met een an­

der effect, Door vermenigvuldiging van de indices van een effect 

met de groepsrelatie (3,3)i verkrijgt men de indices van het 

effect, dat ermee verstrengeld is. Zo is bi,J"voorbeeld ,A,t. 1 ry ver-,. ,-. 

strengeld met_/UN J daar 12. 123)_~ == 3J+. 
Het gebruik van verstrengeling is meestal dan slechts zin­

vol., als van de met de hoofdeffecten verstrengelde lnter2cties op 

redelijke gronden aangenomen mag warden, dat zij zee.r gering of 

afwezig zijn. 

Het zot.l in dit verband te ver voeren, de verschillende 

methoden van verstrengeling te bespreken. Men wordt hiervoor ver­

wezen naar de bestaande handboeken. 

4. Partiele schema's 

Men komt tot dezelfde matrix P 1 (2 .1), indien van een 
4 " 

2 fac torie le proefopzet s lechts die experimenten ui tgevoerd 
warden waarvoor: 

)(,..._ Xz"' X3 .... X,,,.._ = + j_, (4.1) 
en die experirr_enten achterwege laat waarvoor: 
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X1 "' x" .... x,<-1- x.,..,_ = - .1. 
In dit geval noemt men dit een half factorieel schema. Indien 

men op de door (4.'1) gedefinieerde wijze te werk gaat, blijven 

de geschatte effecten orthogonaal. 

De consequenties van het uitvoeren van een partieel schema 

t.a.v. de schattingen zijn geheel gelijk aan die, besproken in 3. 
Zo volgt uit 4.1 weer de groepsrelatie: 

1234 == eenheid. 
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