













































































Dl

fase van het onderzoek herhaald. Op deze wijze zal men in de
regel een gebied bereiken, dat zo dicht bij het maximum ligt,
dat de interactie-effecten nilet meer verwaarloosbaar klein
zljn (zie 3.2.2 of 3.2.3).

3.2.2. Lineaire effecten << interactie-effecten

Als de linealre effecten veel kleiner zijn dan de inter=-
actle-effecten, is dit een sterke aanwijzing, dat een optimum
(of eventueel een zadelpunt) zich in het door de experimenten
bestreken gebied bevindt. In dit geval 1s het ven belang het
model (2.5.131) uit te breiden tot model (2.1; 8 waartoe de
kwadratische effecten geschat moeten worden. De proefopzet wordt

nu uitgebreld tot een centrisch samengestelde proefopzet, door

bijvoorbeeld experimenten uit te voeren in de hoekpunten van een
octaeder (of het meerdimensionale analogon), en bovendien één

in het centrum van de proefopzet. De hoekpunten van het octaeder
zijn alle op dezelfde afstand van het centrum gelegen; deze af-
stand is echter zelf nog vrij te kiezen. Men kan deze afstand zo
kiezen, dat de interactie- en de kwadratische effecten worden
geschat met gelijke varianties of bijvoorbeeld zodanlg, dat de
schattingen van kwadratische en interactie-effecten onderling
ongecorreleerd zullen zijn,

3.2.3. Lineaire effecten van dezelfde orde van grootte als de

interactie~effecten

Zijn de lineaire effecten van dezelfde orde van grootte
als de interactle~effecten, dan zal het optimum zich of in het
door experimenten bestreken gebied bevinden of in de onmiddel;'
1ijke nabijheid hiervan. Men kan op grond van de tekens van de
lineaire effecten en op grond van onderlinge vergelijking van ’
de responsies trachten ult te maken in welk deel van de kndimeh%
sionale ruimte het optimum zich waarschijnlijk zal bevinden. '
In die richting zal men dan de proefopzet willen uitbreiden,
waardoor

a. het zwaartepunt van de proefopzet dichterbij het optimum komt
te liggen en

b. schatting van kwadratische effecten mogelijk wordt.
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Men gebruikt hiervoor de excentrisch samengestelde proefopzet.
‘Het 2
hoekpunt, waarvan men verwacht, dat het dichtst bij het optimum

factori&le schema wordt daartoe uitgebreid vanuit dat

zelegen is. Op een afstand a langs het verlengde van de ribben,
die in het genoemde hoekpunt samenkomen, worden experimenten \
verricht. De keuze van de afstand a kan weer op dezelfde gronden\\
gebaseerd worden als in par 3.2.2. |
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Figuur 6: Excentrisch samengestelde proefopzet voor k = 2

o experimenten verricht in 22 factoriel schema
¥ uiltbreiding

In figuur 6 is voor k = 2 de zo verkregen samengestelde proef-
opzet geschetst.

3.3. Derde fase
Zowel voor het geval van par. 3.2.2 als van par. 3.2.3
is een schatting van alle constanten in het model (2.1;13)

berekend, Zoals reeds eerder ulteengezet 1s, mogen wij slechts
verwachten, dat de verkregen vergelijking slechts plaatselijk
een goede benadering zal zijn van het responsie-oppervlak. Een
onderzoek van deze kwadratische vorm zal ons dan ook in staat
stellen ons een globaal beeld te vormen van het responsie-opper-
vliak in de directe omgeving van het door de experimenten bestreken
gebied,
Allereerst kan het centrumpunt bepaald worden door partigel

differentifren en nul stellen (vergclijk (2.3;4) mot
/U = 9). Door translatie en rotatie kan vervolgens de kwadriek

op de hoofdassen worden getransformeerd. De vergelijking gaat

dan over in:

B - - N 2
y - yo - \‘/]X/l + A2X2 & S +l\ka 3

' o)

waarin ¥ _ G4& responsce 1o .n het centrumpunt. (3.3 ”

(zi. [11
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Men kan nu ult de tekens en de grootten van de)i verschil=-
lende conclusies trekken:

. Z1jn alleiﬁ 5 negatief, dan is het centrale punt een maximum

a
b. Z2ijn alle >\i positief, dan is het centrale punt een minimum
C. Z1ijn enkele Als positief en andere negatief, dan is het cen- .

trale punt een zadelpunt. Op zichzelf kan dit punt geen optie-
mum zijn, maar de vergeliljking(3.3;1)zal direct een richting
(nl., de richting met de grootste)) suggereren, die zal leiden
tot punten van hogere responsie.

d. Zijn enkele)\'s zecr klein in verhouding Tot andere, dan is
het responsie-oppervliak uitgerekt in de richting van de over-
eenkomstige hoofdassen, Dit is een aanwlijzing, dat er een
gebied is met punten van dezelfde responsie (een "bergrug").
Het 1s van belang door verdere experimenten deze aanwijzing
te controleren.

e. Het geval kan zich voordoen, dat het stelsel vergelijkingen
(2.33Wvoor M = 0, cen oplossing heeft, die meetkundig zespro-
ken, ver buiten het gebied ligt, dat deoor de genomen experi-
menten bestreken wordt. Men kan niet verwachften dat het model
(22.8) het beeld van het responsie-oppervliak in dit verrepunt
qu weergeven, Heeft het optimum bijvoorbeeld een codrdinaat

lij die zeer groot is, dan is Ay klein, en heeft men te doen
met een zeer langzaam opduikende "pergrug", waarvan de top ver
wez 1ligt., Door de translatie X}::X}%&,is de vergelljking(3.3.7)
te herleiden op een coérdinateisysteem met als ocorsprong een
punt in het bestreken gebied;(3 3. ﬂ Wcat dan over in

«j-.kj": a\X( “ 4 RX (3:3.2)

"vergrug"

waarin 2&1& gen maat is voor de helling van de
Men kan deze helling volgen tot zover mozelijk is, waardoor

men punten met steeds hozere responsie kaen bereiken.

Als afsluiting van de derce fase zal men in het algemeen door

experimenten trachten te oevestigen, wat men tolt zover gevonden

neef't, Men krijst dan opnicuw cen z2antal responsieés en dez

,,,,, 3

met die uilt de Iste en de 2de fase van

€
kunnen eventuee
het onderzoek, zebruikt worden om nileuwe schattingen f te bere-

cn zullen in het algemeen veter zign, daar

kenegn, Deze schatting
z1]j gebaseerd zljn op cen groter aantal experimenten. Door trans-

formatie van de op deze wijze verkregen vergelijking op de hoofd-

assen verkrijot men weer een vergelijking van het type (393.1),



Door PLACKETT {?2} is een aantal eigzenschappen afgeleid
voor kleinste kwadratenschattingen, die in dit deel van het
onderzoek zeer veel werls kunnen besparen., Het is nl., niet
nodiz de schattinzen opnicuw te berekenen uit (2.231), mear
men kan op eenvoudige wijze correcties aanbrengen op de be-

staande schattinzen.

3.4, Enkele opmerkingen

De mogelijkheid bestaat, een betrouwbaarheidsgebied te
bepalen voor de plaats van het maximum (zie [é} Y. Als extra-
onderstelling moet dan de normaliteit van de waarnemingson-
nauwkeuricheden worden ingevoerd. Daar de vorm en de grootte
van het betrouwbaarheidsgebied in hoge mate afhankelijk zijn
van omstandigheden, waarover men geen zeggenschap heeft (de
"conditioning" van vergelljking (2,3;4)),zal hierop niet verder
worden ingegaan,

Indien een optimum bereikt wordt, kan het zijn, dat dit
slechts een plaatselljk optimum is.

Als de waarnemingen niet onafhankelijk zijn, zoals bijv.
bij een split-plot design, moet (2.133) worden vervangen door

\

,  Fgyn) = Ve (3.451)

waarin b/een al of niet bekende matrix is, Ook in dit geval
blijven de methoden toepasbaar, zlj het dan met kleine wijzi-~
gingens: zie [ﬂf} en [26],

Is de chemische reactie ook afhankelijk van guelitatieve
factoren, dan brengt de gehele gedachtengang met zich mee, dat
Pij elk van de niveaux van deze factoren het optimum bepaald
wordt. Door vergelijking kan men beslissen, welk van deze voor-

waardelijke optima het optimum 1is voor het gehele proces,

Hoofdstuk 4: Voorbeelden van tecepassingen )
Deze voorheelden zijn ontleend aan RBOX [3J en L!].

4.1, Eerste voorbeeld

Fen chemisch proces van net type A+B+C-D + andere producten
(waarbij C wordt bijgevoezd in een cplosmiddel E) werd gebruikt
om D te produceren, Men kende omstandigheden, waarbij het omzet-
tingsrendement 45% bedroeg, maar men hield het niet voor onmc.”
1ijk, dat dit bedrag hoger zou kunnen worden, Om deze reden wer
besloten in het laboratorium door cxperimenten na te gaan of en

in hoeverre dit moceliilr zou zijn.
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De waarnemingsgpreiding van de "responsie' onder constante
experimentele condities schatte men op 1%.

BiJ het overleg tussen de chemicus en de statisticus bleek,
dat 5 factoren in het onderzoek dienden te worden betrokken:

hoeveelheid van het oplosmiddel [ = X,
verhouding van de concentraties van C:enfq = Xy
concentratie van Cin B = Xa
reactietijd = Xy
verhouding van de concentraties van'E>enfq = X

Door theoretisch beschouwingen kwamdce chemicus tot de con-
clusie, dat waarschijnlijk de ,X(enAxs niet onafhankelijk van
elkaar zouden werken, Bij de proefopzet moest dus rekening ge-

houden worden met een interactie X X,. Evenwel was het heel

goed mogeliljk, dat men bij de oorsproikelijke proefopzet nog
zover van het maximum verwiljderd was, dat de andere interacties
klein zouden zijn in verhouding tot de lineaire effecten. Hierom
hield men de eerste fase van het onderzoek zo klein mogeli jk,
door verstrengeling toe te passen. Men gebrulkt een 23 ffactorieel
schema en assocleerde de Xy met de interactie,x,xz><aen de Xg met
minus Ba/z XS . Hierbij wordt deX X
lineair effect. Immers de groepsrelatie wordt:

. niet verstrengeld met een
3 el

11 = 22 = 33 = 44 = 55 = 1234 = -235 = 145 = O , (4.151)

en dus wordt %lxéslechts verstrengeld met de kleine interactie
X, Xq

De keuze van het gebied, dat door de experimenten bestreken
zal worden, is als regel vri] moeilljk. Kiest men een te groot
gebied, dan zullen de interactie-effecten groot worden, zelfs
bij een responsie-opperviak, dat biljna een plat viak 1is., Ver-
strengeling kan dan niet zeer effectiefl gebruikt worden. Kiest
men een te klein gebied, dan bestaat de mogelijkheid, dat de
effecten te klein zijn, en door de waarnemingsonnauwkeurigheden
gemaskeerd worden. In ons voorbeeld werden de eenheden gekozen
als vermeld in Tabel 4;1.

Tabel 4:1: Niveaux voor de eerste groep experimenten

niveau|

factor C
Xq 200 1250 ce
X, Lo (4,5 & mOl/g mo 1
g 90 | 93 %
Xy g 2 uur
Xo 3,0 13,5 & ™Y/ mol




De matrix Xtheeft de vorm (2.5.132), met de kolom X}Qg:yi
Verder heeft de kolom sza tegengestelde tekens gekregen en is
dan =— XS

De vector van de waargenomen responsies was:

58,6
50,2
64 4
Y= |2eql (4.1;2)
31,2
51, 6
34

De volgende schattingen werden uit (4#,1;2) berekend,

Le, — ( 23”*“2%7‘*' % %4&4 gkﬁﬁ) = 48,5 + 0,4
o= (- fas | = 7.9 £04
by . Y (*ng) =~ 2,2 + 0,4
fs A (“‘“ %5) = 6,0 + 0,4
) - o zon
a wtﬁ(&%{ s»f(/%) = - 0,4 + 0,4
e — B %LZH = = 1,8 + 0,4

o (Mﬂ 4«9094) < 0,2 % 0,4,

Achter de getalwaarde van de schattingen is opgenomen een schat-
ting van de spreilding van deze waarde die ‘V8 /?iﬁgif O, 4. 1is.
De spreiding van een waarneming was immers ongeveer 1%; het aantal
betreffende waarnemingen is 8.

Duideli jk blijkt dat de lineaire effecten veel groter zijn
dan de interactie-effecten, met uitzondering van de tﬁg <+ %éq>,
Er is dus reden om de methode van de stellste weg toe e passen,
hoewel niet geheel voldaan 1s aan de voorwaarde van het kleln zijn
van de interactie-effecten.

De bepaling van de steilste weg geschiedt als in Tabel 432,

Het is natuurlijk vaak niet goed mogelljk te zeggen of het
toepassen van de methode van de stellste weg gerechtvaardigd is
of niet. Want de lineaire effecten mogen dan wel relatiefl groot
zijn, maar tengevolge van de verstrengeling is het niet zonder
meer ‘te zien, of inderdaad wel alle interactie-effecten klein
zijn (dezelfde moeilijkheid treedt ook op blj fractionele schema's),
In ons geval zouden (ﬁg en %%qbeide (even) groot kunnen zijn, en
in het geval van ongelijke tekens van deze interacties zouden wij

hun bestaan niet opmerken,
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Tabel 4;2: Steilste weg na proef 4

| factor X, . %5 x3 Xy x5
ce & m01/g mol % uur g mOl/g mol
basls (zie Tabel 1) | 225 L,25 91,5 | 1,5 3,25
eenheid( 1 ) 25 0,25 1,5 0,5 0,25
geschatte afgeleiden| 7,9 - 2,2 6,0 | 0,4 0,4
eenheid x afgeleide | 197,5 b - 0,55 9,0 | 0,2 0,1
verandering 1in .
niveaux per 10 cc 10 - 0,028 0,456 | 0,011 0,005
verandering in X4
. Punten van de 225 4 25 91,5 1,5 3,25
%steilste weg: 235 4,00 92,0 1,5 3,25
|
i
| 245 4,19 92,4 | 1,5 3,26
| 255 k17 92,9 | 1,5 3,26
| 265 b, b 93,3 | 1,5 3,27
experiment Q-——s | 275 4,11 93,8 | 1,6 3,27
285 L, 08 oh,2 | 1,6 3,28
experiment 10 — | 295 L, 06 9Lk,7 1 1,6 3,28
305 ‘,'!'.903 95ﬁ1 136 Bsgg

Zou echter de toepassing van de methode van de steilste weg
niet gerechtvaardigd zijn geweest, dan blijkt dit vanzelf: de
verwachte toename van de responsie blijft dan uit, als wl]j langs
deze weg experimenten verrichten,

In ons voorbeeld werden twee experimenten nr 9 en nr 10
verricht langs de aangegeven weg ‘Tabel L4;2) en waarbij respon-
sies van 80, resp. 79,4% gevonden werden, Op grond hiervan werd
in principe besloten een nieuwe factoriéle proefopzet ult te
voeren met als centrum de cobrdinaten van het experiment nr 10.

In het eerste gedeelte van het onderzoek vertoonden X4en

ngeen effect van betekenis. Dit kan de volgende oorzaken
hebben:
1. de Tactoren hebben inderdaad geen invloed op het verloop van
. de
2. de
de om dit effect duldelijk tot
uitdrukking te laten komen. Dus dat bijv.

reactie,
factoren hebben wel invloed, maar deze is zo gering, dat
gekozen eenheld te klein was,

in het geval van de

(o]

cerst een tijdsverschil van 2

of 3 vur tussen de niveaux
+1 en -1 een duldelijk te constateren effect te zien zou geven.
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3. de factoren hebben wel invloed, maar de gekozen niveaux var
de factoren zijn aan weerszijden van een voorwaardelijk
maximum gelegen,

Het 1s van groot belang tc weten met welke van deze drie moge-

lijkheden wij te maken hebben, De eenvoudigste methode om dit

uit te maken is bij de volgende experimenten de betreffende
factoren nicet op die niveaux te houden, die aangegeven werden
door de steilste weg, maar hiervoor sterk afwijkende wasrden

te kiezen, en bovendien de eenheid (d.i. de helft van de afstand

tussen +1 en -1) te vergroten, %

Een volgend punt van belang is het kiezen van de eenheid
voor de factoren, die wel ecn duldelijk effect geven, Hierbi}]
spelen de volgende overwegingen een rol:

1. Wordt de eenheld veel verkleind, dan bestaat het gevaar da>
de effecten te klein worden t.0.v. waarnemingsonnauwkeuri~ -
heden, De linecailre effecten, geschat uit de cerste groep
experimenten zijn veel groter dan de waarnemingsonnauwkenr: o
heden, dus veel gevaar uit deze hoek bestaat nog niet.

2. Wordt de eenheild vergroot, dan zullen de interacties ook
snel groter worden, dit moet vermeden worden, daar het i -
het beschouwde geval van belann was te Ttrachten de metl o’
van de stellste weg nogmaals toe bte passen, zodat het nodiz
1z de interacties klein te houden.

Tenslotte werden zo de niveaux gekozen als in Tabel 433

(met punt 10 als centrum).

Tabel 4:3: Niveaux voor de 2de groep experimenten

facto?lveau - 1
X, 280 310 ce
X 3,85 | 4,15 | & mOl/g mol
g gl 96 A
Xy 2 L uur
Xy 3,5 | 5,5 |8 ™l mol

De experimenten werden ulitgevoerd in een 25 factorieel
scgema met verstrengeling. Evenwel werd >Q5hier geassocleeru
met XX, , (groepsvelatie: 11 = 22 = 33 = 44 = 55 = 1234 =
125 = 345) zodat Féaalléén de effecten ‘423%— %Q zowu schatt -
dus een andere combinatie dan die bij de eerste groep. De
hierboven besproken mogelijkheid van twee elkaar opheffende

interactie~effecten kan hiermee onderzocht worden. Evenals in
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De vector van de responsies (met betrekking tot matrix
(2.5,1:2)) was:

) (4.133)

-] V=~ OYOV~J O
O U~ 002w
o LT Y 2 '3 L") A¥) o
A OUT OWO U0

en de hierult berekende schattingen:

b
f,

— Y (*5%*%%#?}_%3 5 fas *‘%%s} = 70,7 £ 0,k
! *’*kﬁ(*‘%) =~ 2,8 + 0,4
bl (~Hﬁ§> = 0,1 %0,k
b e (103 ("{' %45) = - 2,3 &£ 0,4
Eas e q7 0+(P35) = - 1,7 + 0,4
fo — 4 (+4, +4,) = - 0,h + 0,1
fe- — (+(Q3+’qéq) = 0,5 & 0,4
by — (L@,g‘%“%z, ) = -~ 0,4 + 0,4

Een belangri jke conclusle, die hieruit te trekken 1s,
heeft betrekking op de tijdsfactor X,. Deze heeft nl. wel
invloed, en dus hadden wij bl] de eerste groep experimenten
te maken met geval 3 van pagina 31, Dit blijkt ult het vri]
grote negatieve effect qi,

Een tweede belangrijke conclusice 1s dat de factor Xg
inderdaad geen invloed heeft op het proces, Dit volgt uit
het Teit, dat Xgondanks de grotere eenheld en de andere
richting nog geen effect vertoont.

Uit de negaticve tekens van ig en QZ i op t¢ maken, dat
wi]J hier te ver zijn gegaan langs de steilste weg., Wij gaan
dus weer terug: zie Tabel 4;4, Langs deze weg werden drie
experimenten gedaan, waarbl] de volgende responsies werden
sevondens:

experiment no 19: 80,8%

i n o 20 84 O%

] i 21: 81 sD%
’ Om het punt 20 werd tenslotte nog cen 22 factorieel schema
uitgevoerd, waarbij de factoren X, en X3‘betr0kken waren, Dit
leidde alleen tot lagere responsies. Het experiment no 20 ver-
tegenwoordigt dus ongeveer de optimale condities.



Tabel 4;4:(Steilste weg van proef 2)

...33.,,.

factor X, xz‘ XB Xy x5
ce & m01/g mol % uur & mOI/g mol
Steilste weg .
{vergelijk cen~ | 295 4,0 95,0 3,0 h,5
trum tabel 2)
experiment 19 285 Lo ok,5 2,6 b,y
275 4,0 93,9 2,2 4,3
experiment 20 265 oo 93,4 1,8 4,2
255 4,0 92,8 1,4 4,1

Hoewel het door verdere experimenten (fase 2 en 3) mogelijk
zou zijn geweest een betere indruk van het responsie-oppervalk
te verkrijgen, werd in dit stadium besloten het procédé verder
te ontwikkelen op bedrijfsschaal (zle Hoofdstuk 5).

4,2, Tweede voorbeeld

Twee stoffen, A en B, werden samengesmolten tot een derde
stof C, Men wilde C zo goedkoop mogelijk produceren en voerde
daarom een onderzoek naar een kostenminimum uit, waarbij de
volgende factoren betrokken werden:

smelttemperatuur QTM(in OC),
smelttijd
verhouding van de
concentraties van} M (8 mol /g mol)
A en B

t (in uren),

De hoeveelheid B werd constant gehouden.
Als eerste fase van hetl onderzoek, werd een 23 factorieel

schema ultgevoerd in de gestandaardiseerde factoren:

v - = 2475
;= 2.5
T -20
Xy = T
[Sh e}
M-5,0
Ay = 0,5

Die niveaux van de orginele variabelen zlijn aangegeven in
Tabel 4:5,
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Tabel 4;5; niveaux van de originele variabelen

factorninau +1 al
T 450 430 °C
t ol 16 uren
M 5,5 | 4,5 & mol /o ol

De matrix }f, die betrekking heeft op dit onderzoek is dezelfde

als (2.5.1;2). De ult de waarnemingen berekende kosten zijn:

Uit (4.2;1) kunnen de volgende schattingen worden

37
70
70
39
ol
Th -
43

18

¢
LT (%L + %’41“* %(32 +'§lqégﬁk'."'

— Y

ﬁ N (Qﬂ
b— g
&; — {82

£3 Lga

. Wos

.
h 3
Ach

E SN 123

ter de

i

(4.2:1)

2,75
13,00

3500

+
(S Y]
@]
O

£
+ 3,00
+ 3,00

+ 3,00 .

schattingen is een ruwe schatting opgenomen van de

spreiding hiervan, gebascerd op een spreiding van 8 eenheden in

de

enkele

waarneming .

Uit de schattingen blijkt,

dat hier de

lineaire effecten

van dezelfde orde van grootte zijn als de interactie-effecten.

Volgens paragreaf 3.2;3 1s de beste methode het 23 schema uit

te breiden tot een excentrisch samengestelde proefopzet,

wel vanuit het hoekpunt (-1,-1,-1), Immers:

1. de laagste kosten zijn in dit hoekpunt gevonden,

en

e

2. de lineaire effecten zijn positief, hetgeen in verband met

net felt, dat wi]j een minimum zoeken, naar(—ﬂ, -1y «1)1eidt,
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Experimenten werden daarop ultgevoerd als volgt:

€Xp. no X, X5 X3 kosten
9 -3 | =1 =1 90
10 -1 -3 -1 52
11 -1 -1 -3 1 16

Verder werden blj vergissing nog enkele experimenten uiltgevoerd,

© €XpP. no X4 | Xo Xq kosten
12 . 0 0 0] 38
13| -3 -3 |-3 | 48
14 =1 | -1 0 33

Alle cokffici&nten van model (2.15;13) kunnen reeds uit de
experimenten 41 t/m 11 geschat worden, maar men kan uiteraard
ook met 12 t/m 14 rekening houden. De vergelijking van het
responsie-opperviak wordt dan:

Y= 28,19 + 1,53 % + 8,78 %, + 2,31 X3+
+ 11,23 XM+ 10,85 X2+ 3,11 x>+ (4,2;2)
- 7,28 XX~ 0,81 X, Ky 11,06 %X, %,

De cobrdinaten van nhet centrale punt en de daarblj behorende
kosten zljn

chz 3.987

Kpe= 10,13 (#.253)

vy = 18,12

en
Y. = 96,6
Door de transformatie:

X, 0,1871  0,4897  0,8516 X, = 3,87
Y, =0,7995 0,4290 -0,4205 X, = 10,13 (4.2:4)
X3 635695 -0,7599 0,2133 X3 - 18,12

gaat (4,2;2) over in:

I3

2 2 2
Yy - 96,61 = — 0, K, + 9,49‘X2+—:5,86y% - (4.235)
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Wij zien dué:

1. uit (4.2;2) det er geen lineaire effecten zijn, die groot
zijn ten opzichte van de tweede orde effecten,

2. ult (4.2:;5) dat een van de coEfficifnten van de op de
hoofdassen getransformeerde vergelijking klein 1s en uit
(4.233) dat het centrale punt ver verwijderd is van het
door de experimenten bestreken gebied (immers daar de
tekens van de kwadratische termen niet alle gelijk zijn,
is dit een zadelpunt; om de kosten te minimaliseren moet
men X, en X3 = 0 houden en X, zover mogelijk van X, =
afhouden) .

Hieruit mogen wij concluderen (zie hoofdstuk 3, par. 3§) dat

wij met een langzaam afdalend rivierdal (in drie dimensies)

Te maken hebben.

Wij zullen vergelijking (4,2;5) transformeren op een colr-
dinatensysteem met als oorsprong het punt op de X -as, dat zo
dicht mogelijk bij X, = 0, X, = 0, X= 0 ligt. Daartoe wordt
in (4.2;4)%,= 0, x,= 0 en ¥5= 0 1ngcvuld Dit geeft )(“
-21,116. De oorsprong van het XQ%XS . assenkruls wordt nu
verschoven naar X, + 21,116, xbxa . (4,2;5) gaat dan over in:

1 2 !
- 27,32 = 46,56 X - 0,16 X.  + 9,49 Xy + 15,86 X (4.2;6)
4 3

De codfficitnt 6,56 geeft aan, dat als men één eenheid langs
de X beweegt, de kosten ongeveer 6 eenheden groter of kleiner
zullen worden. Zodoende kunnen wij voor Xzz 0 ¢n &;:O en
mct behulp van (L23;8)dat punt berekenen, waar de kosten = 10,

O en =10 zijn., Dit komt uilt op:

theoretiscen experimenteel
T t M voorspe lde gevonden
kosten waarden
43,4 25,7 4,07 10
432,0 28,2 3,46 0 2,6
429,6 30,7 2,91 -10

§In het punt, weaar de kosten = 0 zouden worden werd ecen experi-
ment verricht, dat op 2,6 uitkwam. Verder dan dit punt kon de
"pergrug" niet gevolgd worden wegens mechanlische moeilijkheden.
Dit onderzoek, dat een grote besparing opleverde, werd ver-
richt op een procédé, dat reeds grondig onderzocht was met be-
hulp van de "one factor at a time" methode. Men had hierbij het
bestaan van de bergrug niet onderkend en is daardoor niet tot
de grote kostenbesparing gekomen, die door BOX werd gevonden.
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Hoofdstuk 5: Experimenten op bedrijfsschaal

5.1, Laboratorium-experimenten en experimehten op bedrijfsschaal

Om verschillende redecnen is het gewenst, dat bepaling van
optimale condities door middel van experimenten niet alleen in
het leboratorium, maar ook op bedrijfsschaal kan geschieden., De
voornaamste reden is wel, dat het bij vele chemische en metal-
lurgische processen moeilijk, zo niet onmozelijk is, in het labo-
ratorium zodanige experimenten te verrichten, dat de daaruit ge-
trokken conclusies kwantitatief kunnen worden toegepast in het
bedrijf.

De laboratoriumtechniek voor het bepalen van optima is
echter nlet toepasbaar op experimenten in hef bedrijf door de
volgende oorzaken:

4. De bedrijfsleiding kan niet toestaan, dat een productieproces
gedurende enige tijd zou werken onder een ongunstige combina-
tie van factoren.

2. De waarnemingsfout bij elk experiment is veel groter dan die
in het laboratorium. Daarom zullen vele wearnemingen van de
responsie bilj elke factor-combinatie nodig zijn.

3. De opeenvolgende waarnemingen zijn als regel niet onafhanke-
1ijk, omdat deze verricht worden aan één installatie.

Door BOX is een methode ontwikkeld, die parallel loopft aan
die van de laboratoriumexperimenten, maar waarbij rekening wordt
gehouden met de drie bovengenocemde bezwaren. Een belangri jke
(psychologische) moeilijkheid blijft dat bij dit soort van expe-
rimenten de bedrijfsleiding het als regel zeer onaangenaam vindt
dat elke dag, of elke week kleine veranderingen in het productie-
proces aangebracht worden.

De gegevens voor de volgende paragrafen zijn ontleend aan
gen door BOX te Parljs gehouden lezing [10}@

5.2. Het principe van evolutie naar het optimum

De grondgedachte van de methode van BOX heeft enkele
markante punten gemeen met de theorie der evolutie.

Zo leert de theorie van de evolutie o.a, dat ons paard,
equus caballus, ge€volueerd is ult een dier ter grootte van
cen hond, eohippus geheten. Deze evolutie geschiledde via
tussenstadia als orohippus, mesohippus en meryhippus, waarvan
fossiele resten gevonden zijn. Zonder in te gaan op de evolutie-
theorie zelf kunnen wij toch zeggen, dat als er een evolutie
is opzetreden, aan de volgende voorwaarden voldaan moet zljn

geweeste
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a, er moet variatie in grootte en vormen zijn geweest in de op

een bepaald ogenblik levende 'paarden” en

b. gemiddeld moeten de grotere wezens beter tegen uitsterven

bestand zijn geweest dan de kleinere.

Er kan nu een volledige parallel getrokken worden met ons streven

experimenten op bedrijfsschaal zo ult te voeren, dat het proces

langzamerhand naar het optimum evolueert. Deartoe zal blj de ex-
perimenten dus als volgt te werk moeten worden gegaan:

a's Er zullen verschillende factor-combinaties gekozen moeten
worden, die om een centraal punt liggen en met welke combi~
natles afwisselend geWerkt zal worden.

bt, Zodra een factorencombinatie een hogere responsie geeft dan

die verkregen in het centrale punt, wordt het centrale punt

daarheen verplaatst. Het proces zal dan evolueren naar het
optimum,

5.3, Practische uitvoering

5.3.1. De experimentencyclus

Wij zullen de practische
uitvoering bhespreken aan de
hand van het voorbeeld, dat
ook reeds ter sprake kwam
in par. 1.4. Dit is nl. het
geval van een proces, dat
slechts afhankelijk is van
twee factoren, X, en X, -
Het responsie-opperviak,

at ten grondslag ligt aan
- X,

fig., 7: responsie-oppervliak voor
twee Tactoren

dit proces is bijv. van de
vorm als 1s geschetst in
fig. 7. De factoren-combi-
natie, waaronder gewerkt wordt in het bedrijf 1s gegeven door het
punt F\(Xfl X;} . De beperking van de bhespreking tot het geval
van twee factoren betekent ook hier geen verlies van algemeen~
heid. Het gehele betoog blijft van kracht voor een willekeurilg
aantal factoren.

Er worden nu experimenten verricht volgens een procfopzet,
die.bestaat ult een of ander schema van punten, dle om A gelegen
zijn, bijv. in B, C, D en E, Hoe lang men net bedrijf zal laten
werken onder elk van de factorencombinaties, gegeven door B, C;
D en E 1s een in het algemeen moellijk te beantwoorden vraag.

Om de gedachten te bepalen nemen wij aan, dat elk experlment

& . . - . o
en day duvurt. . Lo AR P,

AN
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De punten B, C, D en E zullen zo dicht bij A gelegen zijn,
dat ernstige verliezen tengevolge van lage responsies niet te
vrezen zullen zijn. Hieruit volpt direct dat ook grote ftoenamen in
de responsies nilet te verwachten zijn. In verband met de vri]
grote waarnemingsonnauwkeurigheid zal men dus de experimenten
vele malen dienen te herhaled, eer men verschillen in de respon=-
slies kan opmerken,

Teneinde aan de twee volgende bezwaren tegemoet te komen:
1. de afhankelijkheid der waarnemingen, en
2. een verloop in de tijd van de responsies (biljv. tengevolge

van verandering in grondstoffen)
zal men als regel de experimenten uitvoeren in achtereenvolgende
groepen, waarbinnen over alle experimentele punten geaselecteerd
is, Dus bijv.

DLDECAB . CAEBD  AECDB ... (593,15h)
L e R
1ste‘éroep 2de groep 3de groep

Een andere mogelljkheid 1s een volledipge aselecte volgorde, bijv.:

EACEDBBECAEA . . (5.3.132)

+

maar(53,13)heeft enkele voordelen. Immers men wil de verschillen
B-A, C-A;, D-A en E-A vinden, Hlerom 1s het beter bij elke keer
dat een experiment B, C, D en E ultvevoerd is ook één experiment
in A te verrichten,

De experimentencyclus (5.3.1.1) wordt zover afgewerkt totdat
besloten kan worden, of één, en zo Ja welke van de experimsbtele
condities B, D, D of E beter is dan A. Het karekter van het pro-
bleem suggereert het gebrulk van segquente methoden,

5.3:2. Verplaatsing van het centrale punt naar een punt met

hogere responsie

Als extrea onderstelling zal hier worden ingevoerd, dat de
waarnemingsonnauwkeurigheden normaal verdeeld zijn met geliike
variantics, Zoals wij in par. 5.3;3;3 nog zullen aangeven, beschlk-
ken wij in de regel over een schattin@;,szven G‘f gebageerd op
een zo groot aantel vrijheldsgraden, dat de sequente foets voor
het verscnll der gemiddelden von twee neormale verdelingen met
gegeven pelljke spreidingen hier kan worden toegepast,voor het
toetsen van de hypothese

Ho: 7@ éwg )

(waarbij P&ade responsie in A voorstelt) tegen de alternatieve
hypothese

H, Da > g
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Deze toets is beschreven inhet bij dit rapport bijgevoegde
memorandum S 168 (M 68)

Elke keer, dat een groep van 5 experimenten verricht is,
kan het verschil in responsie A en B bepaald worden uit de waar
nemingen. De volgende beslissingen kunnen dan genomen worden:
1. de hypothese Ho te verwerpen, dus te besluiten tot7h<17é 5
2. de hypothese }%Oniet te verwerpen, waarbi] als regel wordt

gehandeld alsof dan H, juist is, dus P8 < 7a

nog een serile experimenten te verrichten.

foo

Dezelfde toets wordt gelijktijdig uitgevoerd voor het ver-
schil tussen

ern s (zoals hier boven beschreven)
Taen e
YZH en ¥y
? en 7 )
a E

Zodra één van deze toefsen een uitkomst geeft van de aard
5% < YA(P =B, C, Dof E), kan biJ de volgende series experi-
menten het punt P worden overzeslagen., Geeft een van de toetsen
het resultaat ?2 ¥, , dan wordt het experiment afgebroken en
het centrale punt wordt verplactst neaar het punt P. Om dit punt
P wordt nu met een nieuwe experimentencyclus begonnen. Men zal
nu wel niet altijd naar een punt van hogere responsie evolucren,
immers als Hgverworp&n wordt, dan bestaat er altijd een zckere
kans & dat dit ten onrechte gebeuvrd. Deze &X wordt echter bij de
toetsen (5.3.2;2) zo klein gekozen, dat het centrale punt gemid-
deld zeker in de riciting ven het optimum evolueert.

In verband met de nict-uneslhankelljke toetsen (5.3.2;1) wordt
aangeraden voor de X te kiezen -y o jgetulﬁﬁgh %. In dat geval
zal men gemiddeld in één van de tien qevvllea beslulten tot
o> e als in werkelijkheid'l, >%y is (P =B, C. D of E).

In het voorafgaands is een verfijning aan te brengen, indien

men een toets met drie beglissingsmopelijkheden toepast, d.w.z.

mernn wil twee van de drie volgende hypothesen verwerpen:

He = <=6, 1 e
5.3.2;53
- Hr & e, < S |
)
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waardoor vooral in de omgeving van het optimum een merer soepele

gang van zaken zal worden bereikt. Voor een beschrijving van deze
ey

toets wordt men verwezen naar SOBEL en WALD [2%1 .

2
5.3.3, Een schatting van &

Uitgaande van de veronderstelling, dat szconstant is,
voor waarnemingen van responsies verkregen bilj verschillende
factor-combinaties, kan men een schatting bepalen van de o uit
de bedrijfsresultaten van maanden, voorafgaande aan het bezin
van de experimenten,

Daartoe superponeert men op deze bedrijfsresultaten, die
dus alle bij éénzelfde factorcombinatie zijn verkregen de expe-
rimentencyclus zoals men deze zal gaan toepassen.

Deze werkwljze, die wij hier slechts zeer vliuchtig noemen,
geeft ook de mogelijkheid om een experimentencyclus te bepalen,
die de¢ kleinst mogeli jke crzheeftn Voor al deze bijzonderheden
verwijzen wij naar [301 .
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Appendix

Enkele begrippen ult de matrixrekening
(Literatuur LQQ} )

Een matrix is een schema van M« getallen, gerangschikt
in m rijen, ieder van n getallen. Zo is

Q, a'xg oo Qi
Aa Gaa S Gin
H ¥
[ i t
¢ t
o«m' Osz & = G
mun
egen M« matrix, die aangegeven kan worden door}%,}q of door

(ij). Het element van de matrix, dat in de | -de rij en de‘j—de
kolom voorkomt, wordt als regel weergegeven door(faxg of Q.
Een vector is een Ml matrix, bijvoorbeeld

el

Verwisselt men rijen en kolommen in een matrixf}, dan
%
verkrijgt men de getransponeerde matrix R:

Qu,, ~ -~ Gy

¥

Clm. T v . I

Een getransponeerdé vector 1s cen zogenaamde rijvectors
\

D = (b s 5,)

Verschillende bewerkingen zijn gedefiniferd voor matrices
sn dus ook voor vectoren),

1., De optelling van twee of meer matrices kan geschieden als de
betrokken matrices evenveel rijen en evenveel kolommen hebben,
en verloopt als volgt :

AL Qyy buw_--ﬂ.._bm Cl,!-kbm B \Dm
+ =
O oo Chan bfﬁ{’"“ brnn G‘m,+ brﬁl“"'*"“"'amh* }Dmh
ofwel
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Er bestaat een matrix, de,nulmatrix:C), die bij optelling
blj een andere matrix deze matrix onveranderd laat. De mMxn
nulmatrix bestaat uit M rijen van ieder 1N getallen O ,

De op bovenstaande wijze gedefiniferde optelling is:

a) commutatief A+B =B+ A
b) associatief A+ (B+C) = (A+B) + C

2. De vermenigvuldiging A.B kan alleen geschieden, als A evenveel
kolommen heeft als B rijen, bijvoorbeeld

./3\2“3 E;ﬂé{: a, A, o ‘3“ L?‘z L),a LJW

O, Agg Oy EZ‘ L)ﬂ Eaa Eaa

i

3 M3 P LD%Q

ab,+a,b, +a.b %h1+ab-+a b

120721 1373 12 722 13739 an bi3+017. {)23-% a b

13 733

4y Enﬁ"azzbzx% qzabal a; b,2+022522+023 b3:2 Gy ban“O"nbza“‘ Gy E%

@y b|4+ alz 2.4 T 013 bgq 2*4

vab = C

A, b’-ﬁ\ t G, Eza 13 Y34
M« ﬂx(’( m"k

Alpemeen 1s, als /% ES = (:

oy b
ci = /% by
dan B ‘1:( L "\;
De op deze wijze gedefinilerde vermenipgvuldiging is:
1) associatiefl A(BC) = (AB)C
2) distributief t.o.v, de optelling (A+B)C = AC + BC

NB: de vermenigvuldiging is als regel niet commutatief, dus:
AB # BA ,

3+ De vermenigvuldiging van een matrix A met een scalaire groot-
heid ™ is gedefini€erd als volgt: men vermenigvuldigt op
overeenkomstige wijze elk element van de matrix A metol.
De betekenis van de woorden "op overeenkomstige wijze" blijkt
ult:
¥s oo A = C, dan is Cq.: o O
is  Ax C, dan is Cij = a-,jo(_

il

Een matrix met evenveel rijen als kolommen heet een vier-
kante matrix,
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Een zeer biljzondere vierkante matrix is de eenheidsmatrikv
I, die op de hoofddiagonaal (van links boven naar rechts onder)
elementen 1 heeft en verder O

n. h e -0
l o 1
. { ‘\\
O --..--,----.--_:1

Vermenigvuldigt men een matrix met de eenheidsmatrix, dan blijft

de eerste matrix onveranderd,
AT = TA = A .
Onder een bepaalde voorwaarde (de determinant van de matrix
moet # 0 zijn) bestaat er bij een vierkante matrix A een andere
matrix B, zodanig dat

AB = BA = 1 .

Men noemt B de inverse van A en duldt deze aan met A'q,

In het voorafgaande rapport wordt op enkele plaatsen
(0.2, 2.133 en 2.2;2) de notatie 5!3\ gebruikt, waarbij b
een vector is. Uiteraard is Bk} volgens het bovenstaande gede-
finieerd als :

b

(b bl = beb e o xb)
b

AN
Daarentegen 1is L)E een notatiewijze voor de matrix

f

Lo bb, .. bb

bon



MATHEMATISCH CENTRUM,
2e Boerhaavestraat 49,
Ams terdam-~20.

Statistische Afdeling
S 168 (M 68)

Sequente toets voor het gemiddelde van een normale verdeling

met gegeven spreiding, of voor hef verschil der gemiddelden

van twee normale verdelingen, waarvan de spreidingen geli jk

zign.”

Wij beschouwen ren stochastische variabele X 2), die een
normale verdeling bezit met gemiddelde/u en spreiding ¢ . Men
wil voor gegeven waardg/% de hypothesg/xé/Mc toetsen tegen
/szMu Bij de hier te behandelen sequente methode verricht men
waarnemingen x1=xzsx3>”"‘””1§° Na iedere waarneming wordfe
nagegaan of de som van de gevonden waarden van x tussen twee
nader aan te geven grenzen ligt of niet. Zodra de som één van
deze grenzen overschrijdt, is het experiment beéindigd en kan
de hypothese/ﬂ.géf% worden aanvaard of verworpen.

De hier te behandelen methode is ook van ftoepassing op het
volgende geval: de stochastlsche variabelen u env hebben nor-
male verdelingen met gemiddelden;%gﬁi}U er1%§1{ f/Mﬁ en dezelfde
gegeven spreiding ¢’ ; men wenst voor een gegeven waarde x_ de
hypothese/fﬁt/flé/ﬂb te toetsen tegen de hypothese/}iszlf 5
Men verricht nu paren waarnemingen:(ul)vﬂ ,(ua)ﬁk), enz., van
W env ., Indien men nu X = uw-v >)«:L.=LL1._-\§y<Lw/u']u-" en =0 V2 stelt,
is dit geval herleld tot het voorafgaande.

Het is niet mogelijk om een sequente toets te construeren,
waarbij men slechts een kleine kans heeft Om/u§5ﬂﬁ te verwerpen
voor iedere waarde van m die iets kleiner is da?/ub, en tevens

-

een kleine kans 0@/}L%/% te aanvaarden voor iedere waarde va@/L
die i1ets groter 1s da@f% . Wel kan men bereiken, dat behoudens
een kleine kans, hoogétenSfx&/Lﬁéfg aanvaard wordt als %/H<
{?pb is en behoudens een kleine kans, hoogsten%ﬂﬁfté/fko ver-
worpen wordt ali/kgafa:i/g is; de waarden vaE/%§/3)0< en/3 MOE =

ten door de onderzocker vooraf vastgesteld worden.

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.

2) Stochastische grootheden worden door onderstreepte letters
aangeduid.



De toets kan dan als volgt ultgevoerd worden.

Bereken: A = <ﬁ1§gﬁ3
’ /3
b o= Y2
1 /“'2"'/"‘1 { -6
ot g, f

2 S M o
Teken in een rechthoekig cobrdinatenstelsel met de assen Y en?
de evenwijdige rechten
L_l_': % = A% + {t‘
Ll : g’ = 0‘%*/@2

2

1
Ligt dit punt onder of op l. , dan aanvaardt meq/x . 1ligt

Men zet nu hierin de waarneming x, uit in het punt:'z==1J§L=°i
5 5

het boven of op LJ , dan verwerpt mcx/u /ﬂ— : ligt het tussen de
beide 1ijnen, dan verricht men een tweede waarneming x,  en e~
paalt dan het punt: % =1z A%Q:x1+gc

Ligt dit punt onder of op [J , dan aanvaardt meQ/u«//A 5
1ligt het boven of op LJ , dan vePW€rpt m(jyﬂni/% ; ligt het
tussen b-ide 11ijnen aan VePTlChL men een derde waarneming €nz.

de .
De toects eindigt bij de m waarneming, als Z=7L)w/=m;*§f"*ﬁ‘
het eerst punt 1s het punt, dat niet tussen de 71 jnen Lﬁ etzLJZ

ligt. Men kan bewiljzen, dat dit steedg na een eindig aantal.

waarnemingen het geval zal zin.

Literatuur:

A. Wald, Seguential Analysis (1947) chapter 7. - ‘

Statistical Research Group, Colurbla Uniwcrsity (4945), Sequen-
tial Analysis of statistical data, Section 4.
(Hierin vindt men een aantal voor de tocpas-

sing nuttige tabellen).
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Kleinste kwadraten-schattingen voor de regressie-co&fficlénten

. . . . aqs 1
van een meervoudige lineaire regressie-vergelijking ),

1.Inleiding,
. 2 .
We onderstellen dat n waarnemingen yq,,,,.,yn ) verricht

wordenwe lke aan de volgende betrekkingen voldoen:

= A 4 z ; -+ P -
3«; - r//3)'7 Am h - T /5k ’YK1 ) 1}‘7 >
1,4 Yy =t Xoow o . o+ X s
( 3 ) ;{»(2— +/51 12* /E’K w2 : ,___2)
Y = A > X + - - - + /o X 3
:‘!y) +/7 ™ /A Km qj"n 2
waarin dj/g)_A‘) /. onbekende regressie-coé&fficignten zijn,

xij(i = 1,00, , ky J =1,...,n) bekende waarden van de onafhanke-

lijke variabelen en 3{[(3 = 1,... ,n) niet waarneembare onaf-
Y 9 g : 1 ° -
hankelijke stochastische grootheden met Verwacntlngégytz O en
o o ] 3 o 1
gelijke (onbekende) spreidingen.

De kleinste kwadratenschattingen voor de co&fficiénten

FLB L A z1ljn nu die waarden a, b,P.M}bk we lke voor
d)/% -»~"ﬁ, gesubstitueerd de volgende kwadratische vorm
3 & ~
minimaliseren;:
o - "
<4s2) &;: Z“(g - LA X L ...-féy )_
, | T AR <R
Z1j voldoen dus aan de relaties:
3 7
(433‘) {a/?‘} - 0O
& <t olo= ol
2=t
en
/ b "W
\/‘iﬁl}‘) \y%({"'$ = & 5 & 7) )k e
AAVE P oA
Lopab
waarbij f =4 betekent 4 . & 1L 4 A .4
/ i 7*/2 2 0 2Tk T Tk
19 Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori&ntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.
2) Stochastische grootheden geven we met onderstreepte letters
aan; denken we speciaal ! aangenomen

l aan de door deze grootheden
e

et
L]
joR
D

-

waarden dan geven we deze met dez etters, maar zonder

onderstreping, aan,



We zullen de ultdrukking voor a en b15,°, 5bk eerst al-
leiden voor het geval k = 2 en daarna met behulp van matrix-

notatie de algemene formules geven,

2.Kleinste kwadratenschattingen voor het geval k = 2,

i
De relaties (1,3) en (1,4) luiden nu

—

o }“5’1)

(4y.-7), enz.)

en ,
! :;‘7 I ot
L2 o0, %)
j=7 ‘iff 14
4 a
b
b “
2 P (x‘Am it}[; Fi}
= 1 i
&7 i

Voor het geval k = 1

drukking:

¢ R,

B

gevonden hebben.
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3, Kleinste kwadratenschattingen voor het algemene geval.
Ook in het algemene geval vinden we voor a, als oplossing

van
A0
- a{//)
(jy/w \/f} )o':a
:":5“

oA
de uiltdrukking

.

Substitueren we dit

ontstaat:

g - i \
)% Z Yo i - 2 K)
(}(:7’ Lo —“ij
of
" PR 7
3.0 s = \/ = AYs = \/ E R T N Mj
! p > - = \/ k= . y ., o S ERVAN & U S N RV
(3,2) v, 2 {’,x..“, CE T e v < (,{KE ” 3%)( - xg,) & (X% (_jl v
457 i 0’ I 4 G 7 { 4 \
Y ) A Loz 73 > f{),
We zullen nu om overzichtelijker formules te verkrijgen de
volgende matrix notatle invoeren:
o \i‘
b G 3 x . x VoA \
11 2 K1 K 7
o = . T s 9 )
22 3 K2 K
.
e K
A fj
{
/f
X% x z Yoo V'/
am 2 K R om

et de
)

. W -
(3,3 y = S
‘ = /

De kwadratisch
gedaante

. A
(3,8 ¢

g b . B N £ e 1T 2 s Ed
rigén: en kolommen te verwisselen,; dus [wm, 0] o, o ol
AT T2y Tay



N
en de lineairs vergelijkingen waaraan de kleinste kwadraten-
ig

schattingen moeten voldoen gaan over 1in

-
so

voor A&, ... .4 . Om
VA A 2/ 7k

AY A - q - : o .
//) ~e2en Luversc 2eZ1lt, moeten we e€Lsen dat

N 3 e _ - - -

A de rvong i 2zlt, hetgeen overzenkomt met de els dat de re-

CTress -ﬁ evee o Tiar /\: o - - /v = - F . —
T L2 1levaecuecren {7 IR S /\7)"("21-”1"'”/'2'1’7 L ( N "P\“'n"xr:/

& N
lineair onoihankelijk zijn, dus niet via lineaire betr klngen

tenschattingen zijn de beste zulvere
lineaire schattingen d.w.z2.: ze bezitten van alle mogeliljke
zulvere lineaire schatfingen de kleinste variantie.

< < < /“‘\ a - o
Hot minirmum ver 0, dat voor de waarden<§ van/E bereikt wordft,

j.e" M s ’ ;oo 2l P,
&=y X ,/f) (q XA ) - gy Xy L{’)f'(’l} X xd -
J ~ )

- . -7 - - ' 2} p- ! !
[~ A - ’ SRR IV ! ( v nef I:-} W \ A
\/-’M) =y g Ay ~L//\ X' ) Xf/*f,//(!’\(’\ XXX X) XJL/_-
I
t 1 ’ V-t ' : [] NS
= y'ly g X (X)) Xy = y'y - b Xy,
o - - o~

J
4,"T“AW4ﬂVu" varlanties van ﬁ C Ay

Ul <2 ultdrukliing {555) vcor;? zilen we dat de{ 's

5 e el S B O PR o g
steeds liuzalire combinaties vaneg,..., o, 2zljn. Daar in (3,3)
2 N = ="
ooz ok ,axwfﬂ geldt veoor de verwachting van ¢ :
J

‘
/ VARV RV b IS RV
= Py /\/ -1 L = A VATV /f e

__ : N : - K 4

Z.Jn de grootheden y ...,y wel onderling onafhankelljk
=" AR
e e o s A I £ reyad s 4 o~ - e ~ o T 4
verceeld met dezelfde variantie ¢ °, dan kunnen we als volgt
i - - v
de 2 ..., 4, bepalen. We maken weer ge-
- i
bruik van het feit dat o F My o) s 2 (X _F )y
€ T/‘J[{ q - 18 1/ 3
. ¢ ¢’ g ¢
is,d
2 m
..":)/L/__ P ({_r:?)c/
RNV - 7 1/ S
q g d
1
Aoy =
"M m
. /‘ o )3 .
Lo (x> __x}/u_ £ {}: ) x)q
Vi R RO i-1 oK) Kl
¢ ’ ' g ¢ g
- V4 % N
We kunnzn dan, volgsns (3,5) U, li schrijven als:



o T K7 f{f S kv 34/; ’
VA '.—“ ¢ ° °
waarin de kxk-matrix A:- [X X} ¥ is. Voor de covariantiema-

- N L ) ] T~ - .
trix van §1J, ék geldt dan,daar qui)yf} =0 (j=+ £) en
g ¢

SA Ay

z /iﬂ Aa AK_)-

V 7

crz.(x'x)' XX (X)X )7

~—— q

q

o

A~

o

e

N

SN
i

—~
4=
%
PN
~—
i
{
Q
>
>
i

1

7

Voor het geval k = 1 1is dus:

) YA ~ 2
ﬁ7j = 0 /d%, (J(_FJ___}\-v).

Voor het geval k = 2 13, wanneer we ‘
N T
Zox _z > (x L% x A“)
B dof ﬂ;;v N 7 7) PE * ] )( 2‘[ 2 e
zZ Jesie - 33.., ) = A A
ge v_%l 7:1 >(xl; - ‘X2) (}:1 (x%( - xl)
stellen: "
2
G!{E’},?‘:fz-ﬁ(}f ,3‘)/§ZL
) d-
2 7 2 Nﬂ’v — Sy
s t,) -0t 5 (- w ) 1z
° i
2 7 L " =/
Y {57)1’2}~ VG*'JL:} (’\(1 “xl) AJ.Oi“Az)/}Zl

En in 't algemeen wanneer we de minor van het element in
. e
rij en k lom van Z door }ZiJ voorstellen:

1 .
I, 2) O“l§{éfr“‘_{zk?;:ofl.EZL_K}/}'Z[.

een zulvere schatting voor ¢*is ( J. van YZEREN (1954)).

Zijn v ., v onderling onafhankelljk normaal verdeeld met

77 oy

gelijke spreidinger, cd=n komen de kleinste kwadratenschattingen
00T <, A, L 5 overeen met de meest aannemelijke schattingen
(maXJIUF likelihood ezstimates). De meest aannemelijke schatting
VOoor is dan w’é%pm deze 1is asymptotisch aequivalent met de

(O ) . R
zuivere schatting fn K-1]) % . De grootheld A o

by UEYd Triewm
heeft ru een Q “V@Ydellhb met (n - k - 1) vrijheidsgraden en
B B} 7 )

is onafhankel verdeeld van a, ¢, ék'
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MATHEMATISCH CENTRUM,
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Statistische Afdeling
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2k-de factorié&le schema's 1)

0. Inleiding

Door het uitvoeren van experimenten volgens een factoriBel
schema kunnen de ultwerkingen van een aantal factoren gelil jk-
tijdig bestudeerd worden., Wij zullen dit laten zien aan de hand
van een eenvoudlg voorbeeld.

Stel, de proefopzet, die uitgevoerd is (of zal worden),
is een 23 factorigel schema, d.w.z. er zijn drie factoren, die
ieder op twee niveaux bij de experimenten betrokken worden,

In totaal worden er dus 23 = 8 experimenten verricht, waarbi]
voor elk van deze 8 experimenten een andere combinatie van de
twee niveaux van de drie factoren gebruikt wordt.

De eenheden, waarin de niveaux van de factoren uiltgedrukt
kunnen worden, zijn vrij te kiezen. Door invoering van schaal~
factoren kan dit zodanig worden gedaan, dat het hoge nilveau van
een factor door +1 wordt aangegeven, en het lage niveau door
-1, Met deze keuze van schaalfactoren is een 23 factorieel
schema voor te stellen door een kubus, waarvan ieder hoekpunt
correspondeert met een der experimenten (zie figuur 1),

Ook kunnen wij een programma-

//$-~~-~:;f matrix aangeven, d.w.z. een matrix,
fcﬂf:L.wLQ__@/// : waarvan de u-de rij de coBrdinaten
i : | i aangeeft van het punt correspon-

; : : ; derende met het u-de experiment,
t ///”"““["‘;1?3 In dit geval is de programmamatrix
L &

G D G WS G o GO G

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.



(w1 1
+1 +1 -1
+1 -1+

P = +1 —1 _’] @ L] & & (O”‘)

-1+
-1+ -1
1 -1+
-1 -1 -

N /

Het mathematisch medel
Geven wilj een waarneming aan met Ty 2), dan wordt voor een

23 factorieel schema ultgegaan van het model, dat de I
(uw=1,...,8) onderling onafhankelijke stochastische variabelen
zljn met mathematische verwachtingen 7, , dus:

y-u=’?u t ¥ (1.1)
waarbij dus Eyuzﬁ" en waarblj bovendlen een onderstelling ge-

maakt word®b:
E

Evl =0 (1.2)

Voorts wordt de n, als volgt opgebouwd gedecht:
R = Ao Xou + A X + A, Xy + My Xy + My X,y Xy T ALy Xju X +

A s Raw Xaw + Aypg Xy Xpu Xy, (1.3)
hetgeen geen enkele beperking oplegt aan de waarden, die de
m kunnen bezitten.
Hierin noemen wij:

A, = het gemiddelde

AL, = het 1-de hoofdeffect

= de L] interactie (een interactie van de eerste orde)

il

it i ft

A= de i,k interactie (" tweede ")

Verder is:
en voor 1 = 1,2,3

+1 als de 1-de factor bij het u-de experiment op het -+1
jniveau gehouden werd

>

iurl—ﬂ als de i-de factor bij het u-de experiment op het -1

niveau gehouden werd,

2)<Een stochastische grootheid is een grootheid, die een waar-
schijnlijkheidsverdeling bezit, Stochastische grootheden
worden door onderstreepte letters aangegeven; dezelfde let-
ters niet onderstreept worden vaak gebruikt voor waarden, die
z1lj aan kunnen nemen of aangenomen hebben,
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De interpretatie van (1.3) is dat men de verwachting van
gen waarnéming opgebouwd denkt uit een gemiddelde waarde en een
aantal bijdragen van de factoren: de hoofdeffecten.Daar evenwel
de effecten van twee factoren veelal niet onafhankelijk zijn,
moet men teneinde de hoofdeffecten te kunnen optellen, hierbil]
een correctiefactor invoeren,; de interacties. Een interactile
tussen factor 1 en 2 betekent, dus dat factor 2 bij een experi-
ment, waarbi] factor 1 op het +1 niveau betrokken is, een andere
invlioed heeft, dan bi] een experiment, waarbij factor 1 op het
-1 niveau gehouden werd,

In 1.3 is p, ultgedrukt in we, A4, ALy, Mg, Ay, Ay,
A, €N A, 4 . Gebrulk makende vah enkele bijzondere eigen-
schappen van de factoriele proefopzetten kan men ook ieder der
A ts ultdrukken in de /7, . Zoals nl, uit de definitlie van de
X volgt, kan de u-de ri] van de programmamatrix (0,1) geschirevenm
worden als

( Ko Xgw Xy )

Hieruit blijkt dan, dat voor 1 = 1,2,3 en j = 0,1,2 en 3
geldt:

o N =0
8
£ L .
a2 M =1 ; (1.4)
en als 1 # j 8
Z XL‘LLXI.U.:O

e

Vermenigvuldigt men 1.3 rechts en links met en sommert men

over u, dan is in verband met (1.14):
8 ]

Z qu /?U» = uz,:f ( XOquu/’(g + X.i/tlf; + Xru){zu /ug + X/u X',gu./lg -+

le=1
2 2
+ Xlu qu /{’(12 + qu xau/(’(lfs’ + qu ><".:u.r. Xsu_ /{/(23 -+
2
+ x!u Xlu XSu /a;z;;):

= 8 /4,

Op analoge wijze verkrijgt men:

&

/(’(°=§Z’ZLL

Uz

—



g
! ™
e = ;; Xiw e
>
A, = "é' & X T
/L‘{g = 'é— i’ yau IZL@
8
!
Ay = ;; Kiw Xau > (1.5)
I
/./C(/3 = é’ “XH X,u X3U Qk
d
<
Ay = é. <. Xaw Xsq Pw
g,
/‘ams == é‘ ‘f:’ X1 Xau Xau ?u /

Men kan ook direct na (1.1) deze «'svolgens (1.5) definieren
en vervolgens aantonen dat (1.3) geldt.

Schattingen van de effecten

Ulitgaande van de waargenomen waardentyuzullen nu schattingen
van de effecten worden berekend. Deze schattingen zullen wi]
met een 'm mct overeenkomstige indices aangeven.

Allereerst zullen schattingen voor de Nu berekend worden,
daar indien deze bekend zijn ult (1.5) de schattingen voor de
effecten volgen. Volgens het principe der kleinste quadraten

by
klezen wij de schattingen 4, van ?“ zodanig, dat
&

minimaal wordt. Zoals zonder meer in te zien is, wordt Q mini-
maal (en wel gelijk aan 0), indien voor u = 1,...,8
&
Ju = Ju (2.1
Volgens (2.1) zijn de waarnemingen y, dus de beste schattingen
van n, . Invoering in (1.5 geeft dan voor de schattingen van de

o
3
me o= 4 & g \
myos 3 LZ‘ Xiaw :{:’e«,
)
T, = Té Z—, Xau du
My = é “% Ksu Yu S (2.2)
My, = é ‘§ XoiwXyy ?u.
. My, = 'é % Xlu XS« {g{"-
Mg == ",'5 % Ko ¥y é’_fiu
My = ‘é, ; Xm N Xau if‘fu



Uit deze uitdrukkingen blijkt dat de schattingen op zeer
eenvoudlge wijze te verkrijgen zijn. De m, wordt bijvoorbeeld
verkregen door de ?u een + of een -teken toe te kennen naar
gelang de e factor op het hoge of het lage niveau bij het
u-de experiment betrokken 1ls, daarna over deze waarden te sommeren
en door 8 te delen. De M0 wordt op analoge wijze verkregen; in
dit geval krijgt de 7ueen + of een -~ teken, al naar gelang

Xpoo X3, +1 of -1 1s., De berekening van de schattingen verloop?t
dan ook zeer eenvoudig, indien men gebruik maakt van de program-
mamatrix.

Daar alle waarnemingen een inhaerente waarnemingsonnauwkeurige
heid bezitten, kan uilt het simpele felt van het verkrijgen
van een getalwaarde voor My Moy NOE niet besloten worden
tot het bestaan van systematische hoofdeffecten en interacties.
De variantieanalyse biedt evenwel een mogelijkheid dit nader te
onderzoeken, Hiervoor wordt verwezen naar de handboeken op dit
gebied o.a. [1], [2] en [5], waarin bovendien verdere literatuur-
verwljzingen zijn opgenomen. Indien blj toetsing bijvoorbeeld
blijkt, dat behoudens een zekere (kleine) onbetrouwbaarheid
aangenomen moet worden, dat er een interactie My aanwezig is als
systematisch effect, dan wil dit zeggen, dat de eerste factor en
de tweede factor niet onafhankelijk werken,

De schattingen, die op hierboven beschreven wijze berekend
zijn, hebben enkele eigenschappen, die hier slechts kort zullen
worden aangegeven. zZoals alle kleinste guadraten-schattingen
zijn z1j zulver. Bovendien zijn z1j onderling ongecorreleerd.

Is bijvoorbeeld m, zeer groot en ms, en m3 zeer kleln, dan toch
worden de schattingen van My etc. hier niet door beinvloced.
Deze eigenschap hangt zeer nauw samen met de orthogonallteilts-
relaties (1.14) en men zegt daarom wel dat alle schattingen
"orthogonaal"” zijn. Door deze eigenschappen en door hun eenvoud
zijn factoriele schema's proefopzetten, die zeer bruikbaar zijn
o0.a. voor industrilele experimenten.

De schattingen (2.2) krijgen een zeer eenvoudige vorm in-
dien men van matrixnotatie gebruik maakt. Hlertoe definieert men
de matrix X als volgt: de u-de rij van X bestaat ult de elementen

(u=1,...,8)

7

O %ouw K Kaw Ky X¥aw XXy XauXgy XiwXaw Xaw 7
De kolommen zullen wij aangeven met:

(EY o (= L) G2 3) (23) 023>
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Uitgaande van de matrix P vinden wlj dan:

(B) (D (2) (3) (12) (13) (23 (e

[ T e R +1 +1 +1 ]
+1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 ~1
1+ =1 1 - +1 -1 -
x = | t1T 1 -1 - -7 - +1 +1 (2.3
+1 -1 1+ -1 -1 +1 -1
+1 -1+ -1 +1 -1 +1
+1 -1 -1+ 1 -1 -1 +1
\fﬂ -1 -1 -1+ +1 +1 —1//

Wij verstaan onder een vector een kolomvector en geven een
rijvector aan als de getransponeerde kolomvector (dus als 5).
Definieren wij

,,,/f"'—\ = (/L"Ox A, Gy, Uy, A, Ay o Aoy, AL,y 0)
terwljl de overeenkomstige .schatlingen aangegeven worden door
= { My L my,s D
Is voorts de vector der waarnemingsresultaten:
=y, s )
dan gaat (2.5) over in: N :
‘ T = '@ >< ? . 2.4

Bij een 0% experiment is het aantal uit te voeren experi-
mentern zeer groot, als k niet al te klein is. Om het aantal expe-
rimenten binnen redelijke grenzen te houden kan men op de volgen-
de wijze te werk gaan:

1. een o=l

bij het experiment betrekken (Engels: confounding)

schema uitvoeren en de k-de factor door verstrengeling

2. van een 2k schema slechts een gedeelte, bijvoorbeeld de helft
uit te veoeren: dit leidttot partiele schema's (Engels: frac-

tional designs)

Verstrengeling

Stel men wenst de invloed van vier factoren te onderzoeken,
Men kan dan een 23 factorieel schema uitveeren, waar de he fac-
tor verstrengeld is met een van de interactles van de eerste drie.
Men kan dit bijvoorbeeld doen door in de matrix P, een nieuwe
kolon in te voegen waarvan ieder element hetzelfde teken heeft
als het product van de elementen op diezelfde rij in de eerste
drie kolommen. Men verkrijgt op deze wljze een nieuwe programmama-
trix T',



P! = (3.1)

-1 -1 +1 41
-1 =1 -1 «1/

Bij het u-de experiment houdt men de vierde factor op het -1
(resp. -1) niveau als in de programmamatrix op de u-de rvij ent
vierde kplom een +71, regsp. -1 voorkomt.

Ult de wijze, waarop de vierde factor werd ingevoerd blijkt,
dat voor elke u geldt :

x::t = x;u. = x-gu == '\«:;u- = ‘Xk?{’.’.u »43“7’{1,“.-. = 1. (3.2)
Men geeft dit aan door de zZ.g. groepsrelatie:
M =22 = 33 = 4k = 14 2 3 4 = eenheid. (3.3)

Indien men de laatste gelijkheid in(B.E) links en rechts met
Xevermenigvuldigt, is:
XL xau XSuXWu = Xru—

kA

of daar (weer volgens (3.2)) ¥ = eenheid, geldt:

yzu. qu Xl/LL = /\//q_ .

Op gelijke wijze vindt men:
x“'i Xlu X Y = X‘?’“ (3 a)"’)
)(“—i x!.u Xyu = X:st.t

en XIU» X?ﬂ—l Xqu = ’\IZ,LL .

Het model voor een volledig factorieel schema met 4 factor is:
(naar analogie van 1.1 en 1.3)

%’“‘:rzh‘jk Y‘-(.

en &
Qu = My Koo + A Xy + Ay Xy, + Mg X3y + Ay Xy + My Xpu Yau +
Fo o Lty Xge Xy b Ay Xew Xgw Xze < - - -+
Ty Xaw Xz Xy + 0 a0 Xu Xaw Xzo Xgeo - (3.5)

Uit de relaties (3.4) volgt, dat (3.5) voor het geval dat de vier-
de factor op de bovenbeschreven wijze geintroduceerd 1ls, ook kan
woraen geschreven als:

’?u = (/(‘LD +/u1134, ) Xou + ( -/L<‘/"L /"LL-ZSH ) Xlu_ -+ [/"’2 -+ /b(f‘3-‘a') x2u+
+(/L{34- /L(,gq) Xz -+ </.LL(2+/(,(34) oo Xgee +(/(,4,3 + /""(zv>xlu><3u_+

+ (/(/(23 + Moy )Xoy Xz, + ( Aoz * Ma) X (X0 R (3.6)



4 _8-
Op dezelfde wljze als in 2 kuanen de w'suitgedrukt worden in
de y's:

! 8 K
Mo T My = g ;S:;, IZ‘«
| g
_//u, -+ /'ﬁd 23y = § g’ x,“ "Z“
g
Al v Ay = § uz=l X2u U
. 8
A+ Az, = 7 g; X3u R,
? e (3.7)
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M, g, = 7 ?: Xu«Xm'Z“
15
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Ay P ey = g 2: Xiw X3 R,
B
B2 P R 2 PV E ?-, qu. XJu. ‘z..,
o
,,,l-r-a/z3 + /,/'L(IJ =i E\ & XILL rXZu X}q )?“

—

Dus in dit geval zal men, indie'n men voor n, de schatiingen y*'i""
voert, volgens 3.7 niet alle wujsapart schatten, maar twee aan
twee bilij elkaar,

Zo bijvoorbeeld schat men de som van 4z, + ttz3, , €1 Men
kan ult deze acht experimenten niets meer te weten komen over
e, en a3, apart, Men zegt dan dat/a,en}4ng verstrengeld zijn,
Men zilet dus ult 3.7 dat elk effect verstrengeld is met een an-
der effect, Door vermenigvuldiging van de indices van een effect
met de groepsrelatie (3.3), verkrijgt men de indices van het
effect, dat ermee verstrengeld is., Zo is bijvoorbeeld A¢,, ver-
strengeld met i1, , daar 12. 1234 = 34,

Het gebrﬁik van verstrengeling is meestal dan slechts zin-
vol, als van de met de hoofdeffecten verstrengelde lhteracties op

redelljke gronden aangenomen mag worden, dat zlj zeer gering of
afwezlg zijn.

Het zou in dit verband te ver voeren, de verschillende
methoden van verstrengeling te bespreken. Men wordt hiervoor ver-
wezen naar de bestaande handboeken.

Partiele schema's
Men komt tot dezelfde matrix P' (2.1), indien van een
24 factoriele proefopzet slechts die experimenten uitgevoerd

worden waarvoor:
)(1\-., XZV. XSu. X'-lq = + i.’ (401)

en dile experimenten achterwege laat waarvoor:
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. Kiw Xaw X3 Xow = ~ 24
In dit geval noemt men dit een half factorieel schema., Indien
men op de door (4.4) gedelfinleerde wijze te werk gaat, blijven
de geschatte effecten orthogonaal,

De consegquenties van het ultvoeren van een partieel schema
t.a.v. de schattingen zijn geheel gelijk aan die, besproken in 3.
Zo volgt ult 4,1 weer de groepsrelatie:

1234 = eenheid.
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