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Inleiding en probleemstelling

1, Definitie van runs

In dit rapport beschouwen wij reeksen van elementen, die
alle hetzij kenmerk a, hetzij kenmerk b bezitten. Een derge-
lijke reeks wordt een "reeks van alternatieven'" genoemd.
W1ij nemen aan dat voor de elementen op een of andere wijze
een volgorde is gedefinieerd en dat de elementen in deze volg-
orde zijn geplaatst; in een dergelijke reeks zullen nu groepen
elementen met hetzelfde kenmerk optreden; zo'n groep elementen,
aan weersziljden begrensd door elementen met een ander kenmerk
of door het begin of einde van de reeks van alternatieven
run", Naar de elementen die in de run voor-

noemen wij een "

komen, onderscheiden wij "runs van a" en "runs van b", Het
aantal runs van a, dat in een reeks van alternatieven optreedt,
duiden wij aan met de letter r; het aantal runs van b met de
letter s; het totaal aantal runs met de letter t = r + s.
Verder geven we het aantal elementen met kenmerk a in de reeks
aan met n, het aantal elementen met kenmerk b zij m; het
totale aantal elementen zij N = m + n.

Voorbeeld:

Wij kunnen een reeks van alternatieven verkrijgen door
het werpen met een munt, De elementen zijn dan de worpen; de
kenmerken a en b corresponderen met kruis en munt, Als volg-
orde In de reeks nemen wij b.v. de tijdsvolgorde der worpen;
indien wij dan vinden

aabbbabbaaa
ism=6;n=5;N="11,r=3en 5 = 2,
Het is gemakkelijk in te zien dat r en s ten hoogste é&én

kunnen verschillen.

1.2 Inhoud van het rapport

Dit rapport bevat een overzicht van de literatuur betref-
fende de verdeling van het aantal runs, onder verschillende
hypothesen omtrent de wijze waarop de reeks van alternatieven
tot stand gekomen is, en hiermee verband houdende toetsings
methoden, Wij beperken ons uitdrukkelijk tot de aantallen




runs die in de reeks voorkomen, en behandelen dus niet de
theorie van de lengten van de runs, d.w.z. de aantallen ele-
menten die in een run opftreden, De inhoud van dit rapport |
berust hoofdzakelijk op de meer recente literatuur (vanaf

+ 1940). Uit de oudere literatuur zijn alleen de belangrijkste
punten overgenomen, Een volledige lijst van de geraadpleegde
literatuur vindt men aan het einde van dit rapport. Bewiljzen

worden in het algemeen niet of slechts schematisch gegeven,
met vermelding van de plaats waar zi] volledig.te vinden zijn.

1.3 Notatie

Als symbolen voor stochastische variabelen (dit zijn
variabelen die een kansverdeling bezitten) worden steeds on-
derstreepte latijnse letters gebruikt. Voor willekeurige door
een stochastische grootheid aangenomen waarden wordt hetzelfde
symbool gebruilkt als voor die grootheid, doch zonder onder-

streping.

Voor de kans dat de stochastische variabele x een waarde
X aanneemt, gebruiken wij het symbool P{& = x}, of korter
Pixz, Op overeenkomstige wijze worden de symbolen P§§£5x2,
ng;zx} enz. gedefinieerd, Het symbool Pgﬁ = x\z = y} of korter
P%X{yz stelt voor de kans dat x de waarde x aanneemt, onder
de voorwaarde dat y de waarde y aanneembt. Men gebrulkt ook
het symbool P&g = x}HO? voor de kans dat x de waarde x aanneemt
als de hypothese HO juist is, terwiljl men achter de streep in
de notatie ng = x}...} ook voorwaarden betreffende niet
stochastlsche grootheden kan vermelden.

De elementen van deze reeks van altermatieven worden in de
voorgeschreven volgorde aangegeven met Eq, E2, seanvs EN'

Tevens voeren wij de grootheid x. in, welke als volgt gedefi-

i
nieerd wordt:

—
- —
P

1 indien Ei het kenmerk a bezit
g. (i = 1,2,4.4,N)

0 1" Ei o 1" b 1

Wij ‘gebruiken verder de afkorting:

’pglﬁ=}ﬂixz=xfﬁzw=xNz"?gxﬂxl”'xN?-

s
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1.4 Onderzochte hypothesen

HO: De reeks letters a en b vormt het resultaat van een reeks
onderling onafhankeliljke experimenten, waarbilij steeds met kans
p een element met kenmerk a, en met kans ¢ = 1 - p een element
met kenmerk b optreedt, De reeké correspondeert dus met een
serle van N onderling onafhankelijke betrekkingen met terug-
legging ult een vaas met ballen waarvan een fractie p het
kenmerk a en een fractie g het kenmerk b bezit, Dit wordt uit-

gedrukt door de formule
(1051) Pl ko] = Pled Pl Plag

waarin ledere x5 dezelfde verdeling bezit (Tbix ﬂ1ig= P en
P{X OE q)

Wij merken hilerblj op, dat het aantal n ;éizﬁi der
elementen met kenmerk a dat in een dergelijke reeks van N
elementen voorkomt, een binomiale verdeling bezit, dus dat
geldt:

. ! N I
(1.%;2) ’ngzniHo?___(\n)anm N POS

HO’: De reeks letters a en b vormt een aselecte permutatie van
n letters a en m letters b. Zij correspondeert dus met een
serle van N onderling onafhankelijke trekkingen zonder terug-
legging ult een vaas die n ballen met kenmerk a en m ballen

met kenmerk b bevat.

qu De reeks van alternatieven is een enkelvoudige Markoff-keten.

Dit wil zeggen dat de waarde dile elk element aanneemt alleen
afhankelijk is van de waarde van het direct daaraan vooraf-
gaande element, In formule:

(1.4353) PLxXan o I = PIx 3 PIxa %] P{x,\,/xw? ,

waarbi] de verdeling van Xy onder de voorwaarde dat Xi—1 gelijk

I W o———————————
o e . o . o o -
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is aan 1 resp. 0, niet van 1 afhangt. Deze verdeling 1s dus

bepaald door de kansen Poo? Poqs Pqp €1 Pgqs de z.g. over-~
gangswaarchijnlijkheden, welke als volgt worden gedefinieerd:

Poo = Pi%i =015, =0 pyp = Pix; =1 lx;_, =0}

(1.%;1)
PO1 :’P€2’<‘i :'.O}Ei_,‘—:.ﬂ% P1,, :‘?{?ﬁl =1 { ?Si-ﬂ '—"l‘g

Hierbij is py; + Pyj =1 (j=0).
om de kans P Xq;X2>~-MKN]H{} te kunnen vinden dient men
bovendien nog de verdeling van Xy s dus pC§F13{54==1? te kennen.

Opmerking 1: De in 1.1 gegeven definitie van runs is, hoewel
de meest gebrulkte, niet de enige definitie. Sommige auteurs
gebruiken andere definities; wij beperken ons echter tot de

bovengegevene,

Opmerking 2: Indien niet anders wordt aangegeven, beschouwen
wij uitsluitend rangschikkingen van elementen a en b langs een
rechte lijn, Formules betreffende rangschikkingen langs een
cirkel zullen worden aangegeven door een index ¢ onder het be-
treffende symbool., Wij zullen dan spreken van een circulaire

reeks.,

Opmerking 3: Aangezlen over de verdeling onder HO' het meeste
bekend is, terwlijl tevens de behandeling van HO beter aansluilt
bij de behandeling van Hq, behandelen wij eerst de hypothese HO'

en daarna pas HO‘

2. Verschillende methoden (hypothesen Hj en H.')
2.1 De verdeling van r onder Hy'

Het probleem wordt op een uiterst overzichtelijke wijze
besproken in een artikel van W.L.STEVENS [17]. Latere auteurs
verwlijzen herhaaldelijk hiernaar en de door hen genoemde re-
sultaten maken alle van die van Stevens gebruik,

pStevens gaat ult van een circulaire reeks van alternatie-
ven., Bij een dergelijke reeks 1s steeds r = s. De kans op juist
r groepjes a's is nu




R

(2..1;’1) . g_.{':r‘lr\,m,Ho'z= w .

BEGND)

Het bewijs hiervan verloopt in grote trekken als volgt:
Er zljn (n-1)! manieren om n (onderscheiden gedachte) elementen
a op de cirkel te rangschikken en er zijn (?) manieren om r
tussenruimten tussen de a's te maken, dus (n-ﬂ)l(?) manieren
om de n elementen a met r tussenruimten op de cirkel te rang-
schikken. Evenzo zijn er voor de m elementen b (m—ﬂ)l(?) ma -
nieren om deze te rangschikken met r tussenruimten., Men kan
nu nog op r manieren de b's tussen de a's plaatsen, en aange-
zien het totaal aantal rangschikkingen van n elementen a en
m elementen b langs een cirkel gelijk is aan (N-1)! wordt de
gevraagde kans

B{r=r|n.m H'% _ p(n=)(F)m-)1(F) (D(F27)
€= e (N~1)! h (Na

De verwachting van r wordt volgens O.LUDWIG [107:

(2.1;2) E(EIn,m,H;) = o

en de variantie

B s ) < R

Om de overeenkomstige formules voor rangschikking langs
een rechte 1lijn te verkrijgen, dient men slechts m door m+1
te vervangen, Dat dit zo i1s, ziet men eenvoudiger in door van
een circulaire reeks uilt te gaan, één b willekeurig hierbij
te plaatsen, en vervolgens op €én der m+1 elementen b door te
knippen, waarbij men dan meteen dit element weglaat, Door deze
handeling ondergaan de aantallen n en m geen wijziging, ter-
wijl de rangschikking nu evenveel runs van a bevat als in het
circulaire geval met aantallen n en m+1,




6

Opm,: Bij een rangschikking langs een rechte 1lijn kunnen zoals
men gemakkelljk inziet, r en s ten hoogste 1 verschillen, en
dus zal t ten hoogste verschillen van 2r,

Voor rangschikking van n elementen a en m elementen b
langs een rechte 1lijn worden de formules dus nu:

(2.1;4) ?ii’:P/n,m,Hé% RECDICHY

(Mr\-lfﬁ)

voor de kans op juist r runs van a; (deze formule wordt ook
vermeld door A.M, MOOD [11], S.S. WILKS [207 en W. FELLER [57 ).
Men vindt verder voor gemiddelde en variantie van r:

(2.155)  €(x[rom, Hy )= SO0 6% (rfnm Hy Y - (mﬁ?&}ff;'”

(vgl. ook MooD, [117).

Volgens (2.1;4) is de verdeling van r hypergeometrisch
en dus asymptotisch normaal voor N->00, m-s»occen n-soco, met
gemiddelde en variantie gegeven door (2.1;5)

2.2 Toetsingsmethoden voor Hol
Wij willen vervolgens voor een bepaalde reeks de hypothese
HO‘ toetsen, en gebruiken daarbij r als toetsingsgrootheid,

Voor kleine waarden van N kan men de overschriljdingskans van een
gevonden waarde van r exact bepalen: Indien men rechtsdénzijdig
wil toetsen, sommeert men alle PCri] met ry2T bij tweezijdige
toetsing sommeert men alle P[ri] met Ptfﬂ]ﬂ P{r] - Het kritieke
gebied (onbetrouwbaarheidsdrempe1 a.) wordt bilJ rechtseenzijdige
toetsing gevormd door alle waarden van r, waarvoor de zo juist
gedefinieerde overschrijdingskans resp. voor rechtséénzi jdige en
tweezijdige toetsen) niet groter is dan o,

Voor grote waarden van N maakt men gebruik van de amsympto-

tische normaliteit van de verdeling van r.

&




2.3 De verdeling van t onder HO‘

In het geval van rangschikking langs een rechte lijn
wordt de kans dat het totale aantal runs t in de reeks een M
bepaalde waarde aanneemt, gegeven door:

2 (3D
voor £ = av ’P{:é:"l\]{Ho]: (\)(1N<\? 1 ,
)
(2.3;1) n? 'rh-1) = L]
; S W 1)+ (vl v
voor t =2v+1 PE{:QV+1{HO]= Sl 8V) 1) .
n

Deze formules vinden wij onder meer blj S.S. WILKS [203,
F.N. DAVID [47, E. ISING {87 en W.L. STEVENS{177]. F.C. SWED
en C., EISENHART [18]hebben de verdeling getabelleerd, even-

als M. OLEKIEWICZ [15].
A, WALD en J, WOLFOWITZ [19] geven gemiddelde en variantie:

@52)  e(sluy-mm s
2.3;3 %1 H Y = 2rnm(2nm—N)
( ) (el o) N7 (N-1)

WALD en WOLFOWITZ (197 bewijzen dat voor m en n zeer
groot, de verdeling bij benadering normaal is met gemiddelde
en sprelding volgens (2.3;2) en (2.3;3). Het bewljs maak®
gebrulk van de formule van STIRLING en geldt alleen voor het
geval dat % = o constant gehouden wordt. Zowel MOORE [127] en
MORICE [147 bewijzen hetzelfde, op enigszins andere wijze en
met iets minder beperking t.a.v. %.

Evenals blj r besproken is kan men op de verdeling van t
een toets voor HO‘ baseren,

Als de elementen a en b langs een cirkel gerangschikt

zijn, 1s dus r = g en wordt

(2.3;4) P Le=ov|ngde &DG)
Q)

&

(2.355)  RUtsaveq|m]=0.




STEVENS leildt af, dat hiervoor

(2-336) 8(§/ﬂ,nﬂ,?[o’>a%2—]:’ﬂ
(2'337> d;(ﬁ]n,m’h'é)._.th(Y\-"!7mésm-1} .

(N=1)*(N=2)

Tabellen: OLEKIEWICZ [157] geeft voor n en m<20 tabellen
van A(Lin,m,Hy') en (T?E/n,m,HO’); ook van Pt > p(t) ] .
SWED en EISENHART {187 geven voor m en n <20 tabellen van
P[E}St[n,m,HO!] in zeven decimalen,

2.4 Toets van WALD en WOLOWITZ.
WALD en WOLFOWITZ [197 hebben een verdelingsvrije toets
voor twee steekproeven opgesteld, welke op de voorafgaande

theorle gebaseerd is.

Laten Yyorv s Yy TEBD. 245105 2y, de steekproeven zijn,
genomen ult (continu onderstelde) verdelingen met verdelings-
functies F(x) resp G(x). Vervolgens rangschikt men de waarnemingen
van beide steekproeven gezamenlijk naar opklimmende grootte.
Men beschouwt de zo verkregen rij als een reeks alternatieven
waarin het kenmerk a overeenkomt met een waarneming uitde
steekproef der y's, en het kenmerk b met een waarneming uilt de
steekproef der z's, en definieert verder de X; als in (1.3),

De toetsingsgrootheid is het totale aantal runs t. IndienFa(%
18 voldaan aan de hypothese HO’, zodat gemiddelde en varlantie
van t voor dat geval gegeven worden door (2.3;2) en (2.333).

In het artikel wordt het onderscheidingsvermogen van de toets
niet behandeld, Wel wordt bewezen dat de toets onder zekere
voorwaarden bruikbaar (E: consistent) is. Voor een omschrijving
van deze voorwaarden verwijzen wij naar het artikel van WALD

en WOLFOWITZ; wi] vermelden slechts dat deze in de praktijk
meestal wel vervuld zijn.

2,5 De verdeling van r onder HO

&

Deze verdeling wordt besproken in een artikel van
W, GONTCHAROFF [67, Alle in dit artikel voorkomende formules
worden nlet bewezen; de bewijzen zijn verschenen in een ander




artikel van GONTCHAROFF ([ 7.
De mathematische verwachting van r 1is

(2.531) €(c Hy, p.a,N) = Npg + p*
en de variantie
(2.5;52) (2 [Ho.p.9.N) = pg[(N-2)p% (N-3)pq + NgT}

De kans dat de reeks Jjulst r runs van a bevat, is gelijk
aan de co&ffici&nt van xY in het polynoom %, dat gedefinieerd
wordt door de volgende recursierelatie:

B =(rra) R (6 - Pl -x) By, R(x) =1

2.5;
(2.533) a(x3zq+Px.

Voor grote N 1s r asymptotisch normaal verdeeld met boven -
genocemde gemiddelde en spreiding, hetgeen eveneens in het
tweede artilkel van GONTCHAROFF bewezen wordt,

Evenals in het voorgaande kan men dus voor grote N de
hypothese HO toetsen met r als toetsingsgrootheid, hierbi]
gebruikmakende van de asymptotische normaliteit.

2.6 De verdeling van t onder H,
W. GONTCHAROFF [ 67 geeft voor de verdeling van t onder
HO als gemiddelde:

(2.651) €t Ho,p,a,N) = 2Npq + (p?+97)
en als variantie:

(2.652) (& |Hg,poq. N) = 2pql2(pt-pq +q* )N - (3p™upa +34%) ]

voor W22,

‘Deze Verdelinnginden wij ook bij VON BORTKIEWICZ [2]en

LUDWIG [107

In het bijzondere geval dat P=qg= % wordt 4dit de binomi-

ale verdeling:

e
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W -1 -1
(2.6:3)  PLe[Ho,p=1.8)= ({00 (H)
G. SCHULTZ (16 | leidt langs andere weg de formules

(2.631) en (2,6;2) eveneens af, en geeft bovendien nog de
asymptotische formules voor gemiddelde en variantile:

(2.65%) € (x|Ho,p.q,N) 2 2Npg

en

(2.6;5) &*(t{Hp, poa>N)E Nlupqli-3pa)]),

welke eenvoudig uilt (2.6;1) en (2.6;2) kunnen worden afgeleid
door de termen waarin N niet voorkomt weg te laten.

2.7 Ultbreiding tot meer dan twee kenmerken

Zowel LUDWIG [12 1en MOOD [’I’l] als WISHART en HIRCHFELD 521]
behandelen het geval van K kenmerken (k »>2). Wij zullen enke-
le der voornaamste resultaten hileronder laten volgen.,

Wij beschouwen nu dus een serie van N elementen waarvan
elk een der kenmerken o, ,..., o), bezit., Wij behandelen hiler
alleen de verdeling van het totaal aantal runs t onder een
hypothese analoog aan HO in par 1.4, waarbij dus het kenmerk
o; met een kans p, optreedt (=2, ,k: S =1 Y

Voor wij hilerop nader .ingaan, willen wij het geval be-
schouwen dat P, = -.. = P =P = . Onder H, is dan de kans
dat E,,=2; 1s, gelijk aan p . De kans dat men dus na het op-
treden van een a, direct weer een a. krijgt, 1s gelljk aan F3
de kans dat na o, nu o, komt (i#j)is 1-p . Heeft men N elementen,
dan zijn er dus W-1 van dergelijke overgangen, Is het aantal
overgangen van aiop<gjnu.%—1 dan zijn er dus t runs in de reeks,

en-het aamtal runs t 1s dus binomiaal verdeeld volgens

- -t
(2.731) Pleat] kN, hl= (T G- )"
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(verg., 2.6;3),

Gemiddelde en variantie zijn dus die van de binolale ver--
deling.

In het geval dat de kansen.piongelijk zijn en het element
d; dus met kans p; kan optreden, 1s de kans dat er precies t runs
optreden en dat het eerste element het kenmerk a;bezlt, gelijk

aan

. . )
(2-732)?['E:f en E,‘: Qi‘k>N>H0?:j§;\ P.[J (P[‘{;_‘:.“t—-'] en qu—'a; }k,w—j,HO]

3
bij O elementen gelijk aan 1 wordt verondersteld., Het systeem

(2.7;2) is een systeem van k partiele lineairel differentie-ver-

waarin &, een der kenmerken o; is,(j# i , en de kans op O runs

gelljkingen in de P's,
Als men het eerste element niet vastlegt, 1s de kans op ¢

runs gelijk aan
(2.7:3) ?[ﬁzt/knxkb]zégv[ng en B = a [k, N, Ho |,

Het bewijs der formules (2.7;2) en (2.7;3) is vrijwel
triviaal en wordt hier niet gegeven,

SCHULTZ [ﬂ63 geeft voor zeer grote N benaderingsformules
voor het gemiddelde en de variantie van de verdeling van t.

Deze luiden

(2.754) 2 (o) (-3 pt)
YRR

en

i K K
2,735 z S > or(n -3 ot 5.3 K g2
( ) y <§{k)N> HD)* NEiZJ(PTC/\ 1:1Pi)+{2‘izﬂpi‘2<i‘=’lpi> % |

(verg. (2.634) en (2.635)).

( Voor kleine N kan men dus een exacte toets voor HO toe-
passen door gebrulk te maken van de formules (2.7;2) en (2.7;33);
voor grote N kan men gebruik maken van de asymptotische nor-
maliteit van de verdeling, waarbij men dus (2.7;4) en (2.7;5)
toepast,
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2.8 Uitbreiding tot twee dimensies

Wij beschouwen een rechthoekig systeem van vierkantjes.
Z1ij het aantal vierkantjes = mn (m op €én zijde van de recht-
hoek en n op de andere), de kans op een zwart vierkantje = p
en op een wit = q. Zij verder x het aantal keren dat een zwart
vierkantje met tenminste één zijde aan een wit vierkantje grenst.
Laat y de overeenkomstige grootheid voorstellen indien de e
rij grenzend aan de me en de e kolom grenzend aan de ne gedacht
wordt, zodat men een gesloten (toroidaal) systeem krijgt.
P.A.P., MORAN [13] bewijst dat de eerste 3 momenten van y zijn

(2.8;1) g(z(k‘}o’m,ﬂ,p,q):qmnpq.
(2.8;2) SCZQ‘lHO7m,n,p,q) =16 vnn pg 4+ 8 mn pr’-qq‘(’lmn-’;)

(2.853) E(y*[Ho,mnipiq)=6by mPn®p*a>+(92p%% b32p°*)m™n ™ +
+(6ypq-320piq2+ 18569 )mn .
Berekent men deze momenten t,0.v. het gemiddelde (z.g.
gereduceerde momenten) dan vindt men:

(2'8;4) E(}HQ/HD,m,n,p,om:.\(f)\mnpci._‘S’émnp’lql

%
(2.8;5) E(gv(HQ\m,m‘p,q):Mh(éqpq~?lop2cﬁ+:6’56;33@?’)
waar Y= y-£&Y,
Uit deze formules kan men de overeenkométige momenten
voor x aflelden, Deze worden echter vrij ingewikkeld, en wij
volstaan daarom met het geven van

(2.856) 2(x (Ho,m,n,p.q) = 2pg(zmn=m-n)

2 87 1@# numpq)=um[&Mn_qM,?n+Q]+
+ L(PZq1D3m+I%H~1qmn~81 .

&

. %’)/
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Vervolgens bewijst MORAN dat voor m,n —»os X asymptotisch
normaal verdeeld is met gemiddelde en spreiding gegeven door
(2.8;6) en (2.8;7).
MORAN geeft als besluit een generallsatie hlervan tot

3 dimensies,

Opmerking 1: In dit artikel heeft MORAN ten onrechte niet
vermeld, dat de formules (2.8;1) t/m (2.8;5) niet gelden voor
n=71enn=2, endat (2.8;6) en (2.8;7) niet goed zijn voor
n =1, Het geval n = 1 stemt geheel overeen met het in 2.6
behandelde geval en dus gelden hiervoor de formules (2.631)
en (2.6;2) in plaats van (2.8:;6) en (2.8;7).

Opmerking 2: Voor het geval dat m = n (dus een vierkant met
zijde n) zijn door BOSE [ 371 en LEVENE [97 enige formules afge-
leid. De uittreksels in resp. de Mathematical Reviews en de
Annals of Math. Statistics (Zie [ 3] resp [97]) zlJjn niet
correct; de oorspronkelijke artikelen zijn door ons niet ge-
raadpleegd omdat zi] te ver buiten het bestek van dit rapport
vallen,

3. Verschillende methoden, Hypothese H1

3.1 De verdeling van t onder H,1

De verwachting van het aantal runs onder de hypothese
H, (enkelvoudige Markoff-keten, zie par. 1.4) wordt o.m. be-
handeld door G, SCHULTZ [16] Deze voert in qu>:'P§ZN:=L} s
(zie par. 1.4), en verder o =Q§;;<A§N) , Hier is het kenmerk .
gelijk aan O of 1. De determinant van de matrix der overgangs-

waarschijnlijkheden (zie par. 1.4) wordt nu

(3.1;2) D= R P-RLPo= "= Py~ Py (-1 <A< +1)
hetgeen volgt uit de in 1.4 gegeven betrekkingen tussen deze
grootheden.,

Tevens kan worden afgeleid

&

(3.153) P, = O._A)qo an- ao==0——&)Q,~

...

/
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SCHULTZ voert verder in de grootheid

(3.1;4) a $§‘2(1~A)q0q1>

en bewljst dan, dat asymptotisch (voor N—oco) gemiddelde en
variantie van de verdeling van het totaal aantal runs € ge-
geven worden door:

(3.1;5) £ (& |H,,N)Z Na,

en

(3.136) (¢ H )2 Na(i-a)+ ot —ua,a,)] .

SCHULTZ bewijst tevens dat de verdeling van t onder Hq
asymptotisch normaal is, Indien men dus de hypothese H1 wenst
te toetsen met t als toetsingsgrootheid, kan men gebruik ma-
ken van (3.1;5) en (3.1;6).

Opmerking 1: Het geval van de hypothese HO (zie par. 1.4) is

een bljzonder geval van een enkelvoudige Markoff-keten, n.l. met
P01:: Pﬂ =p en Pf)D: 10=q s €en dus tevens C{1(N): q1= P en

(N -

qO = CIO"C‘( .
Opmerking 2: Voor’Pig = t[H,,NY zijn door DAVID [47] enige for-
mules gegeven. Aangezien deze vrij ingewikkeld zijn en van

welilnig praktische betekenis, zullen wilj deze hier niet vermelden.
Opmerking 3: Voor de overeenkomstige grootheden onder de hypo-

these Hg, die inhoudt dat de waarnemingen een dubbele Markoff-
keten vormen (d.w.z, dat elke waarneming slechts afhankelijk
1s van de twee direct daaraan voorafgaande waarnemingen) zijn
te weinig gegevens uit de literatuur beschikbaar, zodat wi]
ons beperken tot de behandeling van Hq. BATEMAN [17] geeft
formules Voorfpiﬁ=:t(H2,N}; wij vermelden deze echter niet.

3.2°Uitbreiding tot meer dan twee kenmerken

G. SCHULTZ [46] berekent de asymptotische verdeling van
het totaal aantal runs, voor het meer algemene geval van k
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kenmerken, Hiertoe stelt hij, analoog aan (3.1;1),
(N) - W)
qL zrpgzﬁN:\.z en quLLm C\L( ,

N-—> oo
Hier 1s v=142,...,k. De matrix der overgangswaarschijnlijk-
heden geven WiJ aan met {p };’P ; de N® macht hiervan met
{p(NB ., De matrix P moet reguller zijn in de zin van

Frechet d,w.z., dat de elementen van ?ﬁlvoor voldoende grote
N alle positief zijn. Verder isyJi;&;PN:'PCO. Van deze P°
kunnen de elementen eenvoudig berekend worden uit
PPP=P® of (P-£)P®=0, waarin E =€ew(} de eenheidsmatrix
voorstelt. Is P regulier, dan bevat de ja rij van P dezelfde
elementen, als gelijk aan q;. Hiermee zijn dan de 9. bepaald,
Tenslotte definieert SCHULTZ nog een matrix {fm?ﬂ‘ s
waarvan de elementen berekend kunnen worden uit

(3,2;1) (E-P)F =& - P%

bl

er, de grootheid

: def K '
(3.252) B 2; Pux U

In het artikel wordt nu bewezen, dat het gemiddelde en
de variantie van het totaal aantal runs asymptotisch (van N->o0)

gegeven worden dcor

(3.233) Ele] M, W, NT 2 NGia)
en

k k
(3.254) o R, kNv) 2N ~ {
[ Hay b ) Lot QB+Q;Z1Z: pxxfﬁﬂeﬁﬁwa3

en dat de verdeling van t asymptotisch normaal is,

&

e
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