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5 1. Inleiding.
Stel dat m waarnemers onderling onafhankelijk ieder één waar-

neming verrichten aan elk van n objecten. De waarneming van de
uﬁﬁwaarnemer aan het 1° object zi] JC . Wij onderstelifnj dat

x:)een waarneming is van een stochastlsche variabele . C met ver-
dellngsfunctle fﬁh/ . WiJ beschouwen hier toetsen voor de hy-

pothese :
e =), (X Le)
Fd = £ = = B = £70
tegen alternatieve hypothesen:
=3 . et} \ o
o e T , | =
£ = Fees) (2 =0)

waarbij tenminste één &, # 0
In het bijzondere geval:

E¥) = Flxw g+t
waarbij f?ijde verdelingsfunctie van een normale verdeling is,
kan hiervoor een standaardtoets uit de varianiieanalyse worden
gebruikt. Blj benadering kan deze toets ook worden toegepast in
het geval /{x) een verdelingsfunctie van een ander typeis,doch e
sentieel is de voorﬁaarde dat de verdelingsfunctie niet mag af-
hangen vanc{, Om deze moeilijkheden te vermijden heeft FRIED
MAN (1937) een toets opgesteld,vwelke berust op rangschikking
van de grootheden hz {%’ ”zdgf%aar opklimmende grootte voor
iedere .. De toetulngsgrootheid is invariant tegen monotone
transforméties van de waarnemingen en de toegg kan dus ook wor-

. e &)
K den toegepast, indien de grootheden 2% ey niet gemeten, doch

)
alleen gerangschikt kunnen worden. Vandaar de naam: methode van
X m rangschikkingen '
¥ KENDALL (1948) heeft aangetoond, dat de toetsingsgrootheid
van Friedman een lineaire functle is van de som van de rang-
correlatie coédfficiénten ven SPEARMAN (1904), berekend voor
al]e ) paren vectoren‘x; /12@) . yfwwen kx/gwé?c@ _.):Cge?
Dit heeft EHRENBERG (1952) er toe gebracht een andere toets te
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onderzoeken, welke gebaseerd is op de som van de rangcorrelatie
coBfficifnten van KENDALL (1938) (eigenlijk van LIPPS (1905)),
van genoemde vectorparen., Onafhankell jk van Ehrenberg, 1s deze
toetsingsgrootheid ook voorgesteld door TERPSTRA (1955-1956),
die haar in een meer algemesn geval dan het bovenstaande onder-
zocht heeft. Hij heeft aangetoond, dat haar verdeling onder de
hypothese HO voor grote n convergeert naar een normale verdeling.
Het bestaan van het artikel van Ehrenberg, wag door ons tot voor
kert niet opgemerkt., Vandaar het feit dat de teoets in de aankondi-
zing -an deze goordracht naar Terpstra was genoemd. In deze voor-
dracht zullen wij niet ingaan op de generalisatie van Terpstra;
het hoofddoel is hier voor hetdecor Ehrunberg boegchouwde guytl na te
gaan wat er gebeurt met de verdeling van de toetsingsgrootheid
onder Aé als m toeneemt.

2, Definitie van de toetsingsgrootheld van Ehyenberg,
De rangcorrelatiecoéfficiént van LIPPS-KENDALL voor de vectoren
x¥ en uyﬂis op een factor na gelijk aan:

7 cia{i 7 @) (/3)
/O(J/S - f‘;"‘ ZC{/ 'é‘:»/ (05”:-“6.2,, me‘ 342“_‘_3 ™
waarin Y L= ,n,ﬁ.wgz)““,vyj

&) def . Y
28 e (29— ).

L!
o
. Op dezelfde constante factor na, word{ EHRENBERG'!'s toetsingsgroot-~
heid gedefinieerd door:

) Q{\?’\}
(2> mﬁf“'quz — qu(}%Zj /;‘/ZZC“})wm E( )/J.

C<J 3

Wij zullen nu aannemen, dat voor 1edere<ylae waarden van de groot-

heden Jém)verscnlllend zijn, @?1t is behoudens een kans O het ge
val, indien de verdelingen / {x) continu zijn, Het hier volgende
betoog kan met kleine w1321g1ngen ook gevoerd worden voor het ge-
val, dat er onder de grootheden Jc groepen gelijken optreden;
hiervoor wordt verwezen naar een binnenkort te verschijnen publi
catie (VAN ELTEREN (1957)).

Onder de gestelde voorwaarde zijn alle z i
Dus is: 4
- 7 2 / |
(3) T"= 2 <Z 2, 7 nn-i,

)
als Zg'gedefinieerd wordt door:

e a—_—_..
T Y T,
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De grootheid Z.. is behoudens de factor m 2 de toetsingsgroot-

& x, 0

heid van de tekentoets toegepast op de verschiller s -X
Uit (3) volgt, dat men de toetsingsgrootheid van Ehrenberg kdn
berekenen door(f?} maal de tekentoets toe te passen in plaats
van [??) maal de rangcorrelatietoets van LIPPS-KENDALL.

Onder de in de inleiding gencemde alternatieve hypothese
zale’in het algemeen grotere waarden aannemen, dan onder de
'hypothese Aé. Bij een onbetrouwbaarheidsdrempel £ zullen wij
dus een kritiek gebied van het type? & [p klezen, waarbij /g
de kleinste waarde is, die door']’ kan worden aangenomen, waar-

voor geldt: 73i:2? 2 /e l ﬁ@] s €

Voor de bepaling van 7; dienen wij de kansverdeling van
Z~onder de hypothese /é althans bij benadering te kennen. Aan-
gezien éf de hypothese %// impliceert, inhoudende dat voor le-
dere o alle permutaties van de gevonden waarden lf& ]DC@%ver
de n objecten even waarschijnlijk en deze m permutaties onafhan,
kelijk ziin, K“ﬂ men volstaan met het onderzoek van de verdeling

van 77 onder H

Voor dit onderzoek maken we gebruik van de eenvoudige iden-

titeit:
¥ \T‘“""”’?
) gk =n Tk
s ol éf.m_
T ol Jek<t %k, *3/3
‘waarin
def <
2% = T,
en et J ff
& n—«
'N;)kg s /)/6 +' kag '4" Z{gj.

In de uitdrukking (4) 'is > /ﬂa op een constante factor ne
de toetsingsgrootheid van FRIEDMAN (1937).

-~ ” & - ot / /
1« Momenten van de variabelen Z:. en Z;waonmer=ﬁa.

Men bewljst gemakkelljk:

{4
L/? y&“mﬂé Z‘”@Z-' mO}
“&7 = m,”! %L'(Q/Z“Jf(d”‘}L =1 ,
e \;“‘ ; /(V) {:04 7 -
ﬁé’t;/ ..—(:é = n.o= ’(D"{“‘ fz(bi-t-p ﬁ?: {{’Jﬁ;)/g):?é:
b2, zpa= 0 (g kbl
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Daaruit volgt:

(6) 1’5}35 Zikp <O voor iedere i,3, k en 1,
Ezl= @{Z‘ ) Zézuv‘—& 2, bz,
R*J - n-2 “’“ - N1
Y = B e N
- / _
@z 2 = &(Z 2 } Z 2,y ) = gz‘kvar}ijg{"f?k”'f

1 + > UK ) w0 s D S — o s o o
{@m.‘)*k)%~cn k@ J(Z#::;:k//g’zv{ ‘—Z-IC‘.(. 7+3/}2 2\ 3 TI ) (h’ 1)

Dus wordt de covariantiematrix van de varilabelen Z ., gegeven door:

(7) V“(Q)Z Z ~3(n+:)<n -1)

met u d4 _{ als h#&

=nt 22 2+ 2 2 z,72
. (=1 L=t Jwtbht J
Dit is een kwadratische vorm met mqtriXJ4~ﬂ ? gedefinieerd door:
e, - S

<,
i
Men toont gemakkelljk aan, dat het product van deze matrix en de

N

matrix (7) met € = 1,2.,..n—1;d2=1,2,....n—1 een diagonaal matrix
is, met diagonaal elementen::%(n+1). Als u dus de vector

(z,,2,,.....,%n ) voorstelt, is:

\A“ggggzjﬁmo Jn”

waarin CZ de eenheidsmatrix met p rijen en kolommen voorstelt.

>

De covariantiematrix van de variabelen ;ﬂkgwoLdt gegeven door:

2 ‘ . 9, i o
© “MJ.’ - g/7k *+2 é’f‘ém\’ =3tz +68z ‘Z,L,g::rgg*:z

Y Sk “‘;-/ﬂ‘? V@K Foj Tt Enk + L \*(»LJ; + &0+ Z L)=
= PR I R )
btz -{‘I—“‘g_v ot 28Z% 20 =1-F+}=3
De covariantie van twee varlaoelenz le 0, als zij minder

u )

dan .twee indices hetzelfde hebben.

Dus is:
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indien geen der indices i,j,k en 1 gelijk 1s zan n.

Nu 4ig:
Lkl = Zlent Zind + Znld

Eahs
waarult volgt:

SO PR S i

2l g5 =y ks JJ
JRE - % N {M E&
— nRT 2

. Z.

J=1 k-z/ﬂ —4?“)4»( (=) ik,

Dit is een kwadratische vorm in de variabelén oy JTL met
1<

1 {44 Sl met matrix B= 2 @iJ{g___ﬁ

gedefinieerd door:

gh,pw)t n (=0, S g+~ & p) + bek S

Men ftoont nu gemakkellgk aan, &at het product van deze
matrix en de matrix gedefinieerd door (10) met de beperking:
1§;c<d'g n.—1 een diagonaal matrix is met diagonaal elementen

j:. Als V dus de VCCtOP(:len,Z'3Tw'~‘w-§n—nghn) voorstelt is

Li o, B)

dus:

(11 Bbyy'=g

snl{n-1)

2.
U4, Limietverdeling van Z; Zii .

Wij beschouwen nu nader de in de vorige paragraaf gedefinieerde

vectoren W en Vv . Volgens «¢n bekende stelling ult de matrix -
~t

rekening bestaan er vierkante matrices C en D nct vesp., o-1 en

$(n-1)(n-2) rijen en kolommen, zodanig dat:')

%g(z‘w)(tju C?(@W§Q§th,=n G;yf arn

E(Dy)(Dy)'=n£rv')D' = dipnynesy
Uit (9) en {(11) volgt nu ( omdat: gu'—”c c)- 1)3

cre =ph A
D'D = 3B

Laat nu W de gecombineerde vector(C,, ) voorstellen met
v

(n=-1)+5(n-1)(n-2)=3n(n-1) componenten. Deze vector heeft onder
de hypothese H; de volgende eigenschappen:
a, Het 1s de som van m stochastisch onalfhankelijke stochastische

vecgoren,

jah]
s
o))
it
™

ijn componenten zijn O,

B i T T I
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. De waarden door deze componenten aangénomen, liggen in cen

(@

begrensd interval en dus voldoen zij aan de Liapounoff-
voorwaarden voor de geldigheid van de Centrale limietstelling.
Hun coveriantiematrix is voor 1edere m de eenheldsmatrix

n/.;n(nﬁ)-

Hier uit volgt, dat voor Wde centrale limletstelling voor

Qu

stochastische vectoren geldt, en dus dat de simuitane verde-
ling van de componenten van W voor m>c nadert tot de multi-
monale verdeling met covariantiematrix J;rqn_g Dit is de
simultane verdeling van sun(n-1) onafhankelijke normaal verdeel-
de variabelen met verwachtingswaarde O en variantie 1.

Nu 1».(0\0m‘g

Z: w = Wiy =<G’:9)’(C%j "}”QDX)}(DY)S

= «'C'Cu + V' DDy = = W Aw+3v' Ry

Belde termen zijn sommen van kwadraten van componenten van &J

s}
dus hun verdelingen naderen tot )~ -verdelingen met aantallen
vrijheldsgraden gelijk aan de a2antallen kwadraten die in de
sommen voorkomen (resp: n-1 en 3(n-1)(n-2))

Dus nadert de verdeling van:

Ot&’. fo H I 5 E
2213511H /ﬁzj TU LT §C'i/kp
tot de VGTdcang van een yﬁuvarwabelc

met (n-1)(n-2) vrij-

heidsgraden, waarbi] %}e Zzonglhankelijk z1ljn.
De verdellng van
] "1 o S \ —r
(12) £=3 2 2z =3V Zz% 0 2% )=ln)Z +Z,
¢<J '%( N kel b e s — 2

nadert dan tot de verdeling van

AN
5. Nader onderzoek van de verdelingsfunctie vanfé .

Het is van speciaal belang de verdelingx&ng% te ondorzolken voor

kleine waerden vean 7L . Voor grote waarden van Y., wordt de ver-
A
deling van {K bij benadering normeal, omdat dit het geval is
\
met 53 ,X . Dit volgt trouwens ook uit de onderzoeckingen van

TERPSTRA (1955), die de limietverdeling ven /7 voor n-c» be-
schouwd heelt.
De grootheid zf kan beschouwd worden als een kwadratische
1

iteratuur worden

vorm in normaal verdeelde grootheden. In de
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verscheidene methoden gegeven om de verdeling van dergeli jke
vormen in een reeks te ontwlkkelen welke echter in het geval
van >< slecht convergerenVoor cikeXk kleine waarden van n, 18
de o;fwikkeling van ROBBINS en PITMAN (1949) te gebriiken.
Hierbij wordt de verdelingsfunctie FY}Q van élOﬂbWikkéld in
verdelingsfuncties F;()Q van }gz—verdelingen met ¥ vrijhelds-

graden: o
F{XJ\ = ; 7@ ~/)4~.Z,J (X
waarin

(n-)

o

2"]\

[/ def (no34a)(n=3+%) . . (n-3+2)) (
[§ 2 b L QJ N /R+Q

Voor oneven waarden van n kan een ontwikkeling in een eindig
aantal termen worden gegeven. Wij beperken ons hier tot het geval

n=3, Dan is volgens (13):

2
=X+7
waarle }’ @en L varLdbL1e met YV vrijheidsgraden voorstelt, waar-
van wij de verdelingsdichtheld aanduilden mctjg,@j en de vcrdcllngs—
functie (als boven) met A (x). De verdelingsfunctie van 4ﬂ_ wordt

nu  gegpgven door: A

P4y, <907~ ’r[zx, ki{f(ﬁ’z‘)f fe T e ,

/
en de verdelingsdichtheid vané}f wordt:
/
ol /X L /JC».” §~z 171 Z
ZFE TR e

Nu geldt voor de verdelingsdichtheid van de som van 2 onafhankelijk

verdeelde continue variabelen, dilie alleen positieve waarden aan-

nemen, met oﬂcbtheuem.?/¢¢9b%QV)§

f=/ =) 49 ok

Vi RS £
Dus in ons ﬁeVal met : ézﬂw‘ ff{MJZ:p%ﬁF £




L
Yot =

—

3
17)6
. % -‘¢
¢ 1‘;‘/ 7
T e
8Wn*%g:

- -l
Ly €

Dan is:

%T/w—zj,

F(X) /f@oz;c_. %c FL, m‘“@':

-~ [e it

%b<

::“”9§ Eﬁ >O‘%‘ V”““u/’%L z

Dus 1s:

FAX)= E(X)— 7= -@”% F(2X).

Voor grote >< wordt ditx
'2/ AN
FIX)= 7T— 554 §&.

Wi) hebbhen

van Z voor n=3 en m=3,4,5 en 6. Men vindt b.v.:

~—-/ 0 F f( x) ol =

z do.,

dit resultaat vcrgejeken met de exacte verdeling

=3 Y= 3 11 19 27
PlzzX] 1 0,53 0,19 0,03
PLX2X] 0,77 0,29 0,11 0,0k
= X= 12 oL 27 36
'p[g zX] 0,30 0,069 0,0u2 0,005
PLX 2 X] 0,26 0,058 0,040 0,013
m=5 | A= 11,4 25,8 30,6 35,4
PlzzX] 0,38 0,047 0,02k 0,009
Pl X 2X] 0,28 0,046 0,025 0,014
m= | x= 12 ol 28 36
Fa[;_g;xj 0,31 0,061 0,037 0,008
?)E><E?X] 0,26 0,058 0,035 0,013
Men, zlet, dat de benadering van de verdeling van :ghéocr die van

zfijm%r@aad beter wordt bij toenemende m. Verder Dbl

ring het beste te zijn bij overschrijdingskansen in

0,05 (){in de buurt van 25),

1Jkt de beneade:

de buurt van
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©. Enkele opmerkingen over het verband tussen de toetsen van

Friedman en Ehrenberg.

De grootheid Zin (12) is een lineaire transformatie van de toet-
singsgrootheid van EHRENBERG; g;een dergeli jke transformatie var
de grootheid van FRIEDMAN,

Uit de definitie van ;@_volgt dat deze grootheid voor n=2
identiek is aan 0. De tnetsen van EHRENBERG en FRIEDMAN zijn dus
equivalent voor n=2 en komen dan overeen met de bekende teken-
toets, ZiJ zijgn eveneens equivalent, indien de weaarnemingen groe-

of)
ren gelijk vertonen en wel zo, dat de grootheden Jfaw.,xéﬁvoor

2%
iedere o< niet meer dan 2 verschillende waarden zannemen. Bij be-
nadering geldt dit ook voor grote n, immers de bijdrage van.%?z
tot £ gaat voor grote n naar 0 (de variantie van Z,is van de orde:
ng, die van (n+1) £,van de orde nB).

De asymptotische relatieve doeltreffendheid van de toets wvan
Friedman ten opzichte van de corresponderende variantie-analyse-
toets is onderzocht door van door VAN ELTEREN en NOETHER (1957).
Het gaet hierbij om de limiet voor m-»>co an de verhouding van de
waarde van m nodig voor de variantie analyse togts en de waarde
m verelst voor de toets van Friedman, om bij dezelfde onbetrouw-
baarheidsdrempel eenzelfde onderscheidingsvermogen te bereiken

ten opzichte van alternatieven van de gedaante:

6(:' = 6/_)') m C}z//yf[;; 2

waarindeé;gegeven constanten zijn met‘2-¢ =0,
o

Genoemde limiet blijkt te worden-

~
-
-+

als (>0 (zie par.1) de verdelingsfunctie van een normale verde-
ling is.

Bij n=2 geldté?:%%ﬁ overeenkomend met de aymptotische do
treffendheid van de tekentoets. Voor grote n wordt~ex¢%? en
geldt dan zowel voor de toets van Friedman als voor de toekts van

1 -

[©

ct

i

Qu

Ehrenberg, Een onderzoek is nog gaende naar de Joeltreffendheid
van Ehrenberg's toets voor kleilne n=73; deze hangt in ieder geval
af van de gebruikte onbetrouwbesarheidsdrempel en van de waarden
der-o:- .

Een ander Leolangrijk vergelijkingsobject vormen de bruikbaar-

IS
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heidseigenschappen van beide ftoetsen. Men stelt zich dan de vraag
blj welke 2ltcrnotieve hypothesen de toetsen met zekerheld
tot verwerping van Ho gaan leiden als m toeneemt. Het blijkt, dat
de verzameling van alternatieve hypothesen, waarvoor de toetsen
bruikbaar zijn, uitgebreider is, dan de door (1) gegevene. In-
dien wij ons beperken tot continu verdeelde grootheden en de
vectoren gﬁxétatistisch onafhankell jk onderstellen vinden wij,
dat het bruikbaarheidsgebied van de toets van EHRENBERG bestaat
ult alle alternatieve hypothesen waarvoor

def g 1 Z - [x C)J "
J m,-ac/:»
voor tenminste één paar (i ,3)(/§¢§/§ n)).

BiJ de toets van Friedman wordt dit gebied gegeven door alle
altefnatieven waarvoor:

fﬂ
J- 7é 7 (n-1)
voor %enmlnsce één 1.

Het bruikbaarheidsgebied van de toets van Ehrenberg bevat dat
van de toets van Friedman, doch niet omgekeerd. Bij n=3 behoort
bijvoorbeeld het geval:

{

%}Iz. = Tpa = 7('3/ 2
tot het bruikba rheidsgebied van de toefts van Ehrenberg, doch
niet tot dat van de toets van Friedman. Dit geval doet zich
bljvoorbeeld voor, indien voor iledere oL geldt:

Plef< e’ =] 'F’[ 5% X—;‘?‘k x|
Hp[\)ﬁ &0 ;_2(0\)]

Men kan olt grotere orulkoaarhelmsgebied van de toets van
Ehrenberg niet zonder meer als een voordeel voor deze toets be-
schouwen, in het bijzonder niet indilen men de toets wenst te ge-
bruiken voor de modellen in de inleiding beschreven.

Concluderend kan men zeggen, dat de toetsen van FRIEDMAN en
EHRENBERG elkaar welnig ontlopen, wat betreft hun eigenschappen
onder alternatieve hypothesen. Om practische reucnen zal de toets
van FRIEDMAN, omdat zij een cenvoudiger te berekenen toetsings-
grootheid bezit, waarvan de verdeling onder de hypothese}% 2e -
makkelljker te benaderen is, althans voor kleine waarden van n

en grote van m, de voorkeur verdienen.
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