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Over Ehrenberg 1 s toets voor het probleem van m tangschikkingen 

door Ph. van Elteren; 

(voordracht in de serie 11 Actualiteiten 11 van het Mathematisch 

centrum op Zaterdag 26 6ktober 1957) 

1. Inleiding, 
• / ✓ 

Stel dat m waarnemers onderling onafhankelijk ieder een waar-

neming verrichten aan elk van n objecten. De waarneming van de 

o<...8 waarnemer aan het 1e object zij .J/v0, Wij onderstellen, dat 
-v-&<) i . t h t<... h , b 1 .}""-) . ·~· een waarnem n~g ,1s van een s oc as 1s c e var 1a e e ;.:.'.:"t; met ver-

, I \ 

delingsfunctie i (X). Wij beschouwen hier toetsen voor de hy-

pothese · 
F (;,() ' E Cct..:(1 , 

()<"-) = 2. :X.) ::::: . I 6 

tegen alternatieve hypothesen: 
(o.(' ~r~\ \\ (1) F °"/-,.' ; v·f 0 , 1: ( -:,.' ~ \ X-i· , (: ) 

; ; /'\ I • 
w a a r bi j t e nm ins t e e en 1::1/: ;t:: o 

(_, { 

In het bijzondere 
,.....(9'\),., ' 

,:;_ , l x.j 

waarbij ;z::-(:SJ de verdelingsfunctie van een normale vercleling :Ls, 

kan hiervoor een standaardtoets uit de varia~tieanalyse warden 

gebruikt. Bij benadering kan deze toets ook warden tocgepast in 
;::_-! . 

he t gev al 1 '{x._) een v erde l ingsfunct ie van een and er type ir:4, do h e 

sentieel is de voorwaarde dat de verdelingsfunctie niet mag af

hangen vane<. Om deze moeilijkheden te vermijden heeft JRIED 

MAN (1937) een toets opgesteld, welke berust op rangschikking 
van de g,rootheden .X~} x(c(: ,.;i_;~-haar opklimrnende 0o·roo tte vocr .., r ., ;z,)'""' n, 

iedere~ .. De toetsingsgrootheid is invariant tegen monotone 

transformaties van de waarnemingen en de toets kan dus oak wor-

d ' · 1· nl·'1· 1· en d th d ~('.: $<_\ (9{) · ,._ t ..:i 1 .en ccegepasi:;, ._. e groo e en ... ,,l .... .,.:.:>::h, nie1.., geme-en.i \.,oc.1 

alle~n gerangschikt kunnen warden. Vandaar de naam: methode van 

m rangschikkingen. 

KENDALL (1948) hesft aangetoond, dat de toetsingsgrootheid 
yan Friedman een lineaire functie is van de som van de rang-

co :t·1r·elc:1.til;' co~fficienten van SPEARr•iAN ( 1904), berel-rend voor, 
(o(' ( ( ,, (A1 i/3.LJ '!~ , aller1 /"rl.,) pare-n vectoren X :;,;; X lO(J X. "'') en v-r:_ /,-. JC •;v,; 

, Z , l ) · · · · · J h. ,,i • .....__ - , I , ' · · ' h. ·· 

Dit h·eeft EHRENBERG ( 1952) er toe gebracht een andere toets te 
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onderzoeken; welke gebaseerd is op de som van de rangcorrelatie 

co~ffici~nten van KENDALL (1938} (eigenlijk van LIPPS (1905)), 
van genoemde vectorparen. Onafhankelijk van Ehrenberg, i~ deze 

toetsingsgrootheid ook voorgesteld door TERPSTRA (1955-1956), 
die haar in een meer algerneoo geval dan het bovenstaande onder
zocht heeft. Hij heeft aangetoond, dat haar verdeling onder de 

hypo these 1-/0 voor grote n convergeert naEr een normale verde ling. 

Het bestaan van het artikel van Ehrenberg, wns door ons tot voor 

kort niet opgemerkt. Vandaar het feit dat de toets in de aankondi
ging ,·an d~z;e 'lioo:rdracht naar Terpstra was genoemd. In deze voor

dracht zullen wij niet ingaan op de generalisatie van Terpstra; 

het hoofddoe 1 is hier voor hetdoor Eh:rL:nbc:rg b0echouwdc gl.V '.' l na te 
gaan water gebeurt met de verdeling van de toetsingsgrootheid 

onder /./0 als m toeneemt. 

f• Definit;tLyan de toetsings~r2othe1d.vas,Ehre~berg, 
De rangcorrelatieco~ffici~nt ~~n LIPPS-KENDALL voor de vectoren 
.1;;C.;<J en xv'3)1s op een factor na gelijk aan: 

r:fi cl .. ? z -
we.arin 

i,<j 

z~ ,:;/el 
d Si.gn. ld 

. Op dezelfde constante factor na, wordt EHRENBERG 1s toetsingsgroot
heid gedefinieerd door: 

(2) T~ ~7:: =LL x~~ .t:-0J ~ L L 1Zz~:>)~- .1.z. :E(zt~j~ 
«<.fo o1.1 i<j «<fl> (•J ".I 2., ~<j l c-< 11 2, G'f/ o(.. :I 

Wi j zullen nu aannemen, dat voor iedere cl. de waarden van de groot-
heden x;o<.'J verschillend zijn. Dit is behoudens een kans O het ge 

~ 
val, indien de verdelingen ff (x) continu zijn, Het hier volgende 

betoog kan met kleine wijzigingen ook gevoerd worden voor het ge
'o:') val, dat er onder de grootheden X~ groepen gelijken optreden; 

C 

hiervoor wordt verwezen naar een binnenkort te verschijnen publi 

catie (VAN ELTEREN (1957)). 
Onder de gestelde voorwaarde zijn alle .. 

6t) z. =+ 1 . 
Dus is: G.j 

(3) 

als 

T _ 'tn.. ~ 2 I ( j - r ~ Z(,i -4 P'L r,., h-1 • 

:Z: · gedefinieerd wordt door: 
':J 



I 

. i-;__, . = ·m. - z: L. r-z,, cc1c,;_ 
'-,J (X, c, J 1 

De grootheid z. · is behoudens de factor m-~ de toetsingsgroot-
~ ~ ~~> ~ 

heid van de tekentoets toegepast op de verschille" , -\· - ::S· . 
<-

Uit (3) volgt, dat men de toetsingsgrootheid van Ehrenberg kan 

berekenen door ( f~J maal de tekentoets toe te passen in plaats 
f'rr \ ~ ALL van C 2., 0

; maal de rangcorrelatietol1te van LIPPS-KbND. , 

Onder de in de inleiding genoemde alternat:Leve hypothese 

zal T i.n het algemeen grotere waarden aannemen, dan onder de 

hypothese ,/{ . Bij een onbet:rouwbaarheidsdrempel £ zullen wij 

dus een kri tiek gebied van het type T?: .. T; kiezen., waarbij Ii. 
de kleinste waa:rde isJ die doorT kan warden aangenomen, waar-

voor geldt: j-J [T > Ti_ l H0 ] ~ [,. 

Voor de bepaling van 7~ dienen wij de ktmsverdeling van 

Tonder de hypo these J-/0 al thans bij benacl.ering te kennen. I.\an

gezien /-l, de hypothese J-1. 1 impliceert, inhoudende dat voor ie-
d ,.,,/ 11 , t . d j d ...,.. (o<\ ) (o<.) ere i..l\.., a e permut:a ies van ,.e gevonc:en waar en ..,,_,1 / ... J t.n, over 

den objecten even waarschijnlijk en deze m permutaties onafhan, 

kelijk ziin, kan men volstaan met het onderzoek van de verdeling 
I 

van T onder /-{.,. • 

Voor dit onderzoek maken we gebruik van de eenvoudige id2n

titeit: 

(i+) 

waarin 

en 

een 
~ C 

de toetsingsgrootheid van FRIEDMAN (1937). 
constante factor na 

,. w- , - 1' '7' . k JJ r nr' "r- i..l I j. ilomencen van de variabelen ~~'- en --...,, , - ,..l, '-"~ · ,10 * 
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Daaruit volgt: 

dus 

Di t gedefinieerd door: 

( 8) Q, . c1r.F YL - 1 / -1 + ,S, '\ 
",j \ ;. , .. ,J/ 

Men toor1t gemakkelijk aan, dat het product van deze matrix en de 

rr,atrix (7) met G== "1,2 .... n-1;;'=1,2, .•• ,n-'1 een diagonaal matr:lx 

iss met c:1:Lagonaal eJ.ementen: J' (n+1). Als u dus de vector 

( !'. / .1 ~1.., .... ) r h.-1 ) VO Or Ste 1 t 2 i S : 

( 9) }t, f,, 1! !:;!. ! = J ( 10+ I ) J n, - 1 7> 

waarin ~ de eenheidsmatrix met 2) rijen en kolornmen voorstelt. 

De covariant iematrix van de v ari abe len '?: ;;l</. wo '-- dt gegeven door: 

,._r;zi ,J); . '-2.. ~.fl '.:t . / 
r; ~i·k n = &(?;,k + .~kt-f-Zn ·;l,;::: 0 b Z,:1 + 6 <f,;_:1-'k !;;,i=:::3--3'~=1 

t_{} l,) J4'_,' \., J:, ' ........ .r.,ij J1< J ""'i"-' 

O .,.. 7 -8,( -~ ' Z l \ ( -~ -Z -? ) ==-·c:IJ<-- t::~ig = _;:;;'t•;-t--i",l.:: +_,,ki.J1 , :!:i; + ....::1;,f.+ ==ii = 
"'\J..., 'J' ·=ts ..I :i • "' :J _, • 

= --&·z?-:+4l·z.. ·'Z· e+ '2~4/k z. tJ =1-3.!l+·t = ·f. 
~--(j - t,; ~J," "'tJ, -j, -t, .:;, v 

:Ue covariantie van twee va1-,iabelen Z ... is o, als zij minder -c, 11 k: 

dan.twee indices hetzelfde hebben. ~ 

Dus is: 
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indien geen der indices i,j,k en 1 gelijk is can n. 

Nu 113: 

'1.,j, k.\ i = zJ; k, n + ~;; n)f'. + 'Z n;k, J!, 
waaruit volgt: 

n-2, n.-; 
n-Z 2 L z\: 

n.... d° ~ k,J +1 J, .) rt, 
~ r.-t f!...,J 

n,-1 2_. 2:-= 2 z. k Z. • t 
J===I k0)+i ,i"J+!(1"k) J> ~n. J·· ))1., • 

Dit 1s eE:n kwadratische vorm in de variabelen -ZlJ n., met 

1 S--. :_ ,,, __ ,; :S n-1 , met mat' rix B= ~ h ~ -L<J· < ... 1 -1 : 1 < b:l S:. n-0 
- -"--<,0 = '-'(.£,j),Ck,2J ' - = ,, ) = \ -- y 

gedefinieerd door: 

-~~,jJ(k,.Q) Je.~ n,-t(-Si,k +c\,t+cS'J,k-~i,~)+ 6t.){ ~J,l-- ~), dJ,k. . 
Men toont nu gemakkeliJk aan 1 dat het product van deze 

matrix en d0 matrix gedefinieerd door (10) met de beperking: 

1~ c..<i ~ n-1 een diagonaal matrix is met diagonaaJ. elementen 
1 P 1 V ., 'r· t ( ~ Z "7 ) t lt . ...,- • , .S _ OUS O.t; vec or ~-)?. 11, __ 1 .,,....., ,· ...•. , '.:;!.)1.-J. n.wl h.. VOOI'S e. lS 
~ ~ ' :, J.3,n.., I l 

dus: 

( 11) •D () I I d 
...J.;.)'---/5,\1\/ = J-· I I /\ 

-- z"'r"il 11-- .J · 

..1$ Limietverde l"lng van ~ ~i~ • 

Wij beschouwen nu nader de in de vorige paragraaf gedefinieerde 

vectoren u en v .Vo lgens , 1..:n bekende stelling uit de matrix -

I'€kening bestaan er vier1cante rnatrlces C en I) Cl::t rt:sp. d--1 en 

½(n-1)(n-2) riJen en kolommen, zodanig dat1 1 ) 

en 

Laat nu Lf de gecombineerde vector(C~,Dt) voorstellen met 

(n-1)+½(n- ✓l)(n-2)=½n(n-1) componenten. Deze vector heeft onder 

de hypothese ~ de volgende eigenschappen: 

a. Het is de som van m stochastisch onafhankelijke stochastische 

vectorenJ 

b, De verwachtingswaarden van al zijn componenten zijn O, 
-------------------! \ ~ ·• . , ,-; 0 n f) ( .. , r, 1 0 ) ,, ,.-\ (, J .G .L c (j • ,·, • \j • !1. • o·l 8 0 · 1 ':) ) L µ • i ,_·, • 
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c. De waarden door deze co nenten aangenom~n, liggen in een 

begrensd interval en dus voldoen zij aan de Liapounoff-

voorwaarden voor de geldi id van de Centrale limietstelling. 

d. Hun cov2riantiematrix is voor i8dere m de eenheidsmatrix 

<...½-n(r--v-!). 
Hier uit vol ; dat voor wde centrale limietstelling voor 

stochastische vec ren geldt, en dat de simultane verde-

ling van de co nten v ,m Lu voor m➔cr.i nadert tot de mu 1 ti-

mona le verde 1 ing met cov ar i an tiematrix Jt n..{n.-1), D1 t is de 

simultane verdeli van (n-1) onafhankelijke normaal verdeel

de variabelen met verwachtingswaarde Oen variantie 1. 

Nu is :1 1 1 ;;::v,-1)Ln.-£._, 
~-"1,2 I 

_r_:Y <- = l::!_ J 1!:! = l G 
i-::J 

I 

(c~) + 

Beide termen ziJn sommen van kwadraten van componenten van 

dus hun ver lingen naderen tot :t -ve el i n met aantal n 
vr1Jheidsgraden lijk aan• de aantal n adraten die in e 

sommen voorkomen (resp: n-1 en ½(n-1)(n-2)) 
Dus nadert de ve van: 

I 
t de verdc 11 "met ½(n-1)(n-2) vriJ-

L, 

11,jk ZiJn. 

De v er 1 i v 2, n 

('12) 2, 

(!, j,k 
na rt cl.an van 

(13) ( 

5. Nader onderzoek 
.L.. ,, 

G lS vans ciaal bel 

kleine w □ ard~n van T~. Vaor grate w2arden van 

deling van bij be norma l omdat dit het 

., Dit vc;1 

( 55), die 

scho et 

trouwens oak uit de 

limietverdeling v n 

De graotheid X ken besc 

vorm in normaal verdee e otheden. In lit1::ra 

)~ ·+· 
./ I •.• 

\/()Or· 

val :Ls 

adra.tische 

worden 
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verscheidene methoden gegeven om de verdeling van dergelijke 

vormen in een reeks te ontwikkelen welke echter in het geval 

van ,)( slecht ccnvergeren kleine waarden van n, is 

de ontwikkeling van ROBBINS en PITMAN ( 1949) te gebroiiken. 

Hierbij wordt de verdelingsfunctie (Y-j van _ ontwikkeld in 

verdelingsfuncties (X) van A:: 2' -verdelingen met v vrijheids-

graden: 

f'{X) 

waarin 

){ d~f [n-3 +2.) ( h-3+ 4) 
I/ z 4 . 

/ Yi ':) + ,, · ) ( 1i -j_ {h - I) l'"-,.) ,(.J n 2- J . ---- . ---- fn+0 2J h.+1 •; 

Voor oneven waarden van n kan een ontwikkeling in een eindig 

aantal termen warden ge ven. 

n=3. Dan is volgens (13): 
j beperken ona hier tot het geval 

6; _ 1/V 2., c'( 2, 
.. -.k. IL..., -f 2. _,., 

waarbij 7' een variabele met)) vrijheids 

van wij de verdeli dichtheid aanduiden 

tie ( als boven) met l0· 
nu [l~~n door: 

• De verc1e1i 

en verdel dichtheid van ./.. 
L, 

' 
-- ( r ·< 

L 

aden 

X, 

voorstelt 5 waar

en de verdeli 

van rdt 

'\ 
' j 

Nu ldt voor de verdeli dicht id van de aom van 2 onafhanke1ijk 

verdee continue ariabelen, die al en s1tieve waarden an-

neme met 

) :;:: 
., 

1.r 

Dus in ons 

of met: 

I) 

~) Zie b.v, H. Cramer (19 ), p 191. 
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Dan is: 
X X 

F(X) = J ftcJ riJc = - 4t3 / F;{Jx) ot~ --f = 
o x ox V-3/x x 

= - ~ [ 0 - 6 f ( ~ X _{ + : 0- c1 1 ( ~ X) elx_ == 
3 X O O X )( !' I 

= -VJ e - 7f f; { ~ X) -r v:rrr / .e - z, x -r cL:x.,. 

Dus 1st 0 

X 
) z. -- 3 ) F(X = f;'(X)- VJ .e, 0 F;{ 4 X . 

Voor grote X wordt di t.k 

F{X) ~ 1 - ~ ~ - a . 
Wij hebben dit resultant vergeleken met de exacte verdeling 

van Z voor n=3 en m=3,4,5 en 6. Men vindt b.v.: 

m=J 1x= 3 11 19 27 

-P [l ~ XJ 1 0,53 0,19 0,03 

P [~ ~ XJ 0,77 0,29 0,11 0,04 

m=4 IX= 12 I 24 27 36 

~[?: ~ X] 0,30 0,069 0,042 0,005 

-P[ X 2: X] 0,26 0,058 0,040 0.,0-13 

m=5 IX= 11,4 I 25,8 30,6 35,4 

-P[Z~ X] 0,38 0,047 0,024 0;009 

"P[ >i ~ X] 0,28 0,046 0,025 0,014 

me:6 j x= 12 I 24 28 36 

-P [z ~ X] 0,31 0,061 0,037 0,008 

-P -x ::-X L J 0,26 0,058 0,035 0,013 

Men, ziet, dat de benadering van de verdeling van Z door die van 

.?,s ind'Brdaad bet er wordt bi j toenemende m. Verder b li jkt de benad.e: 

ring het beste te zijn bij overschrijdingskansen in de buurt van 

0,05 (X1n de buurt van 25). 
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6. Enkele opmerkingen over het verband tussen de toetsen van 

Friedman en Ehrenberg. 

De grootheid ~ in ( 12) is een li.neaire transformatie van 6.e tciet

s ingsgrootheic} van EHRENBERG; 7 1 een dergeli jke transform.at ie v c:n1 

de grootheid van FRIEDMAN. 

Ui t de detini tie an 7 2- vo lgt dat deze grootheid voor n=2 

ic1Emtiek is aan 0, De tnetsen ,;an EHRENBERG en FRIEDMAN zi,jn dus 

equivalent voor n=2 en komen dan overeen met de bekende teken

toets, Zij ZLJn eveneens equivalent, indien de waarnemingen groe-
( o<) (?I) 

pen ge 1 i jk vertonen en we l zo 3 dat de groo the den X 1" :i •.. , xn, · voor 

iedere o< nie t meer d an 2 vers chi I lends waarden aannemen. Bi j be -

nadering geldt dit oak voor grate n, immers de bijdrage van /z 
tot Z gaat voor grate n naar o (de variantie van Z~is van de orde: 

n2 , die van (n+1) Z van de orde n 3). 
-I 

De asymptotische relatieve doeltreffendheid van de toets van 

Friedman ten opzichte van de corresponderende variantie-analyse

toets is onderzocht door van door VAN ELTEREN .en NOETHER (1957), 
Het gac:t hierbij om de limiet ,1O0r m--3>c.,,;:, r1 de verhouc1ing v2.n de 

waarde van m nodig voor variantie analyse toets en de waarde 

m vereist voor de toets van Friedman, om bij dezelfde onbetrouw

baarheidsdrempel eenzelfde onderscheidingsvermogen te bereiken 

ten opzichte van alternatieven van de gedaante: 

J) / 
0.. = {) = ,r i/.vm) 

G G, r,L > 

( '11 c:.·.· t <,.-- <~. waarincte~gegeven constanten zijn, ~ LOV 
(., 

Genoemde limiet blijkt te warden: 

') ' e--o .. nJ_ 
TC rL+I 

als F(;c) ( zle par .1) de verde1ingsfunctie van een norrna1e verdc-

1:Lng is. 
R i" J' r =" o· ,. 7 r'l t. /) ,~, ~-,.. ,1 c. t:,t:: -'-'-'· c · Jr: , overeenkomend met de aymptotischs do0l-

treffendheid van de tekentoets. Voor grate 

geldt dan zowel voor de toets van Friedman 

:i 
n wordt .e~ ~ en di t 

TC 
als voor de toets van 

Ehrenberg. Een onderzoek is gaande naar de Joeltreffendheid 

van ,Ehrenberg I s toe ts voor kleine n ~ j; deze hangt in ieder geval 

af van de gebruikte onbetrouwbaarheidsdrempel en van de waarden 
der d. . 

l 

Een ander tolangrljk vergelijkingsobject vormen de bruikbaar-



-10-

heidseigenschappen van beide toetsen. Men stelt zich dan de vraag 

bij WElke a~tcrnotisve thescn de t6etsln met ze rh~id 

tot verwerping van H0 gaan leiden als m toeneemt. Het blijktJ dat 

de verzamE:ling van alternatieve hypothesen, waarvoor de toetsen 

bruikbaar zijn, uitgebreider is, dan de door (1) gegevene. In

dien wij ons beperken tot continu verdeelde grootheden en de 
./. ,,,.(o<) t t • " 0 1 nh k - ' "k d t 11 • 0 

, veccoren ~ s a 1sc1scn onar an el1J on ers e en v1 n WlJ, 

dat het bruikbaarheidsgebied van de toets van EHRENBERG bestaat 

uit alle alternatieve hypothesen waarvoor 

rr. d.eF ~ __ 1 p IX, Co<)< X. d= J_ 
9 - rn_,➔C/J Tf?., L - u . J ' 2.., 

voor tenmins te een paar ( i, j) (I~ i<j;; YL ) • 

Bij de toets van Friedman wo t dit gebied gegeven door alle 

alternatieven waarvoor: 
"Yu 

>-, 71~ I c· \ -<__, c(,: · 0 n-1; 
✓ =-1 j "' . 

,/'fr<.- . // . 
voor tenminste een 1. 

Het bruikbaarheids bied van de toets van Ehrenberg bevat dat 

van de toets van Frie n, doch niet omgekeerd. BiJ be ort 

biJvoorbeeld het val: 

10,2- = n;_, 3 = 1C3,1 ft, 
tot t bruikba ids ied van toets van Ehrenberg, doch 

niet tot dat van de toets van Fr dman. Dit val et zich 

biJvo eeld voor, ien voor ie re ol, t 

2, 

n kan olt ids ied van de to ts van 

niet zo er meer als een voordeel voor ZE et be-
SC n, in t biJzo er et ien men de toets w~nst te 

bruiken voor modellen in de inleiding besc even. 

Cone ere kan men ze n, dat de toetsen van en 
EHRENBERG elka r weinig ont n, betreft i;;igenscha n 

onder alternatieve thesen. Om actische reu~nen zal de toets 

van , omdat zij een eenvoudi rte berekenen toetsi 

groat id bezit, waarvan de verdeling onder de these 

makkelijker te benaderen is, althans voor kleine waarden van n 

en grote van m1 voorkeur verdienen. 
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