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Les fonctions génératrices lieés & quelques tests

non-paramétriques
D, van Dantzig

§ 1. Soilent KysoeasXy 1)n'vaw1ab1es aléatoires indépendantes, ayant

la méme fonction de repartltion continue., Soit l'ensemble

I= %1,...,n } divisé en k sous-ensembles disjoin&sSq,,,,,Sm. Soit
[

le nombre des éléments de S, de sorte que Z:n);n, Soit

n
A

enfin T le nombre des pairs (i,J]) ol 1€S., JE€S, , et ou simultané-
ment

(1) Mo,z ag

Soit PT la probabilité pour que la variable aléatoire T prenne la
valeur numérique T, de sorte que PT.>O entrafne que T est entier,
def

20 et gN 7= Zi: n.n.
i<y 1737

A cause de la corinuité de la fonction de répartition des Xy
une égalité x;=x. a la probabilité zéro, sauf dans le cas i=]

(donc N =),

Le but de cette note est d'exposer une maniére bien simple
pour trouver la fonction génératrice (comme d'ailleurs, voir § L} de
lnléatoire T.

En 1946, 1947 nous avons exposé les principes d'une méthode
qui admet parfois d'obtenir une fonction génératrice (ou aussi une
fonction caractéristique 2 argument réel) sans recourir dlabord 3 -
une €équation recurrente.

L'aspect peut-&tre le plus caractéristique de notre méthode
consiste en une interprétation probabiliste des variables auxili-
aires ingéryenantsdans la fonction génératrice, et de cette fonction

elle-méme.

é 2. Supposons gqu'on lance successivement n particules matérielles
a dimensions négligeables, partant du "point" + e de 1l'axe des x
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1) Les aléatoires seront designées par des lettres soulignées, les
valeurs numériques qu'elles prennent par des lettres, par préfé-
rence correspondantes, non soulignées,

2) Les indices i,j,k parcouront toujours l'ensemble I; les indices
&/A prendront les valeurs 1,,..,m.
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et tellement que pour chaque particule la probabllité qu'elle s'ar-
réte dans un intervalle de cette axe soit égale & la probabilité
qu'un X0 solt contenu.

Supposons d'ailleurs que toutes-lesfols qu'une de ces particules
passe au dessus d'une autre, lancée antérieurement, il y a une pro-
babilité 1-z gu'un événement bien définl se réalise, Nous appelle-
rons cet événement une 'catastrophe". Il peut, par exemple, consister
en ce gqu'un signal rouge s'allume. Soit enfin Gn(z) la probabilité
que le feu rouge ne se présente aucune foils & cause du lancement des

n particules.

Supposons que k-1 particules ont déjd été lancées et que Jjusque
14 aucune "catastrophe" n' a €eu lieu. Alors les k-1 particules se
trouvent sauf une probabilité O dans k-1 points différents de l'axe
de§ X, en divisant cette axe en k intervalles disjoints. Lorsque la
kieme particule sera lancée, toutes les permutations des k papticules
auront des probabilités égales. Donc 1la propabilité que la yTeme
particule s'arréte a 1l'intérieur du iieme des k Intervalles est
pour chaque i égal 3 % . La probabilité pour que la ieme particule
ne cause aucune catastrophe sera donc égale 3 %(4+z+22+...+zk"q).

I1 s'ensuit immédiatement que

o k-1y _ T _1-z"
(2) Gn(z) = T;T K (.. 4z ) = ) RCT=ET
ﬁl?

& 3. Soit maintenant /

i N

.y def T
(3) c (7) 2% > Pz

nq,...,nm 5 T

la fonction géniratrice cherchée,

Suppotois que d'abord les particules de l'ensemble Sq, alors
celles de l'ensemble S,, etc. sont lancées.

Disons gqu'une catastrophe est d'espece . , si elle est due au
passage d'une particule de S, sur une autre apparténwﬂﬁ au méme sous-
ensemble, et d'espece O, si/elle est due au passage d'une particule
sur une autre, appartenant & un sous-ensemble différant (donc antéri-
eur). La probabilité qu'aucune catastrophe d'espéce 0 n'arrive est

donc C_ N (z), tandisque la probabilité qu'aucune catastrophe
k3

N /1"' 5 I N Y s
d‘espece/ngar¥1ve est égale a G, (z). Donc on a, & cause de 1'indé-
pendance des probabilités de manéM

e de catastrophe au cas de passage:

<




()4.) Gn(z) = Cn,‘"..’nm(z>"r"1‘r(}r3,u‘(z) '
ou Gn(2>
qu"élﬁnm(Z) = 12'1
TTe. (2)
1
ou aussi, & cause de (4),
H
Lol e
(5) qu,...,nm(z) nt 'T:T [ Qu]!
si on pose pour abréviation
Kk 3
(6) (] 9¢f T:‘T(’L-ZJ) .
§ L, 1a variable aléatoire
(7) s %forp .y

est le coefficient de corrélation de rang diaprds Kendall, dans le
cas ol tous les rangs sont différents dans 1l'un des arpangements,
rangs égaux §"ties") dans

et s'arrangent en m groupes de Ngseesshy
ltautre., La fonction caractéristique de S s'obtlent donc par une
transformation simple de la fonction génératrice de T, & savoir
-1tN €821t) )

m

C

(8) B oexp (1t5) = e DgsenesD

Dans le cas m=n, c,3.d, n,=...=n =1 ("no ties") 01’.’.ﬂ{z} se
réduit a Gn(z), et la fonction caractéristique de S devient
WET sin kt
4 Ik sin ©.
Elle a été obtenue par Kendall (1947), p.k403,

Dans le cas m=2 T se réduit & la variable aléatoire U détermie
nant d'aprés Mann et Whitney le test de Wileoxon, En utilisant 1a
relation de récurrence de Mann et Whitney j'al obtenu en 4949 1a
fonction génératrice dans ce cas.

Dans le cas général un test basé sur T a été constrult par
M. Terpstra (1952). Sur ma demande M. Terpstra a publié dans son
article la fonction caractéristigue de T, déduite de celle pour m=2
par induction compléte d'aprés m, Quoique donc les résultats sont
connus, la méthode de démonstration simple publide ici 3), moins
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3) Elle a été donnée dans mes cours depuis quelques années,
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formelle et plus intuitive que l'ancilenne, pourrait peut-€tre

avoir quelaqu'intérét en elle-méme.
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