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'I..' 

Les fonctions generatrices liees a quelques tests 

non-parametriques 

D. van Dantzig 

§ 1. Soient x1 , ... ,x;}n variables aleatoires independantes, ayant 
la meme fonction de repartition continue. Soit l'ensemble 

I::: f 1, •.. ,n} divise en k sous-ensembles disjointss1 , .. .,sm. Soit 
nx 2) le nombre des elements de S.,._, de sorte que y- n)\=n .. Soit 

enfin T le nombre des pairs (i,j) ou i€SA, jE¾, et oh simultane­
ment 

( 1 ) X. > X. 
-J. -J 

Soit PT la probabilite pour que la variable aleatoire T prenne la 

va leur numerique T, de sorte que PT> O e-ntra ine que T est en tier, 
. def ~ 

~ 0 et ;f N = L- n. n .. 
i<j 1 J 

A cause de la corttnuite de la 

une egalite x1=x. a la probabilite 
- -J 

(done '>-.=r). 

fonction de repartition des x., 
-1 

zero, sauf dans le cas iej 

Le but de cette note est d'exposer une maniere b1en simple 

pour trouver la fonc tion genera trice ( comme d I a illeurs, voir ~ lJ.) de 
l'a16atoire T. 

En 1946, 1947 nous avons expose les principes d'une methooe 

qui admet parfois d'obtenir une fonction gen~ratrice (ou aussi une 
fonction caracteristique a argument reel) sans recouri~ dhabord a. 
une equation recurrente. 

L'aspect peut-etre le plus caracteristique de notre methade 
consiste en une interpretation probabiliste des va~iables auxili­
aires intervcnants dans la fonction genera trice, et de cette fonction 

~""--

e lle -meme. 

§ 2. Supposons qu'on lance successivement n particules materielles 
a dimensions negligeables, partant du 11 point 11 + (X) de l 1axe des X 

1) Les aleatoires seront designees par des lettres soulignees, les 
valeurs numeriques qu'elles prennent par des lett~es, par prefe­
rence correspondantes, non soulignees. 

2) Les indices i,j,k parcouront toujours l'ensemble I; les indices 
A1/~ prendront les valeurs 1, ... ,m. 
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et tellement que pour chaque particule la probabilite qu'elle s•ar­

rete dans un intervalle de cette axe soit egale a la probabilite 

qurun x. y soit contenu. 
-l 

Supposons d 1 ailleurs que toutes~esfois qu'une de ces particules 

passe au dessus d 1 une autre, lancee anterieurement, il ya une pro~ 

babilite 1-z qu'un evenement bien defini se realise, Nous appelle­

rons cet evenement une ncatastrophe 11 • Il peut, par exemple; consister 

en ce qu 1 un signal rouge s 1 allume. Soit enfin Gn(z) la probabilite 

que le feu rouge ne se presente aucune fois a cause du lancement des 

n particules, 

Supposons que k-1 particules ont deja ete lancees et que jusque 

la aucune 11 catastrophe 11 n 1 a eu lieu. Alors les k-1 particules se 

trouvent sauf une probabilite O dans k-1 points differents de l'axe 

des x 1 en divisant cette axe en k intervalles disjoints. Lorsque la . ' 
k ieme . , particule sora lancee, toutes les permutations desk particules 

auront des probabilites egales. Done la probabilite que la kieme 

particule s 1 arrete a l 1 interieur du iieme desk intervalles est 

pour chaque i egal a J. La probabilite pour que la kieme particule 
, , 1 2 k-1 ne cause aucune catastrophe sera done egale a E(1+z+z + ..• +z ). 

Il s 1 ensuit imrnediatement que 

( 2) 

g 3. 

( 3) 

Soit maintenant 
N 

~ 
0 

la fonction g?~~~~~cice cherchee. 

n k 
= TT 1-z 

'1 k('1-z) • 

Supr:,:- 0 ~,,3 que d'abe,L'd les particules de l 1 ensemble S,p alors 

celles de l'ensemble s2 , etc. sont lancees. 

Disons qu'une catastrophe est d 1 espece_,,,A.A., si elle est due au 

passage d 'une particule de s,u sur une autre appartenante au meme sous-_, 
ensemble, et d'espece OJ si elle est due au passage d'une particule 

sur une autreJ appartenant ~ un sous-ensemble differant (done anteri­

eur). La probabilite qu 1aucune catastrophe d 1 espece O n 1arrive est 

done Cn (z), tandisque la probabilite qu'aucune catastrophe 
1 J••·~n 

ar ' m. , ' ( ) ' , espece,.,,,u,, arrive est egale a Gn z . Done on a, a cause de 11inde-
pendance des probabilites de manclt"e de catastrophe au cas de passage: 
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m 
(4) = C n n ( z ) . ·n Gn ( z ) 

1, ... , m 1 :,,U 

OU 

C (z) ~ n 1 , .• , , n:tn 

OU aussi, a cause de (4), 

(5) 

si on pose pour abreviation 

(6) f k] ! d~f 1\(1-zj) 
- 1 

~4. La variable aleatoire 

{7) S d~f 2 T - N 

est le coefficient d~.~orrelation,de ras~ a~a~s Kendall, dans le 
cas ou tousles rangs sont differents dans l'un des arrangements, 
et s 'arrangent en m groupes de n1 , ... ,nm rangs egaux fut1es") daris 

1 1autre. La fonction caracteristique de S s'obtient done par une 
transformation simple de la fonction generatrice de!,~ savoi~ 

(8) E exp (itS) ~ e-itNC n (e2it) • 
- n1,···, m 

Dans le cas m=n, c,a.d. n-1=, .. =n =1 (11noties 11 ) c1 1(z) se , m , •• _. . 
reduit a Gn(z), et la fonction caracter1et1que de.§_ devient 

n 
TT 

1 

sin kt 
k sin t. 

Elle a ete obtenue par Kendall (1947}, p.403. 
Dans le cas m=2 Tse reduit a la variable al~atoire U determi• 

nant d'apres Mann et Whitney le test de Wileoxon. En ut1lisa~t la 
relation de recurrence de Mann et Whitney j'ai obtenu en 1949 la 
fonction generatrice dans ce cas. 

Dans le cas general un test base sur Ta ete eonstru1t par 
M. Terpstra (1952). Sur ma demande M. Terpstra a publie dans son 
article la fonction caracteristique de T, deduite de celle pour m=2 
par induction complete d'apres m. Quoi~ue done les resultats sont 
connus, la methode de demonstration simple publiee ici 3}, moins 

3) Elle a ete donnee dans mes cours depuis quelques annees. 
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formelle et plus intuitive que l'ancienne, pourrait peut-~tre 
avoir quelqu 1 interet en elle-meme. 
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