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In deze voordracht zullen wilj cen pasr voorraadproblemen be-
spreken, waarvan de oplossingsmethoden geheel met elkander overeen-
stemmen. De te beschouwen situaties kunnen als volgt worden geka-
rakteaeriseerd.

Om een verkoopproces gaande te houden moet een verkoper op van
Le voren onbekende tijdstippen €én cenheid van een artikel aan een
consument verstrekken. In ledere periode van de lengte T wordt de

kans op een vraag a4 van de grootte 1 gegeven door:
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Deze artikelen zljn blj de verkover ovgeslagen en kunnen in

. leder veelvoud van één eenheid op elk gewenst tTijdstip worden be-
steld blj é€én leverancier. De levertijden van de orders ziljn sto-
chastisch, maar de kansverdeling van de levertijd 1s voor iledere
order dezelfide. De orders worden in de zelfde volgorde afgeleverd
als dle, wasrin zij zijn afgeleverd., Wij zullen in het hierna vol=-
gende twee verschillende modellen beschouwen. In het eerste model
Kan de voorraad van de verkoper slechts worden aangevuld met bhe-
hulp van bestellingen met levertijd. In het tweede model kan de
verkoper als de voorraad is ultgeput ook noodinkopen verrichten

tegen een hogere inkoopprijs zonder leverti jd.
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Aan het verkoopproces zijn kosten verbonden, waarvan wl] de
volgende soorften zullen onderschelident

1e¢ Inkoopkosten: Deze kosten zullen wi]j weergeven door een
functie van g, T.wW, &D(q), waarblij g de omvang van de order aan-
geeft, Z1j omvatten alle kosten, welke verband houden met de om-
vang en het bestaan van de order.

¢ Opslagkogten: De opslagkosten bedragen ff.l'f,,,1 voor ledere een-

heid een Tijdseenheld in voorraad,

oy

’
e
e Naleverinpskosten: In model 1 werden naleveringskosten ge-

mackt, als de voorraad ultgeput is en men ultstel van allevering

moet vragen. De nalcveringskosten Lodragen Cg voor ledere eenheld

;7 p 6 ™ @ . Y -
cen Ti1jdseenheld te laat afgeleverd a. n de consument.,

Mgy

he Noodinkoopkosten: In model 2 worden ncodinkocopkosten ge -

v » # . ’ A L -~
maakt, als de voorraad ultgeput is en men e¢lders een eenheld moeT
inkopen tecgen de hoger Inkoopprijs C, per eenheld,
_J
Het wrobleem, waarvoor c¢en oplossing wordt gezocht, kan als

volgt worcen geformuleerd:

"Fen verkoper heeft op het rilijdstip &_, een bestelling afpge -

cevern en vraagt zich op dat tijdstip af, wannecer e€en nleuwe order

moet worden afgegeven en hoe groot de¢ omvang van deze order moet
worden gekczen'.

Aangenoren wordt dat het ecrst volgende bestelti jdsTlp eq
plaats zal vinden na @mqa

De 7rerkoper beschikt op het t€ijdstip @mﬂ over de volgende
informat_e:

le Ce voorraad r.4q 0P B 4

2¢ ce besteltdli jdstippen & : (jm , ..., K) van de nog niet af-

;1'

peleverde orders en de doarbl,) behorende ordergrootten Q.
(J=Ts e ey ).

crdergroo te 9 i d_4
voorraadc T4
. _ e -k -1

tijdstir van aflevering R e___
bes<elti jdstip S S O

- K et -7
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D¢ beschikbare informetic op 6, 1) voetnoot zic

VOlggndﬁ ble.
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De_keuze van het besteltiljdstip 6, en de ordergrootte g, zul-

als voor dile keuze van 6
wachting op het Tljdstip ¢

q €1 q1 de ver-

4 Kosten Vaﬂaf@_qmﬁégi:
maal 1s. Deze kosten zullen ulfteraard ook afhangen van de toekom-

stige besteltljdstippen e, en de ordergrootte o (i=2,3,...),waar-

van méen op het tiljdstip 9“4 slechts weet, dat zij T.z.t. ook opti-
maal gekozen zullen worden.

ven de totale

Zzonder de algemeenhelid te schaden kunnen wij aannemen, dat de
goederen 1in dezelfde volgorde worden verkocht als die, waarin zi]
z1ljn afgeleverd.

: , 1 . o : ,
Met het tljdstip 6 geven wi]j dan in het eerste model het mo-

: .de
ment aan, waacrop de la:tste eenheid van de 1 order moet worden

g

algeleverd. Indlien deze eenheld op het tijdstip i@ in voorraad 1is,
zal het worden verkocht. In de periode (@Hq’ 1@) 2) bedraagt de

4 +~i;qj. Het aantal verkochte ecenheden in die perio-
- J:: »

de zal hieraan gelijk ziljn, als ot plaats vindt voor het tiljdstTilp

'e.

vraag dus r

. 3 3 L i— o Y 2 . .
Met het tiljdstip 6 geven wi]J in het tweede model het moment
. - e
a. n, waarop de laatste ¢enheld van de 1 order wordt verkochnt.

, : 1 :
Als in de periode (@wq, 5) geen noedlnkopep hebben plaats gevon-

den, dan zal de vraecg in die periode r 4+;% qj
-1 5

daarentegen wel noodinkopen verricht in de periode (6

i _

bedragen. Z21]jn

1319) dan

18 de vraazg in dle periode groter dan r 1+'Zaqj‘
- o
WiJ zullen nu de onkosten vanaf het tijdsTip & ’ splitsen in
m : @ , € _
onkosten per bestelling. De bLijdragen van de 1 order tof de To-

tale kosten worden gepgeven door:

30<qi) op het tijdstip 6
| a4 1 b T - ..
2e de opslagkosten vanaf het tljdstip ©° over de gehele order

,, ,, i ,, 1-1 |
A5 tot S, als het tijdstip &~ plaats vindt voor 8 ¢n veracer
over het resterend gedeelte tot het tijdstin 6.

1e de 1nkoopkosten 1

1

@ e A1 ﬁ f
Je de nalcveringskosten, als het tijdstip € plaats vindt na

1) Besteltijdstippen: index rechts beneden b.v. =h

Clijdstippen van aflevering: index rechts boven b.v. &
& s s "'"/l “k .
Op ©_, 1is van de afleveringstijdstippen 6 t/m & alleen de

volgorde bekend.

1

2) De beschouwde intervallen ziJ steeds links open en rechts ge-
sloten.



By
& over de hoeveelheid, dile gevraagd wordt in de periode
Di) (model 1). |
e de noodinkoopkosten, als het tijdstip h plaats vindt na

1= (iﬂﬁ

9

l“qe, van de hoeveelheild, waaraan behoefte bestaat in de perlode
(1“19, @i) (model 2).

Tndien wij op deze wijze te werk gaan zijn alle onkosten, wel-

ke gemaakt worden na 6 4 toegewezen, hetzij aan een reeds afgegeven

hetzlj aan een nog te bestellen order. Bovendlen zal het gedeelte
de

Y

van de Totale kosten dat komt Ten laste van de 1 order niet wor-

den beInvloed door de keuzen van (6, Q) (k=1i+1,....), maar wel
door de keuzen van (@jj qj) (j=1,...,1). Aangezien de biljdragen

tot de totale kosten van de reeds op ©

_qafgegeven orders niet af-

(6., qi) (1=1,2....) kan men volstaan met
de bijdragen vanal i=71 te beschouwen.

hangen van de kKeuzen van

Aangezien het gebrulkelijk is om aan onkosten in het verre
verschiet minder gewicht foe te kennen, dan aan ultgaven van gellj-
ke grootte in de nabilje toekomst zullen alle uitgaven met een pas-

sende verdisconteringsfactor worden vermenlgvuldigd. De waarde .
een ultgave op het tijdstip © berekend voor het €ijdstip ex,
verkregen door deze uitgave te vermenigvuldigen metT éi@ (8).

Indien wij met Qi(eq@ﬁ,qi) de kosten aangeven, welle op reke-

1
ning komen van de ide order en gemaakt zijn tol het tijdstip ©,dan

wordtT

vinden wij voor de verdiscontecerde waarde van de totale kosten van

de ide order berekend voor het tijdstip @%:

= def}/}t _
S@ ,g..j_(@}@iﬁql) ;:,.:..,:,;:U Q@}E—(@) dgi(@ﬁ@ijqi) (5_)

R

waarbilj het rechterlid een Stieltjes-integraal voorstelt. De ver-
disconteringsfactor (4

o ,8) dient men zodanlg te kiezen, dat als

3(638%%) de lengte voor%telt van het interval (@%ﬁ@) de belde ult-
arukkingen:

o+

0 &

S Cs(e,8,5ay) = / ¢ g, (8) AL (e:85.ay) (3)
e ~—C
(8, e}%) _ / 59}{-(@) dﬁ(e, @}E}E) (4)
besTaan voor iedere 1 en elke eindige waarde van @*, @%x, @i en

qi, terwijl bovendien moet gelden:



< 1 voor & > o
<S@ﬁﬂe) = 4 voor € = @ (5)
> voor O <:8K
en
56*(@}5{_)8 @x}%(@) = 5@}5(@) voor iedere e, 8, en 6, (0)

Sq (0,5) 85 (8,) =1 voor iedere waarde van 6, en 8., (7)

De verwachting van de verdisconteerde waarde, berekend voor Qqﬁ

van de bljdragen tot de totale kosten van de op 8 nog niet af -

~
gegeven orders, wordt gegeven door:

o . - .
Co (8.459,45 6455055...) = E Z% © 1(91) o, C4(8,84,ay) (8)

—94

volgende uitdrukkingen minimaal zijn:

Eg_ej(@jﬁq;); @JH? g ) (j=1,2,...1) (9)
Hierbij dient te worden opgemerkt, dat de verwachting van
Co (@ﬂ,qqﬁ 2,q2,a*¢) in ultdrukking (9) berekend is op het tijd-

stﬁp @)

Hieruit volgt, dat men voor de bepaling van het optimale

besteltijdstip €, en ordergrootte ad, moet beschikke&n over de in-

d
formatie, welke men pas op latere tTijdstippen kent.
In het hierna volgende zullen wij asntonen, dat als men €een

extra voorwaarde oplegt, zonder deze informatie optimale bestel-

tiljdstippen en ordcrgrootten kunnen worden bepaald.
De periode (1 L
~

val (| e,om).

5, “©) (i=2,3...) omspannen het gehele inter-

Wij zullen met de Proofheia’t(gjw , qi) de lengte vastleggen

(l 1 &, i@), dat binnen het inter-

val (-en,6) ligt. Vervolgens beschouwen wij het quotiént:

van het gedeelte van de periode

(10)




6-

waarbij ¥(6;) de beschikbare informatie aangeeft op @,.
‘3(@1) wordt dus gegeven door:

-
ry = r;(04) ;
3(6.) I L I AP (11)
_ .. — At
Yk = 9 ik A3-.4 7 © 1~1~J

waarbij k het azantal nog niet afgeleverde orders op @i aangeelt en
s de op dat tijdstip aecnwezige voorraad.

Het minimum van (10) met betrekking tot e, en g, zullen wij

1
aandulden door mi(eqjqq;@e,qg;ﬁ,*),

Als het minimum van (10) bercikt voor een wasarde van 9, waar-
voor geldt k=0, dan zal dit minimum m. niet afhangen van de keuzen
van @k en g, (k=1,...,1-1).

Bewljs: Als k=0, dan wordt de beschikbare informatle oOp @i gegeven

door I(@;) = r,=r (@) . Voor iecder stelscl waarden van 8, en dy

(k=1,...,1-1) zijn de tijdstippen €,

elkander te onderscheiden door de waarden van r. op die tijdstippen.
Het quoti&nt, vermeld in (10), zal dan ook slechts een functie zljn

waarvoor geldt k=0 slecnts van

van fi €1 qiﬁ Indien het gquotitént haar minimum mi bereikt voor rim

r, oen gy=q_, dan zal op het tijdstip 6, wa-rvoor (10) hasr absoluut

minimum bereikt de voorraad dalen ToOLC ro.

Als zowel voor iI=1, als imig het absolute minimum van (10) bew-

reikt wordt voor een waarde van @i waarvoor gcldt r=0, dan geldt

hovendilien m{ =My = m_ .
1 te @

Bewljs: Als k=0, dan zijn d¢& ffunctics giq(@,@ jqiq) cn T(@;@iq:qiq)

P k3
4
van vorm identiek met gig(@ﬁ@ig,qiz) en.g&ﬁ(gjeig,qi ). Langezilen

het quoti&nt (10) slechts afhangt van r, en g, Zal het minlmum van

i
(10) bereikt worden voor v, =r_ €n qiqﬂqg resp. rigmro en qigmqeﬁ
Hierult volgt, cat miq celi gk moet zZlgn aan mj?.

Stelling T

Tndien voor iledere waarde van 1 en voor ieder gegeven stelsel

waarden van € 6. en g, (k=1,...,1-2) de waarde van

i-17 Tk K



“7’.....
iwﬂ3qiwﬂ;"‘) niet afhangt van de keuze van q, _,, dan geldt:

My (84 459545 84 _ps0y ps-e-) = M (12)

De optimale keuze van het besteltijdstip ei wordt mede Dbe
paald door de heoveelheden in bestelling. Door A3 4 uitzonder-
1ijk groot te kiezen kan men het optimale besteltijdstTilp @i la-
ten plaats vinden na het afleveringstijdstip van de vorige order
@imﬂa Indien uit het afgeven van een order van de grootte q‘imq
op @imﬂ volgt, dagm?et optimale besteltljdstip @i plaats vindt
na het tijdstip &

en hulpstelllingen 1 en 2:

(m.a.w. k=0) dan geldt volgens het gegeven

..) = m

S O
(13)

coo) = m,(8

1085 450y 4383 2595 o3

Indien voor iedere waarde van 1 voor leder gegeven stelsel
waarden van €, ,,8, en q. (k=1,...,1~1) de waarde van
mi(@iwﬂ’qiwﬂ;QiMQ’qi~2;"‘) nict afhapgt van de keuze van q, _,
en de grootheden (@i,qi) (i=1,2,3...) steeds zodanig worden ge-
kozen, dat voor die keuzen van (6,,d;) het quotient vermeld in
(10) minimaal is, dan zal voor deze waarden van (8,,d,) ook

(@1,q1;@2,q2,..) minimaal zijn.

©

Uit EQ_@/}(@,i,q“@g,qz, ...) =EZ S eq(@i) O Cy(e,8,,a;)

L

Hiervoor kan wmen ook schrijven:

e : : _
~@1(@,‘3q,},@2,q2““) =



Aangezlen m_ 5 ,P,( _,'"'1

“‘i
(i=1,2, ... ) en

#15, Ci6.6:0/30)F
s {5@* T, C9> 2,9 )/3@ ) 50

;eequj*..) voor deze keuzen van (@ijqi) haar abso-

@) niect afhangt van de keuzen van 6, en q,

M, (16)

luut mlﬁimum bereiken.

Indien men zich dus beperkt tot die modellen waarvoor geldt,

dat mi(@ 429 ) niet afhangt van dy_4» dan kan het

1431029 05
optimale besteltijdstip @,l en de optimale bhestelgrootte a, onaf -
hankelijk van de daarop volgende bhesteltdl jdstippen en ordergroot
ten worden bepaald. Men kan aantonen, dat blj het eerste model

steeds aan deze voorwaarden 1s voldaan. Bilj het tweede model beg-

hoetf't dit echter niet a2ltljd het geval te zijn.



