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Probleem 

Naar aanleiding van een vraag van Dr B.H.de Jonghwordt in dit 
rapport het volgende probleem behandeld: als F (x) ~ P S'x ::s xl 1) 2 ) n l.-n J 
een verdelingsfunctie voorstelt, waarvan de verdelingsdichtheid 

fn(x) = F~(x) gegeven wordt door 

( 1) f (x) def 
n 2n 

1 -x2{ ( )j 2 \fre e H X , 
I T( n n. 

waarin H (x) het nde Hermite-polynoom voorstelt, dat gedefinieerd n 
wordt door 

( 2) 
2 -x e 

wordt gevraagd naar de verdeling van 

waarbij en een gesch1kt gekozen normeringsconstante voorstelt. 

Methode van oplossing 

Bij de oplossing van dit probleem gaan weals volgt te werk: 
we berekenen eerst de karakteristieke functie lfl ('r) van F (x) en 

2 Tn n 
vervolgens, omdat 8 x = o en 8 x - = n+½,. hetgeen tot een ontnarde 

~ ~ ,h 
limietverdeling zou leiden, de karakteristieke functie r (~) van 
de verdelingsfunctie G (x) van v. def ~ en laten daar~a zien, 

lh n ""f1 n-11-
dat Tn(t') convergeert naar een karakteristieke functie lp(t), die 
continu is inT=O~ Dan geldt op grond van de continu!teitsstelling 

voorkarakteristieke functies (zie [2], blz. 96), dat Gn(x) conver­
geert naar een verdelingsfunctie G(x), waarvan f(t) de karakteris­
t ieke functie is. Tens lotte wordt ui t YJ ( r) G( x) bepaald. 

1) Als A een gebeurt·enis voors te 1 t, wordt met P f A} de kans aangeduid 
daf A optreedt. 

2) Stochastische variabelen, d.w.z. variabelen die een kansverdeling 
bezitten, worden door onderstreping onderscheiden van "gewone" 
variabelen, bijv. de waarden die ze bij een experiment aannemen. 
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Oplossing 

We beschouwen de karakter1.stieke functie in (-r) van F (x) Tn n 
(X) 

( 3) ti) (t) sk.f j eitx f (x) dx 
Tn n 

en vervolgens de voortbrengende functie der (/ n(t): 

(4) 

Daar 

f('t,t) J.i:.E) ~n(--c) tn 

n=O 

( z i e [3] , b 1 z . 78 ) 
00 ti 2 2 Lt e-x [Hn(x)} 

2n n!~ 

1 

n==O 

- exp 
~-

krijgt men met (1), (3) cm (4) 
O<i 2 

~ r e i 't"X e -X t H ( X)} 2 
'/J(t,t) ~ L tnj n dx = 

n=O 2n nl I/Tr 
-co 

2 
(-~) 

1+t 
, !tl<1 , 

waarbij de verwisseling van som- en integraalteken wordt gerecht­

vaardigd door de absoluteconvergentie van de som in het tweade lid: 
00 0 

L - - - ------- dx ~ L ltn l<oo als It!< 1 en T re~el. 
~ tnf e~-rx e -xct Hn ( x)} 2 ~ 

2n n! Vrf 
n=O n=O 

=O\) 

Op grond van de bekende ~elatie 
co. X l e T'tX - (Y2 

----- dx = \fTr 
-0¢ 

vinden we na substitut:ts van 

V 1+t 
1-t 1{J('t',t) = --

V1 ,mt 2 

Daar nu ( zie [1], blz, 79) 
xt 

e 

-~ 1-=t 00 

e Z-
----- = L 

1-t n=O 

r::, e 

n! 

, dat 

e 

(/t\<1) , 
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waarin L {x) het nde polynoom van Laguerre voorstelt, met de eigen­n 
schap 

( 5) 

heeft men 

{J(<t:,t) 

Hieruit volgt wegens (3) 

(7) ex = 0 
-n 

h 
t 

2 ( 1-f + .., )( 1- T + ••• ) ra1 -( n +½) 

en £' 2 l v X ,;;;;; n+-,, -n " • 

2 Daar blijkens (7) ex ~co:; ala n~0o, voeren we de nor-
mer1np:,sfactor ..• ,.4 , •-·· tn e~definitiren 

~ 

zodat wegens (6) 

verkregen wordt. 
L ( ) 

(8) ~ = 
nt 

Daar 

V ~n 

Cin(x) 

def 
-~...-::£ 

X -n 
v"n+½ 

G~ (x) 

n L {-1)k ___ n_; __ _ 
k==O (n-k)t(kt) 2 

2k 
't' ( zie ( 5)) , 



en 
CD 2k 

T T 
'.)k(kl )2 

k=O - \ . 
terwijl bovendien 

h.--f 
~ 

e-r 

2k 

< eo J 

2k 
c 1 . n; '1:' 

im 2 1c 
n""ao (n-k) l(k~) - (2n+1) =;~, 

kan men bij vaste -i; en c > 0 een N vinden, zodat voor n ;,e. N 

n 
> k nt 

tz;o (-1 ) (n-k)!(ld) 2 

2k co 

_-r~ - L 
(2n+1)k k=O 

m 2k 
n~ 't' 

( n-k) t (kt) 2 -( 2-n-+1_)_k 

Hierbij wordt eerst m zo 
C>o 

L. 
k=r.1+.,l 

2k 
1:" 

,~ 2k 
(-1)<\. 't: 

2k(kt)2 ~ 

en vervolgens bij deze m, op grand van (9Ltc = N:,m bepoald 
voor n~N n1. 2k 2k 

m T T 
L 
k=O ( n-k) ~ ( ld) '2 ( 2n+·1) k 

k f"_) 

0 (ki)'~-c .,. e: 

Hiermee is dus bewezen, dat 
n 2k 

k nl T 
lim z_ (-1) ----
n➔~ k=O (n-k) ~(k~)~ (2n~1)k 

zodat dus 

t./J ( ~c-) def l i m I_}) nk) = J O ( 7::' ,f 2 ) 
nwg,O() 

e <-· 2 

4 

zodai: 
) 

Daar J O (t \.f2) cont inu is in "C =O, ge ldt op grond van dP ce c­

der genoemde continui.t,2itsstel11ng, [2] 1 blz. 96 3 dat l)J("t:) ,:f ka­
rakteristieke functie van een verdelingsfunctie 

G(x) = pfy<x1 .d_J lim G (x) l--. J n 
i1➔C>O 

1) J r ,.., .) 7' c:' , , DE' "' c' c, J f,, n r· +- 1· ,. 
\ 6 -· ;..J 1_l ,._, LJ ., 0 -..J \.., - l/, ._, U \....., 

0 . 
\7 C' r.t eer:::tc ,'oort v 8n de or::,;e viu. l,. 

zie bijv. [4], pag. 357, 
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is. Bovendien volgt uit (9), dat de momenten van y convergeren 
~ 

voor m=2k+1 

voor m=2k 

voor k=O, 1, 2, , . • . 
In het volgende stelt 1.., (x) de iotafunctie voor 7 die wordt 

gedefinieerd door 

{, ( X) def { 1 

0 

Volgens [3], blz. 178 is 

a7.s x ~ O 

a 1s x <, o 

00 

J i ux 2 )) _1. 2 
e - ( 1 - X - ) 2 l-( 1 - X ) dx 

z o d at , d a a r r ( ½) "" 'ff is , met ')) = O 

= J ei'<' x 

-s::o 
waaruit voJ.gt, dot 

( '10) G(x) 1 

Doer substitutie van 

gaat (10) ov8r in 

G(x) = 1 
ir J 

0 

Defini~ren we verder nag 

dan is dus 

Clef 
%'., 

z 

)(, 

f 

) -~ 1 P-1 z < z -1,--- ' I\ 
J v-½ (1-v)-t dv 

0 

~v ( ) 
u J)) 'u , 

I,~ , 2) 
L \ c.'. -X , 
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zodat z == 
~ + y2n+1 

2 \j2n+1 
een b@ta-verdeling B2(p,q) met parameters 

Yl~G,Q 

p,;,q=½ bezit. 
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