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Tiguur 1: geboortegewicht
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figuur 4: gemiddelde daling ptt tussen 1e en 3e dag na geboorte, groep A
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figuur 7: gemiddelde daling ptt ‘e en 6e dag na geboorte, groep A
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figuur 9: gemiddelde’daling ptt 1e en 6e dag na geboorte, groep C
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figuur 10: prothrombinetijd 6e dag na geboorte
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figuur 11: bilirubinegehalte 6e dag na geboorte
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figuur 12: toename bilirubinegehalte tussen ‘e en 3e dag

& } e : £8-i—6 ; CTE—c—y } ; geen
@
4 6 8 10 12 14 16
S—G b & —& ] -G-8 i < ¥ ¥ 4 VJ_t.
=G 2 O TG ¥ < -1 i i -v]‘t.

3, b=y oW {H-0- WY 3 ] i i
th =L G - o< A= 1» T 7 T geel’l
O 2 i 6 3 10 12
Q
Bt 20860 ' 9a—io f | " vit.
04— o 3 @—0—0—1 - j j vit.
figuur 14: toename bilirubinegehalte tussen 1e en 6e dag
g ) B AT RS 3 ) i H { H o .
A o 3 10 12 14 16 15 geen
! o o e Gt 54 O ® b ; vit.
5 o m o ] o ok o O H SO 3 Vi t ®



MATHEMATISCH CENTRUM
Amsterdam
Statistische Afdeling.

S47(16)
1)

Algemene gang van zaken bij het toetsen van een

hypothese.

De toetsing van een hypothese 5%? berust steeds op een aan-
teal waarnemingen % ,% ..., %, van één of meer stochastische
grnotheden2 , of op enige groepen van waarnemingen (bv. twee
steekpreceven).

Bij een toets behoort een toetsingsgrootheid « (soms meer

dar één), die een functie is van bovengenoemde stechastische
grootheden en die, voor de waargenomen waarden % ; & ,..., %,
een waarde aanneemt, die berekend kan worden (bv.: het gemid-
delde der waarnemingen, of de spreiding, ef het verschil van
de gemiddelden van twee wasrnemingen).
. De toetsingsgrootheid wordt steeds ze gekezen, dat men, ep
grend van de enderstelling, datc%z juist is, de waarsohijnlijkq:;gf“
—-heidsverdeling van deze grootheid kan berekenen.

Vervolgens kiest men een verzameling Z van mogelijke-ui¥-
kemsten van # , en wel »p zodanige wijze, dat de kans, dat &
eew in 7 gelegen waarde aanneemt, onder de hypnrthese ﬁ%f , gelijk
is aam een gegeven getal & , zedat 7 dus van & afhankelijk iég.
Z heet de kritieke z®ne van de toets, & de snbetrouwbaarheids-
drempel (Engels: level of significance)., Voor o neemt men
veelal de waarde 0,05 of 0,01.

Men verwerpt nu G%Z op grend van de waarnemingen % , L, ,

ceey %, indien de bij deze waarnemingen behorende waarde
vag # in Z ligt. Dit wordt vaak uitgedrukt door te zeggen,
dat het resultaat van het experiment "significant" is. De waar-

de van & moet dan echter worden vermeld. De kans, dat dit zal
gebeuren, is, indien‘ﬁz’ juist is, gelijk aan. o Derhalve is

¢« de kans ep ten enrechte verwerping van.de juiste hypothese,

eek de kans ep een fout van de eerste soort genoemd. Indien
men deze methode toepast, met & = 0,05 resp. 0,01, zal men in
gemiddeld ongeveer &én op 20 resp. op 100 van de gevallen,

yggggg_gg_gﬁggzg?se die men toetst juist is, deze toch verwerpen.

1) Dit memorandum is slechts bedeeld ter orikntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid. ’

g) Een stochastische grootheid is een groofheid, die een
waarschijnlijkheidsverdeling bezit, of, anders gezegd, een groot-
heid, die vgper de elementen van een collectie(universum, popula-

tie) gedefinieerd is en daarop allerlei waarden aanneemt. Sto-
ch@sthschegrogthsiden worden aasngegeven door onderstruepte
letters.

3) Soms kan men slechits berciken, dat dene kans,



De toetsingstheorie biedt in het algemeen geen mogelijk-

heid om tot aanvaarding van een hypothese te komen. Indien

een bepaalde hyvothese<%? niet verworpen kan worden, is dit
gewoonlijk met esn helc verzameling van hypothesen tozelijk
het geval. Niet-verwerven staat dus niet gelijk met aanvaarden,

Wel zal men vaak in de loop vam een statistische analyse -
beraalde onderstellingen, die plausibel schijnen en voor de
verdere analyse van nut zijn, toeteen, elvorcns zc bij de
verdere bewerking van het materiaal te gebruiken. Worden zi]
dan op grond van de toets niet verworpen, dan houdt dit in zo
verre een rechtvaardiging van die onderstellingen in, dat ceen
grote afwijking door de toets veelal wel zou zijn ontdekt.
Indien men dan verder de onderstellingen gebruikt, verwaarloost
men eventueel aanwezige afwijkingen van onbekende grootte,
die echter niet zo groot zijn, dat zij door de toets zljn
ontdekt.

Vele toetsen gelden zelf alleen onder bepaalde onderstel-
lingen omtrent de waarschiinlijkheidsverdelingen der stochas-
tische grootheden, waarvan waarnemingén zijn verricht. Deze
nevenvoorwaarden dienen steeds uitdrukkelijka +te worden ver-

meld en, zo mogelijk, zelf te worden getoetst.
In plaats van de onbetrouwbaarheidsdrempel ¢ wordt vaak
bij de uitslag van ecn toetsing de overschrijdingskans_7é“op-w~‘ﬁhm

gegeveny; dit is de kleinste waarde van & , waarbi] in het
betrokken geval, nog tot verwerping van,éf zou zljn overgegaan;
anders gezegd: de kleinste & , waarrvoor de gevonden waarde
der toetsingsgrootheid nog juist in de"<bij & behorende)
kritieke zdne Z ligt. Wordt dus de waarde A opgegeven en
werkt men met onbetrouwbaarheidsdrempel ¢t , dan wordt )

verworpen, indien A& <ol is.
Voor het onderscheid tussen één- en tweezijdige toetsing
en de keuze tussen deze twee mogelijkheden vergelijke men bv.

de twecde hieronder gegeven littératuurplaats. Wij moeten hier
volstaan met de onmﬁrking, dat éénzijdige toetsing veelal
eerder ot verwerping van 1e1dt maar dat deze slechts en-
der bijzondere omstandlgheden kan worden toegepast.

Litteratuurs
J.Neyman, First course in probability and statistics, New
York, 1950, Chapter 5.
J.Hemelrijk en H.R. van der Vaart, Het gebruik ven één- en
tweezijdige ovorochrlgdlngskansen voor het toetsen
van hypothesen, Statistica 4 (1950) p.54-66.
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1)

De toets van Wilcoxon

Deze methode dient tot het toetsen van de hypothese H,
inhoudende, dat twee steekproeven x,x,, ..., €0 Y,,Y;, Y,
afkomstig zijn uit één collectie (ook wel populatie of uni-

versum genaamd) .
De gegeven waarnemingsreeks kan dan worden samengevat

als aangegeven in tabel I.

Tabel I

Voorkomende Aantal malen dat
steekproef - zi optreedt bij totaal
waarden v X

24 b 24 Y

22 Do g Lo

2y by By Iy

totaal n m N

Hierin zijn z,,zlyu.adee voorkomende steekproefwaarden,
gerangschikt naar opklimmende grootte, m enm de steekproef -
grootten, t .t , ..., de grootten der groepen gelijke waar-
nemingen en cx\(resp b; ) het aantal malen dat de waarde z,
in de eerste (pggp. tweede) steekproef optreedt; Eﬁ kon dug de

waarden o, /..., %, aannemen ( 1=/, 2,..,k).
Voor het toetsen van de hypothese Fﬂ,wordt gebruik gemaakt
van een toeﬁsingsgrootheid&yhz?, die gelijk 1is aan twee maal

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en, streef't
niet naar volledigheid of volledige exactheid.

2) Een stochastische grootheid is een grootheid, die een waar-
schijnlijkheidsverdeling bezit, hetgeen gewoonlijk blijkt uit het
feit, dat bij herhaalde waarneming onder dezelfde omstandigheden
verschillende uitkomsten verkregen worden. Stochastische groot-
heden worden door onderstreepte letters aangegeven; dezelfde lel-

ters, niet onderstreept, worden vaak gebruikt voor waarden, die
z1iJ aan kunnen nemen of aangenomen hebben. '



het aantal paren waarnemingen Cxiﬁﬁ), Waarvoor x> y; is, ver-

3)

Het is duidelijk, dat W/ een kleine waarde zal aannemen,

meerderd met het aantal paren (x,,y,) waarvoor i = y,1is.

indien dex -waarden overwegend klelner zljn dan deg}—waarden,
een grote, indien het omgekeerde het geval is en een interme-
diaire waarde, indien geen van deze beilde situaties zich voor-
~doet.

Indien de hypothese ¥ﬂ)juist is, dus als de twee steek-
proeven uit dezelfde verdeling afkomstig zijn, kan de verdeling
van de toetsingsgrootheid\g/berekend worden. Deze verdeling
heeft de volgende eigenschappen:

1. De verdeling van&y is discreet, want&jl&an alleen gehele
waarden aannemen,

2. De verdeling van\y is in het algemeen niet symmetrisch,
behalve,

a) als m=n

b) als =1,

3. De verwachting (het theoretische gemiddelde) M5 van de ver-

3

, L,=1,, enz,

deling van\y'is gelijk aan het product der steekproefgrootten

(1) p=mm
4, De variantie van de verdeling van\g/wordt gegeven door:
3
(2) UA~“WM(N“M
= 3N(\N”/) ’
waarin D = JC;} + T}L e ,»ti .

Bevatten de beide steekproeven geen gelijke waarnemingen,
dan wordt D=N en dan is dus

N*-D =N - N= N(N-)(N+7)

en in dit geval wordt de variantie

(3) e L mn(N+) (geen gelljke wazrnemingen).
WiJj zagen reeds dat de toetsingsgrootheild h/een kleine
waarde aan zal nemen, indien desc -waarden overwegend kleiner
zijn dan de 9—waarden een een grote waarde, indien het omge-

keerde het geval is. Als tweezijdige kritieke zone nemen wij

e e e ww e SRR W 2R

3) Gewoonlijk wordt voor de toets van WILCOXON de toetsings -~
grootheid g>={EY gebruikt., Om gebruken getallen te vermijden,
wordt hier W ingevoerd (zie [4] , [6] ).



Als m en n groot zijn en onderling niet te veel verschillen
en als bovendien de groepen gelijke waarnemingen niet te veel in
omvang verschillen, kan men gebruik maken van het feit, dat de
grootheid W , als de hypothese H, 6 juist is, bij benadering nor-
maal verdeeld is met gemiddelde en variantie volgens (1) en (2).

De tweezijdige overschrijdingskans k , behorende blj een

waarde W van W is dus
o L{)
V.Jiu.l
k - »-2_—: e b
Var
Aol
o

en kan in een tabel van de normale verdeling worden gevonden.

Voor mg<m <o, resp, voOr m+n £40 m 21 en Msn zijn ta-
bellen van de eenzijdige overschrijdingskansen, resp. linker
kritieke waarden beschikbaar (zie [6] tabel I en II). Deze ta-
bellen gelden strikt genomen alleen als ¢r geen gelljke waarnew
mingen zijn, maar z1iJ geven voor het geval van weinig geliljke \
waarnemingen veelal een goede benadering.

Indien men n klein zijn en bovendien onder de waarnemingen
grote groepen gelijken voorkomen, kan men de overschrijdingskan-
sen noch met behulp van de normale benadering van de verdeling
van&y , noch met behulp van de genocemde tabellen bepalen. Hoe
men in zulke gevallen dient te handelen, staat beschreven in [1],

Opmerking: Als er gelijke waarnemingen zijn, dan geldt

o (N-D)

Lommn (N+/) > BN(N»I)

3

Dus als wij, in de formule voor de variantie van‘b/y de gelijke
waarnemingen niet in rekening brengen, vinden wij cen te grote
waarde voor deze variantie en dus een te grote waarde voor de
overschri jdingskans. Is dcze fe ‘grote waarde voor do overschri j-
dingskans o dan wordt M, dus verworpen c¢n hocft men de bereke-

ning der derde machten niet uit te voeren.

- e T R e W G e e

4) De term -1 in de teller van Bﬁéngi is de z.g. continuiteits-
correctie (zie [67 , pag. 6).
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De rangcorrelatietoets van KENDALLq)

1. Doel en tToepasbaarheid
De door M.G. KENDALL ontwikkelde rangcorrelatietoets 1is
toepasbaar op de volgende situatie:

De stochastische groofheden §2) en y bezitten een simultane
verdeling en (=;,v:)(t=0,2,...,» ) zijn n onderling onafhanke-
1ijke waarnemingsparen van deze stochastische groétheden.

In dit memorandum wordt een methode beschreven om op grond
van dit waarnemingsmateriaal de hypothese H, te toetsen dat x en
v onderling onafhankeli jk verdeeld zijn. Over de vorm van de

verdeling van x en y behoeft hierbij niets ondersteld te worden.

2. De toetsingsgrootheid

KENDALL's toetsingsgrootheid S wordt als volgt gedefiniEerd,
De waarnemingsparen (»; ,y;) en (yi,bq) leveren ieder tot S een
bijdrage

+1 als  (x-2¢) (v -y, ) >0,

0 als (x;...:c‘i)(_\/; "y{)co,

-1 als (x;_-“x{)(yi -5'4)<0-

§ 1is nu de algebrafsche som van de bijdragen van alle paren

(>i,v:) en (xf,v;), waarvoor &t </ is.,
Wij zullen de berekening van de toetsingsgrootheid S aan de hand
van twee voorbeelden nader toelichten,
Voorbeeld 1:

Stel wij hebben de volgende zes waarnemingsparen (s, y;)

: ’ 2 3 4 5 6
x| 0,11 | 0,12 | 0,70 | 0,11 | 0,15 | 0,13

b 3:”‘ 3:0 3:2 335 3:5 3:5

De grootheid S berekenen wij als volgt: Het waarnemingspaar (=, ,vy,)
levert met de paren (Xg,¥,),...5(*,v) resp. de bijdragen -1, +1,
0, +1, +1. De totale bljdrage van het paar (>, ,y, ) tot S 1s dus
=1+1+1+1 = +2, Op dezelfde manier vinden wij voor de bijdragen

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori&ntatie en streeft niet
naar volledigheid of volledige exactheid.

2) Stochastische grootheden worden onderscheiden van getallen (b.v.
van de waarden die zij bij een experiment aannemen) door hun
symbolen te onderstrepen,



van de paren (%,,v,),...,(2,5) tot S:

(%1, )t =1=-1+1+1 = O
X3, )t F1H1+1 = 3
= 0

(

('ch, yq ¢ 0 + 0
(555 )t O

De grootheid § is dus 2+0+3+0+0 = +5.

Voorbeeld 2:
Stel dat = een grootheid is die slechts de drile waarden

1, 2 en 3 aanneemt en y een dle slechts de vier waarden 1, 2, 3
en 4 aanneemt. Bij 30 onderling onafhankeli jke waarnemingsparen
van deze grootheden wordt het volgende resultaat verkregen:

X

totaai‘
8

7
6

9
totaal 9 10 1 30

AN . OV
UV SR )
-~ N NN oW

= w oo A

In deze tabel staan aantallen waarnemingen vermeld. Er zijn b.v.

6 paren (2, y;) met x, = = 1,3 paren (x;,v;) met x;=2 ,y; =3 enz,
Verder zien wij dat er onder de 30 = -waarnemingen 9x een 1, 10X
een 2 en 11x een 3 voorkomt; onder de 30 vy -waarnemingen komt 8X
een 1, 7X een 2, 6x een 3 en 9x een 4 voor.

In een geval zoals dit (dus een geval met veel gelijke waar-
nemingen) kan men het eenvoudigst de grootheid 28 berekenen, dus
de som van de bijdragen van alle paren (;,v:) en (%, v ) zowel
voor i<, als voor Lz

De bijdrage tot 28 voor ieder der 4 waarnemingsparen (sq,y:)
met x; =% =2 b.,v. vinden wij als volgt: er zijn 2+7+6 paren
(xjsv;) met (xz-2) (v =) >0 , nl. de 2 paren met > =y« 3, de
7 paren met 14‘3"H"” en de 6 paren met >;=vy; =1 . Verder zijn
er 2 paren (24,y4) met (xi-x;)(y; -v; )<0, nl. het paar met x;:ﬂ,
Y; =3 en het paar met 41-4,%==u0 De bijdrage van ieder van deze
4 paren tot 29 is dus 15-2 = 13; tezamen geven zij dus een bij-
drage 4 x 13 =

Op deze wijze kan men voor ieder der vakjes in de boven-
staande tabel de bijdrage tot 25 berekenen. Dit geeft:



1 2 3
1 114 16 0
0 11 52 4
3 0 33 22
L -13 4 119

Dus
28 = 114 + 141 - 13 + 16 + 52 + 33 + 4 + 4 + 22 + 119 = 362
S = 181,

~

3. Kritieke z8nes en overschrijdingskansen

Als de hypothese MW, juist is, dan is de verwachting van $

gelijk asn 0. Is H, onjuist, dan zal § in het algemeen grote

positieve waarden aannemen als 2 en positief gecorreleerd zijn

e

en grote negatleve waarden als » en y negatiefl gecorreleerd zijn.

De tweezljdige kritieke z8ne bestaat dazrom uit grote waarden van

]S}, de linkseenzijdige uit grote negatieve en de rechtseenzljdige
ult grote positieve waarden van S,

Tabellen van overschrijdinzskansen kan men vinden in [H]
{pag. 441) voor m = 4 t/m 10 en in [Q] (tabel I en II) voor n=
4 t/m 40, Bovendien vindt men in [2] (tabel III) de linker kri-
tieke waarden van § voor de onbetrouwbasrheidsdrempels « = 0,005
0,01; 0,025; 0,05 en 0,10 en n =4 t/m 40, Deze tabellen gelden
strikt genomen alleen voor het geval dat er noch bij de »: noch
bij de vy, gelijke waarnemingen voorkomen, maar zlj geven een goede
benadering voor het geval van weinig gelijke waarnemingen.

Voor grote waarden van n kan men veelal gebruik maken van de
benadering met de normale verdeling. Men berekent daartoe de va-
riantie van $ onder de hypothese H, als volgt: stel dat de waar-
nemingen van 2 (resp van y ) uiteenvallen in q (resp. ) groepen
gelijke waarnemingen en dat de eantallen waarnemingen in deze

groepen k& .t, . ..., tq (resp.u,,uy,.. . 5wy, ) zijn. Dan is
9 h
E;_ = Z“‘,i="‘- .
i<t i=1 \
In voorbeeld 1 18 q=%,h=y, b ztysby=b =1, Ege2 €N u,=
bys by =7, w =33 1N voorbeeld 2 1g: q=3,h=y,tby=g, Fyet0, by =1

en u,:s’,ulz?,ugré,u.w:q.
De variantie van 3 wordt dan gevonden uit de formule



i o)
g ) h q Q-
B ki T B ol e e AP A

8 n (r\ =Y -2)

Als er noch onder de x; noch onder de vy, gelijke waarnemingeh

voorkomen dan is

by =1 voor ledere |

w. o= voor iedere j

De variantie van § wordt dan

di{Sz = A n(n»‘l)(’l-h-%ﬁ") o

198

Een tabel van G{SZ voor dit geval vindt men voor » = 40 t/m 100
in [2] (tabel IV).
De grootheid £T%§ is nu, voor grote waarden van vn en als,

zowel bij de x; als bij de y; , de groepen gelljke waarnemingen
niat te veel 1in grootte verschillen, bilij benadering normaal ver-
deeld met gemiddelde O en spreiding 1. De overschrijdingskans kan
dan dus in een Tabel der normale verdeling worden opgezocht.
Hierblj past men gewoonlijk een continuiteitscorrectie 1 toe,
d.w.z. als rechteroverschrijdingskans neemt men het oppervlak de
normale verdeling rechts vané%éf , als linkeroverschrijdingskans
5?;4 en als tweezijdige overschrijdings-
kans he ervliak link: an’ - 811 S _ van
{ opperv inks van ETET— plus het oppervlak rechts va

(s)-1 . :
gT;?.Als er bij de »; of bij de ., doch niet bij beide, twee-

het oppervlak links van -

tallen of drietallen gelijken voorkomen, dus als b.v.

tb=1  voor ledere i

“i§3 voor iedere j.

dan kan men als n <€ 10 is gebrulk maken van exacte tabellen van
SILLITTO [47 .

In gevallen waarin men geen gebruik kan maken van de exacte
tabellen en waar de normale benadering niet van toepassing is,
moet men de exacte verdeling zelf berekenen. Hierop zullen wi]
niet verder ingaan. Voorbeeld 1 is zo'n geval. BiJ voorbeeld 2

kan men echter gebruik maken van de normale benadering. Hier was

S =191
M o= 30
q 2
L e AL n*-5 ¢ = 598
{1 lz_;'
n- 2 u.} = 23180 n? ”Z“": = 630 .

_.{:1 41



Mg . 2.22146.23190 + 9.28.598.670 _ 1128097800 -
ciS}— 18.30.29.28 = 38080 = 2572,75

=8} = 50,72

S-1

';,'g?'z 3:55 .

In een tabel van de normale verdeling vindt men voor de tweezljdige
~ overschrijdingskans 0,0004.

4, De rangcorrelatiecos&fficient T

Als maat voor de correlatie in de rij waarnemingsparen
(¢4 y4 Vs oves(xnsy,) heeft KENDALL de co&fficiént tr gedefiniterd,
die +1 is als de volgorden in de twee rijen volledig overeenstem~
men en =1 als deze volgorden volkomen tegengesteld zijn, De defl-
nitie van <€ is
28
R e T T &

{21 '(';-1

Als er in geen van belde rijen gelijken voerkomen, dan wordt

T =

deze formule

29
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Toetsing van de hypothese p, = Do met behulp
’ 1)

van een 2 x 2-tabel

Wij beschouwen twee reeksen van onafhankeliljke experimen-
ten, waarbij ieder experiment van de ene reeks één van de twee
resultaten A of & (non-A) heeft en ieder experiment van de tweede
reeks één van de beide resultaten B of B (hierbij kan A=B zijn).
Daarbij wordt ondersteld, dat bij ieder der experimenten van de
ene reeks de kans op A gelijk aan P4 (en dus de kans op T gelijk
aan 1—p1) is en bij ieder der experimenten van de tweede reeks
de kans op B gelijk aan p, (en dus de kans op B gelijk aan
1—p2). De te toetsen hypothese luidt nu:

HO : pq = Do

Indien de eerste reeks uit n en de tweede reeks uit m waar-
nemingen bestaat, waaronder a (resp. b) maal A (resp. B) voor-
komt, kunnen deze gegevens in de volgende 2 x 2-tabel worden

samengevat:
A resp. B | & resp. B | totaal
eerste reeks a c n
tweede reeks b d m
totaal r ] N

Als toetsingsgrootheid wordt a, het aantal malen A in de
eerste reeks waarnemingen, gebruikt. Indien Ho, Juist 1s bezit
deze grootheid onder de voorwaarde, dat r de bij het experiment
gevonden waarde aanneemt, de volgende waarschijnli jkheidsverde-
ling: de kans, dat een bepaalde waarde a aangenomen wordt, is
gelijk aan:

(D (3
(1) :

Als kritieke zone worden de waarden van a met de kleinste
waarschijnli jkheden bijeengezbcht, tot de gekozen onbetrouwbaar-
heidsdrempel het toevoegen van een nieuwe waarde verhindert
(oij éénzijdige toetsing bestaat de kritieke zone uit-
sluitend uit grote of uitsluitend uit kleine waarden van a).

De overschrijdingskans, behorende bij de gevonden waarde van a,

1s gedefinieerd als de som van alle waarschijnlijkheden van bo-

venstaande verdeling, die hoogstens gelijk aan de waarschijn-

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori&ntatie en streeft
niet naar volledigheid of wvolledige exactheid.



1ijkheid van de gevonden waarde zijn (bl}] éénzijdige toetsing
echter gelijk aan de som van de waarschijnlijkheden van alle
waarden die groter of gelijk aan de gevondene, of van alle waar-
den, die kleiner of gelijk aan de gevondene zijn). Deze exacte
toetsingsmethode voor HO is afkomstig van R.A.FISHER.

Indien n en m zo groot zijn, dat deze exacte berekening
te omslachtig wordt, maakt men gebruik van de volgende benade-
ring:

Gemiddelde en spreiding van de grootheid a zijn (indien HO
Juist is):

L grrs
N
N“(N-1)

Men gebruikt dan in plaats van de exacte waarschijnlijkheids-
verdeling van a de normale verdeling met hetzelfde gemiddelde
en dezelfde spreiding en in plaats van de gevonden waarde van a
neemt men het getal dat 5 dichter bij het gemiddelde ligt dan
deze gevonden waarde (dit laatste is de z.g. "continulteits-
correctie", die bij toenemende n en m weldra verwaarloosd kan

worden). Bij positieve a - %% berekent men dus:

_aN - nr - 5N _ ad - be - 2N

a \[ﬁﬁ?ﬁ' - nmrs
\I (N- 1 N-1 \} N-1
en bij negatieve a - - L perekent men:
* a - % 1
a = _ ad - be + 5N

ooy |

De overschrijdingskans wordt nu opgezecht in een tabel der nor
male verdeling met gemiddelde O en spreiding 1. De rechts-éénzij-
dige.(resp. links-éénzijdige) overschri jdingskans #s het opper-~
vlak rechts (resp. links) gelegen van a*l De tweezijdige over-

schrijdingskans 1s twee maal het oppervlak der normale verde-
lad - bel - &N ligt

mrs
\f N-1

R.A.Fisher, Statistical Methods for Research Workers, London

ling dat rechts van

Literatuur.

1948, p. 96. Opmerking: Fisher gebruikt hier de
éénzijdige overschrijdingskans.

J.Hemelrijk, Waarschijnlijkheidsrekening en Statistiek, Vacan-
tiecursus Mathematisch Centrum, Amsterdam 1950, % -
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1)

Twee parametervrije toetsen voor k steekproeven,

Gegeven zijn k onafhankell jke steekproevén van
k stochastische grootheden:

Xy, 4 xqgg,...,xqan van de grootheld X4 s

Xg,q’ x2,2,...,x23n van de grootheild Xps

- . W W . G v - G Sup W W G - - - G (oS me W) m WD WS $0Q wm e e

Xk,ﬂ’ XK,E""’Xk,nk van de grootheld Xy

De uitgebreidheden van de steekproeven ziJjn dus
NgsBps e eesTy s de eerste index van de waarneming Xi,j
geeft aan, uit welke steekproef deze waarneming afkom-
stig 1s, terwijl de tweede index het nummer der waar-
neming binnen die steekproef aangeeft.

De hypothese H die wij wensen te toetsen, luidt

OJ
dat de waarnemingen van dezelfde stochastische groot-
heid afkomstig zijn.

Anders uitgedrukt: HO

grootheden Xgs Epsoees

houdt in, dat de stochastische

Xy onderling onafhankeli jk ver-
deeld zijn en alle dezelfde waarschijnlijkheidsverde-
ling bezitten.

Om HO te toetsen kunnen we gebruik maken van de vol-

gende twee toetsingsmethoden.

1. De H-toets.

De berekening van de toetsingsgrootheid H, welke
bi] de toets gebruikt wordt, geschiedt op de volgende
wijze (zie KRUSKAL en WALLIS [1] en [2], RIJKOORT [3]
en TERPSTRA [4]).

Alle waarnemingen worden naar opklimmende grootte

gerangschikt en vervolgens van een rangnummer voor-

zlen. Indien alle waarnemingen verschillend zijn, zijn

dit de rangnummers 1 tot en met n = n1+n2+...+nkn In-

dien t waarnemingen gelijk aan elkaar zijn, wordt aan

elk der t waarnemingen eenzelfde rangnummer toegekend.

Dit rangnummer is dan geliljk aan het gemiddelde der

rangnummers, welke de waarnemingen gekregen zouden

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori&ntatie en
streeft niet naar volledigheid of volledige exact-
heid. _

2) Stochastische grootheden worden door onderstreepte
letters aangeduid.
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hebben, indien ze alle verschillend waren.
Voorbeeld:

®00

o
— o—O—I—6 © —@ t
o] > X 10 20 30

o
o

rangnummers: 1, 2, 3, 43, 4%, 6, 8, 8, 8, 10.

Steltnu Ei de som van de rangnummers in de 1<

steekproef voor en zljn alle waarnemingen onderling
verschillend, dan wordt de toetsingsgrootheid H gede-
finiéerd door

1z
i

5
M=
=

Lo 3(n+1).

3
~~
3
3
-
-~

I
!1‘
-

Komen onder alle n waarnemingen tezamen r groepen van
geli jken voor, waarbij de eerste groep uit t1 waar-
nemingen bestaat, de tweede groep ult t2 waarnemingen
etc., dan wordt bovenstaande ultdrukking voor H ze-
deeld door de factor

N= [0t e ...-+(tz-1)tz(tz+1)}]//(n3_n).

Indien alle waarnemingen verschillend zijn is N = 1.
In het algemeen geldt dus:

k Ra
:_-_1:[...&__2 i _3(n+1)}/N.

nN+1) =1 Ny

Voor het geval van twee steekproeven (k = 2) is
H gelijk aan de genormeerde toetsingsgrootheid van
WILCOXON [6] voor twee steekproeven. De H-toets kan
dus beschouwd worden als een generalisatie van de
toets van WILCOXON. |

Beschouwen wij nu de verzameling van alle bij
het experiment mogelijke uitkomsten, dan bezit H op
deze verzameling een waarschijnlijkheldsverdeling.
Indien de hypothese HO, inhoudende dat alle waarne-
mingen uit dezelfde verdeling afkomstig zijn, Jjuist
is, dan bezit H voor grote waarden van n,l,nz,...,nk
bij benadering een }&e—verdeling met k-1 vrijheids-
graden.
Indien de hypothese HO niet vervuld is, bezit H ge-

middeld grotere waarden, dan indien H, wel vervuld is.

0
De hypothese HO wordt daarom verworpen, indien de
uit de steekproef bepaalde waarde van H groter is dan

een kritieke waarde Hy, welke gegeven wordt door

P[Hz Hel Ho]= p[—-zk_ra- Hod Hol=x .
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Hierin is ¢« de voorafgekozen onbetrouwbaarheidsdrem-
pel: indien de gevonden waearde H groter is dan H,

wordt de hypothese H, verworpen met een onbetrouw-

0]
baarheid o« .

Dz waarde H, kan gemakkelijk bepaald worden uit ta-
bellen en nomogrammen van de x?—verdeling, evenals

de overschri jdingskans van de gevonden waarde H,

welke gedefinieerd wordt door:
P[Hz HIHo]= P[X} ;2 HIH, ].

Een benadering voor kleine steekproeven.

Indien de steekproeven niet voldoende groot zijn,
wordt de exacte verdeling van H niet meer goed bena-
derd door de x?-verdeling.

Voor het geval van 3 steekproeven met ni‘é 5 (1=1,2,3)
zljn de kritieke waarden van H, corresponderende met
de onbetrouwbaarheden o= 0,10, 0,05 en 0,01, exact
berekend (zie [2] en [3]).

Aan de hand van deze ultkomsten is aangetoond, dat de
exacte verdeling van H voor kleine steekproeven zeer
goed benaderd wordt door de F-verdeling. Deze verde-
ling wordt gekarakteriseerd door 2 grootheden v1 en
vz, de zgn. aantallen graden van vrijheid (zie b.v.
[51).

De uit de steeproefwaarden te berekenen grootheid F
wordt dan gegeven door

F - H(M_k+1)
T (kD(M-H)
waari-
k
Mo n®_ ; nd
n(n+1)

Verder worden v, en Y, gegeven door

1
v, = 2(k-1) (ko)X Mok+1) AT
M

en

V= 2(M_k+1) (k-)Y(M_k+1)AT - M_k+1 V.,

MAS K1

waarin

Are alkr) A 3KEOk+n(kZ6kt)] ¢ i ;

‘ sSn(n+1) 3w —n-i )

De kritieke waarden voor F en de overschrijdingskans
van de gevonden waarde F kunnen worden bepaald uit
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tabellen en nomogrammen van de F-verdeling. Grote
waarden van F leiden tot verwerping van HO’

2. De Tz—toets.

De bij deze toets gebrulkte toetsingsgrootheid
T“ wordt als volgt berekend (TERPSTRA [4]).
Evenals blj de H-toets, worden allereerst alle waar-

2

nemingen naar opklimmende grootte gerangschikt (voor
gelijke waarnemingen geldt hetzelfde als onder 1), en
wordt voor iledere steekproef de som der rangnummers
R, (1 = 1,2,...,k) bepaald.

Bovendien wordt nog ieder tweetal van steekproeven
onderling vergeleken. Dit gaat het gemakkeli jkst door

eerst de steekproeven willekeurlig te nummeren.

De h2 en jE€ steekproef (h = j) worden dan vergeleken
door de nh+nj waarnemingen uit de twee steekproeven
naar opklimmende grootte te rangschikken en van een
rangnummer te voorzien (voor gelijke waarnemingen
geldt weer hetzelfde als onder 1). Voor de hS steek-
proef wordt vervolgens de som der rangnummers bepaald,
welk aantal we R (3) noemen,

h
De toetsingsgrootheid E? wordt dan gedefinieerd door

U L
T22 2 =Zhi _ 12 7 Yo
hej npny Nt oA
~ M
waarin [_J_Lh_’j:: Bh _Jinh(nh+nj+1),
en C{ R 1 3
___‘L.—._t_in;,(nﬂ) . )

De toetsingsgrootheid 22 kan ook geschreven worden
als ~ 2
T?= 12 2 :L'E[‘_zi._.n_i-;l,

h<J Nhnj

3) De grootheden ﬁi en ﬁh,j staan in verband met de
toetsingsgrootheid U van WILCOXON [6], zoals ze
gedefinieerd is door MANN en WHITNEY [7]. Beschou-
wen we 2 steekproeven van de uitgebreidheden n en
m, dan is U het aantal keren, dat een waarneming
ult de tweede steekproef kleiner is dan een waarne-
ming uit de eerste steekproef (het zgn. aantal in-
versies) en is ﬁ = U - 2nm. De grootheden ﬁi
ﬁh,j hebben betrekking op de 1€ steekproef en de
overige steekproeven tezamen, resp. op de hE en
de 53 steekproef.

en
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waarin H gegeven wordt door de teller van de algemene
uitdrukking onder 1°,
Voor het geval van 2 steekproeven (k = 2) 1s 2? gelijk
aan de genormeerde toetsingsgrootheid U van WILCOXON
[6] voor 2 steekproeven.
Indien de hypothese HO’
waarnemlingen uit dezelfde verdeling afkomstig zijn,
julst' is, bezit de toetsingsgrootheld 2? voor grote
waarden van Nslos e eesll biJ benadering een ?kz—ver—
deling met ¥(XK-1) vrijheidsgraden.
Indien Ho niet vervuld is, bezit 22 gemiddeld groterc
waarden dan onder H,.

0
De hypothese H. wordt daarom verworpen indien de ge-

inhoudende dat alle

0
vonden waarde T2 groter is dan een kritieke waarde

Ti, welke gegeven wordt door

P[T*2 T2 |Ho)= Pl z&‘kg.;_ﬂ 2 T2 Ho)= .

De onbetrouwbaarheid van de ultspraak is dan gelijk
aan o .
De overschrijdingskans van de gevonden waarde T2 wordt

gegeven door
P[ Iz?_: TziHo] = p[z&lk(k-ﬂ 2 Tzl Ho} .
2

Opmerkingen
e

. Ult het voorgaande blijkt, dat de Tz—toets bewer-
kelijker is dan de H-toets. Dit zal in vele ge-

1

vallen echter geen bezwaar zijn, daar de T2—toets
eventueel bestaande verschillen tussen de k steek-
proeven vermoedelijk scherper aantoont dan de H-
toets, d.w.z. dat hij een groter onderscheidend
vermogen bezit.

27, Dat de grootheid 2? voor grote waarden van nq,
Ny, .eesty bilj benadering een )&2~verdeling bezit,
is strikt genomen alleen bewezen voor het geval,
dat alle waarnemingen verschillend zijn. Indien
echter niet te veel geliljken voorkomen, kan boven-
staande methode zonder bezwaar toegepast worden.

39. Een onderzoek naar de aard van de verdeling van
2? voor kleine steekproeven is nog gaande. Ver-
moedelijk zal, evenals bij de H-toets, de exacte
verdeling van E? goed benaderd kunnen worden met

behulp van de F-verdeling.
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3. Voorbeeld van de H-toets en de Te—toets.
Gegeven zijn de volgende 5 steekproeven, elk van
de uitgebreidheid 10.

R, 1246 9 413 16 20 23 28
R1(f) 1246 8 1012 14 15 17
Rq(f) 1234 6 810 12 14 16
R, 4234 5 7.8 1012
Rq(”) 1234% 5 6 7 8 9 11
Ry, 35 811 15 19 24 29 33 36
R, \- 12 4 6 8 10 12 14 16 18
R, 12 3 4 6 8 10 42 1k 16
Re(? 12 3 4 5 6 7 9 11 12
3¢ 7 10 14 17 21 o7 31 34 39 43
33(:) 17 2 4 5 7 10 12 13 16 18
33(’) 1 2 3 4 5 7 810 12 15
Ry 12 18 22 25 30 35 38 44 4446
RM(D) 1 2 3 4 6 8 10 12 146
R5 26 32 37 4ob2 454748 U950

De steekproeven zijn op de in paragraaf 1 en 2 gege-
ven wijzen van verschillende rangnummers voorzien.
Uit het schema vinden we:

(J) ~ 2 =2 2 ~D
R; | Ry Uh’j Ry Uh,j Ri/ni Uh’j/nh?j
R =122 ) R§=14884 1488, 4
2 ~ |
R}“/=89|T, ,=-16 256 2,56
R(3)=76|T, ;=-29 841 8. 41
R%“;=66 ﬁ1,4=-39 1521 15,21
5) _ce | _
Bq =56 U1,5——49 o041 ol 01
R,=183 ) Ro=33480|  [348,9
Ré3)=91 Uy 5=-1h 196 1,96
(M) _clm _
R% )_76 Uy, y=-29 841 8,41
5)_enlft -
Ry”'=60 T, 5=-45 2025 20,25
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3 = IR D
R, Rg—) ¥, | R [ j R{/ny U 4/
R =243 R§=59049 5904, 9
R{*) =880, ,=-17 289 2,89
(5) ¢ |5 =
R3 =67 UB,B"38 1400 A4, 44
R),=311 (5) RE=06721 9672, 1
; . .
R)\ =76 U4’5~-29 841 8,41
R=41§ R§=173056 17305, 6

Hierult vblgt:

en

We vinden dus

H= 12 _ 37719,90 - 3x51 = 177,51 153 = 24,51
50x51

en

T?= 12x 106,55 _ 50x 24,51 = 53,1Q.

De grootheden H en T2 bezitten onder de hypothese H

bij benaderlng Xy-verdelingen met resp. 5-1 = 4 en
5 X
__§~_

Voor de berekende waarden van H en T

0

= 10 graden van vrijheid.

2 vinden we in
een )&2~tabel of nomogram overschrijdingskansen, welke
beide kleiner zijn dan 1.10'4

De steekproeven zijn dus volgens beide toetsingsme-
thoden duidelijk systematisch verschillend en HO moet

verworpen worden.
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Toets voor de hypothese dat een regressiecoéfficiént nul is,

wanneer de afwijkingen vgn de regressielijn normaal verdeeld

zijn met gelijke spreidingenT).

Ondersteld wordt:

-lg De grootheid\k kan zonder fouten worden waargenomen, terwijl
de fouteng) in de waarnemingen voor de grootheid ? onderling on-
afhankeli jk normaal3) verdeeld zijn met gemiddelde O en onbeken-
de, maar steeds dezelfde, spreiding o,
gg Tussen de grootheden 7 en f bestaat een lineair verband:

(R
waarin de groothedeng en ~ onbekende parameters gwijn,
;2 Bij iedere wasrneming X, (i =1, ..., h) van(} wordt een
groepje, onderling onafhankelijke, waarnemingen Yiqs vees Yin,

voor 7 verricht, *

Gevraagd wordt op grond van het waarnemingsmateriaal:
(X17y11)9 (X1:y12)’ ceey (x1,y1n%)

(Xh’yhT)’ (Xh’th)’ eoey (thyhnh)

de hypothese te toetsen dat de regressiecoéfficiéntﬁa gelijk
aan nul is:
HO: 2 = 0.
Om de hypothese HO te toetsen, worden schattingen b, a en
32 Voor/@ ; X en.og berekend met behulp van de methode der klein-
ste kwadraten, welke in dit geval overeenkomt met de methode

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oridntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.

2) Onder fouten vallen in dit geval, behalve meetfouten, ook
toevallige afwijkingen van andere aard, b,v, physiologische af-
wijkingen.

3) De stochastische grootheid X bezit c¢en normale verdeling
met gemiddelde/u en spreiding ¢ , indien voor iedere a geldt:

(up)®
-%*7;27-

a
P[EéaJsé—%;iZ; e au.
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der meest aannemelijke schattingen (Eng: method of maximum like-
lihood),

h
Dit geefts %;% ni(xi— x)yi
b = ﬁ y
S n,(x,- X)°
= id
a =y - bx,

b 2
Z: é: (yi s in' a)
2_ i=1 j=1 J

== N =2 =
h n4 — 0 h 5
L= Y + n.(y.- bx.- a
E 32___21 (v545- ¥3) %;, ;(y4- bx;- a)
- =2 ’
waarin: h
n f’} 03Xy
N = %Z; n, s X =
o Vi > n.y.
_ — 71 _ —7 1’1
Vi= e ¥ = Sy

Beschouwen we niet alleen de waarnemingen yij (3 =1, ..., n, i
i=1, ,.., h), maar de verzameling van alle mogelijke waarden,
die waargenomen kunnen worden, dan bezitten 2ij op deze verzame-
ling een waarschijnlijkheidsverdeling, welke afhankelijk is van
de (Sxact waargenomen) waarden Xy ooy Xy De schattingen b, a
en s zijn dan eveneens stochastisch, hetgeen door onderstre-
ping van de letters wordt aangegeven,

De grootheden b en s zijn onderling onafhankelijk verdeeld,
hetgeen b.v, door Mood C1] , Pp. 292 - 294, bewezen wordt. De
grootheid b bezit een normale verdeling met ge@iddelde/g en
spreiding:

o

Ve nx, - 02

terwijl de grootheid
(N_2g32
v 2
verdeeld is volgens een X -verdeling met (N-2) vrijheidsgraden.
Hieruit volgt dat de stochastische grootheid

o
. (L -@ )\/;2:1 n; (%~ %)?
B e

L4

verdeeld is volgens de verdeling van Student met (N-2) vrijheids~-
graden,



-3 -

Onder de hypothese H_ : & = 0 gaat deze grootheid over in
I —
— 2
EN£§1 ni(xi— X)
= s 9

3

die 4us onder de hypothese Ho weer bovengenoemde Studentverdeling
bezit,

Is/3 £ 0, dus de hypothese niet juist, den zullen verder van nul
gelegen waarden van t grotere waarschijnlijkheid bezitten, dan
dan wanneer/B = 0, Voor toctsing van de hypothese gebruikt men
daarom in het twec—zijdige geval (als zowel /3;>O als /34 0 kan
optreden) cen twee-zijdige kritiecke zbne:

‘j.:.l .>-= to9
waarbij to,behorende bij een bepaalde onbetrouwbaarheid «, op-
gezdcht ~kan worden in tabellen, vermeld in onderstaande litte-
ratuurlijst.

Indien slechts alternatieve mogelijkheden van de vorm (3> 0 of
3 < 0 worden toegelaten, gebruikt men een eenzijdige kriticke
zdne:

waarin t1 in dezelfde tabellen kan worden opgezocht als t09 door
te zoeken in een tabel voor de tweeczijdige toets met onbetrouw-
baarheidsdrempel 2¢<.

Het bij de tabellen vermelde aantal vrijheidsgraden (vaak aange-
geven door ¥ of n-1 of n') is in dit geval gelijk aan N-2,
Opmerking: Er kan bewezen worden (zie [51), dat de hier beschre-
ven toets voldoet aan het, door J, Neyman ingevoerde, /\ —principe

(zie [6]).
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[Z} H, Cramér, NMethematical methods of statistics, Princeton
Univ. Press, Princeton, 1946,

{B] M,G, Kendall, The advanced theory of statistics I, Griffin
and Co., London, 1947, pp. 440 - 441 (tabel).

B] C,W, Emmens, Principles of biological assay, Chapman and Hall
Ltd, London, 1948, pp. 18 - 19 (tabel).

{5] H,B, Mann, Analysis and design of experiments, Dover Publica-
tions, New York, 1949, pp. 41 - 42,

[E] J. Neyman, First course in probability and statistics, Henry
Holt and Co., New York, 1950, pp. 338 - 343,




MATHEMATISCH CENTRUM,

2e Boerhaavestraat 49,

Ams terdam-20,

Statistische Afdeling
S 168 (M 58)

Enige in de covariantieanalyse gebruikfte toefsen, 1) 2)

Wij gaan uit van k groepen stochastische grootheden

Ypr Y,
L .
ULZI"' ’?zna’

;’cl""’%k“k'

De verwachtingen van deze grootheden voldoen aan de vol-

gende relaties:

G =y ),
(1) ébykf = oG Bk (f- beoos Tk ).

Hierin stellen &, en, /By (=1, @Enbekende parameters voor,
terwijl de waarden k‘,( ~/ ke f‘A h_)gegeven zijn. Verder
wordt ondersteld, daé alley 's onderling onafhankelijk en nor-
maal verdeeld ziljn met dezelfde spreiding ¢ . Hierin is dus
begrepen het geval waarin %2, een waarneming is van de stochas-
tische grootheid Y., , waarbi] #5/ en X, een tweedimensionale
mrmMaﬁrverdellng hebben. Onder de voorwaarde dat gw[ de waarde X,
heeft aangenomen, is ;“- dan immers normaal verdeeld met als
gemiddelde een lineaire functie van X, . Wij stellen nu toet-

f

sen op voor de volgende hypothesen:

(A) ﬁ/ = .. ;:/ﬁk
met als Toegelaten hypothesen willekeurigepd's eg/g's.
(B) 0(-//—:'. . .:P(ken If"'g/ = . . —-:-/ng

met als toegelaten hypothesen willekeurige «¢'s maar geli jke
/3 8 en

(c) . /)
met als toegelaten hypothesen willekeurige «'s en/?’s,

- s BB e n R AB a e e e e e

1) Dit memorandum dient slechts ter orisntatie en streeft inlet
naar volledigheid of volledige exactheid.
2) De eerste van de in dit memorandum besproken toetsen wordt

ook in memorandum S 73 (M 37) behandeld met gebruik van een
enigszins andere notatie.



Met (A) toetsen wij dus de evenwijdigheid ven de k re-
gressielijnen uitgaande van het model (1). Met (%) toetsen wij
of de k lijnen samenvallen, aangenomen dat ze evenwijdig zijn
en met (C) toetsen wij direct of wij slechts met één regressie-
lijn te maken hebben, ultgaande van (1).

Wij voeren de volgende afkortingen in:

...7;/ /:/ ;:./ - ", /.., oy 9
=/ ‘:J g=! “f
-ija Z (%bﬁf Ny )(%“d T e )M
ng n,
__»QCN i —Z/ zcb'ng 4¢)
ﬂ/—’:/ LJ #,,'J M ?




De som van de kwadraten van de afwijkingen van de%{ waar.-
den van de geschatte regressielljnen binnen de afzonderli jke
groepen, gesommeerd over de groepen is

$- Z(;w“ "‘m)

c=/ )czu,
Als het model (1) geldt, heeft _,/92 een X,— verdeling met
;Zé— 2 k vrijheldsgraden,
= Wi) kunnen ook zo gocd mogelljk evenwijdlge regressie-
lijnen 1n de verschillende groepen schatten. De som van de
kwadraten van de afwijkingen van deze lijnen 1s
C-Z
jf _ ZZ — Zrgw
b=t ?;b Cxxw
m, Deze som gedeeld door o *heeft een ;Xl-verdeling met
ég- k -1 vrijheidsgraden als hypothese (B) of (C) waar
is.
Als hypothese (A) geldt {u?ﬁde som van kwadraten van al-
wijkingen van één lijn

A4,

C
S _C - =myro,
=3 _yyr Crxr &

gedeeld door o *, een 1X -verdeling met Zrh; -2 vrijheids-
graden !
 Voar de hypothese (A) gebruiken wij de toetsingsgrooticid
- Fmiak  Sa- S,
~AF k1t S, ?
dle onder de hypothese (A) een F- verdellng bezit met k—; en
§r71 -2k vrijheidsgraden.

o=/
Als toetsingsgroothewd voor de hypothese (B) dient

S 2’?:—'“ -k~ _.5~ Ja
~B = Py S, 7 A
welke grootheid een F-verdeling met k-1 en Zjoun-k—/ vrig-
heidsgraden heeft, ol (B) wanar o . -
Hypothese (C) toetsen wij tenslotte met
L%f”n;-»?.é _S -,,.y/
fz = olk-1) Ay ,k
een F verdeelde grootheid met 2 (k-/) enu?z'ha~lé-vrijheidsw
graden, gnoer (C). =




Als de betreffende hypothesen nlet vervuld zijn, hebben
de bijbehorende F's geen F-verdeling, maar zijn grotere F
waarden meer waarschijnlijk. Als kritieke z6ne gebruikt men
daarom £ 2 £, , waarin /A behorende biJj een bepaalde onbc:

trouwbaarheidsdrempel & opgezocht kan worden in tabellen van

de F-verdeling met het juiste aantal vrijheidsgraden.

Literatuur over de achtergrond van bovengenoemde toetscn
kan men vinden in MANN [4] en KENDALL [3]. Het rekenschema
is grotendeels ontleend aan DIXON en MASSEY [1]. Al deze bocken
bevattcn tabellen van de F-verdeling. Deze verdeling is hot
uitvoerigst getabelleerd in FISHER en YATES [2] .
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