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figuur 1: geboortegewicht 
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figuur 4: gemiddelde daling ptt tussen 1e en 3e dag na geboorte 3 groep A 
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figuur 5: gemiddelde daling ptt tussen ~e en 3e dag na geboorte 3 groep B 
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figuur 6: gemiddelde daling ptt tussen 1e en Je dag na geboorte, groep C 

-2 +2 +6 +10 +14 +18 +2'2 +26 +30 

,9€---f-E r 8------

t 

.. 

geen vit .. 

vi t. K1 

vit. KJ 

geen vi t.., 

vit., K1 

vit. K3 

geen vit. 

vit,. Kr\! 
t 

vit. 



figuur 7: gemiddelde daling ptt 1e en 6e dag na geboorte, groep A 
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figuur 8: gemiddelde daling ptt 1e en 6e dag na geboorte 3 groep B 
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figuur 9: gemi.ddelde daling t 1e en 6e dag na geboorte, groep C 
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figuur 10: prothrombinetijd 6e dag na geboorte 
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1) 
Algemene gang van zaken bij het toetsen van een 

~pothese. 

De toetsing van een hypothese d1': berust steeds op een aan­

:tal 1.11Jaarnemingen .X,, ,.x.z. , ••• , ~ van een of meer stochastj_sche 

grciotheden2 ), of op enige groepen van waarnemingen (bv. twee 

steekprceven). 

Bij een toets behoort een toetsingsgrootheid f:f (soms meer 

da~ een), die een functie is van bovengen·oemde stechastische 

grootheden en die, voor de waargenomen waarden x;, j .:t; 1 ••• , ~­

een w~arde aanneemt, die berekend kan worden (bv. ~ het gemid­

delde der waarnemingen, of de spreiding, ef het verschil van 

de gemiddelden van twee waarnemingen). 

De toet~ingsgrnotheid wordt steeds z@ gek@zen~ dat menr @p 

grtnd van de r-nderstelling, dat~ juist is, d.e vinarsrhijnlijk..,.::J.('l<!' __ 

-- . .Jleidzverdeling van deze grootheid kan berekenen. 

Vervd~ens kiest men een verzameling Z van mogelijka~ui~­

k~msten v~n ~ , en wel ~p zodanige wijze, dat de kans 9 dat ~ 

~e~. in Z gelegen waarde aanneemt, onder de hypf'lthese ,&; , gelijk 
. ~) 

i~ aa;a een gegeven getal o/ , zedat Z dus van CY- afhankelijk is • 

Z heet de kritieke z~ne van de toets 1 a de ,nbetrouwbaarheids­

drempel (Engels~ level of significance)~ Voor a! neemt men 

veelal de waarde 0,05 ~f 0,01. 

Hen verwerpt nu ct% op gr('lnd van de waarne mingen .:.t:,, , .z..z.. , 

••. , ~ , indien de bij deze waarnemingen behorende waarde 

va~ ~ in Z ligt. Dit wordt vaak uitgedrukt door te zeggen, 

dat het resultaat van het experiment "significant" is. De waar­

de van d moet dan echter worden vermeld. De kans, dat dit zal 

gebeuren, is 1 indien c!Y'(; j uist is 9 gelij k aan. a::::. Derhal ve is 

~ de kans Pp ten ~nrechte verwerping van.de juiste hypothese, 

eek de kans .op een fout van de eerste soort genoemd. Indien 

meiu deze method~ t oepast, met d = 0 9 05 resp. 0, 01, zal men in 

gemiddeld ongeveer een op 20 resp. op 100 van de gevallen, 

waarin de_h;:t.pothese die men toetst juist is, deze toch verwerpen. 
I 

1) Di t memorandum is slechts bedeield ter orientatie en streeft 

niet naar volledigheid of volledige exactheid. 

t) Ee• stochastische grootheid is een grooiheid, die een 

waarschijnlijkheidsverdeling bezit 1 of, anders gezegd, een gr9ot­

heid, die v.g,~r de elementen van een collect ie ( uni versum, J2.212.Ula­

tie) gedefinieerd is en daarop a Iler lei waarden aanneemt. Sto-
chd st il.Z 0he..., -gro oi;l1y"Jlm1 ~.:ro rd 0 n a:,u'.t;:y:) gev ('_) n door o nc1 er Gt r:t; upt e 

letters. 

3) 3oms kan men ulechts bereiken, dat de~e 



0 ... 

De toetsingstheorie biedt in het algomeen geen moge lijk­

heid om tot aanvaarding van een hypotheS<3 te kornen. Indien 

een bepaaldo hyyothese i¥t;; niet verworpen kan worden, is dit 

ge-woonliJk -me.t Ben helc v·2rzameling van h~rp-othesen t-:2:slijk 

het geval. Niet-ve.rwerpe_n_ staat dus niet gelijk met aanvaarden. 

Wel znl men vaak in de.loop varreen statistische analyse 

be:paalde onderste llingen? die plausibel schijnen en vo or de 

verdore analyse van nut zi j n, t oetsen, 21 lvorons ze: bij de 

verdere bewerking van het matt:riaal te gebruiken. Worden zij 

dan op grond van de toets niet verworpen, dan houdt dit in zo 

verre een rechtvaardiging van die onderstellingen in, dat een 

grate afwijking door de toets veelal wel zou zijn ontdekt. 

Indien men dan verder de onderstellingen ge bruikt, v0rwaarloost 

men cventueel aanwezige afwijkingen van onbekende grootte, 

die echter niet zo groot zijn, dat z,ij door de toets zijn 

ontdekt. 

Vele toetsGn gelden zelf alleen onder bepaalde onderstel­

lingcm orntrent de~ waarschijnlijkheidsverdelingen der stochas­

tiscbe grootheden, waarvan waarnemingen zij n verrioh t. Deze 

nevenvoorwaarden dienen steeds uitdrukkeli::ik, te vvorden ver­

meld en, zo rnogelijk, zelf te warden getoetst. 

In plaats van de onbetrouwbaarheidsdrempel ~ wordt vaak 
I 

bij de ui ts lag van eon t oetsing de ove rschri .ldingskans ;f-•··-op------

gegeven:, di t is de kleinste waarde van a' 9 waarbij in het 

betrokke n geval, nog tot verwerping van ~ 1 zou zi jn 0vergegann; 

anders gezegd~ de kleinste ol 9 wa::trvoor de gevonden waarde 

der toetsingsgrootheid nog juist in de· (bij d, behorende) 

kritieke zone Z ligt. yvordt dus de waarch_t_:./ 2.}2g_Q_g~vGn_~r}_, 

werkt men mGt onbGtrouv\1_1:>_§:_~rr::he_i.d_s_clr_§;Jt}Pe-1. -~-- 9 _dan _wordt j 

verworpenLjpdtel'.!:. ~4 :;i ex, is. 

Voor het onderscheid tussen een- en tweezijdige toetsing 

en de keuze tussen deze twee mogelijkheden vergelijke men bv. 

de tweGde hi.eronder gegeven litteratuurp1aats. Wij moeten hier 

volstaan met de o_pmGrking 9 dat eenzijdige toetsing veelal 
.t,(./ 

eerder tot verwerping van (:'.:'t.1 leidt 9 rmar dat deze slechts @n-

de~ htj~ondere omst~ndigheden kan warden toegepast. 

Litt era tuur~ 
J.Neyman, First course in probability and statistics, New 

York, 1950, Chapter 5, 
J. Hemelrijk en H. R. van der Vaart, Het gebruik van een- en 

tweezijclige evGrschrijdingskansen voor het toetsen 
van hypothesen, Statistica 1 (1950) p.54-66. 
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De toets van Wilcoxon 1) 

Deze methode dient tot het toetsen van de hypothese H0 J 

inhoudende J dat twee st eekproeven x,, x,, ... , :,c,.,, en '::},, ~1 ) .. , , y n 

afkomstig zijn uit ~~n collectie (ook wel populatie of uni­

versum genaamd), 
De gegeven waarnemingsreeks kan dan warden samengevat 

als aangegeven in tabel I, 

Tabel I 

Voorkomende Aantal malen dat 

steekproef- z1 optreedt bij totaal 

waarden y X -
z1 b 1 a1 !1 
z2 b2 a -2 t2 

' . . ' 
' . ' 

' ' ' 
zk E« ak tk 

totaal n m N 

Hierin zijn z,, z-i., .... , zk de voorkomende steekproefwaarden, 

gerangschikt naar opklimmende grootte, ~ enl'YI de steekproef-

groot ten, \ , t '.2. ) ••• '., lK de groat ten der groepen ge 1 i jke w aar-

nemi ngen en s:~-i"\( resp. J?.i ) het a ant al malen dat de waarde z.; 

in de eerste (~~•~· tweade) steekpro~f optreGdt; 3: ken du~ de 

waarden 0>1, .... ,\: aannemen ( i::::. 1i2., ... )k), 
Voor het toetsen van de hypothese H0 wordt gebruik gemaakt 

van een to ets i ngsgroothe id vJ4, die ge li jk is aan twee maa 1 

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori~ntatie en streeft 
niet naar volledigheid of volledige exactheid, 
2) Een stochastische grootheid is een grootheid, die een waar­
schijnlijkheidsverdeling bezit, hetgeen gewoonlijk blijkt uit het 
feit, dat bij herhaalde waarneming onder dezelfde omstandigheden 
verschillende uitkomsten verkregen warden. Stochastische groot­
heden warden door onderstreepte letters aangegeven; dezelfdelet-
ters, niet onderstreeptJ warden vaak gebruikt voor waarden, die 
zij aan kunnen nemen of aangenomen hebben. 
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het a ant al paren waarnemingen (x.~, yj), waarvoor 

meerderd met het aantal paren ,~,'.:it) waarvoor 

Het ls duidelijl{, dat \__,J een kleine waarde 

x.1 > :1· is, ver-
• J .• 3) 

xK:::: Ye 18 • 

zal aannemen, 

indien de x -waarden overwegend kleiner zijn dan de y -waarden, 

een grote, indien het omgekeerde het geval is en een interme­

diaire waarde, indien geen van deze beide situaties zich voor­

doet. 

Indien de hypothese H0 Juist is, dus als de twee steek­

proeven uit dezelfde verdeling afkomstig zijn, kan de verdeling 

van de toetsingsgrootheid\A!berekend worden. Deze verdeling 

heeft de volgende eigenschappen: 

1. De verdeling van 0/ :Ls discreet, want 'v) kan alleen gehele 

waarden aannemen. 

2. De verdeling van Wis in het algemeen ni.et symmetrisch, 

behalve, 

a) als Yn::: n, 

b) als l,=\,, t 1 =tk_ 1 enz. 

3, De verwachting (het theoretische gemiddelde) ~, van de ver­

deling van 'v✓ is gelijl{ aan het product der steekproefgrootten 

(1) ft"'mn . 

4, De variantie van de verdeling van ~wordt gegeven door: 

( 2) 
) 

D .c3 t:} 
waarin '" L,. ,- 7_ + · +· 

Bevatten de bei steekproeven geen gelijke waarnemingen, 

dan wordt D = N en dan is 

en in dit geval wordt de variantie 

( 3) "'f m n (N -ti) ( en gf: 1 i. jke w aarnemi ngen) , 

Wij zagen reeds dat de toetsingsgroot id \:) een kle 

waarde aan zal nemen 1 ien de,t-waarden overwegend kleiner 

zijn dan de ~-waarden een een grate waarde, indien het omge­

keerde het geval is. Als tweezijdige kritieke zone nemen wij 

~~~-~:~~~-waarden van /\ry- ;v~! _ 
3) Gewoonlijk wordt voor toets van WILCOXON de toetsings-
grootheid \b."' { \d gebruikt, Om gebrnken tallen te vermij n 3 

wordt hier ~ ingevoerd (zie [4] , [6] ) . 
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Als men n groat zijn en onderling niet te veel verschillen 

en als bovendien de groepen gelijke waarnemingen niet te veel in 

omvang verschillen, 

grootheid ~, als de 

maal verdeeld is met 

kan men gebruik maken van het feit, dat de 

hypothes0:: H0 juist is, bij benadering nor­

gemiddelde en variantie volgens (1) en (2). 
De tweezijdige overschrijdingskans 

waarde \;-j van \d is dus 
=· 

/' 

k :: .1- I E' 

Vvi j 
_,, \cJ- "'l., 

.. '.u' 
J. 

rJ u 

k, behorende bij een 

en kan in een tabel van de normale verdeling warden gevonden. 

Voor 111::;ns.10 3 resp, voor n1+ns40)-r1?:11en 111:Sn zijn ta­

bellen van de eenzijdige overschrijdingskansen, resp. linker 

kritieke waarden beschikbaar (zie [6] tabel I en II). Deze ta­

bellen gelden strikt genomen alleen als ~r geen gelijke waarne~ 

mingen zijn, maar zij geven voor het geval van weinig gelijke 

waarnemingen veelal een goede benadering. 

Indien men n klein zijn en bovendien onder de waarnemingen 

grate groepen gelijken voorkomen, kan men de overschrijdingskan­

sen noch met behu1p van de normale benadering van de verdeling 

van~ 3 noch met behulp van de genoemde tabellen bepalen. Hoe 

men in zu1ke gevallen dient te handelen, staat beschreven in 8]. 
Opmerking: Als er gelijke waarnemingen zijn, dan geldt 

1 H1 Y\ (\"\1 + ) > 
n1 ,, ( /\J" - D ) 

.1 N ( l\J .:!) 

Dus als wij, in de formule voar de variantie van \d , de geli jke 

waarnemingen niet in rekening brengen, vinden wij een te grate 

waarde voor deze variantie en dus een te grate waarde voor de 

overschri jdingskans. Is ck 7c t e grot e wa ardc voo-r de overs chri J-
dlngskans :,;c-(_ d,Tn v:ordt H du:::: v;;:rvwrp:.:i tl. c::n t:o~ ft .rnen de bereke -

0 

ning der derde machten niet uit te voeren. 

4) De term -1 in de teller van 
correctie ( zie L6] , pag.l 6). 

IW-,-.zl -1 is de z.g. continutteit~ 
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De rangcorrelatietoets van KENDALL1) 

1. Doel en toepasbaarheid 

De door M.G. KE!{D.t'\LL ontwikkelde rangcorrelatietoets is 

toepasbaar op de volgende situatie: 
De stochastische grootheden ~2) en i bezitten een simultane 

verdeling en (.:x:..,,Y.: )(;:_.,,_1,-i, ... ,t'l ) zijn n onderling onafhanke ... 

lijke waarnemingsparen van deze stochastische gro~theden. 

In dit memorandum wordt een methode beschreven om op grond 

van dit waarnemingsmateriaal de hypothese ~o te toetsen dat ~ en 

t onderling onafhankelijk verdeeld zijn. Over de vorm van de 

verdeling van~ en~ behoeft hierbij niets ondersteld te warden. 

2. De toetsings~rootheid 

KENDALL 1 s toetsingsgrootheid ~ wordt als volgt gedefini~erd. 

De waarnemingsparen (:,,:.;: , .,.J en ( x.~, ;14) leveren ieder tot S een 

bijdrage 

+1 als ( x., - >c. ~ ) ( Y, - Y ,j ) ) 0, 

0 als ( X i - ><. ~ ) (y < -;1~)-.:0, 

-1 als (x..;_-x~)(':J~ -Y~ )<D. 

g is nu de algebra'.tsche som van de bi jdragen van alle paren 

(.,,_,, >'~) en ( x~, 9{), waarvoor i..-< .{ is. 

Wij zullen de berekening van de toetsingsgrootheid S aan de hand 

van twee voorbeelden nader toelichten. 

Voorbeeld 1: 

Stel wij hebben de volgende zes waarnemingsparen (~;,~z) 

~ 1 2 3 4 5 6 
.>c. 0,11 0.,12 0,10 0,11 0,15 0,13 

~ 

:::,~ 3,4 3,0 3,2 3.,5 3,5 3,5 

De grootheid S berekenen wij als volgt: Het waarnemingspaar (~,, v,) 

levert met de paren (~2 ,y~), ... ,(~,,v~) resp. de bijdragen -1, +1, 

O, +1, +1. De tot ale bi jdrage van het paar ( '<, , y, ) tot S is dus 

-1+1+1+1 = +2. Op dezelfde manier vinden wij voor de bijdragen 

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori~ntatie en streeft niet 
naar volledigheid of volledige exactheid. 

2) Stochastische grootheden warden onderscheiden van getallen (b.v. 
van de waarden die zij bij een experiment aannemen) door hun 
symbolen te onderstrepen. 



- 2 -

( ?c.2 J .Y,. ) : -1-1+1+1 :::: 0 

(:i.::~,Ya): +1 +1 +1 :::: 3 
( ?,4, y,J : 0 + 0 == 0 

( '<-,s, yo$ ) : 0 

De grootheid s is dus 2+0+3+0+0 :::,: +5. 

Voorbeeld 2: 

Stel dat ~ een grootheid is die slechts de drie waarden 

1, 2 en 3 aanneemt en~ een die slechts de vier waarden 1, 2, 3 
en 4 aanneemt. Bij 30 onderling onafhankelijke waarnemingsparen 

van deze grootheden wordt het volgende resultaat verkregen: 

-?= 
-

1 2 'l 
) totaal 

1 6 2 0 8 
>' 2 1 4 2 7 

3 1 3 2 6 

4 1 1 7 9 
' totaal 9 10 11 30 

In deze tabel staan aantallen waarnemingen vermeld. Er zijn b,v. 

6 p are n ( ?c:..: 1 y ~ ) me t x , ::: ~ ~ "" -1 , 3 p a re n ( ;>(. i: , y ;: ) me t ::u. " = ?. , y.:: ., 3 e n z • 

Verder zien wij dat er onder de 30 x -waarnemingen 9 x een 1, 10X 

een 2 en 11 x een 3 voorkomt; onder de 30 Y -waarnemingen lrnmt 8x 

een 1, 7x een 2, 6x een 3 en 9x een 4 voor. 

In een geval zoals dit (dus een geval met veel gelijke waar­

nemingen) kan men het eenvoudigstde grootheid tS berekenen, dus 

de som van de bijdragen van alle paren (,,.,yi;) en ("£._[,Y.i) zowel 

voor ~<~ als voor ~ ~~ . 
De bi jdrage tot i S voor i2der der 1~ waarnemingsparen ( ,,.; , y~) 

met "-i."'" """ :::. :i. b. v, vinden wij als volgt: er zijn 2+7+6 paren 

( -x.~, y~ ) met (,t,:- -· ,.:~) (Y,- ->:,· ) > 0 :i nl. de 2 paren met ,,1· ""Y,-rc: '3, de 

7 paren met '.)(.~:::. 3, 'i.,;-::: 4 en de 6 paren met '.lcz,,. ~J, = 1 , Verder zijn 

er 2 paren (7<:,i :i y~) met (-x"_,.x1 ) (y,. -Y1 ) <0, nl. het paar met ··=1, 

;I~ =:.; en het paar met x.,j = 1,;,14 :::: i-1" De bijdrage van ieder van deze 

4 paren tot 2S is dus 15-2 = 13; tezamen geven zij dus een bij­

drage 4 ~ 13 = 52. 
Op deze wijze kan men voor ieder der vakjes in de boven­

staande tabel de bijdrage tot 2S berekenen. Dit geeft: 



1 2 3 

1 114 16 0 

2 11 52 4 

3 0 33 22 

4 -13 4 119 

Dus 

2S,.,. 114 + 11 .. 13 + 16 + 52 + 33 + 4 + 4 + 2~~ + 119 == 2 

S == 181. 

3. Kritieke zones en overschrijdingskansen 
Als de hypothese t\ 0 juist is, dan is de verwachting van~ 

gelijk aan O. Is H0 anjuist, dan zal ~ in het algemeen grote 

positieve waarden aannemen als x en~ pasitief gecorreleerd zijn 

en grate negatieve waarden als ~en~ negatief gecorrelee zijn. 

De tweezijdi~e kritieke z6ne bestaat da2rom uit grate waarden van 

JsI, de linkseenzijdige uit grate negatieve en de rechtseenzijdige 
uit grate pasitieve waarden van S. 

Tabe llen van overschri jdinc skans en kan men vi.nden ['1] 

{pag, 14'1) voor ri = 4 t/m 10 en in [2] (tabel I en II) voor n== 

~- t/m 40. Bovendilm vindt mu1 in [2] ( tabel III) de linker kri­

tieke waarden van S voor de onbetrouwbaarheidsdrempels o< == 0,005; 

0,01; 0,025; 0,05 en 0,10 en n = 4 t/m 40, Deze tabellen gelden 

strikt genomen alleen voor het geval dater noch bij de ?tt noch 

bij de~ gelijke waarnemingen vaorkomen, maar zij geven een goede 

benadering voor het geval van weini.g gelijke waarnemingen. 

Voor grate waarden van n kan men veelal gebruik maken van de 

benadering met de normale verdeling. Men berekent daartoe de va­

riant ie van ~ and er de hypothes e H O als vo lgt: s te 1 dat de ,waar­

nemingen van~ (resp van~) uiteenvallen in ~ (resp.~) groepen 

gelijke waarnemingen en dat de aantallen waarnemingen in deze 

groepen 1;-,,1:-.,_, ···, t9. (resp. l-\,1 ,uz,··., w.1-, ) zijn. Dan is 

Q t\ 

2:1:." :: f ..... ~ =,...,· 
4 a 'I ,{ a i 

L,f. - 12,; tn voorbc:cld 2 ._, -
en 1.-1. 1 " s , u :i..;;:; t , u. 3 "' ~, LLl.j "'9 . 
De variantie van 3 wordt dan 

ls: 

nden uit de formule 
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.. 

Als er nach onder de ~ 1 noch onder de Yi gelijke waarneminge~ 

voorkomen dan is 

r.. ;:: 1 
' 

vaor iedere 

o.-::1 
~ 

voor iedere 1 
9,:::h""· 

De variantie van S wardt dan 

d 1 {f:?} ::: 1i n(n-1')\in+¾-), 

Een tabel van cr{?} voar dit geval vindt men voor l"l ""' 40 t/m 100 

in [ 2 J ( t ab e 1 IV) . 

De groatheid ct{~j is nu, voor grate vrnarden van v, en als, 

zowel bij de x~ als bij de y~ , de groepen gelijke waarnemingen 

n1ette veel in grootte verschillen, bij benadering normaal ver­

deeld met gemiddelde o en spreiding 1. De overschrijdingskans kan 

dan dus in een tabel der normale verdeling warden opgezocht. 

Hierbij past men gewoonlijk een continutteitscorrectie 1 toe, 

d.w.z. als rechteroverschrijdingskans neemt men het oppervlak 

normale verdeling rechts van ..L J als linkeroverschrj_jd:1.ngskans 
(> t;? j 

het oppervlak link::: van - ~~· en als tweezijdige overschrijdings-

kans het oppervlak links van - ~S{:ls-1 plus het oppervlak rechts van 
{S} ~ 1 
~ .Als er bij de -:i,, of bij c1e Y;: 2 doch niet bij beide., twee-

tallen of drietallen gelijken voorkomen, dus als b.v. 

f:, ,,_ 1 voor iedere 

\.\. ~ -s '3 voar iedere ~ , 

dan kan men als ~ ~ 10 is 

SILLITTO [ 4 J . 
ruik maken van exacte tabellen van 

In gevallen waarin men en gebruik kan maken van de exacte 

tabellen en waar de normale benaderlng niet van toepassing isJ 

moet men de exacte verdel zelf berekenen. Hierop zullen wij 

niet verder 1ngoan. Voorbeeld 1 is zo'n geval. Bij voorbeeld 2 

kan men echter gebruik maken van de normale benadering. er was 

n = 3o 

s :; , 
l'l2-r~~ ='l.'21LjG::i 

~ -,.1 

ni_ LI.A~ i\'. ::n 1.:io 
~: 1 ,\ 
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dus 

2.22146.23190 + 9,28.598,670 
.. " 18 . 30 . 29. 28 ,75 

3,55 • 

In een tabel uan de normale verdeling vindt men voor de tweezijdige 

overschrijdingskans 0,0004. 

4 .. De rangcorrelatieco~ffici~nt 1: 

Als maat voor de correlatie in de riJ waarnemingsparen 

(x1 ,~ ), •.• ,(xn,Yn) heeft KENDALL de co~ffici~nt ~ gedefini~erd, 
die +1 is als de volgorden in de twee rijen volledig overeenstem­

men en -1 als deze volgorden volkomen tegengesteld zijn. De defi­
nitie van --c is 

Als er in geen van beide rijen gelijken vo~rkomen, dan wordt 

deze formule 

Literatuur 
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Toetsing van de hypothese p1 = p2 met behulp 

van een 2 x 2-tabel 1 ) 

Wij beschouwen twee reeksen van onafhankelijke experimen­

ten, waarbij ieder experiment van de ene reek:3 een van de twee 
resultaten A of X (non-A) heeft en ieder experiment van de tweede 

reeks een van de beide resultaten B of B (hierbij kan A=B zijn)" 
Daarbij wordt ondersteld, dat bij ieder der experimenten van de 

ene reeks de kans op A gelijk aan p 1 (en dus de kans op A gelijk 

aan 1-p1) is en bij ieder der experimenten van de tweede reeks 
de kans op B gelijk aan p 2 (en dus de kans op B gelijk aan 
1-p2). De te toetsen hypothese luidt nu: 

Ho : P1 = P2, 

Indien de eerste reeks uit n en de tweede reeks uit m waar­

nemingen bestaat, waaronder a (resp. b) maal A (resp. B) voor­

komt, kunnen deze gegevens in de volgende 2 x 2-tabel warden 
samengevat: 

eerste reeks 

tweede reeks 

totaal 

A resp. B 
a 
b 

r 

A resp. B 

C 

d 

s 

totaal 
n 

m 

N 

Als toetsingsgrootheid wordt a, het aantal malen A in de 

eerste reeks waarnemingen, gebruikt. Indien H0 , juist is bezit 

deze grootheid ender de voorwaarde, dat r de bij het experiment 

gevonden waarde aanneemt, de volgende waarschijnlijkheidsverde­

ling: de kans, dat een bepaalde waarde a aangenomen wordt, is 
gelijk aan: 

Als kritieke zone worden de waarden van a met de kleinste 

waarschijnlijkheden bijeengezocht, tot de gekozen onbetrouwbc12r­

heidsdrempel het toevoegen van een nieuwe waarde verhindert 
(bij ~~nzijdige toetsing bestaat de kritieke zone uit-

sluitend uit grate of uitsluitend uit kleine waarden van a). 
De overschrijdingskans, behorende bij de gevonden waarde van ai 

is gedefinieerd als de som van alle waarschijnlijkheden van bo­
venstaande verdeling, die hoogstens gelijk aan de waarschijn-

----~---------------
1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori~ntatie en streeft 

niet naar volledigheid of volledige exactheid. 
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lijkheid van de gevonden waarde zijn (bij eenzijdige toetsing 

echter gelijk aan de som van de waarsehijnlijkheden van alle 

waarden die groter of gelijk aan de gevondene, of van alle waar­

den, die kleiner of gelijk aan de gevondene zijn). Deze exacte 

toetsingsmethode voor H0 is afkomstig van R.A.FISHER. 

Indien n en m zo groot zijn, dat deze exaete berekening 

te omslaehtig wordt, maakt men gebruik van de volgende benade­
ring: 

Gemiddelde en spreiding van de grootheid a zijn (indien H0 

juist is): 

nr nmrs 
N resp. N2(N-1) 

Men gebruikt dan in plaats van de exacte waarschijnlijkheids­

verdeling van a de normale verdeling met hetzelfde gemiddelde 

en dezelfde spreiding en in plaats van de gevonden waarde van a 

neemt men het getal dat i dichter bij het gemiddelde ligt dan 

deze gevonden waarde (dit laatste is de z.g. 11 continu!teits­

correetie11, die bij toenemende n en m weldra verwaarloosd kan 

worden). Bij positieve a - n; berekent men dus: 

nr 1 

a* = a - N - 2 = aN - nr - ½ N 

V N2 ~1~:~) ~ n~~~ 
nr en bij negatieve a - N berekent men: 

nr 1 * a-7+2 
a = 

\/ :2~:-1) 
= ad - be+ ½N 

vn~~~ 

= ad - be - ½N 
~ 

De overschrijdingskans wordt nu opgezocht in een tabel der no, 

male verdeling met gemiddelde Oen spreiding 1. De rechts-eenzij­

dige (resp. links-eenzijdige) oversehrijdingskans ts het opper­

vlak reehts ~esp. links) gelegen van a*. De tweezijdige over­

schrijdingskans is twee maal het oppervlak der normale verde­
ling dat reehts van lad - be\ - ½N ligt. 

ynmrs 
N-1 

Literatuur. 
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Twee parametervrije toetsen voor k st-eekproeven. 1) 

Gegeven zijn k onafhankelijke steekproeven van 
k stochastische grootheden: 

2) 
x1 , 1 , x 1 , 2 , ... ,x1,n1 van de grootheid ~1 

xk, 1 ' xk, 2, ... ,xk,nk van de grootheid xk. 

De uitgebreidheden van de steekproeven zijn dus 

n1,n2, ..• ,nk; de eerste index van de waarneming xi,j 
geeft aan, uit welke steekproef deze waarneming afkom­
stig is, terwijl de tweede index het nummer der waar­
neming binnen die steekproef aangeeft. 

De hypothese HO, die wij wensen te toetsen, luidt 
dat de waarnemingen van dezelfde stochastische groot­
heid afkomstig zijn. 
Anders uitgedrukt: tt0 houdt in, dat de stochastische 

grootheden x1, ~ 23 ••• ,xk onderling onafhankelijk ver­
deeld zijn en alle dezelfde waarschijnlijkheidsverde­
ling bezitten. 

Om H0 te toetsen kunnen we gebruik maken van de vol­
gende twee toetsingsmethoden. 

1. De H-toets. 
De berekening van de toetsingsgrootheid H, welke 

bij de toets gebruikt wordt, geschiedt op de volgende 
Wijze (zie KRUSKAL en WALLIS [1) en [2], RIJKOORT [3] 
en TERPSTRA [ 4]) ·. 
Alle waarnemingen worden naar opklimmende grootte 

gerangschikt en vervolgens van een rangnummer voor­
zien. Indien alle waarnemingen verschillend zijns zijn 

dit de rangnummers 1 tot- en met n = n1+n2+ ... +nk" In-­
dien t waarnemingen gelijk aan elkaar zijn, wordt aan 

elk der t waarnemingen eenzelfde rangnummer toegekend. 
Di t rangnummer is dan gelijl{ aan het gemiddelde der 
rangnummers, welke de waarnemingen gekregen zouden 

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori~ntatie en 
streeft niet naar volledigheid of volledige exact­
heid. 

2) Stochastische grootheden worden door onderstreepte 
letters aangeduid. 
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hebben, indien ze alle verschillend waren. 

Voorbeeld: 
0 

0 0 
I e 0 ll!l 8 I e e I 

0 --+X. 10 2-0 so 

rangnummers: 1, 2, 3, 4½, 4½, 6, 8, 8, 8, 

8 

10. 

d i d ,e 
Steltnu R1 de som van e rangnummers n e i-

steekproef voor en zijn alle waar·nemingen onderling 

verschillend, dan wordt de toetsingsgrootheid H gede­

finieerd door 

I< :I. 

t! = 1:.. 1:. B. _ 3(n+1). 
n(n-1-1) L:1 nL 

Kamen ender alle n waarnemingen tezamen r groepen van 

gelijken voor, waarbij de eerste groep uit t 1 waar­

nemingen bestaat, de tweede groep uit t 2 waarnemingen 

etc., dan wordt bovenstaande uitdrukking voor H ge­

deeld door de factor 

N-;;; [ 1-{(t1 -1)t1(t1+1)-t- ... +(t'?._1)t1,(t-r.+1)}]/(n3_n). 

Indien alle waarnemingen verschillend zijn is N = 1, 

In het algemeen geldt dus: 

H = [ n. f 8~ _ 3(n+1)]/N. 
- n(n+1) i=t ni. 

Voor het geval van twee steekproeven (k = 2) is 

H gelijk aan de genormeerde toetsingsgrootheid van 

WILCOXON [6] voor twee steekproeven, De H-toets kan 

dus beschouwd warden als een generalisatie van de 

toets van WILCOXON. 

Beschouwen wij nu de verzameling van alle bij 

het experiment mogelijke uitkomsten, dan bezit Hop 

deze verzameling een waarschijnlijkheidsverdeling, 

Indien de hypothese H0 , inhoudende dat alle waarne­
mingen uit dezelfde verdeling afkomstig zijn, juist 

is, dan bezit H voor grote waarden van n1 ,n2 , ... ,nk 

bij benadering een \ 2-verdeling met k-1 vrijheids­

graden. 

Indien de hypothese HO niet vervuld is, bezit H ge­

middeld grotere waarden 9 dan indien H0 wel vervuld is. 

De_ hypothese HO wordt daarom verworpen, indien de 

uit de steekproef bepaalde waarde van H groter is dan 

een kritieke waarde H«, welke gegeven wordt door 
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Hierin is <X. de voorafgekozen onbetrouwbaarheidsdrem­

pel: indien de gevonden waarde H grater is dan H~ 

wordt de hypothese H0 verworpen met een onbetrouw­

baarheid ex. • 

Da·waarde H~ kan gemakkelijk bepaald worden uit ta­

bellen en nomogrammen van de X:-verdeling, evenals 

de overschrijdingskans van de gevonden waarde H, 
welke gedefinieerd wordt door: 

Een benadering voor kleine steekproeven. 

Indien de steekproeven niet voldoende groat zijn, 

wordt de exacte verdeling van H niet meer goed bena­

derd door de '\.2-verdeling. -

Voor het geval van 3 s teekproeven met n1 ~ 5 ( i=1, 2J 3) 
zijn de kritieke waarden van H, corresponderende met 

de onbetrouwbaarheden ex.= 0,10, 0,05 en 0,01.i exact 

berekend (zie (2] en [3]). 
Aan de hand van deze uitkomsten is aangetoond, dat de 

exacte verdeling van H voor kleine steekproeven zeer 

geed benaderd wordt door de F-verdeling. Deze verde­

ling wordt gekarakteriseerd door 2 grootheden v1 en 

~ 2 , de zgn. aantallen graden van vrijheid (zie b.v. 

[ 5 J) . 
De uit de steeproefwaarden te berekenen grootheid F 
wordt dan gegeven door 

waa:r:'l"'. 

F = H(M_k+-1) 
(k_ 1)(M-H) 

Verder warden ~1 en Y2 gegeven door 

--.,1 = :2(k_ 1) (k_1)CM-k+1)_1\.l 
MV 

en 

waarin 

/\J = ~(k_ 1) _ ~[ 3k2_6k+ n(2.k2-6k+1)] _ ~ z. .2.. 
5n(n+1) 5 L:1 r\. 

De kritieke waarden voor Fen de overschrijdingskans 

van de gevonden waarde F kunnen warden bepaald uit 
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tabellen en nomogrammen van de F-verdeling. Grote 

waarden van F leiden tot verwerping van HO. 

2. De T2-toets. 
De bij deze toets gebruikte toetsingsgrootheid 

T2 wordt als volgt berekend (TERPSTRA [4]). 
Evenals bij de H-toets, worden allereerst alle waar­
nemingen naar opklimmende grootte gerangschikt (voor 
gelijke waarnemingen geldt hetzelfde als onder 1), en 

wordt voor iedere steekproef de som der rangnummers 

R1 (i = 1,2, ... ,k) bepaald. 
Bovendien wordt nog ieder tweetal van steekproeven 
onderling vergeleken. Dit gaat het gemakkelijkst door 
eerst de steekproeven willekeurig te nummeren. 
De h~ en j~ steekproef (h ~ j) worden dan vergeleken 
door de nh+nj waarnemingen uit de twee steekproeven 
naar opklimmende grootte te rangschikken en van een 

rangnummer te voorzien (voor gelijke waarnemingen 
geldt weer hetzelfde als onder 1). Voor de h 8 steek­
proef wordt vervolgens de som der rangnummers bepaald, 
welk aantal we Rh(j) noemen. 

De toetsingsgrootheid T2 wordt dan gedefinieerd door 

waarin 

en 

De toetsingsgrootheid T2 kan ook geschreven worden 
als 

--------------------
3) De grootheden Uo en uh , staan in verband met de 

-l - ., J 
toetsingsgrootheid U van WILCOXON [6], zoals ze 
gedefinieerd is door MANN en WHITNEY [7]. Beschou­
wen we 2 steekproeven van de uitgebreidheden n en 
m, dan is U het aantal keren, dat een waarneming 
ui t de tweede steekproef kleiner is dan em waarne­

ming uit de eerste steekproef (het zgn. aantal in­
versies) en is U = U - ½nm, De grootheden U. en 

- - -l 
Uhjj hebben betrekking op de ie steekproef en de 
overige steekproeven tezamen, resp. op de he en 
de j~ steekproef. 
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waarin 1! gegeven wordt door de teller van de algemene 

uitdrukking onder 1°. 

Voor het geval van 2 steekproeven (k = 2) is T2 gelijk 
aan de genormeerde toetsingsgrootheid U van WILCOXON 

[6] voor 2 steekproeven. 
Indien de hypothese H0 , inhoudende dat alle 

waarnemingen uit dezelfde verdeling afkomstig zijn; 
juist· is, bezit de toetsingsgrootheid T2 voor grote 

- 2 
waarden van t;•nx•·•••I\: bij benadering een \ -ver-
deling met k k-1 vrijheidsgraden. 

Indien H0 niet vervuld is, bezit T2 gemiddeld grotere 
waarden dan onder H0 • 

De hypothese H0 wordt daarom verworpen indien de ge­

vonden waarde T2 groter is dan een kritieke waarde 
2 T«, welke gegeven wordt door 

De onbetrouwbaarheid van de uitspraak is dan gelijk 

a an oc. • 
2 De overschrijdingskans van de gevonden waarde T wordt 

gegeven door 

Opmerkingen 

18 • Uit het d voorgaan e blijkt, dat de T2-toets bewer-
kelijker is dan de H-toets. Dit zal in vele ge-

2 vallen echter geen bezwaar zijn, daar de T -toets 
eventueel bestaande verschillen tussen de k steek­
proeven vermoedelijk scherper aantoont dan de H­
toets, d.w.z. dat hij een groter onderscheidend 
vermogen bezit. 

28 • Dat de grootheid T_2 voor grote waarden van n1, 
n2., .•• .,nk bij benadering een \ 2-verdeling bezit., 
is strikt genomen alleen bewezen voor het geval., 
dat alle waarnemingen verschillend zijn. Indien 
echter niet te veel gelijken voorkomen, kan boven­
staande methode zonder bezwaar toegepast worden. 

36 • Een onderzoek naar de aard van de verdeling van 
2 T voor kleine steekproeven is nag gaande. Ver-

moedelijk zal, evenals bij de H-toets., de exacte 
verdeling van T2 geed benaderd kunnen warden met 
behulp van de F-verdeling. 
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3. Voorbeeld van de H-toets en de T2-toets. 
Gegeven zijn de volgende 5 steekproeven, elk van 

de uitgebreidheid 10. 

-•----1--•___._., _____________ _ 

R 1 
R1(~). 

2 4 6 9 13 16 20 23 28 
1 2 4 6 8 10 12 14 15 17 

R1(J) 1 2 3 4 6 8 10 12 14 16 
R 1(.':) 1 2 3 4 5 7 8 10 12 14 1 ( ... ) R .. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 11 1 

--· -R 3 5 8 11 15 19 24 29 33 36 
R2(3) 1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 
R 2 (':) 

1 2 3 4 6 8 10 12 14 16 
R2( :;) 1 2 3 4 5 6 7 9 11 12 2 

R 7 10 14 17 21 27 31 34 39 43 
3 ( 11) 

R 1 2 4 5 7 10 12 13 16 18 
3 ( :·,) R .. 1 2 3 4 5 7 8 10 12 15 3 

. 
R 12 18 22 25 30 35 38 41 4446 
R4(j) 1 2 3 4 6 8 10 12 1415 4 

... __ 
R5 26 32 37 40 42 45 4748 49 :D 

De steekproeven zijn op de in paragraaf 1 en 2 gege-
ven wijzen van verschillende rangnummers voorzien. 
Uit het schema vinden we: 

R{j) ...., 2 N.C 
Ri/ni 

~2 
Ri Uh . Ri Uh . uh ./nhn. h , J , J , J J 

R1=122 2 1488,4 
R~ 2) =89 

R1=14884 
u1 _, 2=-16 256 2,56 

R~ 3)=76 u1, 3=-25 841 8.41 

R~ 4)=66 
,v 

u1,4=-39 1521 15,21 

R~ 5)=56 u1, 5=-4S 2401 24,01 

R2=183 2 0348,g 
R~ 3)=91 

R2=33489 
u2, 3=-14 196 1,96 

R14)=76 
,.,, 

8,41 u2, 4=-29 841 

R15)=6o u2, 5=-45 2025 20,25 



Ri R~J) 

R3=243 
~14)=88 

tR~5)=67 

R4=311 
tRf5 )=76 

R5;:41E 

Hieruit volgt: 

en 

We vinden dus 
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~ R2 Uh, ., J i 

u3,4==-11 

R~=59049 

u3 _, 5=-3c 

R~=96721 
..., 
u4 _, 5=-2S 

2 R5=173056 

5 1 

L. Rt = 31119,90. 
L:1 r"lt 

"'.c:'. 
Uh,~ 

2 
Ri/ni 

5904,s 
289 

1444 

9672,1 
841 

n1305,6 

H = ....JL 51119,90 _ 3x51 = rn ,51 _ 153 = :v-1,~1 
50;,i.51 

en 

.... 2 / 
Uh • .1 nhn-: 

2.,89 

14.i44 

8, 4-1 

De grootheden Hen T2 bezitten onder de hypothese H0 
- 2 -

bij benadering '\ -verdelingen met resp. 5-1 = 4 en 
5 X 4 

2 = 10 graden van vrijheid. 
Voor de berekende waarden van Hen T2 vinden we in 

een '\. 2-tabel of nomogram overschrijdingskanseni welke 
beide kleiner zijn dan 1.10-4 . 
De steekproeven zijn dus volgens beide toetsingsme­
thoden duidelijk systematisch verschillend en H0 moet 
verworpen worden. 

4. Literatuur. 

[1] W. H .KRUSKALi A non-parametric test for the 

several sample problem, Ann. Math. Stat. 

_g].., no. 4 (1952). 
[2] W.H.KRUSKAL.and W.A.WALLIS, Use of ranks in 

one criterion analysis of variance, Journ. 

Am. Stat. Ass., 47 (1952), pp. 538-621, 
[3] P. J. RIJKOORT, A generalization of Wilcoxon I s 

test., Kon. Ned. Ak. v. Wet. Proc. A 55., 

Indagationes Mathematicae 14 (1952), pp. 
394-404. 



- 8 -

[4] T.J.TERPSTRA, A non-paramet~ic k-sample-test 
and its connection with the H-test, 
Report S 92 (VP 2), Mathematisch Centrum, 
Amsterdam. 

[5] H.CRAMER, Mathematical Methods of Statistics, 

1946. 
[6] F. WILCOXON, Individual comparisons by ranking 

methods, BiometricsBull. _1, 80-83 ( 19L~5). 
[7] H.B.MANN and D.R.WHITNEY, On a test of whether 

one of two random variables is stochasti­
cally larger than the other, Ann. Math. 

Stat. 18, 50-60 (1947). 

5. Tabellen en nomogrammen van de )(2-verdeling. 
1. M.G.KENDALL, The Advanced Theory of Statis­

tics, I, 1947, p. 444-446. 
2. H.CRAMER, Mathematical Methods of Statistics, 

1946, p. 559. 
J· Statistica .1 (1946), p. 109, 

6. Tabellen en nomogrammen van de F-verdeling. 
1. Maxime Merrington and Catherine M.Thompson, 

Tables of percentage points of the in­
verted Beta (F) distribution, Biometrika 

33 (1943), 73-88. 



MATHENJ.ATISCH CENTRUM, 
2de Boerhaavestr. 49 9 

AMSTERDAM - O. 

Statistische Afdeling 
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Taets vaar de hypathese dat een regressiecaefficient nul. is 2• 

wanneer de afwijkingen v~~ de regressielijn narmaal verdeeld 
zijn met gelijke spreidingenn 

Ondersteld wardt~ 

1 a De graatheid J kan zonder fouten warden waargenamen, terwijl 

de fauten2 ) in de waarnemingen voar de grootheid f onderling an­
afhankelijk narmaa13 ) verdeeld zijn met gemiddelde Oen anbeken­

de, maar steeds dezelfde~ spreiding er'. 

~ Tussen de graatheden ~ en J bestaat een lineair verband: 

~ =;3} +oc, 

waarin de groatheden~ en o-:. onbekende parameters zijn. 

3 ° Bi j iedere wasrneming x. ( i = 1 , ••. , h) van '+-- wordt een 
- 1 J 
graepje, anderling anafhankelijke, waarnemingen y. 1 , ••• , y1. 1 n. 
voor 17_ verricht. 1 

Gevraagd wordt op grand van het waarnemingsmateriaal~ 

(x1,Y11), (x1,Y12), •••, (:x:,,Y1n·) 
1 

. 
(xh,Yh1), (xh,Yh2), ••• , (xh,Yhn) 

h 
de hypathese te toetsen dat de regressiecoefficient~ gelijk 

aan nul is: 

H0 : fr = 0. 

Om de hypothese H te toetsen, warden schattingen b, a en 
2 2 ° s voor fi , ~ en <r berekend met behulp van de methode der klein-

ste kwadraten, welke in dit geval overeenkomt met de methode 

1) Dit memorandum is slechts bedaeld ter orientatie en streeft 

niet naar volledigheid of volledige exactheid. 

2) Onder fauten vallen in dit geval, behalve meetfouten, ook 

taevallige afwijkingen van andere aard, b.v. physiologische af­
wijkingen. 

3) De stochastische grootheid ~ bezit een normale verdeling 

met gemiddelde,,.,«- en spreiding Q"', indien voor iedere a geldt: 

2 
1 ( u-.,.u.) f a -:a a-2 

P [_ ~ ( aJ = rr ~ -oo e du. 
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der meest aannemelijke schattingen (Eng: method of maximum like-
lihood). 
Dit geGft: 

waarin: 

b = 

h 
L 
i=1 

h 
~ 
i=1 

n. (x. - x)y. 
1 1 1 

n. (x. - x) 2 
1 1 

a = y - bx, 
h n• 
~ ~ 2 L- L- (y .. - bx.- a) 

1J 1 2 
s = i=1 j=1 

N - 2 = 
h ni 2 z .L (y .. - y.) 

h 
+I: 

i=1 = i=1 j=1 1 J 1 

h 
N = I:: 

i=1 
ni 

n.; 
1 

x=. y .. 
- - _j=1 1.J Y·- ..,_ ____ en 

1 n. 
1 

-X = 

y = 

h 
~ n.x. 

1 1 
1=1 

N 

h 
4-- n.y. 
1=1 

1. 1 

N 

n.(y.- bx.- a) 2 
1 1 1 

Beschouwen we niet alleen de waarnemingen yij (j = 1, ••. , ni; 
i = 1, ••• , h)? maar de verzameling van alle mogelijke waarden, 
die waargenomen kunnen worden, dan bezitten Zij op deze verzame­
ling een waarschijnlijkheidsverdeling, welke afhankelijk is van 
de (exact waargenomen) waarden x1 , ••. , xh. De schattingen b, a 
en s 2 zijn dan eveneens stochastisch, hetgeen door onderstre­
ping van de letters wordt aangegeven. 

De grootheden b en~ zijn onderling onafhankelijk verdeeld, 
hetgeen b.v. door Mood [1] , pp. 292 - 294, bewezen wordt. De 
grootheid b bezit een normale verdeling met ge~iddeldep en 
spreiding: 

terwijl 

\ rt n · ( X. - X) 2 
V 1=1 1 1 

de grootheid 

(N-2~!2 

0- 2 
verdeeld is volgens een )(_ -verdeling met (N-2) vrijheidsgraden. 
Hieruit volgt dat de stochastische grootheid 

t ~ (h -fj Vk1 ni (xc X)2 
s 

verdeeld is volgens de verdeling van Student met (N-2) vrijneids­

graden, 
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Onder d8 hypothes8 H: = O gaat deze groothein over in 

b E_ n . ( x. - x) 2 
--1 J. J. 

t = l= 
s 

diE-: c1.us onder de hypothese H0 W8br bovt:ngenoemde Studentverdeling 
bezit. 
Is /3 -} 0 j dus de hypothese niet juist, dan zullen verder van nul 
gelegen waarden van t grotere waarschijnlijkheid bezitten, dan 
dan wanneer (3 = O. Voor toetsing van de hypothese gebruikt men 
daarom in het twee-zi j dig8 g8val ( als zowel (3 > 0 als p Z O kan 
optreden) een twee-zijdig8 kritieke zone: 

!ti ~ to, 

waarbij t 0 ,behorende bij een bepaalde onbetrouwbaarheid o<., op­
gezccht ~an worden in tabellen 9 vermeld in onderstaande litte­

.ratuurlijst. 

Indien slechts alternatieve mogelijkh0den van de vorm (3 > 0 of 
(3 < 0 worden toegelaten, gebruikt men een eenzijdige kritieke 

zon8 ! 

t > t 1 r8sp. t (_ -t1 , 

waarin t 1 in dezelfde tabellen kan worden opgezocht als t 0 , door 
te zoeken in een tabE::l voor d8 twe\:;zijdige toets met onbetrouw­
baarheidsdr8mpel 29<'.... 

HE-:t bij de tabellen vermelde aantal vrijheidsgraden (vaak aang8-
gE-:ven door~ of n-1 of n') is in dit gE:val gelijk aan N-2. 
Opmerking~ Er kan bewezE-:n word8n (zie [5])i dat de hier bE-:schre­
ven toets voldoet aan het 9 door J. NE:yman ingevoerde, /\. -principe 

(zie [6J). 

Litteratuur: 
D1 A.M. Mood, Introduction to the theory of statistics 1 Mc Graw­

Hill, New York, Toronto, London, 1950, hoofdstuk 13 (regressie­
theorie) en p. ·425 (tabel). 

[2] H. Cramer, Mathematical methods of statistics, Princeton 
Univ. Press, Princeton, 1946. 

[3] M.G. Kendall, The advanced theory of statistics I, Griffin 

and Co. j London, 1947, pp. 440 - 441 (tabel). 
[4J C. W. Emmens, Principles of biological assay, Chapman and Hall 

Ltd 1 London 9 1948, pp. 18 - 19 (tabel). 
[5} H.B. Mann, Analysis and design of experiments, Dover Publica­

tions1 New York 9 1949, pp. 41 - 42. 
[6] J. Neyman 9 First course in probability and statistics, Henry 

Holt and Co., New York, 1950, pp. 338 - 343. 
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Enige in de covariantieanalyse gebruikte toetsen. 4) 2 ) 
Wij gaan uit van k groepen stochastische grootheden 

~II , . 

':J.2, ) . 

De verwachtingen van deze grootheden voldoen aan de vol-· 

gende 
( i = I> •.. , 'h-, ) > 

( 1) 

Hierin ste llen ol;, en /5',· l'.'.t°-=- 1,. •·, ~onbekende parameters voor, 
terwij 1 de waarden 'It\/ { ,·=1, ... , k; /=I, ... 1i'--) gegeven zijn. Verder 
wordt ondersteld, dat alle~ 1 s onderling onafhankelijk en nor­
maal verdeeld zijn met dezelfde spreiding rr, Hierin is dus 
begrepen het geval waarin Je,i een waarneming is van de stochas-

t ische grootheid J.£,;,j , waarbi j ':/, i/ en )5,/ een tweedimens ionale 
~~~ verde 1 ing hebben. Onder de voorwaarde dat 1;' c: / de waarde 'X:,..i:, 

heeft aangenomen, is f/.,/ dan immers normaal verdeeld met als 
gemiddelde een lineaire functie van ;::"/ • Wij stellen nu toet-­
sen op voor de volgende hypothesen: 

( A) 

met als 
(B) 

met als 
en 

;<?, ::a ... -ysk-
toegelaten hypothesen willekeurige t>l 's en19 1 s. 

°'1.::: • .. -::r,(,k en /3, =: ... -,;:? k 

toegelaten hypothesen willekeurigeoc's maar gelijke 

;s's 
( C) 

met als 
o<.1 =· .. .:::: o1.1.: en /·81 .::: · , • -==./<:lk 

-----··-·--~~=~=~aten hypothesen willekeurige o<. 1 s ent9' s. 

1) Dit memorandum dient slechts t·er ori~ntatie en streeft r:net 
naar volledigheid of volledige exactheid. 
2) De eerste van de in dit memorandum besproken toetsen wordt 
ook in memorandum S 73 (M 37) behandeld met gebruik van een 
enigszins andere notatie. 



Met (A) toetsen wij dus de evenwijdigh.eid van de k re-­
gressielijnen uitgaande van het model (1). Met(~) toetsen wij 

of de k lijnen samenvallen, aangenomen dat ze evenwijdig zijn 

en met (C) toetsen wij direct of wij slechts met t~n regress1e­

lijn te maken hebben, uitgaande van (1). 
Wij voeren de volgende afkortingen in: 

C . 
7e. JC 1, 

?t,· ,<. 

( ;;: ?t:,·i) 
1..:-1 (J 

n; ., 

,,.., . 
I, 



0 

t 

··3. 

De som van de kwadraten van de afwijkinten van de1 waar 

den van de geschatte regressielijnen binnen de afzonderlijk8 

groepen, gesommeerd over de groepen is 
k C .t, s; = z ( ( ~ ~ ~ - ~ Xt_ ~ ) 

(,ar( (j /C}Cc.., 

Als het model (1) geldt, heeft S I .,,,.. _, /,r;l. 

L - :z.. k vrijhe1dsgraden. 
t,",,,; 

een j 2
- verdeling met 

WiJ kunnen oak zo goed mogelijk evenwijdige regressj_e•• 

lijnen in de verschillende groepen schatten. De som van du 

kwadraten van de afwijkingen van deze lijnen is 

,;i,; De ze som 
Z-l<:-1 
1,'.:irt 

gedeeld door O-zheeft een X4 -verdeling met 

vrijheidsgraden als hypothese (B) of (C) waar 

is. 

A1s hypothese ( A) geldt,¥de som van kwad:raten van af•·· 
, , 

wijkingcn van een lijn 
/1,l 

( (.)CUT 

-7;1r - c~ ' 
gedeelc1 door er :i., 
gr-a d E: n . 

een ,X :2.·•verde 1 ing met vrijhcidS·· 

. V-oa.r_ de hypothe~e (A) gebruiken wij de toetsingsgroot 

F t ~~ - :2., k J,. - S, 
•41 

-·A .::: - h-- 1 I, , 
de typothese (A) een F-verd~ling bezit met~-, 
k vrijhe i.dsgraden. 

Als toetsingsgreothe,d voor de hypothese (B) dient 

- ~ 'n~· - k- I S~ - J: f (,.Z:-/ _.,. - -.. 

-!3= I s K-1 _;i.. 

welke grootheid een F-verdeling met k-1 
heidsgraden heeft ~ O.....··ks (73j ~ ~ . 

Hypothese (C) t9;..etsen wij 

L'h..;-Zk 
•=I 

tenslotte 
53 - f 

k 
en L 'h~•-k-1 

,:_,,, I 

met 

k 

c-'!n 

een F verdeeldP grootheid met 
graden_, fih,dvc, { c) . 

J; 
.2 ( • .k-1) en Z: ?i'"· -;_k,. vrijheio.S•· 

:,':::/ 
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Als de betreffend8 hypothesen niet vervuld zijn, hebbcn 

de bljbehorende F's geen F-verdeling, maar zijn grotere F 
waarden meer waarschijnlijk. Als kritieke z6ne gebruikt men 

daarom f' ~ Fa , waarin t==; behorende bij een bepaalde onbc, .. 

trouwbaarheidsdrempel £ opgezocht kan worden in tabellen van 

de F-vcrdeling met het juiste aantal vrijheidsgraden. 

Literatuur over de achtergrond van bovengenoemde toetssn 

kan men vinden in MANN [4] en KENDALL [3]. Het rekenschem:=:i 
is grotendeels ontleend aan DIXON en MASSEY [1 J. Al dezc: bockun 

bevattcn tabellen van de F-verdeling. Deze verdeling is hut 

uitvoer:,.gst getabelleerd J.n FISHER en YATES [ 2] . 
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