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I. Stellingen van Kuhm en Tuckeraq)

1. Definities en notaties.

1.1. Als f(x) en gk(x) (k = 1,...,m) willekeurige differentieer-
bare functies, gedefinieerd over een n-dimensionale
Evclidische ruimte zijn, dan worden de volgende groot-
heden gedefinieerd:

gb(x’y): F<)<)+§ yqu(X) ---- >/=<\/\s >/m>
E&ég::<<b§§?ﬂ)2v5 (2L )>7V>

§><ﬁ analoog.

o, 0 b?(x\ _______ NAYIES )
(Q >" ’ ( DX >2
?5K9k (¥<:Wa~-~~jrn) analoog.

1.2. Y(x,y) heeft een zadelpunt (x,y) als geldt, voor wille-
keurige x en vy,

V(XY =W LYY =W (X,
1.3. De problemen K I en K II worden als volgt gedefinieerd:

K I Maximaliseer f(x) onder de nevenvoorwaarden
gk(x)4409 x>0 (k=1,...,m).

K IT TBepaal het zadelpunt (X,y) van
Z(x,vy) in het gebied (x,y)>0.

1.4. Als u en v beide n-vectoren zijn, dan stelt

n

wW.v = o w, v, het inwendig product voor.
k=" -

2. Inleiding.

Frobleem K I kan als een generalisatie van het lineaire
programmeringsprobleem beschouwd worden.

Kuhn en Tucker {ﬂBj bewl jzen, dat, onder bepaalde voor-

1) De bedoeling van dit memorandum is slechts een overzicht te
geven van een aantal stellingen betreffende niet lineaire en

kwadratische programmering. De bewljzen zijn in het algemeen
geschematiseerd.
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waarden, dit probleem aedquivalent is met de bepaling van een
zadelpunt (x,y) van de functie #(x,y) (zie def.).

Als de voorwaarden i:;O §:>O van K II vervallen en de
nevenvoorwaarden alle door 'nevengelijkheder' vervangen worden,

dan stelt ﬁ(x,y) de Lagrange functie voor uit de analyse
(multiplicatorenmethode).

Zie voor andere generalisaties [1013[17} en [20] , vVoor
. meer analytische aanpak NB}n

3. Jeemmata.
3.1. Voor iledere differentieerbare concave functie geldt:
Foo=Fxy+ o, F. (x =)
Voor convexe functies, onder dezelfde voorwaarden
Gz gEO+ DG (x-X).
Voor bewijs zie bijv. [10] en [45]0

3.2. Lemma van Farkas. Indien iedere x >0, waarvoor geldt bx > O,

ook voldoet aan Ax >0, b, x en A resp. n-kolom vectoren

en m X n-matrix, dan bestaat er een niet negatieve m-
kolomvector u, zodanig dat geldt b = u'h,

Zie voor bewijs o.a. [8] en [14]

3.3. Als\bxxy en\byuf bestaan en continue zijn in (x,y)> 0,
dan zijn (1) en (2) noodzakelijke voorwaarden opdat

(x,¥) een zadelpunt 1s van W(x,y) in het gebied

(x,7) >0

(1) O W= bxw.x = 0
2 5.\ 20 DLW.y = 0.
( ) E-y\%/,/ byu‘, v

(1) en (2) noemt men ook wel de voorwaarden van Kuhn en
Tucker.

prﬁretcu zijn analoog gedefinieerd als bxﬁ etc, Het
bewijs volgt ult de Taylorontwikkeling van W in x en y af-

zonderli jk en het feit dat Y maximaal in x en minimaal 1s

&

in y voor (X,7).
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3.4, Als w(x,y) concaaf is in x en convex in y en‘bxqf en
dyul bestaan en continu =zijn in (X,y) >0, dan is de
geldigheid van de voorwaarden van Kuhn en Tucker in
(X,¥) noodzakelijk en voldoende opdat ¢(x,y) een zadel-
punt van'w%x,y) is.

Noodzakeli jkheld zie Lemma 3.3,

QMX“T};{yﬁay)+E&gf(Kh9) (L 3.1.)
= WX, (L 3.3. en x=0)
= WX, Y) = D\ = (y- ) (L 3.1.)
= WY (L 3.3. eny=>0);

dus ook voldoende.

3.5. Opdat x >0, gk(i):ac k=1,...,m, een oplossing is van K I,
is het voldoende, dat er een ¥ >0 bestaat zodat (X,y) een
oplossing is van K II waarin ¢(x,y) concaaf is in X voor
(x,y) >0 terwijl bxqj en?qu; bestaan en continu zijn in
(%,7) .

Aeguivalentie K I en K IT,.

Stelling 4.1.

Als f(x) en gk(x) k=1,...,m) continu differentieerbaar
zijn voor x »C, f(x) maximaal is voor x = X en gk(i);;oJ
X0 (k=1,...,m), dan bestaat er een m-vector y>O0, zodanig
dat @(x,v) in (X.y) aan de voorwaarden van Kuhn en Tucker
voldoet.
-

Voor ke /A en je  geldt gk(i = 0 resp. ij = 0, len

z1Jjn deelverzamelingen van resp. {ﬂﬂa,.ﬁm} en {150.,,n}°

a) Stel A=T=@. Voor y=0 wordt aan de voorwaarden van K en T
voldaan. (¢ is de nulverzameling)

b) Stel (één van) beide (is) zijn niet gelijk aan de nulverza-

meling. £(%) is maximazl dus: — O, Fdx > o,
bﬂ%dX;;o ke /N
. ©><J z0  Jel”

A

X + dx is een vector waarvoor geldt gk(i + dx)>0

k=1, ...,Mm;




of', anders geschreven

~o,fF.dx s o
bXQLd>izzO ke A gej is een vector waarvan de jde
ejcﬁx > O jel” jcomponent 1 is en de overige nul zijn.

Pas nu Lemma 3.2. toe

= o _
(1) ._by_f:k/‘, (ch\j}kak%»?—;\Qj‘\/\/

€A J

(uk en W zijn niet negatieve scalairen)

Definieer nu y = (iqgaa.,ﬁm) en %:@%w'vﬁn> met

v, = u,_ voor Ke /A W. = w. voor
Tie = Y

) e [
J J >

i,k = 0 voor K é‘:v./\& W! = 0 voor \J\étr—' o

Met behulp hiervan kan (1) als volgt beschreven worden

rm
e -
of+> 2,9,y +W=0 (Y >0, W >0

>, = ng_ykdr\,\/ = O

(3) W.X=0 want W,-0 voor X,LC (zie def. w)

O,P. X = OF K42 ( 0.9, YOX =DF %42 (B, F, YR+ WX =0

k= b Jrr T
(4) \Cyiﬁr(ﬁy(iﬁ=. A,}nga§;© (zie voorwaarden stelling)
K v - R
) Oy =0 want y.=0 als g.(x)#0. (zie def.)
v ] ;

Uit de formules (1),...,(5) volgt dat aan de voorwaarden van
K en T voldaan is.

Stelling 4.2.

Als de functies f(x) en gk(x) (k=1,...,m) concaaf en
continu differentieerbaar zijn in het gebied x> 0, dan zijn de
problemen K I en K II aequivalent.

Stel X I heeft een oplossing X »0. Volgens stelling 4.1.
bestaat er een y> 0, zodat #(x,y) in (x,y) aan de voorwaarden
van K en T voldoet, m.a.w. K II heeft een oplossing volgens

Lemma 3.4, Als K II een oplossing (X,¥)> O heeft, dan wordt aan
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de voorwaarde van K en T voldaan (Lemma 3.3.); m.a.w. X is

een oplossing van K I volgens Lemma 3.5,

Toepassing op lineaire programmering.

Voor het lineaire programmeringsprobleem luiden K I en
K II als volgt:

n
K I Maximaliseer f(x) = >_ e
=
3 . N — 5
onder de nevenvoorwaarden: gk<x/ = k@;—%ﬁ aijj,><3 (K =1.m)
SERS (j.=1 N, 0£men)

of met vectoren (zie [6]):
K'I Maximaliseer c.x.

onder de nevenvoorwaarden: [ x + ... + P x =P, (F+0)

K n O (j;1,w_,m)
o
P, is een m-vector. (r=0,1,2,...,n; O<m<£n)

K II FRepaal het zadelpunt (x,y) van:

xyyﬁ_-QuLva/<%ﬁdk

in het gebied (x,¥y)>0. (0<m=n).
K'IT Analoog aan K'I.

Uit de concaviteit en differentieerbaarheid van f(x) en
gk(x), (k=1,...,m) in bovenstaande K I en K II volgt (zie
stelling 4.2.), dat K I en K II voor het lineaire program-
meringsprobleem aequivalent zijn.

Ult de aequivalentie van K I en K II volgt dat onderstaande
problemen dezelfde optimale waarde hebben, en beide opgelost
worden door het zadelpunt van #(x,y) (zie boven).

. . <
Maximaliseer 2 C X, Maximaliseer -2 by,
J=t gl k=t o
onder ¥ Ay, X ;£ b, onder 2 A, Y > C;
Jh=t le=1 v ’ Y
e %> 0

[=17...,n k=1, ..., m J=t,...,n k=1,

Het is eenvoudig in te zien, dat voor de Lagrange functies

van beide problemen resp. Pq(xyy) en ¢2(y9x) geldt:
O, (xy) = P(xy) en P, %) = =Py




en

Hierult volgt het gestelde.
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