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1. Inleiding 

Indien men het aantal cellen van een gegeven soort wil schattu~, 

dat zich b,v. in een mm3 vloeistof bevindt, brengt men een kleine hoP­

veelheid van de al of niet verdunde vloeistof in een telkamer en te~t 

onder het micros coop hoeveel cellen zich in dit volwne bevinden. I:-1 

de practijl{ is een telkamer door een serie roosters in kleine en s;1_"', 1~ 

vierkantjes verdeeld; men telt dan bij leucocyten b.v. de aantallen~ 

die voorkomen in 144 van deze vierkantjes. 

In dit rapport zal de nauwkeurigheid warden besproken van d2 

tellingsmethoden, welke voor leucacyten als routine-methoden wor~2n 

gebruikt. Verder zal de nauwkeurigheid van een methode, waarbij ~e 

waarnemingsresultaten grafisch warden verwerkt, warden besprakPn, 

Indien hier over nauwkeurig;_1eid vwrdt gespral{en.:i wil hiermede 

alleen aangeduid wapden, welke conclusies zijn te tr>ekken 1Jit ge;::::'::',VCi, 

telresultaten, indien verdelingsfauten, pipetfauten, etc., bui~P~ be­

schouwing warden gelaten, 

2. De Poisson-verdeling 
In de regel maakt men bij tellingen de ondePstelling, dat het 

aantal cellen in ~~n vierk~ntje van de telkamer een POISSON-verd0lir~ 

bezit, dus dat de kans dater r cellen in een vierkantje zullen ~o~ • 

den geteldJ gelijk is aan 

( 1 ) 

waarbij ~ een parameter 

lingsresultaten zal men 

Over de onderstelling 

tuur O a E ABBn ( "IP7R) j t:o ~ " - ~ _'.....J u J L :; 

and W.E. GARREY (1935), J. 

; r=O, 'l, . . . ,, 

De v,2r1'iacht::..ng van I:_ 1s >\ , Uit de 

schattinc van \ Nillen berekenen. 

teJ-

(1) best□ at een grate hoeveelheid li~c~a­

S'I'UDENT ('1907), W.R. BRYAN, L.L. CHPSl\'.r.: 

BERKSC}>J ( 191:.l~) 3 H. 0. LANCASTER ( 1950) . In 

het algemeen wordt in ds literat1rur opgegeven, dat (1) een goed modGl 

is van de werkelijkheid, en dat afwijkingcn ec~st dan een rol gann 

spelen indien de cellen klonterj_ng ver>tonen ( thrombocyten) i do.n 1Jcl 

dat het aantal celJen per t2lLamcr te groat is; zodat de cellen eJ­

kaar verdringen. Voor leucocyten vindt men in de regel apgegeven, 

dat gaed voldaan is aan ("I). Aan ans vierden nog 9 tellingsresul tc.1·~e11 

voorgelegd .. Ieder van deze resultaten bestond uit de 144 aantallP~, 

zijnde de aantallen getelde cellen per vierlrnnt,je. 

Aan de hand van deze tellingsresultaten hebben wij getoetst in 

hoeverre er aanwijzingen zijn, dat aan (1) niet is voldaan. De tacts 

die hierbij 1s taegepast ic beschreven in h~t als bijlage tacge78~~~n 
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memorandum S 73 (M29)., paragraaf 2. De gevonden waarden van de {', 2 

toetsingsgrootheden zijn met de bijbehorende overschrijdingskansen 

vermeld in tabel I. Eveneens is vermeld het resultaat van het com­

bineren van de negen toetsen door optellen van de 12 toetsings­

grootheden. 

Tabel I: Resultaten van de toetsen voor de hypothese (1) 

telling )(,2 aantal overschrijdings-
vrijheidsgraden kans k 

I 1BJ85 8 0,015 
II 2.,26 7 0,95 

III 5,58 7 0.,59 

IV 9,95 8 0,27 

V 6,42 6 0.,38 

VI 4,12 9 0,90 

VII '12.,65 8 0., 13 

VIII 10.,65 7 o, 16 

IX 4.,07 8 o,86 

gecombin. 74,55 68 0,25<k<O,JO 

Uit de tabel blijkt, dater geen duidelijke aanwijzingen zijn dat 

de hypothese (1) zou moeten worden verworpen. 

In de volgende paragrafen zal warden ondersteld, dat aan onder­
stelling (1) is voldaan. 

3. De gebruikelijke tellingsmethoden 

J.1 Volledig tellen 

Men kan uiteraard de aantallen cellen in de 144 vierkantjes tel-

len, hetgeen als waarnemingen geeft: ~ 1 , ... ,x144 . Het gemiddelde 
144 

is een schatting 

~­
L_ X 

1::::1 

Ieder der x. heeft een verwachting A en variantie \ , zodat 
-l 

indien 
144 

de waarnemingen onderling onafhankelijk warden ondersteld 

~ x. ~en verwachting '144 A en variantie '144 >\ 
. -l 
1 ~ 1 144 

bezit, en dus 

1""? x. een verwachting 
l'-t'-t l==1 l 1 

een variantie 744 A . De 

A 

>,(zodat )\A e<:;n zuivere schatting is) en 
I _:l_\/\ spreiding van AA is dus ~VA. 
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3.2 Gedeeltelijk tellen 

Waar volledig tellen vrij bewerkelijk is, volstaat men in 

de medische practijk in de regel met het tellen van 2 x 25 vier-
-" 

kantjes. Hierbij berekent men een schatting \ 1 uit d~ telresul-

taten van de eerste 25 vierkantjes en een sc.Ahatt,,.._1ng )\ 2 uit die 

van de twee de 25 vierkant jes. Het ve rschil ), 1 - ~ 2 gee ft tevens 

een indruk van de nauwkeurigheid. Wij zullen alleen de schatting 
./'\ A .--'\. 

A =-1-(>-+>1) -B 2 --1 -:2 

beschouwen, welke een verwachting A en spreiding ~bezit. 

4. Andere tellingsmethoden 

Een snelle en waarschijnlijk weinig nauwkeurigc schatting 

verkrijgt men bijvoorbeeld door alleen te tellen hoeveel vier­

kantjes geen cellen bevatten. Is dit aantal r 0 , dan is de schat­

ting te berekenen uit A 

_)I 
e 

r' 
0 

= 144 J 

dus 
A l"o 
I\ -- Jn - - l1f1+ • 

Is r 0 zeer klein, dan zal deze schatting zeer slecht zijn, maar> 

dan kan men ertoe overgaan ook 1" 1 , het aantal vierkantjes met 1 

eel te tellen en de vergelijking 

--~ 
e + 

\ _J 
I\ 8 = 

op te 1ossen, hetgeen grafisch op eenvo;,.:dige wiJze kan geschieden, 

Door G. GRIMM ( ,,1958) is een methode aangegeven om uit de tel., 

lingsresultaten op zeer vlugge wijze grafisch een schatting te b2-

palen~ In ~e &~afiek die men hiervoor nodig heeft (zie figuur 1) 
"It-A-·-- _ )1 )_ ,t \ 

is +- e --:n·· ui tgezet voor X=O, 1:;. , • tegen 11 ,. 
J.=:O .L , 

ZiJn de aantallen vierkantjes met 0,1,2, ... cellen resp. 

r 0 ,r1 ,r2 ~ ... , dan zet men langs de verticale as uit de cumulatie­
fi;,acties 

l"o+r1+r2 
144 '· · · 

r 0 + ... +r. 
en trekt voor j=0,1,2, ... door het punt 144 J een horizontaJG 

lijn,• tot waal" deze de lijn voor X=j snijdt. Dit snijpunt zij S .. 
J 

Men trekt nu de verticale lijn, welke zo goed mogelijk aansluit ;n,, 
A 

S0 , S 1 , . , . • Bet snijpunt met de horizonta le as gee ft nu .\ . 
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Deze methode zal alleen dan een vereenvoudiging zijn, indien 

men niet alle aantallen r 0 Jr1 , ... , zal tellen. Waar bij de gebrui­

kelijke wijze van werken bij leucocyten ~ ongeveer 2 is 3 is een mo­

gelijke eenvoudige methodiek: alleen r 0 ,r1 en r 2 tellen (methode c2 )o 

Wij hebben getracht een indruk te krijgen van de nauwkeurigheid van 

deze methode. Ook is hierbij nog nagegaan in hoeverre het tellen 

van r 0 , ... ,r3 (methode c3 ) aanleiding geeft tot een essentieel 

nauwkeuriger methodiek. De resultaten van dit onderzoek zullen in 

de volgende paragraaf besproken warden. 

5. Nauwkeurigheid van methoden c2 en c3 
Waar het op het oog aanpassen van een rechte lijn aan een aan-

./\ 

tal punten een essentieel onderdeel is van het bepalen van A bij 

methoden c2 en c3 , en waar de~ -coordinaat van de punten s0 ,s 1, ... 

de oplossingen zijn van transcendente vergelijkingen, is het niet 
A 

mogelijk langs analytische weg de variantie van Ate berekenen. Op 

twee manieren hebben wij getracht een indruk te krijgen van de nauw­

keurigheid van de methode. 

In de eerste plaats lrnn men uit de voorgelegde tellingen de 

schattingen vergelijken., zoals deze met de verschillende methoden 

gevonden zouden warden. De resultaten hiervan zijn in tabel II weer­

gegeven. De overeenstemming tussen de verschillende schattingen is 

redelijk te noemen. 

I 

II 

III 

IV 

V 

VI 

VII 

VIII 

IX 

Tabel II: Schattingen van het gemiddelde aantal leucocyten 

per telvierkantje 

berekend uit bere kend uit methode c2 methode resultaten van resul tste n van 
144 vierkantjes 50 vierkant j es 

' 

2,33 2,12 2, 'iO 2.,18 
2.,01 2,08 1.,99 2,09 
1,87 1,98 1, 90 1.,87 
2 ?;:c Ju J 2.,60 2,47 2, 5/i 

1,99 2,08 2, '15 2., 10 
3,08 3., 3,02 3.,00 

·2, 76 3., '16 2 68 , 2,70 

2,66 2,66 2 _,95 2.,80 

2.,64 2 68 ., 2, 7'1 2.,69 

,--, 
v '1 

;i 



-

Voor de methodenc 2 en c3 werd een grotere grafiek gebruikt dan die 

van figuur 1 en met een fijnere schaalindeling voor A., zodat de 

beide decimalen verantwoord zijn. 
De getallen in tabel II geven evenwel geen volledig beeld van 

de nauwkeurigheid. Een betere indruk daarvan verkrijgt men door het 

uitvoeren van een steekproefexperiment. 

Een waarneming van een POISSON-verdeling met par•ameter A kan 

men verkrijgen door een aselect getal., 1., te kiezen met O& 1 < 1., en 

die waarde van mop te zoeken, waarvoor voldaan is aan 

~-j P[ r==r ]< 1 < f}__ P[r=r J . 
r=O r==O 

De waarneming uit de FOISSON-verdeling is dan m, 

Op deze wijze zijn door ons 10 steekproeven van ieder 144 waar­

nemingen getrokken ui t een ?.OISSON-verdeling met ~ =2., 0. Iedere reeks 

van 144 waarnemingen is nu beschouvJd als een uitkomst van een telling. 

De schattingen van de gemiddelden volgens de verschillende methoden 

bepaald zijn vermeld in Tabel III. Daarbij is voor methodenc 2 en c 3 
de schatting bepaald door twee personen (nr 1 en 2)., onafhankelijk 

van elkaa r. 

Tabel III: Schattingen van het gemiddelde aantal witte 

bloedlichaampjes (Steekproefexperiment) 

berekend uit berekend uit bepaald volgens methode GRIMM 
alle 144 2 X 25 
waarnemingen waarnemingen 

2,18 
2.,08 
1.,90 
1,99 
2.,17 
1.,91 
2,17 
2.,12 
2,09 
2.,08 

Elt -
s ·. -·s 

SA 0,120 

u1- 0.,117 
./_\ 

persoon 

2;16 2 16 2., '12 J 

2,16 2.,32 2,00 
1.,80 1.,96 1.,99 
1,80 2, ✓16 2.,03 
n 0c3 c, c.. 2.,24 2.,09 
1,80 1,96 1.,93 
1.,72 2.,16 2.,05 
2.,24 1., 44 2, '12 
2.,28 2,08 2,05 
2,24 'l, 68 2,01 

-

-

' 
O, 171·"'-. 

0,200 

'"' * ) s..-.. is de spreiding van >, 

*) sA = V s~+s; 

c2 

1 persoon 

0.,055 

0.,084 

O 100,'f 
J 

:, 
-
+'A 1 2 
2 

2,16 
2,21 
1;96 
2,07 
2.,17 
1,92 
2 .• '11 
2.,16 
2.,05 
2,03 

2 

c3 

persoon ✓1 persoon 'l 
C 

2,19 2., 16 
2,07 2.,16 
1.,89 1.,88 
2.,00 1., 99 
2.,08 2., 13 
1,94 1 .,93 
2.,08 2 '14 , 
2.,08 2 ..9 '] 1 
2.,04 2,08 
2.,00 2.,01 

0,026 

0,099 

* 0, 102 

-

I 

' 

; 

i 
J 

i 
! 

i 
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Met behulp van variantieanalyse kan men uit de resultaten, 

vermeld in de laatste vier kolommen van tabel III de invloed van de 

steekproeffluctuaties scheiden van die van het uitzetten in het 

nomogram, het trekken van de lijn en het aflezen. Daartoe stellen 

wij, dat de gevonden schatting x .. bij steekproef i (i=1, ... ,"'l0) 
-lJ 

door persoon j (j=1,2) voorgesteld kan warden door 

xij = 2 + ~ i + ~ ij · 

Hierbij is f 1 de invloed op de schatting ten gevolge van het feit, 

dat het een steekproef betreft ui t een POISSON-verjeling met )1 =2. 

VePder is E,,,. de bijdrage tot x. ,, die wordt veroorzaakt door de 
- lJ -lJ 

onnauwkeurigheden, geintroduceerd door de grafische bepaling van de 

A. Wij onderstellen: Ef 1=0; E c1~os_; E~ij=O, E i 1 }=o\2 voor 

alle i en j. Nooit onder-stellen wij, dat alle E ~ en c. ~ onderling 
- .L - lJ 

onafhankelijk zijn. Het schema van de variantie-analyse is dan: 

bran van variantie som van kwadraten aantal vrij­
heidsgraden 

verwachting v ,cl .I 
gemiddelde som i 
van kwadraten i 

tussen steelcproeven 1, 22,~(x,-2) 2 
l l· 

10 

tussen personen 
; ~--- 2 
i L-- ( X, , -X, ) 
: i, .i l J :t 

10 

totaal 
I -,, --· ') 

I . ( ') ) ,_ 2_ __ X, ,-c.. 

i iyj lJ 
20 

HierbiJ" is x,='; 2- x ,, De schattingen s en s, van u en er; die 
l' '- J..J S C S t -

op deze wijze warden b~rekend, ziJn opgenomen in Tabel III. Men ziet 

dat de steekproeffluctuaties relatief groat zijn ten opzichte van de 

teken- en afleesnauwkeurigheid. 
.A 

Gaat men er vanuit, dat bij ieder telresultaat ~~nmaal een ~ 
A 

wordt bepaald,dan is een schatting van de variantie van deze ~ 
9 2 2 S(__ - c-: L S ), -- '-'t ·, ' s 

,'\ 

Uit Tabel III volgt dat de gevonaen variantie van de~, bepaald 
,1 

verschilt van die van de/\ verkr'egen uit met methoden Cn en C~ weinig 
{::. _) 

volledige tellingen, maar wel aanzienlijk kleiner is dan de gevonden 
/\ 

variantie van de~ verkregen bij telling van 50 vierkantjes. 

Bij d1t steekproefexperiment werd steeds\ =2,0 gebruikt. Daar 

men geneigd is bij het aflezen af te ronden naar een naastbijliggend 
/\ 

I 
j 
I 
I 
I 

I 

geheel getal, kan dit mogelijkerwijs de variantie van de~ van methoda: 

c2 en c3 gunstig hebben beinvloed. Daarom hebben we een tweede steek­

proefexperiment verr1cht 3 ditmaal met 20 tellingen met een aantal 

waarden van ,.\ . De uitkomsten z1jn vermeld in tabel IV. 



-7-

Tabel IV 

Tweede steekproefexperiment 

telling \ methode telling ,,\ methode /\ 

c2 c3 c2 C3 

1 2,36 2,30 2,33 11 2.,03 2.,15 2,04 

2 2.,36 2,28 2,25 12 2,03 2.,26 2.,26 

3 2.,36 2,40 2,39 13 1 .,91 1,87 1,84 

4 2.,36 2.,37 2,36 14 1.,91 1,87 1, 83 

5 2,64 2.,47 2,47 15 1.,91 1,82 1,85 

6 2.,64 2.,59 2.,60 16 1,91 2,08 2,11 

7 2,64 2,67 2.,74 17 2,15 2,22 2,18 

8 2,64 2.,50 2,51 18 2,15 2.,14 2.,26 

9 2,03 2,32 2.,29 19 2.,15 2,21 2,24 

10 2,03 2,07 2.,01 20 2., 15 2,07 2,08 

We vinden voor methode C 

(1.-A.) 
l l 

s1 = 20 = 0,12 

en voor methode c 3 eveneens 

SA = 0,12 , 

hetgeen zeer goed aansluit bij de resultaten van Tabel III. 

Van enig systematisch verschil in nauwkeurigheid tussen methode c2 
en methode c3 is geen sprake. 

Daar hier steeds 4 waarnemingen van methoden c2 en c3 bij ~~n 

waarde van A zijn verricht, stelt dit ans in staat te toetsen of 

bijv. methode c2 even nauwkeurig is als het tellen van 50 vierkant­

jes. Stellen x. 1 , ... ,x. 4 de 4 waarnemingen voor bij A= A. (i=1, ... ;:i); 
-l, -l, l 

dan heeft 

( X. 1- A. ) 2 
l, l • 50 

i 

onder deze nulhypothese een X, 2-verdeling met 20 vrijheidsgraden. 

De waarde berekend uit Tabel rv is 6,l~, en heeft een tweezijdige 

overschrijdingskans =0,004. De nulhypothese kan hier dus verworpen 
" warden ten gunste van de hypothese dat methode c2 nauwkeuriger is. 

Vergelijken we de gevonden spreiding uit Tabel IV op dezelfde 

wijze met die welke men vindt bij het tellen van 144 vierkantjes,dan 
wordt de toetsingsgrootheid { 2=18.,5., met een tweezijdige overschrij­

dingskans van 0,90. 
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Opmerldngen 

1. De schattingen van het gemiddelde, die men op de gebruikelijke 

wijze verrich t, zi jn 11 verdelingsvrij 11 • Dus oak a ls de te 1 resul ta ten 

niet POIS30N-verdeeld zijn, maar - zoals dikwijls voorkomt - een 

NEYMAN A-verdeling bezitten, dan blijft een gemiddelde een zinvolle 

grootheid. De methode van GRIMM heeft deze eigenschappen nietJ daar 

men werkt met een nomogram, dat zeer bepaald alleen voor de POISSON­

verdeling geldig is. 

2. Omgekeerd geldt: wanneer de ligging van de punten in het nomogram 

een POISSON-verdeling onwaarschijnlijk maakt, houdt dit een waar­

schuwing in voor de onderzoeker, dat het monster niet goed geschud 

is, of dat k:lontervorming is opgetreden. 
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Statistische Afdeling 

S 73 ( M 29) 

1 , Inle iding_ 

Enkele toetsen voor de hypothese, dat 

een groep waarnemingen een steekproef 

uit een Poissonverdeling is. 1 ) 

door J. van Klinken 

Een stochastische grootheid x bezit een Poissonverdeling, 

indien voo~ x = 0,1,2 ... ge~dt: 

-A,x 
e I\ ( 1) 

Hierbi~ ~s \ t cem elde van de verdeling. Ook het kwadraat van 

de spreiding van x (de variantie) is gelijk aan A. 
In dit memorandum warden enkele toetsen beschreven.van de 

hypothese ~, dat een reeks waarnemingen x~, ... ,x een steekproef 
Q I D 

ui t een ~3.,0; 1 ·1crdc1::_ng met end gemiddelde A is. De verzame-

ling van altcrnatieve hypothesen waarvoor de toetsen onderscheidend 

zijn, bevat o.a. de hypothesen H, dat de waarnemingen x 1 , ... ,x 11 uit 

verdelingen komcn, a ij het quoti~nt van spreidingskwadraat en 

gemiddelde g~oter n 1 is. Zoals uit de eerste alinea van deze 

paragraaf volgt, is dit quotitnt voor een Poissonverdeling juist 
, , 0 1 • - :3 een. o.z ZlJn c.e toetsen onderscheidend voor de alternatieve hypo-

thesen, d2~ de w~arnc i uit verschillende Poissonverdelingen 

a f s t i ,~ ~~ i ,J n . 

D2or de toetsen 3 die in de volgende paragrafen beschreven zul-

len warden, niet voor alle waar van n, het aa al waarnemingen, 

iken zijn, zullen wij de vol-en :n, de som 

a) 
m groat -
n 

b) 
n 1.clein 
n 

r v1aarnerni 

{ ),"<'_, V < V .L 
\ 12 :.:= .[',,,_~ T . .ls. 2 

n te 

' T 

1) men n beide groat 

) 

2) m 2n n of ~~n van beiden klein. 

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori~ntatie en streeft 
nie t n:.:, 2r ,.rol lsdi ,eic1 of vol lPd ige exac the id. 
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In par, 2 zal het geval a besproken warden, terwijl in par. 3 
en par. 4 b aan de orde komt; par. 5 geeft beknopte afleidingen van 

enkele der gebruikte formules, par. 6 geeft literatuurverwijzingen, 

waarnaar door cijfers tussen vierkante haken verwezen wordt. 

2. Benaderingsmethoden voor m groat, .. n 

Voor het geval, dat m betrekkelijk groot is kan een goede n 
benaderingsmethode gegeven worden, Deze benadering is reeds zeer 

goed gruikbaar wanneer ~ grater dan 5 is (Vgl. [ SJ). 
Laat x het gemiddelde van de wasrnemingen zijn en verder: 

d = ± (xi- x)2 ( 2) 
i=1 X 

dis afhankelijk van de waarnemingen x 1 , ... ,xn en is dus, indien 

wij alle mogelijke resultaten beschouwen, een stochastische groot­

.heid, hetgeen wij aangeven door onderstreping: d; de gevonden 

waarde wordt zonder onderstreping geschreven. 'Is H juist, d.w.z. 
0 

komen de waarnemingen uit een Poissonverdeling, dan bezit d bij 

benadering een )(_ 2-verdeling met n-1 vrijheidsgraden ( vgl. [6 ]) . 
H zal met onbetrouwbaarbeidsdrempelo< verworpen worden, als voor 

0 

de gevonden waarde d geldt: 

d ~ 12, 
o( 

waarin de bij gegeven oz en n-1 behorende waarde 1} in een tabel 

van de 1, 2-verdeling kan worden opgezocht ( zie [11]). 

3. De exacte methode (m of n klein). 

De toetsingsmethode, die in deze paragraaf beschreven zal 

worden is exact, d,w.z. geen benaderingsmethode, In principe is ze 

uitvoerbaar voor alle waarden van n en m. In verband met het beno­

digde rekenwerk is ze echi::er alleen practisch te gebruiken, wanneer 

minstens i~n der beide getallen men n klein is. 

De som der waarnemingen m = x 1 + x 2T ... + xn is een stochasti­

sche grootheid (m); daar ze van de waarnemingen afhangt. Vij be­

schouwen nu al die waarnemingsuitkomsten waarbij m een bepaalde 

vaste waarde m heeft (voor deze waarde wordt bij toepassing van de 

toets de bij het experiment gevonden waarde genomen), Men kan dan 

bewijzen dat, onder onze hypothese H0 de volgende formule geldt: 



m! = -m n 

- 3 -

( 3) 

In woorden: onder de voorwaarde, dat m de waarde m heeft en onder 

hypothese H0 , bezitten de grootheden x 1 •.. ,yxn de door (3) gegeven 

verdeling. Dit is een multinomiale verdeling met gelijke kansen. 

D.w.z. deze verdeling verkrijgt men oak als m voorwerpen over n 

vakken verdeeld warden, waarbij de kansen van elk voorwerp om in de 

verschillende vakken terecht te komen voor alle vakken even groat 

zijn. De grootheden x~, ... ,x geven dan de aantallen voorwerpen in 
I n 

het eerste, tweede , ... 3 n 8 vakje aan. 

In (3) komt de onbekende grootheid ~ niet meer voor. 

De uitvoering van de toets die op deze waarschijnlijkheids­

verdel1ng berust 3 zetten WiJ uiteen aan de hand van een voorbeeld. 

Veronderstel, dater 6 waarnemingen zijn en dat de som der waar­

nemingen 8 is; dus n=6 en m=8. ij schriJven nu alle splitsingen 

van het getal 8 in 6 get2llen x 1 ,. ,.,x6 opJ waarbij echter alleen 

die splitsingen genoteerd warden waarvoor geldt: 

X >x>x> x 
--i= '2= 3=· ·· 'n• (4) 

j krijgen dan tabel I; de gevolgde systematiek is duidelijk. 
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Tabel I 

splitsing x1 x2 x3 X4 x5 x6 
no 

1 8 0 0 0 0 0 

2 7 1 0 0 0 0 

3 6 2 0 0 0 0 

4 6 1 1 0 0 0 

5 5 3 0 0 0 0 

6 5 2 1 0 0 0 

7 5 1 1 1 0 0 

8 4 4 0 0 0 0 

9 4 3 1 0 0 0 

10 4 2 2 0 0 0 

11 4 2 1 1 0 0 

12 4 1 1 1 1 0 

13 3 3 2 0 0 0 

14 3 3 1 1 0 0 

15 3 2 2 1 0 0 

16 3 2 1 1 1 0 

17 3 1 1 1 1 1 

18 2 2 2 2 0 0 

19 2 2 2 1 1 0 

20 2 2 1 1 1 1 

Elke splitsing (d.w.z. elke regel) bevat een aantal groepen van 

gelijke getallen. Noem de aantallen gelijke getallen in elk van 

de regels k1, ... ,k 1. In de eerste regel b.v. is k1=1 en k2=5, in 

de tweede k1=1, k2=1 3 k3=4. Iedere regel vertegenwoordigt, indien 

wij de voorwaarde (4) opheffen, een aantal splitsingen met dezelfde 

waarden van x als in deze regel aangegeven staan, maar nu in alle 

mogelijke volgorden. Het aantal verschillende vo1gorden (dus het 

aantal splitsingen) 3 behorend bij een regel, is 

K = n~ 
k1 ! . • • k 1 ! 

Nu wordt bij elk van de splitsingen uit tabel I de daarbij behoren­

de kans P uit (3) berekend en vermenigvuldigd met de met die regel 

corresponderende K. Voor iedere regel wordt op die wijze een getal 



- 5 -

verkregen, dat, onder H en onder de voorwaarde m=m, de kans voor-
o -

stelt op een der door die regel vertegenwoordigde splitsingen. De 

zo verkregen kansen warden vervolgens geplaatst in een rij naar 

fd 1 d d __ 2 2 2 (. . . . d l , h t a a en e 11'laar en van X=x 1 +x 2 + ... +xn bi J ie ere rege oe oar 

een waarde van S). Dit is uitgevoerd in tabel II. 

'I'abe 1 II 

1 o5 . P 
CC" 

no s K 1 o::i, IL P. 

1 64 6 0 0 

2 50 30 0 1 

3 40 30 2 51 
4 38 60 3 -198 

5 34 30 3 99 

8 32 15 l~ 62 

6 30 1 10 1200 

7 28 60 20 1200 

9 26 120 '17 2004 
------ ------

___ .._ __ --------- ----------
'10 24 60 25 1501 

13 22 60 33 19 
✓11 22 ✓1ao 50 9004 

14 20 go 67 6003 

'12 20 30 100 3001 

15 '18 '180 '100 -rn 
'18 16 -15 150 225'1 

'16 120 200 21~010 

'19 11+ 60 JOO '1 

17 1J+ 6 400 1 

12 15 600 c, _:; 

Er dient nog opgemerkt te warden, dat biJ verschillende 

splitsingen gelijke wasrden van S kunnen ehoren; in dat geval is 

gerangs~hikt naar opklimmende waarden van P. 

Een kritieke z6ne me~ onbetrouwbaarheid d wordt nu gevormd 

door de splitsingen in de volgorde van tabel II bij elkaar te nemen 

tot~ nag Juist niet overschreden wordt. Als voorbeeld nemen wij 
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cl= 0, 05, Wij sommeren nu de kansen in de laatste kolom van tabel II 

tot en met de kans, waarbij de gevormde som nog juist niet grater 

dan 0,05 is; in ons geval behoort de laatste kans die nog gesommeerd 

wordt, bij de splitsing met nummer 9, De splitsingen boven de stip­

pelliJn en de splitsingen die hieruit ontstacn door indices verwis­

seling, vormen nu de kritieke zone. De Juiste onbetrouwbaarheid is 

iets kleiner dan 0,05, en wel 0,048. 

De kritieke zone bestaat dus in de eerste plaats uit grate waarden 

van S, terwijl van twee regels met gelijke Sin de eerste plaats de 

regel met de kleinste P bij de kritieke zone genomen wordt. 

Het is verder duidelijk, dat men niet alleen een kritieke 

zone kan construeren, maar biJ gegeven resultaat ook een overschrij­

dingskans kan berekenen. Deze is gelijk aan de onbetrouwbaarheid van 

de kleinste kritieke z6ne van het beschreven type, die dit resultaat 

nog juist bevat, 

Voor de berekening van een overschrijdingskans is het in het 

algemeen niet nodig om een volledige tabel, zoals tabel II op te 

stellen, in de regel kan met een gedeelte ervan warden volstaan. 

4. Benaderingsmethode voor zeer grate waarden van n en m. 

Het kan voorkomen, dat men bij een bepaald experiment een groat 

aantal wa arnemingen verkri Jgt, waarbi J ~ < 5 is. De in par. 2 be­

schreven benaderingsmethode is ~u niet te gebruiken. Oak de exacte 

is veelal voor dit geval veel te omslacht . Soms kan nu evenwel 

met voordeel gebruik gema warden van een methode die berust op 

het aa al nullen onder de waarnemingen. Het aantal nullen is een 

stochastische grootheid h. Men kan aantonen, dat onder H en de voor­
o 

waarde m=m 2 dat de som van waarnemingen een vaste waarde m heeft, 

e geldt: de volgende benader 

pr h = 
- m 

h I 
A , 

m = m_; HJ~o e-h'An 
0 - • 

waarbij \ /\ = ne n is ( zie [ 2 ], [ ) . (5) 

In woorden: Onder en de conditie, dat de som der waarnemingen m 

is, wordt de verdeling van het aantal nullen h, ij benadering ge­

geven door een Poissonverdeling waarvan de parameter 

m 
n n is. 
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Grote aantallen nullen wijzen in het algemeen op een te grate 

spreiding in de waarnemingen. Onze kritieke z6ne zal dus moeten 

bestaan uit grate waarden van h. BiJ gegeven onbetrouwbaarheid ~ 

wordt de kri ti eke zone gevormd door de waarden h ~ ho( ,waarbi j ~ 

het kleinste getal is waarvoor geldt 
C-0 I L e_/\,>,_h ~ o< 

h=ho< h'. 
( 

m 

~ = ne n ) . 

h~ kan gemakkelijk met behulp van een tafel voor de termen van een 

Poissonreeks bepaald warden [ 7 ], 

5. Enkele mathematische details 

Deze paragraaf geeft enkele beknopte afleidingen van de in 

de vorige paragrafen voorkomende formules. 

Onder H bezit elk der x. de verdeling 
0 \ -1 

-11 \ X. 

P [xi =xi / Ho] = e x . ~ l 
l 

( 6) 

Dex. ziJn onafhankeliJk verdeeld. De simultane verdeling wordt dus 
-1 

gegeven door 

P [x 1 = xj_; (1=1;.,. _.n) j H0] --

n 
-- TT 

i=1 

->- )x. e I l 

:x ' ~ 
l X.; 

l 

Onder H bezit ook m 
0 

n 
~­

= L­
i=1 

x. 
-1 

een 

parameter nA. 

Hieruit volgt: 

Nu geldt: 

p [xi 

P [xi 

I 
= m I 

= X 
i 

= X 
l 

( i 

( i 

= e-nA (nA)m 
m! 

1 ;n) -· .. , 

'1 ; .nL 

I 
I m ! -

m 

(7) 

issonverdeling en wel met 

( 8) 

7 
m_; -~ J = L 

0 

-- m I Hol 
( 9) 



De teller van (9) kan vervangen worden door 

P[xi = x1 (i = 1, ... ,n) /H0]; 

daar uit x. = x.(1=1, .•. ,n) volgt, dat m=m is. 
-l l 

Derhalve is 

p 
~, 

= X. (i=1, ... ,n) m = m; Ho] = 
-l l -
-n~ Jim -n~ e (n.A)m m! = e -m 
n I = n 
]/, X. • m! .-fi-~ xi ~ i=1 l 

l= 

- 8 -

( 10) 

Dit is formule (3) uit par. 3, De exacte toets is hiermee gewezen. 

(10) stelt een multinomiale verdeling met geliJke kansen voor. 

Het is nu bekend ( [1], [9]) dat in dat geval 

n (x. -x) 2 
d = L_ _l __ 

- i=1 X 

asymptotisch een l 2-verdeling met n-1 vrijheidsgraden bezit. Hier­

mee is de geldigheid van de in par. 2 uiteengezette benaderings­

methode aangetoond. 

De verdeling van het aantal lege vakken, h, wanneer m dingen 

over n vakken verdeeld warden, waarbij de kansen om in de verschil­

lende vakken terecht te komen gelijk zijn, wordt gegeven door: 

[ J n-h 
P h=h = (~) L(-1? 

V =0 
(11) 

m 

Nemen n en m onbegrensd toe, terwijl ~ = ne n begrensd blijft, dan 
geldt: 

- \ ,h 
p [h=h]- e ht/\ -'?0. (12) 

Hierop berust de toetsingsmethode in par. 4 beschreven. De af­

leiding van (11) en (12) vindt men in [2] en [8]. Voorzover bekend 
is deze benadering pas dan voldoende nauwkeurig, indien men n beide 

zeer groot (b.v. beide groter dan 100) zijn. 
Opmerking 1. De beschreven toetsen hebben het karakter van 

voorwaardelijke toetsen metals voorwaarde m = m. Dit is evenwel 

niet essentieel; de voorwaarde kan geglimineerd worden. 

Opmerking 2. Eigenschappen zoals de bruikbaarheid voor verschil­

lende klassen van alternatieve hypothesen worden in dit memorandum 

niet besproken. 
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