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1. Inleidirg
In dit rapport wordt het volgende probleem beschouwd:

Gegeven zijn N boeren, verdeeld in twee groepen A en B ter

grcotte m en n (m+n=N). Groep A bestaat bijv. ult vooruitstre-

VENLIZ en grocp B ult conservatieve boeren.

Teder van deze boeren geeft twee andere boeren op waar hij veel

contact mee heeft. Gevraagd wordt te ondevzoeken of de boeren

overwezerd cont2ct hebben met boeren ult hun eigen groep en wel

I op grond ven het cerstc door de boeren opgegeven contact,

IT op grond ver beide door de boeren opgegeven contacten.

Dit problacm is in de literatuur bekend als het "best friend"
problecm. Ben ultvoerige bpespreking en literatuurlijst zijn bijv.
te vinden hij A. RAPOPCRT (1957).

2. Bepchrij7ing van de tocts

Als toetsingsgrootheid in geval I kiezen we het aantal

. A . . €
boeren dat ecn boer ult zlgen groep kiest. Dus als voor de 1
boer
.. . € el o .
(1 als de i~ boer czen bhoer uilt zijn eigen
(oY ~ | groep kiest
Ve 107 e :
ZO als de 17 boer een boer ult de andere
L zgroep kiest
N
dan is x = 2. x. Ce toetsingsrrootheid.
o A
1=1
In geval II wordt dc tostsingsgrootheid als volgt gedefini-
cord: S% 1 vorr de i boor
o T . s € . e .. . .
2 o7n e 17 boecr 2 boeren ult zijn eigen
groen kilest
[o.0) . _ J 71 eals de i~ boer 1 boer uit zijn eigen en
Vs o - -
. 7 boer uit de andere groep kiest,
. . e .
O als de 17 bocr 2 boeren ult de andere groep
kiest
N
dan is v = »_ vy @& toetsingsgrootheid.
3=
Dz getoctste hypothzrs " houdt in beide gevallen in dat iedere
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boer aselect kilest onafhankelljk van de keuze van de andere
boeren.

In beide gevallen zal de toetsingsgrootheid onder Hoj voor grote
waarden van N en als m en n onderling niet te veel in grootte
verschillen, bij benadering normaal verdeeld zijn, zodat het
voldoende is verwachting en variantie te bepalen. Hiervoor geldt

(zie voor de bewijzen par. 3)

® (EJHQ) _ m(m-1) : n(n-1) 1

N~1
(253) > geval I
Pl -misal |
(N-1)°
en
£ (XwHO) _ 5 m(m—ﬂ)thn(n—ﬂ)
(2:4) | geval IT
2 _ 2mn{N-3
g%y |Hy) =
X‘ 0 (11-1)2

De kritieke zone bestaat uit grote waarden van x (resp. y),
daar HO getoetst wordt tegen de alternatieve hypothese dat de

boeren blj voorkeur uit hun eigen groep kiezen.

In werkelljkheld zullen de boeren, ook als zij onafhankelijk

van de groepen A en B kiezen, niet onderling onafhankeli jk kiezen.,

Als boer 1 boer J gekozen heeft, zal de kans dat boer j boer i

(de waarde onder H Om de invloed van

A )
N-1 o’-
deze afhankelijkheid op de spreiding na te gaan beschouwen we

kiest groter zijn dan

ook de volgende situatie:

in geval I: gegeven dat boer 1 boer J gekozen heeft is de kans

dat boer J boer 1 kiest gelijk zan 1. Wil iedere boer een andere
kunnen kiezen dan moet dus in dit geval N even zijn. De waar-
nemingen bestaan nu dus uit paren boeren, waarbij leder paar een

bijdrage O of 2 tot x geeft en wel

(2 als de twee boeren van het paar tot dezelfde
; groep behoren

(255) ., i‘G

als de twee boeren van het paar tot verschillende

L groepen behoren.
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De te toetsen hypothese Hé 1luidt nu dat deze paren zijn ontstaan

door het aselect zonder teruglegging kiezen van‘g paren ult de

N boeren;

in geval II: gegeven dat boer 1 de boeren j en h gekozen heeft,
is de kans dat boer J de boeren 1 en h kiest en boer h de boeren
i en J kiest gelijk aan 1. Hier moet dus N een drievoud zijn én

de waarnemingen bestaan ult drietallen boeren, waarbij ieder
drietal een bijdrage 2 of 6 tot v geeft en wel

(6 als de drie boeren van het drietal tot één groep
(2;6) behoren, »
2 als twee van de boeren tot een groep behoren en de

derde tot de andere groep.

De te toetsen hypothese Hé luidt nu dat deze drietallen zijnN
ontstaan door het aselect en zonder teruglegging kiezen van £l
drietallen uit de N boeren.

Ock onder de hypothese Hb zullen de grootheden x en y, voor
grote waarden van N en als m en n onderling niet te veel in
grootte verschillen, bij benadering normeal verdeeld zijn. Voor

verwachting en variantie geldt (zie par. 3)

€ (xlHY) = & (x|H)

(257) o o Bun(m-1) (n-1) geval I
) )

en
€ (yIHY) = & (g]Hy)

(2:8) Gz(yﬂﬁb) _ A6mn(m-1)(n-1) geval II.

(N-1)2(10-2)
Uit het bovenstsande blijkt dat
2 2
T (x| HY) d“(y|HY)

2;9) ——= 97 . 207 _ gl
(2;9) Ug(ijﬂo) d2(5_‘%) (N-2)(N-3)

Voor grote waarden van m en n is deze verhouding dus hoogstens

gelijk aan 2.
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3. Bewijzen van de resultaten uit par. 2

3.1. De momenten van x en y onder H,.

De grootheden x en y kunnen geschreven worden 1in de vorm
N N
(3.1;1) x = 2 xy, vo= 2o Yy
i="1 i=1
waarbij x, resp. y,; (i = 1,...,N) gedefinieerd worden door (2;1)
resp. (2;2). Zowel de grootheden X45 ++.,Xy 8ls de grootheden
Y5 oeesdy z1jn onderling onafhenkelljk, zodat het probleem neer-
komt op het bepalen van verwachting en variantie van X5 resp.

li<i =1, ...,N).

Zijn de boeren genummerd van 1 tot m in groep A en van m+1 tot N
in groep B dan is (zie (2;1))

3
N

r ’“ l .‘ (I\—T-__—,T 1 = /], 6 oy M
Fix. =1 H.| =K.
=t 0 ﬁﬂij- io= med,...,N
LN-1
(3.1;2) <
n
[ l _J fm 1 = /13 ;M
Plx,.=01H =
—t v &N%%- i=m+,..,,N
Dus
(-]
. !%:7 i=1,...,m
(3.43) Elxg[Hg) = Blxg[y) o
U\T—j i=m+1, ...,N
en
rn(m_qg i=1,...,m
, 2, 1wy _ ) (N-1) i
(3.1;4) d(§i£ Hy) = 2
X
L

g (Z(:\HC)) _ g ﬁ (Z‘:__" HO) _ m( m—/]gTi‘l;ll(n—/})
(3.1;5) . . lqu ) ( D orm(net) (i-2)
B ~ mn(m-1)-nm(n- _ mn{N-2




Voor de grootheden y,,...,y, geldt (zie (2:;2))

[ (m-1 -2 i
E§—13§§~23 i=1,...,m

TN

A2l - (n-1) (n-2)

] (N—/])(N—g) i:m“%‘/l_,nuu,N

]

3 n{m-1)
(3.1;6) { P{Xizq\HG]

2 "= (7-2)

il

n-1 :
| 2 (NT$§(N22) i=m+, ..., N

" _n(n-1 ,
» j (N?g?(NZE) =1, ,m
L Fly;=olug] = (1)
L(N«ﬂ)(N~2) t=mtd, .., N
Uit (3.1;6) volgt
t R T I
i C‘? (Xi‘HO) =
| LE L E X S |
(3.157)
(en(m-D)(N-3) , 4,
} 5 (9-1)2(10-2) B
| o (Xi‘HO):
\ 2m(n—g)(N—3) i=m+1, ,N
(N-1)7(N=-2)
daus
N
# i) - £ el - 2 metiglont)
i=
N
(3.1;8) 62(, H) = 5 g vl H) = 2om(m-1)(N-3) . 2mn(m-1)(N-3) _
ﬂ Ll¥o 1=1 (Xll o) (N~1)2(N—2) (N—1)2(N-2)
_ emn(N-3)

) (11-1)°
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3.2. De momenten van X en y onder Hi.

Onder de hypothese H) zijn de paren (resp. drietallen)

aselect en zonder teruglegging getrokken uit de N boeren. Als deze

paren (resp. drietallen) in volgorde van trekking genummerd wor-

!
den van 1 tot £\--(respa van 1 tot E) en als u, (resp. v,) de bij-

2 .3
drage tot x (resp. y) van het »® paar (resp. drietal) voorstelt,
dan is
N N
2 3
(3.2;1) X=2_u,, y=2 Y,
v=" v="1]

1) +n(n- 1)(tm- ) (n-2
gy [FlRl - SR o6l SRS
3.232

PEEVZO\Hél = 2 W PLXv=2} NBQ?q
Uit (3.2;2) volgt
N
2
('S(x&&é) - y%i E(u) B = 5.2 “‘%(Q:?gn‘” = m(m‘§2?ﬁm’ﬂ
; N
L E(zfEy) - E(n)m) -
(3.2;3) < v
) E.6{m(m—1)(m—2)+n(n—1)(n 2) | mn }
} =30 N(N-T)(N-2) NGED
{ _ Qom(m—ﬂgf?(n—ﬂ)
Hieruit blijkt dus dat
(3.2:4) E(x|Hy) = E(xlHy) en E(x|H) = € (x]H).

Dit was ook direct in te zien. Ieder der grootheden . (resp. Xi)

heeft onder H) dezelfde (marginale) verdeling als onder H.. Onder

0
HO zijn zlj onafhankeli jk, onder Hé afhankeli jk, wat op de ver-

wachting ven x (resp. y) geen invloed heeft.
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Om de variantie van x en y te berekenen zijn de volgende

momenten nodig
(3.2;5)  E(u[Hy), B(vS|HY), &(u,u|Hy) en &(vv]HY)
voor v #K .

Uit (3.2;2) volgt

r E(Eﬁ‘Hb) _y m(m-1)+n(n-1)

) N(N-7T)
(3.2;6)
\‘c‘i (v2]ry) = 36 Rlo=lpehmla- 0(n=2) o\ qp oo

We berekenen eerst £ (u, J Hy) voory #k. Daar de grootheden u,

slechts de wasrden O en 2 aannemen, 1is

il

(3.257) € (u,u]H) = 4F[u,=2, w2l

Nu is (zie ook (3.2;2))

(m-2)(m-3)+n(n-1) als het y° paar tot
) ol 2‘ - ] (N-2)(N=-3) A behoort
.23 Tu =2 lu =2 o=
(3 =R = 0= m(m-1)+(n-2)(n-3) als het v° paar tot
(N-2)(N-3) B behoort
dus
(3.2;9)  Plu,=2, u,=2|H] =
_om(m=1) (m=-2)(m-3)+n(n-1) Ln(n-1)  m(m-1)+(n- 2)(n-3)
N(N-1)"  (N-2)(N-3) N(N-T) ° (N-2)(N-3)
Uit (3.2;6), (3.2;7) en (3.2;9) volgt dan
(3.2;10) &(x|H) = Z &(uf|ny) +ZZ E(uu,|ny) -
SNy m(m-1)+n(n-1)
=7 N(N-1)

NN gy f m(m-1) (m-2)(n-3)+n(n-1) , n(n-1) m(m—1)+(n-2)(n—3)}
2 L N( (W-2)(N-3) - N(N-T) (N-2)(N-3) °
Uit dg(i) = éfg? - (éfg)g volgt dan na enige herleiding
(3.2511) iy _ 8mn(m-1)(n-1)

(N-1)%(21-3)

T
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We berekenen nu éf(lyX«\Hé) voor v #K. Daar de grootheden v,

slechts de waarden 2 en 6 aannemen, is
(3.2;12) & (x,u,| ") =
- 4P[XN=2,X«=2‘Hé]+24P[zy=2,XK:6IH6J+36P[KV=6,1K=6{H6},

Nu is (zie ook (3.2;2))

/ 3(m-1)(n-2) als precies één van het
f (N=3)Y(N-F) y€ drietal tot A behoort
P{VK—g‘VV—QQHé] =
y \ 3(n-1)(m-2) als precies één van het
(N-3)(N-1) v€ drietal tot B behoort

(MWMmHWB)MEanM4)
(=3 (-1 ) (N-5)

i
| als precies één van het
1 / v€ drietal tot A behoort

\ (m-2) (m-3)(m=-4)+(n-1)(n-2)(n-3)
(N=-3)(N-4)(N-5)
(3»2;13)ﬁ als precies één van het
L v€ drietal tot B behoort

[ (m-3)(m-4) (m-5) m(n-1)(n-2)
(N=-3)(N-4)(N-5)

als het y© drietal geheel

P[sz6liy:63Hé] = tot A behoort

m(m-1)(m-2) +(n-3) (n-4)(n-5)
(N-3)(N-%)(N-5)

L als het v€ drietal geheel
L tot B behoort.

Uit (3.2;13) volgt

- — — | — -l - -
(3.2;57%) Plv,=2, XK—Q\HO] - ﬁ%ﬁ?g?(Nzg) : ?§T3)2§TM§) +
3mn{m-1) 3(m=-2)(n-1)  9mn(m-1){n-1)
TR (W-2) ¢ (W=3) (N-T) N(N-1)(N-2)(N-3)

en

e




(3.2;15)  Ply,=2, v, =6[H)] =
_ _3mn(n-1) (m-1)(m-2)(m=3)+(n-2)(n-3)(n-4)
N(N-1)(N-2) ~ (N-3)(N-4)(N-5)
-1 - - -4) +(n-1 -2 -
- N%&ﬂf}ﬁl?ng , wﬁlﬂn,B%gr;)(%_ir)l NZér)l )(n-3) _
~ 3mn(m-1)(m-2) (m-3) L Jmn(n-1)(n-2 n-3)
T NN (W-2) (W-3) (W-F) T N(N-T) (N-2) (N-3)(N-
en
(3.2;16) P[XN=6, v =61, ] =
ol -2 - -4 -5)+n(n-1)(n-2
i=nie 3)(?N—%§?N3)t)r(ll(ﬂ?53)(n b
-1 (n- - - n- 1) (n-
Uit (3.2;12), (3.2;14), (3.2;15) en (3.2;16) volgt dan na enige
herleiding
(3.2;17) € (v,¥,|HY) -
_ 72mn(m-1)(n-1)+36n(n-1)(n-2)(n-3)-36m(m-1)(m-2)(m-3)
- N(N-T)(N-2)(N-3)
Verder is
(3.2;18) & (x°|Hy) = ZE(S|H) ~ LI E(v,u,|my) -
2 It
= FE (5 |g) - 35 ) & (v |y

Uit (3.2;6) en (3.2;17) volgt den na enige herleiding

16mn(m-1) (n-1)
(N—1)2(N—2)

(3.2;19) d2<;»:‘1Hg>) =
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