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In dit rapport wordt het volgende probleem beschouwd: 

Gegeven zijn N boeren, verdeeJd in twee ~roepen A en B ter 

grcotto rn en n (m+n=N). Groep A bestaat bijv, uit vooruitstre­

ven~2 en frocp B uit conservatieve boeren. 

Ieder van deze ~oeren geeft twee andere boeren op waar hij veel 

contact mee heeft. Gevraagd wordt te onderzoeken of de boeren 

ove~we;e~i cont~ct hebben met boeren uit hun eigen groep en wel 

I op c; 0 o-,1c: van 1 ' 
D'3 G eoerf.tc door de boeren opgegeven contact, 

II op crond V2!_". beide door de boeren opgegeven contacten. 

Dit p~:0 obl_,c,r,L1 :le, in r:e li teratuur bckend als het 11 best friend 11 

pro'blec:m. Een uitvoerize -oespreking en literatuurlijst zijn bijv. 

te vindon bij A. POPO~T (1957). 

Als toetcingRgrootheid in geval I kiezen we het aantal 

boeren dat ec~ boer ui~ elsen groep kiest. Dus als voor de 18 

boe::' 

c1an is x = 

(1 als de 1 8 boer een boer uit zijn eigen 

) ~;rocp kie :, t 

)o als de i 8 boer een boer uit de andere 

l groep k:Lest 

c_e toe~f:::i 00 id, 

In ceval II wordt to2tsi~gsgro heid als volgt gedefini-
G 

::_, bc,::;r 

~, c ! 8 bocr 2 bo2ren uit zijn eigen 

boer 

'; boei0 ui t de 

zi,jn eigen en 

oep kiest 3 

als ~e i 8 bocr 2 boeren uit de andere groep 

est 

toetsingsgrootheid. 

tin beide gevallen in dat iedere 
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boer aselect kiest onafhankelijk van de keuze van de andere 

boeren. 

In beide gevallen zal de toetsingsgrootheid onder HO, voor grote 

waarden van N en als men n onderling niet te veel in grootte 

verschillen, bij benadering normaal verdeeld zijn, zodat het 

voldoende is verwachting en variantie te bepalen. Hiervoor geldt 

(zie voor de bewijzen par. J) 

t. (xi Ho) m{m-'1) + n{n-'1) 

1 N-'1 
( 2; 3) geval I 

o 2 ( ?S.. \ Ho ) 
mn{ N-2} 

J (N-'1)2 

en 

{> 

( y I Ho) 
0 m(m-1} :- n(n-1h 

G 
c_ N-'1 l 

(2;4) geval II 
2 I 2mn(N-J) ( 

cf ( y H0 ) 
I 

... I 
(N-'1)2 J 

De kritieke zone bestaat uit grate waarden van x (resp. y), 

daar HO getoetst wordt tegen de alternatieve hypothese dat de 

boeren bij voorkeur uit hun eigen groep kiezen. 

werkelijkheid zullen de boeren, oak als zij onafhankelijk 

van de groepen A en B kiezen, n t onderling onafhankelijk kiezen. 

Als boer i boer j gekozen heeft, zal de kans dat boer j boer i 

kiest grater zijn dan N~'1 (de waarde onder ) . Om de invloed van 

deze afhankelijkhe op de spreiding na te gaan besc uwen we 

ook de volgende situatie: 

in geval I: gegeven dat boer 1 boer j gekozen heeft is de kans 

dat boer j boer i kiest gelijk aan '1. il iedere boer een andere 

kunnen ezen dan moet dus in dit geval N even zi . De waar-

nemingen bestaan nu dus uit paren boeren, aarbij ieder paar een 

bijdrage 0 of 2 tot x geeft en wel 

2 

(2;5) 
0 

als de twee boeren van het paar tot dezelfde 

groep behoren 

als de twee boeren van het paar tot verschillende 

groepen behoren. 
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De te toetsen hypothese H0 luidt nu dat deze paren ziJn ontstaan 

door het aselect zonder teruglegging kiezen van·~ paren uit de 

N boeren; 

in geval II: gegeven dat boer i de boeren j en h gekozen heeft; 

is de kans dat boer j de boeren i en h kiest en boer h de boeren 

i en j kiest gelijk aan 1. Hier moet dus N een drievoud zijn en 

de waarnemingen bestaan uit drietallen boeren 3 waarbij ieder 

drietal een bijdrage 2 of 6 tot y geeft en wel 

( 2; 6) 

6 als de drie boeren van het drietal tot een groep 

behoren, 

2 als twee van de boeren tot een groep behoren en de 

derde tot de andere groep. 

De te toetsen hypothese H0 luidt nu dat deze drietallen zijn 

ontstaan door het aselect en zonder teruglegging kiezen van~ 

drietallen uit de N boeren, 

Ook onder de hypothese H0 zullen de grootheden x en ;L, voor 

grote waarden van N en als men n onderling niet te veel in 

grootte verschillen, bij benadering normaal verdeeld zijn. Voor 

verwachting en variantie geldt (zie par. 3) 

t (x \ H0) = t (2S.I Ho) 
( 2; 7) 

cr2(x\H0) 8mn{m-1){n-1) geval I 
= 

(N-1) 2(N-3) 
en 

t, (y \Ho) = [; (.~\Ho) 
( 2; 8) 

Cf2( y \Ho) 16mn{m-1;{n-1} geval II. 
= 

(N-1) 2(N-2) 

Uit het bovenstaande blijkt dat 

( 2; 9) 
d2(2S.I H6) cr2(y\Ho) 

8 tm-1Hn-1~ 
er 2 ( 2S. I Ho ) 

= 2 = . 
er (y\H0) N-2 N-3 

Voor grote waarden van men n is deze verhouding dus hoogstens 

gelijk aan 2. 
~ 



3, Bewijzen van de resultaten uit par. 2 

3.1. De momenten van x en~ onder H0 • 
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De grootheden x en y kunnen geschreven warden in de vorm 

(3.1;1) 
N 

X = z= 
1=1 

X., 
l 

N 
y = L yl. J 

i=1 

waarbij x_, resp. y. (i = 1J,, .,N) gedefinieerd warden door (2;1) 
J.. ]_ 

resp, (2;2). Zowel de grootheden x 13 '"'JxN als de grootheden 

y 1, .,.JYN zijn onderling onafhankelijkJ zodat het probleem neer­

komt op het bepalen van verwachting en variantie van x. resp. 
-l 

y 1 (i = 1, ..• ,N), 

Zijn de boeren genummerd van 1 tot min groep A en van m+1 tot N 

in groep B dan is (zie (2;1)) 

f (3.1;2) 
'\ 

l 
Dus 

(3,1;3) 

en 

(J,1;4) 

rm-1 

Pf x, =1 I H0] 
l N-1 

= ~ n-1 •-l 
l 'ff=1 
l 

( __Jl_ 

P [xi =O \Hci J ~ \ N-'. 
m 

) = 

l N-1 

rn(m-1~ 
/ (N-1)'-

I m(n-1) 
I_ ( N ) 2 

Uit (3,1;3) en (3.1;4) volgt dan 

i 

i 

i 

i 

) 

- 1, o ~ "., m 

- m+1J ... ,N 

= 1, ... Jm 

,- m+1, .•. J N . 

-1 
N-1 i=1, ..• 5 m 

:1-1 
lN-1 i=m-,-1,,,.,N 

m( m-1) +n( n-1) 
N-1 

mn( m-1 )-:-nm( n-1) 
ri 

( N -1) c.: 

= mn(N-2) 
(N-'1)2 , 
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Voor de grootheden I.-p,, , 3 YN geldt (zie (2;2)) 

(3,1;6) 

f ~m-1)f m-2) 
N-1) N-2) 

= l ~n-1Hn-2) 
N-2) 

r n( m-1) 
2 (N-1)(N-2) 

=L m(n-1) 
(N-1)(N-2) 

r n(n-1) 
= { (N-1)(N-2) 

m(m-1) 
(N-1)(N-2) 

i=1, . , • , m 

i=m+1J ... ,N 

i=m+1, ..• , N 

i=1,, .. ,m 

i=m+1, ... , N 

Uit (3,1;6) volgt 

(3,1_;7) 

dus 

(3,1;8) 

= i 2 ~=~ i=1,., ,,m 

n-1 
2 N-1 i=m+1, , .. , N 

2n(m-1)(N-3) 

(N-1) 2 (N-2) 
cf 2 ( y i \ HO ) = 

2m(n-1)(N-3) 

i =1, , •• 3 m 

(N-1) 2 (N-2) 
i=m+1, ... ,N 

N 
t:, (;L.\Ho) = .L t(Yi·IHo) = 2 m(m-1)+n(n-1) 

l=1 N-1 

e1 2 (y\Ho) = ~ 0 2(xil Ho) = 2nm(m-1)(N-3) , 2mn(m-1)(N-3) = 
l=1 (N-1) 2(N-2) T (N-1) 2 (N-2) 

_ 2mn(N-3) 
- (N-1) 2 
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3,2, De momenten van~ en K onder H0. 
Onder de hypothese Hb zijn de paren (resp, drietallen) 

aselect en zonder teruglegging getrokken uit de N boeren. Als deze 

paren (resp, drietallen) in volgorde van trekking genummerd war­

den van 1 tot~ (resp, van 1 tot~) en als uy (resp. vy) de bij­
drage tot x (resp. y) van het ~e paar (resp. drietal) voorstelt, 

dan is 

N N 
2 3 

(3,2;1) X = L Uy y = L VY' ) 

Y=1 -v=1 

waarbij (zie (2_;5) en (2;6)) 

(3.2;2) 

Uit (3.2;2) volgt 

't'(x\ ') -"· 

(3.2_;3) 

m(m-1?+n(n-1) P[v_,=6]= m(m-1)(m-2)+n(n-1)(n-2) 
N N-1) ' -• - N(N-1)(N-2) 

mn r ] 3mn 
2 N(N-1) ' PLVy=2 = N(N-1) 

N 
2 
L 't(uvJ H01 ) = N 2 m(m-1)+n(n-1) 

,, "" 1 2' N( N -1) -
m( m-1) +n(n-1) 

N-1 

mn ] 
+ N(N-1) = 

= n m(m-1)+n(n-1) 
c · N-1 

Hieruit bli dus dat 

Dit was ook direct in te zien. Ieder der grootheden x. (resp. v) 
-l .!Li 

heeft o~der H6 dezelfde (marginale) verdeling als onder HO. Onder 
HO zijn zij onafhankelijkJ onder H0 afhankelijk, wat op de ver­

wachting van~ (resp. y) geen invloed heeft. 
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Om de variantie van x en~ te berekenen zijn de volgende 
momenten nodig 

(3 .. 2;5) 

voor v f. K 

Uit (3,2;2) volgt 

(3,2;6) 

_ 4 m(m-1)+n~n-1) 
c-- N(N-1 

_ 36 m(m-1)(m-2)+n(n-1)(n-2) 
- N(N-1)(N-2) 

mn 
+ 12 N(N-1) ' 

We berekenen eerst 't. ( uY~I<\ H0) voor v /=-K. Daar de grootheden Uv 

slechts de waarden Oen 2 aannemen, is 

(3.2;7) 

Nu is (zie ook (3.2;2)) 

(3.2;8) Prlu =2\u ~2· H11 = -K -Y J 0 

dus 

(3.2,9) P[uv=2, ~K=2\H6] = 

(m-2)(m-3)+n)n-1) 
(N-2)(N-3 

m(m-1)+)n-2)~n-3) 
(N-2 (N-3 

als het y e paar tot 
A behoort 

als het Ye paar tot 
B behoort 

= mt m-1 ~ ( m-2 ){ m-3 ) +n) n -1 ) , n t n -1 j m ( m-1 ) +) n -2} ) n-3 ) 
N N-1 . (N-2)(N-3 TN N-1 . (N-2 (N-3 . 

Uit (3,236), (3.2;7) en (3.2;9) volgt dan 

= N 4 m(m-1)+n)n-1) + 
- 2 ' N(N-1 

N(N_1) 1.~r mtm-1~ (m-2)(m-Z)+n)n-1) + ntn-1j m(m-1)+)n-2))n-3)] 
+ 2 2 . L N N-1 . ( N-2) N-3 . N N-1 ( N-2 ( N-3 ° 

2 -P 2 2 Uit o' (~) = c x - ( '€ ~) volgt dan na enige herleiding 

(3.2;11) cr2 ( x \ H , ) = 8 mn ( m -1 ) ( n -1 ) . 
- _o (N-1) 2(N-3) 
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We berekenen nu 't, (y,, v K \ H0) voor v r" K., Daar de grootheden Yv 
slechts de waarden 2 en 6 aannemenJ is 

(3o2;12) t,(vv\H')= -v-K 0 

= 4P[vv=2;VK=2\H6]+24P[yy=2s.Y_K=61Ho]+36P[vv=6Jv~=6IH6]· 

Nu is (zie ook (3.2;2)) 

P [v =2 \ v =2 ° H 1 ] -k _v ' 0~ 

P l-v =6 \ v =2; H 1 -I -k -Y 0_ 

(3.2;13) 

Uit (3.2;13) volgt 

f {(m-)t(n-2) als precies een van het 
N-3 N-4) ye drietal tot A behoort 

= \ l 3(n-1)(m-2) als precies een van het 
(N-3)(N-4) ye drietal tot B behoort 

I
( (m-1)(m-2)(m-3ljn-2)(n-3)(n-4l 
j (N-3)(N- )(N-5) 

als precies een van het =\ v8 drietal tot A behoort 

1 
(m-2)(m-3)(m-4)+4n-1)(n-2)(n-3} 

·\~ ( N - 3 )( N- )( N -5) 
als precies een van het 
y8 drietal tot B behoort 

( m - 3 ) ( m -4 ) ) m - 5) -:-n ( n -1 ) ( n - 2 ) 
( N - 3 ( N -4 ) ( N -5 ) 

a1s het ye drietal geheel 
tot A behoort 

m(m-1)fm-2j+(n-3)(n-4)(n-5) 
N-3 ( N-4 )( N-5) 

als het ye drietal geheel 
tot B behoort. 

(3.2;14) P[yv=2, yK=2\H6] = -N~3:_.n __ 1~n--~J-_-2-

+ 3mn m-1 
N N-1 N-2 

en 



(3.2;15) 

en 

(3.2;16) 
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P[v =2 v =6\H•] = -'Y J -l<. 0 

.. Jmn( n-1) 
= N(N=l)(N-2) 

(m-1)J,_tp-2)(m-3)+£n-2)(n-3){n-4) 
( N - 3 )( N - )( N -5 ) 

3mn( m-1) ( m.=_21_(.ln-J) ( m.-::.4) +( n-'} )( n-2) ( n-3 2~ = 
+ N( N--1) ( N-2) . 7 ~TN-::1f)TN-5) 

= 3mn( m-1) m-2) Lm.-JJ + 3mn( n-1 )( r-2) ( n-3) 
N N-1 N-2 Tlf=JT(Tf=l+T N( N-1 )( N-2 f(N-3 )( N-4) 

P [v =6 v =6 \ H' ·1 = 
-Y ' -I< 0" 

,- mt m-1tL!!1-2 L 
- N N -1 T( N -2) 

lm-3)(m-4)~m-5)~~(n-1)(n-2) 
( N - 3 ( N -4 )( N -5) + 

+ ffi{t-~H~=~} · j11(m-12.f~=~~t1~~~-U1~5j_) {n-5 ) 

Uit (3,2;12L (J.2;11~L (3,2;15) en (3,2;16) volgt dan na enige 
herleiding 

(3,2;17) C: ( V V \H 1 ) = -V-l<. 0 

_ 72mn ( m-.1Jl.rr-1) +36n( n-:JJJ!l::JJ.C.12:JJ +J6m( m-1) ( m-2) ( m-3) 
- N {1f7i;[ff:-2Tf N - 3J 

Verder is 

(3.2;18) 

_N'f?( 2\H') .:.N(N-'1)-P( \H') - 3 c ~Y -o , 3 3 G vvvk O . 

Uit (3,2;6) en (3,2;17) volgt dan na enige herleiding 

(3,2;19) 
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