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Bij het vermenigvuldigen van dit i-iapport is gebruik gemaakt van 
enkele stencils behorende b_ij r'apport' S 265.' 
De lezer zal hiervan geen hinder bndervindeni indien hij toevoegt 

aan blz.11: 

Uit (11) en (12) volgt: 

(16) 

Indien de limiet 

q .. = lim _2 f. p~~) 
l J n '-?' oo n k= 1 l J 

onafhankelijk is van de uitgangstoestand i dan gaat (16) over in 

n 
qJ .. == L q, 1,.Pk" ( 17) 

k;=::-'j . ln ,J 

Voor de verwijzing op blz.JO regel 6: (vgl.6.8) leze men (vgl. 

17). 



Het feit dater situaties bestaan waarin mensen beslissingen 

nemen zal ongetwijfeld niemand zijn ontgaan. 

Evenzo mag bekend warden verondersteld dat in deze situaties 

genomen beslissingen verregaande gevolgen kunnen hebben. 

In dit rapport willen wij eens nagaan in hoeverre wiskundige 

methoden een bijdrage kunnen leveren tot beter en sneller beslissen. 

Steeds wanneer men wiskunde wil toepassen dan blijkt, dat 

slechts dan successen te verwachten zijn als alle facetten van het 

gestelde probleem zich laten vertalen in een wiskundige formulering. 

Hierbij dient echter te warden opgemerkt dat het bestaan van een 

mathematische for·mulering nag geen oplossing van het probleem ga­

randeert. 

Er kan slechts dan sprake zijn van een beslissingsprobleem 

als: 
a) er meerdere beslissingen mogelijk zijn. 

b) op grand van ~~n of ander beginsel de mogelijke beslissin­

gen niet gelijkwaardig zijn. 

Uit de tekst van menig beslissingsprobleem blijkt, dat oak de 

toestand waarin een beslissing genomen wordt van invloed is op de 

keuze, Spreekt men echter van toestand dan moet oak iets bestaan 

waarop deze toestand betrekking heeft. In de wiskundige formulering 

spreekt men van de toestand van het systeem. Het systeem is veelal 

het object van onze beschouwingen. Zo lean bij een wachttijdprobleem 

het sys teem gevormd word en door de r'ij wachtenden voor een loket. 

Bij een voorraadprobleem zal met het systeem meestal de voorraad 

warden bedoeld. 

Aangenomen wordt dat het systeem zich in verschillende toe­

standen kan bevinden en dat deze toestanden beschreven kunnen war­

den door een aantal kwantitatieve grootheden. Een toestand wordt 

dus gegeven door een rij van getallen, de waarde van de kwantita­

tieve grootheden voor deze toestand. 

Een dergelijke rij van getallen noemt men een toestandsvector. 

Indien wij een voorraad moeten beheren van drie verschillende ar­

tikelen dan is het systeem dus een voorraad. De toestand van het 

systeem, zo zullen wij aannemen, kan warden vastgelegd door drie 

getalien, die ieder de omvang van de voorraad van ~~n artikel aan­

geven. Stel dat de toestanden van een systeem beschreven kunnen 

warden met behulp van m kwantitatieve groothedenJ dan kan iedere 
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toestand geidentificeerd warden met een punt in een door m ortho­

gonale coordinaatassen opgespannen ruimte of met de toestandsvector, 

die de verbinding van dat punt met de oorsprong van het assenstelsel 

is. Op de assen van het assenstelsel warden de eerdergenoemde kwan­

titatieve grootheden uitgezet. Deze ruimte zullen wij de toestands­

ruimte noemen. 
De mathematische formulering van het probleem beperkt zich 

uiteraard niet tot de beschrijving van de toestand van het systeem. 

We zullen aannemen, dat ook iedere mogelijlce beslissing vastgelegd 

kan warden met behulp van een aantal kwantitatieve grootheden. 

In het hierboven genoemde voorraadprobleem kan iedere beslis­

sing warden vastgelegd door drie getallen. Deze getallen geven de 

ordergrootten aan van de drie artikelen. Voor het geval men de 

beslissingen kan aanduiden met behulp van r kwantitatieve groothe­

den, correspondeert met iedere beslissing een punt in een r dimen­

sionale ruimte. De verbindingslijn van dat punt met de oorsprong 

zullen wij de beslissingsvector noemen, terwijl de ruimte zelf met 

beslissingsruimte wordt aangeduid. 

Wij hebben reeds geconstateerd dat op grand van een of ander 

beginsel alle beslissingen niet gelijkwaardig zijn. Men zou ook kun­

nen zeggen, dat t~n gevolge van een beslissing steeds sprake is van 
een opbrengst. 1 ) De omvang van deze opbrengst hangt af van de ge­

nomen beslissing en de toestand waarin deze beslissing is genomen. 

Indien men de opbrengst aangeeft met yen de toestands- en 

beslissingsvector met x resp. d dan geldt 

( 1 ) 

waarbij h(x;y) het ve band aangeeft tussen opbrengst enerzijds en 

toestand en beslissing anderzijds. 

Het is niet ongebruikelijk om drie verschillende klassen van 

beslissingsproblemen te onderscheiden. 

In de eerste klasse bevinden zich de zgn. een-stap-beslissings­

problemen, In een een-stap-beslissingsprobleem behoeft men slechts 

op een enkel tijdstip een beslissing te nemen. 

In een N-stapsbeslissingsprobleem heeft men een rij van N 

tijdstippen, waarop achtereenvolgens een beslissing genomen dient 

te wor~en, terwijl in een m-stapsbeslissingsprobleem de lengte van 

1) Er zijn problemen, waarbij de opbrengst stochastisch is. In die 
gevallen beschouwt men de verwachting van de opbrengst. 



de rij onbeperkt is. 

Zadra in een N-stapsbeslissingsprobleem de eerste beslissing 

genomen is gaat het N-stapsbeslissingsprobleem over in een (N-1) 
staps beslissingsprobleem. 

Het m-staps beslissingsprobleem blijft na de eerste beslissing 

een m -staps beslissingsprobleem. 

Deze beide opmerkingen zijn triviaal maar desondanks geven zij 

aan hoe oplos singen van de problemen ui t beide gPoepen lrunnen word en 

verkregen. Wij zullen dit aanstonds nader toelichten. 

Indien wij aannemen dat in het begrip toestand alle relevante 

en beschikbare informatie over het systeem nu en in de toekomst is 

verwerkt dan zal de toestand van het systeem op het volgende tijdstip 

van beslissen sterk warden beinvloed door de toestand op het huidige 

tijdstip van beslissen en door de beslissing zelfi echter niet door 

de toestanden en beslissingen op daaraan voorafgaande tijdstippen. 

Bij een definiet proces kan men nagaan wat de gevolgen zijn van 

een beslissing in een bepaalde toestand. Bij een proces met stochas­

tische eigenschappen kan men niet met zeke1"'heid voorspellen wat de 

gevolgen zijn van een beslissing in ~~n of andere toestand. 

Een voorbeeld van een meervoudig beslissingsprobleem,dat wis­

lcundig geformuleerd kan warden is het schaakspel. Beperken wij onze 

aandacht tot de verrichtingen van ~~n speler dan constateren wij dat 

deze speler in de loop van de tijd een reeks van beslissingen neemt. 

Aangezien de beslissingen sterk warden beinvloed door de spelsitua­

ties kan de speler voor het begin van het spel niet al zijn zetten 

kiezen, 

Laten wij eens nagaan of het mogelijk is om de spelsituaties op 

een meer wiskundige wijze te onderscheiden. Hiertoe zouden wij b.v. 

een 32-dimensionaal orthogonaal assenstelsel kunnen invoeren en wel 

zo dat met iedere as een schaakstuk correspondeert. Aangezien het 

schaakbord bestaat uit 64 va es zullen wij op alle assen de getallen 

1 t/m 64 uitzetten. Met ieder vakje van het bord correspondeert dan 

op elke as een punt. Met de oorsprong van elke as wordt aangeduid 

dat het desbetreffende stuk uit het veld is. Met behulp van deze pun­

ten kan men een 32-dimensionaal rooster construeren. Ieder rooster­

punt geeft nu door zijn projecties op de assen een spelsituatie weer. 

Dit roo§ter vervult de rol van toestandsruimte. Op grand van de spel­

regels zijn slechts een beperkt aantal overgangen van roosterpunt tot 

roosterpunt mogelijk. 
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Indien men aanneemt dat zowel speler als tegenspeler geoefend 

zijn dan lcunnen vier verzamelingen van roosterpunten warden aange­

geven. In de eerste en tweede verzameling bevinden zich de situaties 

welke voor de speler respectievelijk tegenspeler noodlottig zijn. 

In de derde verzameling is het remise, terwijl de strijd nag open is 

in situaties van de laatste verzameling. Voor de beslissingsruimte 

kiezen wij v,1ederom een 32-dimensionaal rooster J dat congruent is 

aan de toestandsruimte. 

Geven wij de toestand van het systeem aan met een vector (ver­

binding oorsprong-roosterpunt) en wordt de beslissing eveneens vast­

gelegd met een vector dan kunnen wij de toestand xk van het systeem 

juist voor de kde zet van de speler geven door 

+ d/ ,,., 
,C- I 

(2) 

ste waarbij d1_ ✓ i en di'.,,, de vectoren zijn behot"'ende bij de (l<:-1) zet 
·\.- ,C- I 

van de speler resp. tegenspeler. 

Indien men alle stukken van een waarde voorziet en wel zo dat 

stukken van ~~n soortgelijke waarden bezitten dan beginnen beide 

spelers met evenveel punten. Men spreekt nu af dat iedere speler 

bij zijn score mag optellen de waarden van de door hem geslagen stuk­

ken. De punten van de stukken die verloren zijn gegaan dienen echter 

te warden afgetrokken. Met ieder roosterpunt x correspondeert nu een 

getal S(x), de score van de speler. 

D l t , (lc-_,,,)ste th( , ) ,t e opJrengs van oe . 1 ze xk_ 1 J □ k-'1 wora nu gegeven 

door: 

( 3) 

In ~~nstaps beslissingsproblemen zullen w1j een beslissing 

optimaal noemen als voor deze besliss1ng de rengst maximaal is. 

De vraag is nu hoe kunnen wij deze definitie uitbreiden tot n­

staps beslissingsproblemen? 

Van de optimale beslissing in een ~-staps beslissingsprobleem 

wordt verwacht, dat zij de opbrengst van alle n-beslissingen tezamen 

maximaliseert. Aangezien deze beslissing mede de toestand bepaalt op 

het volgende beslissingstijdstip en dientengevolge de opbrengst zal 

zij in,het algemeen niet gelijk zijn aan de beslissing 'iielke alleen 

de directe opbrengst maximaliseert. Om het effect van een beslissing 

op toekomstige opbrengsten te kunnen nagaan, dient men, omdat de op­

brengsten hierdoor mede warden bepaaldJ de overige beslissingen te 

kennen. 
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Men kan dus alleen dan de optimale (k-1) st8 zet van het schaak­

spel bepalen als men weet voor iedere (k-1) st e zet welke de volgende 

zetten zullen zijn van speler en tegenspeler. Het is duidelijk, dat 

wij voor wat het schaakspel betreft in een impasse zijn beland Dit 

laatste is dan ook niet te verwonderen. Wij zullen ans tot eenvou­

diger problemen moeten beperken. 

In het hierna volgende bezitten de problemen steeds een van de 

volgende eigenschappen, 

1, De toestand op het k9e beslissingstijdstip wordt volledig 

bepaald door de toestand op het (k-1) st8 beslissingstijdstip 

en de daarop genomen beslissing. 

de 2. De kansverdeling van de mogelijke toestanden op het 1r-

beslissingstijdstip wordt volledig bepaald door de toestand 

op het (k-1) 8t8 beslissingstijdstip en de daarop genomen 

beslissing. 

Het schaakprobleem voldoet no~aan de eerste noch aan de twee­

de eigenschap en kan derhalve niet met de hier te behandelen metho­

den warden aangepakt. 

Ondanks het feit dat wij ons zullen beperken tot minder inge­

wikkelde problemen, de optimale eerste beslissing van een n-staps 

beslissingsprobleem kan men nag steeds niet bepalen zonder de latere 

beslissingen te kennen. 

N-staps dynamisch programmeringsprobleem 

Aan deze moeilijkhe kan op de volgende wijze het hoofd warden 

geboden. Men begint nl. bij een n-staps d.p. probleem niet met de 

bepaling van de eerste optimale beslissing maar met de laatste, 

Hiervoor dient men de toestand te kennen op het bijbehorende tijd­

stip. Aangezien men die toestand niet kent lost men het probleem op 

voor alle elijke toestanden. De maximale opbrengst is derhalve 

een functie van de toestand op het laatste beslissingstijdstip. 

Deze toestanden zelf of de kansverdel1ng behorende bij deze 

toestanden wo en volledig bepaald door de toestand van het systeem 

en de beslissing op het voorgaande moment van beslissen. De maximale 

opbrengst kan dus beschouwd warden als een funct1e alleen van die 

grootheden. Indien men een nieuwe opbrengstfunctie invoert, die ge­

lijk is aan de oude vermeerderd met de maximum opbrengst van de vol­

gende beslissing, dan kan deze nieuwe opbrengstfunctie gemaximali­

seerd warden, waardoor de oJtimale beslissing voor het op een na 
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laatste moment van beslissen wordt verkregen. 

Oak nu geldt dat de toestand van het systeem op het beslissings­

tijdstip niet bekend is zodat het maximum een functie is van deze 

toestand. 

Resumerend kunnen wij vaststellen, dat wij eerst 1-staps proble­

men oplossen voor alle mogelijke uitsangstoestanden van het systeem 

en daarna met behulp van deze oplossingen 2-staps problemen oplossen 

voor alle mogelijke begintoestanden. 

Indien men op deze wijze voortgaat, wordt de oplossing van het 

oorspronkelijke gestelde vraagstul;: ver-kregen. 

Bij het oplossen van een d.p. probleem wordt het oorspronkelijke 

probleem dus vervangen door een reeks van in eenvoud afnemende pro­

blemen, welke worden opgelost voor alle mogelijke begintoestanden. 
de Indien wij de toestand van het systeem en de beslissing op het m-

beslissingstijdstip resp, aangeven met xm en dm en als wij verder 

schrijven voor de bijbehorende opbrengst h( ,dm) en voor de toekom­

stige of verwachte toekomstige opbrengsten H _ ( , ) bij optimale 
11-ll1 

keuze van d ~·d 0 enz. dan geldt voor een n-staps d.o. orobleem: ffi+ I, ill+c - - • 

Hn-m ( xm, dm) = t; dmax [ h (~mV1 ·' dm+1) +Hn-rn-1 ( xm+1 ·' dm+1)] (m=n-/1) ( 4) 
m+1 

waa rbij 
H (x ,d ) = 0 • 

0 D' n ( 5) 

Uit deze beschouwing volgt tevens, dat bij een n-staps d.p. pro­

bleem de eerste optimale beslissing d 1 alleen bepaald wordt door de 

toestand x 1 . Men zou ook kunnen zeggen dat door de optimale keuze aan 

een toestandsvector in de toestandsruimte een beslissingsvector in de 

beslissingsruimte wordt toegevoegd. Deze toevoe 

volgt uitdrukken: 

n men oak als 

Bellman heeft door gebruik te maken van het abstracte begr 

Functieruim~e de zgn. strategieruimte ingevoerd. Ieder punt uit deze 

ruLnte is een functie met behulp waarvan aan iedere toestandsvector 

een beslissingsvector kan warden toegevoegd. Ook de functie S (x) in n 
(6) is een punt uit deze ruimte en wordt een strategie-functie of oak 

wel kortweg strategie genoemd. 

Wij zullen nu tot slot een toepassing geven. 
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Een reisbureau heeft voor een periode van 6 jaar een hotel 

gepacht in een wintersportcentrum. Met een plaatselijke kolenhan­

delaar is een contract afgesloten, waarin wordt bepaald dat de ko­

lenhandelaar elk jaar een vaste hoeveelheid brandstof zal leveren 

tegen een in het contract genoemd bedrag. Verder mag het reisbureau 

in geval van wanprestatie het contract ~~nzijdig opzeggen. 

De kolenhandelaar verkoopt 3 soorten kolen en wel de volgende: 

a) superkolen 

b) kwaliteitskolen 

c) huishoudkolen. 

Wij zullen de bij de verkoop per jaar te maken winst aangeven 

met a 1 . (1=1,2;3) De kolensoorten zijn genu~nerd in de hierboven 

aangegeven volgorde. Voor de getallen a. geldt de ongeliJkheid: 
l 

a,1<a2<a3. 

De kans op opzegging van het contract na levering van de ide 

kolensoort wordt aangeduid met p. en 1s voor elk jaar gelijk. Voor 
l 

de kanser:i p. geldt de ongelijkheid: 
l 

De kolenhandelaar,een harde zakenman, vraagt zich af welke 

kolensoorter hij in de op~cinvolgende jaren biJ het hotel zal afle-

veren. 

Oplossin~ (bekno9~): 

Het systeem in dit probleem is de kolentransactie. De toestand 

van het syrteem wordt gegeven door 

X -- C, contract opgezegd 

controct geldig. 

De beslissingen warden gegeven door: 

Ci -- 1 superlrnlen 

ci -- 2 

d == 3 hui:3houdkolen. 

De re la tie ( l~) gaat over in: 



Stel: 
a1 = 435 

a - 790 2 -

a3 = ✓1050 

clan vinden wij: 

H1(o,a5) 

H1(1;1) 

H1(1;2) 

H1(1;3) 

H2 (1;1) 

H2(1;2) 

H2 (1_;3) 

= 0 

= (1-0.,2) 

= (1-0,4) 

= (1-0,6) 

H3 (o,a 3 ) = 0 

en 
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p 1 == 0.,2 

p2 = 0,4 

P3 = 0.,6, 

max [ ad ] = 0., 8 X 1050 == 840 
a6 6 
max [ ad ) = 0., 6 X 1050 = 630 
a6 6 
max [ ad ] = O., 4 X 1050 = L~20 
a6 6 

de= 3 
0 

d - 3 5 -

H3 (1;1) = o,8 x max (ad +H2(1;d 4)] = 
dlj. 4 

1337.,60 

H3(1;2) = o,6 x max [ad +H2(1;d 4 )] = 
a4 4 

H3(1;3) = o.,4 x max [ad +H2 (1;d4 ) J = 
a4 4 

668,80 

a4 = 2 

1075,92 

7"i7., 38 
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HS ( 0; d /I) = 0 

HS ( 1 _; 1) = 0 ;8 t. max [ad +H4 (1.)d 2 )] = 1495)65 
d 2 2 

Hi::(1;2) = 0 s6 x max [ad +H4(1_;d 2 )] = 1'121;74 
'.) 

d2 2 

H5(1;3) = O i 4 x max [ad2+H4(1;d2)] = 747;82 
d ,') 

L 

c1 2 = 1 

De optimale eerste beslissing vindt men nu uit het max,van 

{ ad1 +H5(1;d1) 1 
of { 1,930365_; ·] . 9 '11 , 7 lf ; ·1. 797, 82 } . 
De optimale eerste beslissing is dus d ✓1 = ·1. 

oo-staps dynamisch programmeringsprobleem 

Wij zullen ons nu bezighouden met situaties 3 waarin het aantal 

te nemen beslissingen onbegrensd is. Het is zonder meer duidelijkJ 

dat de oplossing van deze problemen niet verkregen wordt door eerst 

de beslissing van de 11 laatste 11 stap te bepalen. 

Stel dat de maximale opbrengst bij een n-staps d.p. probleem 

gegeven wordt door de functie f (x) 5 waarbij x de toestandsvector n 
aanduidt op het eerste ti stip van beslissen. 

Uit de definitie van H.(x 5 d) volgt: 
l 

f_ ( X) = max { h ( X J d) + 
n d 

Indien uit de probleemstelling volgt: 

(7) 

a) dat de kansverdeling van de toestandsvector behorende bij 

het volgende beslissingstijdstip volledig bepaald wordt door de toe­

stand op het huidige moment van beslissen en de beslissing zelf. 

b) dat op het ide beslistijdstip slechts relcening vwrdt ge-

houden met een fractie van de rengsten behore e bij toekomstige 

beslissingen en wel zo dat de bijdrage van de 

tot de totale opbrengst gelijk is aan: 

Ge 
besl:i.ssing (j >,, i) 

( 8) 

Schrijft men nu voor de toestandsvector en beslissingsvector 

behorend Li het ide beslissingstijdstip 5 x 1 resp. a1 , dan vinden 

wij voor de opbrengstfunctie f 11 (x): 
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fn(x1) = max [h(x1 ,a 1 ) +O(E {fn_1 (x 2 )/x1;a,,1}] • (9) 
d1 

Beschouwen wij nu de rij van functies f (x) dan zal, als deze n 
rij voor iedere x convergeert tot een functie f(x), (9) overgaan in: 

f(x 1 ) = max [h(x1 ,a1 ) +cx.E {r(x2 )/x1;a 1}] 
d 1 

(10) 

Indien de opbrengstfuncties fn(x) behorende bij de overeenkomen­

de n-staps d.p. problemen convergeren tot de functie f(x), dan wordt 

de oplossing van het oo-staps d.p. probleem verkregen uit de oplos­

sing van de corresponderende functionaalvergelijking. Het onderzoek 

naar de ondubbelzinnigheid en de existentie van de oplossingen van 

deze functionaalvergelijkingen vormt een wezenlijk deel van de dyna­

mische programmering. Aan dit belangrijke onderdeel van de theorie 
der dy:,amische programmering zullen wij echter geen aanclacht beste­

clen. 

Markovian decision processes 

Wij beschouwen wederom een oo-staps beslissingsprobleem., waar­
bij men op van te voren vastgestelcle tijdstippen een beslissing kan 

nemen. 

Indien alle relevante informatie over het systeem nu en in de 

toekomst verwerkt is in het begrip toestand dan zal men elke keer 

als het systeem op een beslissingstijdstip in een bepaalde toestand 
komt dezelfde beslissing nemen. Hieruit volgt dat men de optimale 

strategie kan vastleggen door aan ieder punt uit de toestandsruimte 

een punt uit de beslissingsruimte toe te voegen. Deze beslissing 

wordt slechts clan uitgevoerd als het systeem deze toestand aanneemt 
op een beslissingstijdstip. 

Nu bestaat er een uitgebreide klasse van problemen, waarvan de 

toestandsveranderingen van het systeem beschreven kunnen worden door 

een Markov proces. Dit Markov proces hangt af van de keuze van de 

strategie. Voor verschillende strategieen krijgt men verschillende 

Markov processen. Ter vereenvoudiging van de discussie zullen wij 

qannemen, dat het systeem zich slechts in eindig veel toestanden i 

kan bevinden (i=1i•••Jn). 
Ste'l dat de kans op een overgang van toestand i nu naar een toe­

stand j op het volgende beslissingstijdstip gegeven wordt door p .. (x)., 
( k) J.J 

als x de toegepaste strategie voorstelt. Indien pij (x) de kans 

........ --········· .... ····----



voorstelt op een overgang van i nu naar een toestand j op k beslis­

singstijdstippen verder dan geldt: 

Nu kan men bewijzen, dat de uitdrukking 

lim _! 
n n ~ oo 

(12) 

bestaat. Men noemt de 0rf'rootheden q. , de invariante kansen van het 
-iJ 

Markov proces. 

Stel dat h(i,x) de opbrengst is, wanneer men in de toestand i 

een beslissing neemt volgens x. De verwachting van de totale opbrengst 

in m stappen wordt dan gegeven door: 

(13) 

Indien men een strategie zoekt waarvoor de opbrengst voor de 

eerste m sta en maximaal is, dan moet voor deze strategie gelden 

dat (13) maximaal is. Het maximaliseren van de uitdrukking (13) is 

gelijkwaardig met het maximaliseren van 

,1 fl i: P7 ,(k)(x)h(j;x) = f. ! n,~ 
m k=1 j=1 -~J j=1 !~ . 

li1 ( lr) 
p .1 ., ,\. ( X) 1 h ( j ) X ) • ( '14 ) 

k=/1 -J .., 

Indien n:-->OJ volgt u:Lt (13) en (/14-) dat men als criterium moet 

kiezen voor de optimale strategie: 

n 
R(x) = 2_ 

j=·1 

Met behulp van (15) 

vergel:'Ljk1::n. 

Een verze ringsprob em 

Een transportondernemi 

.(x)h(j)x) 
J 

(15) 

n men dus twee alternatieve stratcgie~n 

heef bij een assurantiemaatschappij 

een schadeveczelcePing afgesloten. De voorwaarc!.enJ VJelke in de lis 

zijn beschreven,, nen als vo worden samengevat: 

1) De verzekeringsmaatscha ij t 4 klassen van vepzelcerden. De 

tpansportondepneming betaalt in de eepste klasse een pPemie van 

f 1.200 5 -. Voop de overige klassen bedpaagt de oremie resp. f 900,-, 
i 

f 700;- en f 600;-• 

Indien de transportondepneming gedurende een l erjaar geen 

schade heeft geclaimd, dan wordt zij het volgende jaar, tenzij zij 

reeds tot de hoogste klasse behoort, ingedeeld in de daaropvolgende 
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hcgere klasse. 

Voor het geval zij reeds tot de hoogste klasse behoort, blijft 

zij tot die klasse behoren. Indien echter de transportonderneming 

een claim tot schadevergoeding heeft ingediend, dan wordt zij het 

volgende jaar gerekend te behoren tot de laagste klasse. 

2) De transportonderneming behoeft slechts aan het eind van ieder jaar 

de totale schade op te geven. 

Er wordt dan en slechts dan een Schadevergoeding uitgekeerd 

als het schadebedrag grater is dan 

a) J 750,- voor de eecste klasse 

b) r, 600,- vooc de tv1eede ldasse ,T 

C) ..D 500,- voor de c1e rde klasse J 

d) f 450,- VOOf' de vier'de 1<:la s se 

De laatstgenoemde bedragen zijn de z.g. eigen risico's. 

3) De uit te keren schadevergoeding is gelijk aan het schadebedrag ver­

minderd met het eigen risico. 

Het is zonder meer dui1elijk, dat de transportonderneming in de 

eerste klasse geen schade zal claimen welke kleiner is dan 

Imme rs zij der'ft een premieverlaging voor het komende jaar, welke gr>o­

ter> is dan de schadeuitkering. Ook voor de overige klassen kan men tot 

soortgelijke uitspraken geraken. Wellicht is het voor de eerste klasse 

nog voordeliger om de 11 claimgrens 11 hoger te zen dan 

In deze toe ssing zullen viij trachten de optimale 11 claimgrenzen 11 

Cl.i (i='1, ... 4) voor de vier klassen te bePelcenen. 

E~n en arider hangt uiteraard ook af van de kansverdeling van de 

totale schade per jaar. Indien de omva van de schade wordt aangeduid 

met!, dan wordt de verdelings ctte F(t) van t gegeven door de kans-

d 'nthe 1 d -"' ( ·,- \ -CL- j_ ,)• 

f(t) 

Oplossing: 

Uit he~ gestelde volgt, dat de transportonderneming, gezien als 

systeem, zich in 4 toestanden kan bevinden. Deze toestanden zullen wij 

overee tig het nununer van de klasse aangeven met de getallen 1 t/m 4. 

Aangezien men in de eerste klasse geen schade zal claimen, welke 
f· 

kleiner> is dan li'.'1 wor>clt de overgangswh p,12 gegeven door F(·c< 1 ). Op 
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dezelfde wijze vindt men de overgangswhn p 23 en p34 ) welke resp. 

gegeven warden door F(a2 ) en F(cx.3). 
De overgangswh p44 is gelijk aan F(ry~) 

Indien de transportonderneming tot de eerste klasse van verzekerden 

behoort 5 zal zij het volgende jaar tot de eerste of tot de tweede 

klasse behoren. Dit betekent dat p11 + p 12 = 1J zodat p 11 gelijk 

is aan 1-F(cx1 ). 

Op dezelfde wijze vinden we dat de overgangswhn p 21 , P31 en P4 1 
resp . g e 1 i j k z i j n a an 1 -F ( cx2 ) J 1 -F ( cx:3 ) en 1 --F ( ex, 4 ) , 
De matrix der overgangswhn heeft dus de volgende gedaante: 

1 2 3 4 

1 · 1-F(cL1 ) F ( a1 ) 0 0 

2 1-F( a 2 ) 0 F( a ) CJ (11.2) 2 
3 "1-F( Q,) 0 0 F ( cx3) 

_l 

4 , 1-F ( C<.4 ) 0 0 F ( o:.4) 

De invariante kansen q1 t/m q4 moeten nu voldoen aan de volgende 

betrekkingen: (vgl 6.8) 

q1 

q2 

q3 
q4 

= 
.~ 

--

= 

[1-F(a1 )]q 1 + [1-F(a.2 )]q 2 + [1-F(a3 )]q 3 + [1-F(a.1+)Jq 4 
F ( cx,1) q 1 

(11.3) 
Hieruit volgt; 

,, 
q~_ ::::: 

3 h--1 

i-1 
Tf 
j=1 

2__,_ TT F 
11=1 k=1 

1{=1 

F(cc) 
J 

( i =1 ° 3) - :,; L J 
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Als het systeem zich in de ide toestand bevindt 5 dan warden de 

volgende kosten gemaakt: 

1) de premie A, 
l 

2) de schade t. als t.~a. 
-l -1 l 

de schade ,ri. als t.>a.J waarin0l. het eigen risico voorstelt. l -l l \ 

De verwachting van de schade voor deze toestand bedraagt dus: 

A, 
l 

(11,5) 

Voor de verwachting van de schade voor een 11 heel ver in de toekomst 

liggend 11 jaar vinden wij dus: 

l~ 

H( a-1 2 •• , ,a1,_) = L a , {A, 
I 'i • ,1 -i l l= 

(11.6) 

Een stel waardencx. (i=1 3 
l 

,,4) kan men een strategie noemen en zoals 

in par. 9 is aangetoond, zijn die waarden van a. optimaal 3 waarvoor 
l 

de uitdrukking (11.6) minimaal wordt. 

De optimale waarden van a. moeten voldoen aan de relaties: 
l 

h ( a,,p , . , CX,4 ) 

0(.Xi 
(11.7) 

Deze voorwaarden ziJn wel noodzake jk, echter niet voldoende. 

P.angezien qj een functie is van ex,j_) is (11.7) gelijkwaardig met: 

4 

j ==1 j tf(t)dt + t'" 
J 

0(1, 

Uit (11,4) volgt voor __:-_;i_; 
'OOCi 

co 

fr(t)at} 
(Xj 

Ci O (cc ·- (3· ) f ( CX. ) ==0 • 
"L l l l 

(11.8) 
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c)q" i f(a.) 

a) ~= q. l:::: l 
als j >,, i +1 ; i ~ 3 q 

oai J h""1 hF(cx..) 
l 

oq. i f(cc) f ((Xi) 
b) __J_ = qj L q l - q. als j<,i, i~3 uoi h= 1 h F(cxi) J F(cx.) 

l 

(11.9) uq. f(a4) 
C) _J - -qjq4 als j ..:s; 3 u94 1-F ( a4) 

Voor de relatie (11.8) mogen wij dus ook schrijven voor i~ 3: 

f (cxi) i 4 O(j !co 
L q h L q , { A . + / t f ( t ) d t + 0 J. f ( t ) d t } -:-

F (a..) h=1 j;=1 J J o \ 
l CXj 

f(cx,) i ex, 
--1 - L q.{A, + JJ tf(t)dt + 
F(a.i) jco:1 J J O 

ofwel 

waarbij 

Uit (11,11) volgt: 

= 
fj /r(t)dt} + 

CXj 

{11.10) 

(<Xi-(\)] = 0 

. (11,11) 

00 

fj /r(t)at}. (11.12) 
CX.j 
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f(a.) 
a) l 0 ;;:; 

F ( ct. ) 
l 

of 
i 

b) 2._ qh = 0 d.w.z. qh -- 0 
h==1 

h~i (11.13) 

of 

U ii_; ( 11 • 1 J 2 ) C..! n ( 11 , 1 ) V Gl C C<.. = W. 
l 

Deze waarden ~a~ o vol 0 aP7 -an (11 7) \• -- 'i -LI- , [ u •. • I • ngs wislcxr:dige weg kan 

men aantonen dnt ze tech rriet optimaal zijn, het en oak op 

intuttieve gronden voor hand 1 t; immerser wordt wel premie 

betaald; dcich er wo:rden noo:tt--scl1=t,den geclaimd 

wordt geen schade geclaimd. Dok deze beslissing is niet de beste. 

Na deze overwegingen blijft dus over de relatie (11.1Jc). 

Voor 1=4 gaat de relatie (11.8) over in: 

4 r 

j 
q !A 

j(. J 

ex., 
,-,J 

+ j tf(t)dt 
0 

')00 , ~ J -~ ( ·'- ) d _._ } . -,- \"' J 1- 1_, . L -, · 

cxj 

Co f(a1,) 

q4 1-F(-r )tA4 t f ( t ) d t -. (? 4 J f ( t ) d t } = 0 
. 0(4. 

(11.14) 

ofwel 

Q4 f(cx,4) 
1-F(cx4 ) { tf(t) 

o.:, 

-:- ~ l[ ff ( t ) d t - H ( a. ,p . . . 3 ) + 
d4 

)]} - 0. 

Uit (~1.15) volgt: 



a) 

of 

b) 

of 

f ( 0'..4) 
1-F ( a 4 ) 

q = 0 4 

= 0 

De relatie (11.16a) is in strijd met ( 11 . 1) . 

= t 0:,4 J 1 - 1000 dt - 1000 
1-F(u4) .- 1000 e = e 

e<.4 

f (aJ,) 

Irnrners 

en dus 

= 1-F(0-4T f 0 voe~ i edere wa arde van 0:,1_, , 
r 
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(11.16) 

De relatie (11.16b) is gelijkwaardig met de uitspraak: 11 minstens 

een van de waarden cxi ( i=1 3 2; 3) is onbegrensd 11 , Een derge li jke keuze 

kan niet optimaal zijn. 

Na deze overwegingen blijft dus over de relatie (11.16c). Uit 

(11.13c) en (11.16c) volgt onmiddellijk: 

voor 

(11.17) 

De relaties (11 17) bieden ons 4 vergelijkingen met 4 onbekenden, 

nl. cx:1 , ., .,a4 . De optimale wa2rden van cx1 ziJn helaas niet op 

directe wijze te bepalen. Wij trachten daarom met behulp van een 

iteratie-procedure de optimale waarden van o:~ te benaderen. Daartoe 
(ii) l 

kiezen°wij een willekeurig stel 111aarden cx1' (i=1 5 ., , 0 4) en 

substitueren deze waarden voor o:, in de rechterleden van (11.17). 
l 

De op deze wijze verkregen numerieke waarden van de rechterleden 

van ( 11. 17) noemen wij o:i,..1) • Vervolgens substitueren wi,j deze 

waarden in de rechterleden van (11 17) en verkrijgen op analoge 
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wijze de waarden a~ 2 ) . Zo voortgaande construeren w1J vier getal-

lenri jen { Cli n) } ( t=1 J • , • , 4) . Indie n ieder van deze get a llenri jen 

convergeert tot een limiet a.*. dan voldoen de vier waarden a.* 1 , l 

aan de relaties (11.17). 
Deze iteratieprocedure behoeft hiet altijd tot een oplossing 

te lei den. Kie zen wi j echter a\ O) = IL , -1-A-1 +A_., dan b li jkt dat de 
( ) l 1~1 1 V1 

rijen {a. 11 }convergeren. De onderstaande tabel geeft de waarden van 

ain) voo~ n=0,1J2J3 5 4 5 5, 

Tabel 11 I 

11 aar-de n van ex.( n) --------1-

~ n 1 ~ J Li 

0 1050,00 1100;00 1100 2 00 1050,00 
-

1 1309510 1465)80 1475;82 14 25; 32 

2 1319;30 1478)32 14-89 J 87 11r 39 J 86 

3 1319)39 1lf78;01 11f89)32 14')()_')2 
_):,;,_) 

4- 1319)49 11f78J55 11f89,87 '1 1fJ9 5 87 

5 1319516 1478; 23 f 1489;54 /jl( 3 9 j 54 

De berekeningen zijn steeds met zes decimalen uitgevoerd. Men 

kan nu bewijzen dat de functie H(cx_13 )o:_Y ) inderdaad minimaal 

is voor de volgende (afgeronde) waarden van 

-,_t_ 

ex-"· 
1 ✓1319 

CX, ]t 
~ 1478 

2 
,t ex x 

3 
--- 14-90 

O(_]t 

4 = 1 0. J 

Verder kan men laten zien dat u1t (11.17) volgt 

X X 
, Q 4 - p 4 = CXJ - f 3 ; ( 11 . 19) 

waarmee we het resultaat (11.18) kunnen controleren. Inderdaad geldt 

1440 - 450 = 1490 - 500. 
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Uit ( 1'L18) volgt tenslotte dat een schade 

in de eerste klasse wordt geclaimd als Zlj groter is dan f 1,319,--3 
in de tweede klasse wordt geclaimd als ZlJ groter is dan f 1,478,--; 
in de derde klasse wordt geclaimd als zij groter is dan f 1,490,--J 
in de vierde klasse wordt geclaimd als zij groter is dan J 1,440,--, 


