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1. Inleiding

In dit rapport bespreken we een type wachttijdproblemen
dat met betrekkelijk elementaire middelen kan worden opgelost,
Hoewel we ons dus tot een speciaal scort problemen beperken
(geboorte- en sterfteprocessen), is er toch zoals uit de ver-
scheidenheid der voorbeelden zal blijken, een breed toepassings-
gebied.

Eenvoudigheidshalve zullen we het model beschrijven in

termen van klanten, die voor één of meer loketten in de rij gaan

staan om bediend te worden. Deze '"klanten" kunnen echter

patienten, machines, bacterien of andere individuen zijn.

De gegeven voorbeelden vormen een kleine fractie van de
bekende literatuur. In de literatuurlijst aan net eind van dit
rapport worden enige boeken van het niveau van dit rapport ge-
noemd, waarin tal van facetten die hier onbesproken blijven,
behandeld worden, zoals: niet-stationaire oplossingen, niet met
één parameter (de n van dit rapport) te beschrijven toestanden,
ingewikkelder aankomst- en/of bedieningstijdverdelingen, de

invloed van prioriteiten enz,

2, Het algemene model

De hier beschouwde processen kunnen als volgt beschreven
worden:
Als op tijdstip t(20) precies n klanten ter bediening aan-

wezilg zijn (hetzij wachtend, hetzij reeds onder behandeling),

dan treedt met kansq) M At o+ o(dt) in het tijdinterval (t,t+dt)
één vertrek (van een geholpen klant) op en met kans o(dt) twee

of méér vertrekken. Onafhankelijk daarvan treedt met kans

A dt + o(dt) in (t,t+dt) één aankomst op (van een klant die in
de rij gaat staan om geholpen te worden) en met kans o(dt) twee
of méér aankomsten. Hierbij zijn u en A niet-negatieve
constanten,

3

We veronderstellen dat mN=O i d.w.zZ. dat er noolt meer

S,
dan N klanten aanwezig kunnen zijn (maar N mag ook oneindig zijn!)

en dat Ags Ags e es Dy gqs Mgy Mops ooy My allen positief zijn.
Met Pg(t) geven we de kans aan, dat op tijdstip t precies n

/ f .
1) We schrijven f£(dt) = oldt) als lim ~L§El = 0 is.
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Dan geldtq) voor n=0,1,,...,N met 'A_q=,wO=RN=/wN+4=O

(2,1) P_(t+dt)=P_(t)P {vertrek ncch aankomst in (t,t+dt)l n
n n .
klanten aanwezlg op t} +

+P +1(t)P{'één vertrek in (t,t+dt) | n+1 klanten aanwezi
n en geen aankomst op t ¢+

+P 1(t)P{ één aankomst in (t,t+dt)i n-71 klanten aanwezig
n- en gcen vertrel: op t} o+

+P { minstens twéé variaties in n gedurende (t,t+dt)}=

=P_(t) {1-u dt+o(dt)} {1_-/\ndt+o(dt)}+

P (8) § u qat+o(at)} {1-n , dt+o(dt)} +

P, _4(t) { n,_qat+o(at)} {1-. _dt+o(dat)} + o(at)=

={1-(» +m )at} Po(E) P (E)+n P (t)+o(dt),

Hieruit vindt men na deling docr dt en limietovergang
(dt—0)

! = - ; . Y, o0

(2.2) Pn(t) = (xn+/un)Pn(t)+/un+1Pn+q(t)+ﬂh_1Pn_q(t) voor
n=0,"1,...,N,
Een cplossing van (2,1) is alleen dan een kansverdeling,

als tevens voldaan is aan

(2.3) Pn(t); 0 voor n=0,1,,..,N
en N
(2.4) 2. P (t) =,
n
n=0

Voor een volledige beschrijving van een systeem dat voldoet
aan (2.2), (2,3) en (2,4) dienen we bovendien de Pn(O) te
geven,

3, Oplossing van het stelsel (2.2)

We kunnen het stelsel vergelijkingen (2,2) niet algemeen
oplossen, We beperken ons daarom in dit rapport verder uitslui-
tend fot stationaire processen, d.w.,z. tot die gevallen waarin
Pn(t):pn is, onafhankelijk van t, zodat Pé(t)=o is (en p, > 0 met

N
Z%)pnzﬂ). Men kan bewijzen, dat voor het interval (t,t+T) (met
n:

t willekeurig en v voldoende groot)pnt bij goede benadering de
fractie van de tijd aangeeft gedurende welke n klanten aanwezig

. U G U

1) P{ AiB} = kans, dat gebeurtenis A optreedt, onder de voorwaar-
de dat gebeurtenis B heeft plaatsgevonden,
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Bovengenoemde oplossing heeft de volgende praktische be-
tekenis. In vele gevallenq) voldoet de algemene oplossing van

het stelsel (2.2) aan 1lim P (t)=O, terwijl p = lim P (t)
T~ 0O t—co
bestaat, onafhankell ik is van de voor P (O) gegeven waarden en

voldoet aan pn 0, 2? Py =1, De statlcnalre oplossing is dan dus

de oplossing(dat er hoogstens één is zal nog blijken) die naar-
mate t groeit, dichter benaderd wordt. In de praktijk blijkt de
stationaire oplossing snel benaderd te worden, hetgeen de beteke-
nis van de stationalre oplossing nog verhoogt,

De o, voldoen aan (neem Pn(t)zp en Pé(t)=0 in stelsel

(2.2))
(3.7) (hn+/kn)pn N 7\n—’lpn—’I+/u“1r1+1pn+’] veor n=0, 1, ..., N,

n

Inplaats van (3.1) kunnen we schrijven

(3.2) 2P A 1Pre1 T MaoaPn-1T #nPa voor n=0,1,...,N,

waaruit door invullen van n=0 volgt

(3.3) My qPryq = 2Py voor n=0,%, ..., N,
zodat

Ao Mooty
(3,4) o) = © voor H=O,/],...,N

n e Al g e e Mg e
N
is. Met de voorwaarde Z: pnzﬂ volgt voor P,
n=0
4 N Ny Nqe e

n-"1
(3.5) p. =1+ 3
O n= /} /t(/’ }Al"g ¢ a o /‘(Apn

De aangegeven oplossing kan alleen dan gevonden worden als

p. >0 is., In geval N oneindig 1s, moef daarom S < zilijn, waarbl]

@ Ao
q 1° 1’1 7
(3.6) 8= T
n=1 Moty
In het speciale geval = n=n en Mo 4= M VOOT n=0,1,... 1s

S <00 equivalent met

: A 4

. - < i,
(3.7) yr
Q) We %2%1en de grenzen niet precies aangeven: grofweg geldt dat
7? en —— begrensde functies van n moeten zijn en S<oo (zie
(3.6)).




4, Inhoud van de veronderstellingen

On tc zien wat de veronderstellingen dic we in § 2 gemaakt
hebben inhouden, beschouwen we een interval (t,t+T), aan het
begin waarvan precies n klanten aanwezlg ziJjn. We voeren in

(4.1) TUn(t) = P-{het aantal aanwezigen blijft n gedurende
de tija=}.
Voor mn(t) geldt

(4.2) T (v+dT) :T\“-n(”\:){’i~(7\ﬂ+/wm)ii'f: + O(d”ﬂ')} ,
zodat
(1.3) W) = - (rgt ) T, ()
is, d.w.z. ( )
=M+ )T

(4.4) w,(T) = cz b
voor een constante ¢ en alle ¥ 2 0. Daar ® _(0) = 1 i, moet c=1
zigjn, zodat

~(n e )T
(4.5) T (v)=c BT yoor T 20 en n=0,1,...,N.

Deze prelatic houdt in, dat de tiJd X gedurende welke het aantal
aanwezigocn aan n gelijk bligft, een exponentidel verdcelde

stochastische variabele 13 mztT parameter wn+/¢q, d.w.z. gemid-
[

- -,] N s s . N
delde (Wn+/Ln> . We kunnen x _ 00k interpreteren als het minimum

- , . P o *
van twee onafhankeliljke stochastische variabclen Y, CD oS

Veronderstel dat ecr n aanwezigen zijn on tijdstip € en we
géén nieuwe klanten toelaten vdéor de cerste van deze n aanwezi-
gen vertrokken is., Voor de kans dat de cerste van de n na tijd-

stip t+7% vertrekt,vinden we met een berelening analoog aan de

zoJjulst gegevene

Laten we vanaf tijdstip T nieman e eerste
J [

aankomst na t plaatsgevonden heef
dat deze aankomst na tijdstin t+T va
redenering,

. - nn o
(4.7) ) voor © » O.

[©]

1

n onafhankelijk van e¢lkaar plaat

T

l_!.

Aankkomsten en vertrekken v

nde
vanaf tijdstip t tot de cerstvolgende verandcring van n (met +-
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of -1) optreedt. We wachten dus vanaf t op het minimum van twee

onafhankeli jke exponentiéel verdeelde stochastische variabelen

¥ en s met
Z.n Zn

It
()

P y*>t n’ voor T 2 O,
(4.8) i {*? } T
]?{E§>?}= e voor T 2 O,

%
58, ) volgt

~T1
(At )T
(4.9) i; >T b= v voor 1t 30,

zodat voor x = min(y

zoals we reeds afgeleid hebbe

5. Toelichting bij de voorbeelden

In de te behandelen voorbeelden zullen we de volgende

situatie ontmoeten, Klanten komen binnen volgens een stationailr

-

Poisson-proces met parameter A , d.w.z. het aankomstinterval

(dit is het tijdinterval tussen twee opcenvolgende aankomsten)

is exponentiéel verdeeld met parameter A (de gzemiddelde lengte
/]
)

van dit interval is dan =» . De bedieningstijd van elke klant

heeft een exponentiéle verdeling met parameter . (de gemiddelde

-
s \ . - - - .
bedieningsduur is A~ '), Alle aankomstintervallen en bedienings-

tijden zijn onderling onafhankelijke stochastische variabelen,

Alleen voorbeelden 2 en 8 maken op deze regels een uitzondering,
die ter plaatse wordt besprolken.

Op tijdstip t kunnen n klanten aanwezig zijn, waarbl]j voor
de kde klant van deze n geldt, dat een deel b, van zijn bedile-
ningstijd reeds voorblij is o» tijdstip ¢, b@Flel de laat
aankomst voor t on t-a plaatsvond. Dan geldt voor de resteren
mb,, Sﬂwbpﬁ.,.,s‘~b‘ en de tijgd y-a, die z

— — ig! n

Jjden
verlonen voor de volgende aankomst optreedt

34 >b1,§2>b29..aﬁgﬂ>bn en 2:\a} =
B P{Eq>b1+sqﬁs >L2+82'°°’Sn>bn+sn en z>a+y} -
P{§4>b15 S,>bsse..,8, 20 en y>a} -
n = etﬂsqeﬁﬂsg...eiﬂsne~,My.

D.w.z, vanaf tijdstip t ontwikkelt het proces zich, alsof de




§1'=_1—b1, §2'=§2-b2,...,§n'=§n—bn en y'=y-a onderling onafhan-
kelijke exponentiéel verdeelde stochastische variabelen zijn
(de s' met parameter u en y' met parameter )., We veronder-
stellen niet, dat alle op tijdstip € aanwezige klanten simul-
taan bediend worden, d.w.z. bkzo voor bepaalde k's., Als er op

tijdstip t precies m klanten bediend worden, dan zal in het

interval (t,t+dt) met kans

(5.2) P{min(s!.8),....8)) ¢ dt} = mu dt + o(dt)

één vertrek optreden en met kans o(dt) méé

Q3
[@h

Eveneens treedt (onafhankelijk van het ald

van klanten in (t,t+dt)) met kans

(5.3) P{y'¢ dt} =adt + o(dt)

één aankomst op en met kans o(dt) méér dan £én aankomst. Ve
kunnen dus het model van § 2 toepassen op deze situatie, als
we nog geven hoe m van n afhangt.

Bij elk wachttijdproces kunnen we twee wachttijden onder-
scheiden:

a) v, de virtuele wachttijd, dit is de tijd die verloopt vanaf

het gekozen tijdstip t tot het moment dat een op tijdstip t
in de rij gezette waarnemer aan de beurt komb, als géén
nieuwe klanten na tijdstip t worden toegelaten (voor het
door ons beschouwde stationaire proces geldt dat v onafhan-

kelijk is van t),

b) w, de wachttijd van een klant, dit is de tijgd die verloopt
vanaf het moment van aankomst van deze klant tot het moment
dat het zijn beurt is om bediend te worden (w hecft voor

alle klanten dezelfde verdcling).

De variabelen v en w zijgn alleen dan ondubbelzinnig gede-
fini&erd, wanneer we aangeven in welke volgorde de bediening
der klantcn plaatsvindt. Besc

1

1
houwt men slechts het aantal aan-
uits

wezlige klanten, dan is een praak over de volgorde overhodilg.

Waar nodig veronderstellen we blj de voorbeelden: behandeling in

volgorde van aankomst.

I ——




6., Voorbeelden

e bespreken nu een aantal praktische situaties voor welke
de behandelde theorie van toepassing is. Ve volstaan daarbij
met het aangeven van de 2B tenzij voor {X V} {w <w}
8ylof 8§leen eenvoudige uitdrukking gegeven kan worden. Niet
in alle gevallen 1is er sprake van wachttlijden, zodat soms om

die reden niet over v en w gesproken wordt.

1) Telefoonverkeer over cen onbeperkt aantal lijnen. Voor clke
abonnee die opbelt is een lijn beschikbaar. De beschrijving van
§ 5 ig van toepassing. Deze situatie wordt in de praktijk be-
naderd in die gevallen, waarbij vrijwel nooit op een aanslui-
ting behoeft te worden gewacht. Vachttijden treden hier niet op,
S <o is altijd vervuld.

In dit geval is

N oneindig,
Wn =Avoor n=0,7T,... ,
My = Dpe voOOr N=0,T,...,

zodat met (3) en (4) volgt

(2)F - 2
& L
D, = 4%T~ e 7 voor n=0,1,... .

2) N lassers betrekken onafhankelijk van elkaar met tussenpozen

De tijden pgedurende welke een lasser geen stroom gebruikt, zijn
exponentigel verdeeld met parameter A (gemiddelde m"q), terwijl
de tijden gedurende welke hij wel stroom verbruilkt, exponentitel
verdeeld zijn met parameter u (gemiddelde /&"q). De diverse
tijdintervallen zijn stochastisch onafhankelijk. Van wachttijden

is hier geen sprake.

Hier is

N eindig,

A, = (Nen)a  voor n=0,1,...,N,

Moy = D voor n=0,1,...,N,

zodat ‘ n N-n
N A )
-p]’ = (V}> (——/_.——) _/fi—“ voor nzO}/lﬁ‘--}No
n ! N A
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3) Bediening aan N loketten zonder wachbgelegenheid. De lclanten
komen aan en worden geholpen volgens de beschrijving in § 5, met
de volgende extra bepaling: vindt een klant één of meer van de
loketten vrij, dan wordt hij direct geholpen; zijn alle loketten
bezet, dan verdwlijnt hij onverrichterzake. Dlt model 1s bijvoor-
beeld van toepassing voor parkeerterreinen en benzlnepompen. Van

wachttijden 1is hier geen sprake,

Hier is
N eindig,
A, = { A voor n=0,1,...,N=1,
O voor n=N,
¢, = oM voor n=0,1,...,N,
zodat (21) n A CZL>D -
P, = f?r- ggg ﬁ?f voor n=0,1,...,N.

De fractie der klanten ¢ie niet geholpen wordt is hier ge-
lijk aan de fractie van de tijd dat geen nieuwe klanten geaccep-
teerd worden, dus de fractie van de tijd dat er Il aanwezigen zijn.

3).

Deze laatste fractilie 1is gelijk aan Py (z1ie
N

*) Bediening aan M loketten met onbeperkbe wachigelegenheid. De
klanten komen aan en worden geholpen volgens de beschrijving in
§ 5. De klanten, die alle M loketten bezet hebben gevonden, staan
in volgorde van aankomst in €én rij te wachten tot er een loket

vrijkomt.

Hier 1is
N oneindig,
7\_(]: N voor n=0,1,....n
M= DM VOOT n=0,"1,...,M,
Mt voor n=M+1,M+2,...,
zodat s
(g_ n M AND cO (ﬁ ) -]
A , E A o p
nl z%) J%f N - voor n=0,1, .., M,
‘L/]= ,»‘ ¥

lay e e B0
> LA

o n-M Ty
e Mp.q“— i =0 n=M+1 M!M

De voorwaarde S <co 1s eguivalent met

z{>’

yn

voor n=M+1,M+2, ... .
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De verdeling van de virtuele wachttijd v wordt gegeven door

M- co v n-M+1_n-M
Plvegvl= > op_+ > D j' o ~Mux (M) £ dx voor v 20,
— n n
n=0 n=M 0 (n-11) !

Omdat (zie § 7) in dit geval p_=a, is voor n=0.1,..., geldt

tevens
M- co W Nn-M+1_n-M

P{w < w}= > D+ 2 P, f o~ Mmx (M) (n—M)D‘C voor wz O,
n=0 n=M 0 ‘

- o - oy o B0 wwa - S Sa GWS e G G S e G A S G G i e Wt G ot e N M G S e e o Gt e ek M e Mo e na e e Gm Gwe G e s G

hier beschouwde situatie is een tusscnvorm van die in de voor-
beelden 3 en 4. We veronderstellen hiecr, dat slechts N-M klanten
kunnen wachten (waarbij Nz M is), terwijl verder de klanten aan-
komen en geholpen worden volgens de beschrijving in § 5. Deze

situatie treffen we bijvoorbceld aan in restaurants.

Hier is
N eindig
mn = { A voor n=0,1,...,N=1,
O wvoor n=N,
/ﬁj::{n/w voor n=0_1,...,M,
'M/w voor n=M+1,M+2,...,N,
zodat (2 o (2) a2y
L
_’f . + Z: DYool voor n=0,1,...,M,
a: n=o o nsWe1 iR
10 =
“n n n n .
() 82, 2 @)
—ALE:W g, + 2 “’iﬁiﬁ voor n=M+1,M+2,...,N.
MIM n=0 ° n=M+1 M!M j

er klanten die niet geholpen wordt, is Py

6) Ongeduldige klanten. We beschouwen de bediening aan één loket,

waarblj de kans dat een aankomende klant achter een rij van

xn

lengte n aansluit e’ is (met o een niet-negatieve constante),

terwijl verder de beschrijving in 5 5 van tocpassing is.
Hier 1is

&

N oneindilg

-
“n = e voor n=0,1,...,
B 0 voor n=0,
/‘a‘n' ~
Mo voor n=1,2,...,

T —




zodat
0 X n

- 1 - -1
D, = (%‘) e zan(n-1) { n(n 1)} voor n=0,1;... .
is
<

De voorwaarde S < 00 tijd vervuld voor « > O3 voor o =0

2
AL

al
is S < @ eqguivalent met 1.

7) Bediening in fasen. We beschouwen de bediening van klanten

aan één loket. De klanten komen aan en worden geholpen volgens

de beschrijving in § 5, met de volgende wijziging: de bedienings-
tijden zijn niet exponentleel verdeeld maar hebben dezelfde ver-
deling als de som van k onderling onafhankelijke exponenti&el
verdeelde stochastische variabelen, elk met parameter k w .

D.w.z, voor een bedieningstijd s geldt

5 _kax (k )kxk~1
P{s¢s}= [ e Al : dx  voor s 20,
(k-1)!
terwijl Es8 = k. S N
- k S

We zeggen dat er nog n fasen bediend moeten worden (n fasen
aanwezig zijn) op tijdstip t, als de virtuele wachttijd op dat
moment de som van n onderling onafhankelijke exponenti&el ver-
deelde variabelen is, elk met parameter k « . Door het aantal

aanwezige fasen inplaats van het aantal aanwezigen te beschouwen,

kunnen we dit model in de algemene theorie inpassen, Laat pﬁ* de
kans ziljn, dat er op tijdstip t (t willekeurig) precies n fasen
aanwezlig zliJjn en qg" de kans, dat er bij een aankomst precies n
fasen aanwezlg zijn. Het algemene model kunnen we niet ongewij-
zlgd toepassen: als er op tijdstip t precies n fasen aanwezlg
zijn, dan neemt het aantal fasen in (t,t+dt) met kans adt+0(dt)
met r toe (inplaats van met 1). Analoog aan de behandelde theorie

volgt in dit speclale geval
np 1 0
D = ) s AV2 T = .
j oS ko D, roor n=0,

(n+k L)?*r = AP i voor n=1,2
APy Pr-m M Y - PEa s

waarbi] p. = O is voor n< 0, Hisruit volgt mct & = 2
n K L
(X) 0 - ~
> pr gl = ek o ¥ voor [z | <
—. N L+ Fo ’

zodat




= A
pO = /l- -;(I ‘
Ook in dit geval is pi’: q;'voor n=0,1,..., zodat
@ v n_n--1
e = 5 _13‘_ s
P{V~SV}= P, + p; j.e kpx (o) X dx voor vz 0
- n="1 0 (n-1)!
0 L, W n_n--1
P{ws W} = p§'+ P: / e TEAE (e at) dx voor wsz O,
- n=1 " 0 (n=-1)!
Dan is dus
A
00 © >
v = Eu = 2: ok B _ A Z:np,*:wr1 Vant a .
- m e Y ku n=t 0k 4o M
n Ao U n= 7

Veoor =1 is %ig_dus 2 x zo groot als voor k—»00 . Voor k=1 1is
de verdaling van de bedieningstijd cxponentié€el met parameter
of gemiddelde i% . Voor k-—>c ontaardt de verdeling van de be-
dieningstijd, deze krijgt de constante waarde ﬁ% .

De voorwaarde S < o 1s wederom eguivalent met %f < 1,

8) Onderhoud van machines. N machines worden door R monteurs
(met R ¢N) onderhouden. Voor e¢lke machine geldt: de looptijden
zijn exponentigel verdeeld met parameter ™ en de reparatietijden

.
Ky

n evenecns exponentifel verdeceld met parameter 4 . Alle loop-
tijden en repavatietijden ziljn onderling onafhankelijk. De repa-
raties worden in deg volgorde van stukgaan uitgevoerd.

Hier is

N eindig,
A, = (N-n)a voor n=0,1,...,N,
[0 M voor n=0,1,...,R,
oo ~A{R/& voor n=R+1,R+2,...,N,
zoaat ) - )
(V@) () 5~ a) voor
| DA o N AR T U E g (Nen) miRER LA
o= n=0,1,...,R,
“n i B g h /\\‘)n{ ZPi (N)(_Z\_.)n+ N N (7‘ n
{ (N-n)imiRDH Am o VPV n S (Wen) !RIRPTR '“)




- N -~
Plvev} = ‘./:1 o+ S b fv Raux (Rt
= o h T 4m P ) (n-R)!

voor vz O,

s a, £ p,., zoals op grond van § 7 verwacht mocht worden.

¢ ; N_ -
(N-ﬂ“) (J_\_)“{ ZR: <N—’1>(_2\_>ﬂ . ff' (N-1) } !
nosAM { n=0 o A n=R+1 (N-n-1)!RIR"" -1t

n voor n=0,1,...,R,
(N-1) ! & (NA)(_Z\_)“JF g:'/‘ (11-1) ! }‘1
(N-n-1)1R:RP™T n‘;) AN o n=8%11 (N-n-1)!R!R?H

voor n=R+1,R+2,...,N=1.

Voor de wachttijd geldt
R g

W Jn—R+1Xn~R

c~Rux (Ru

dx
(n-R)!

voor w20,
In de tabellen van Peck en Hazelwood (zie literatuurlijst)

zijn de grootheden F = s (de "efficiency factor') en
N A+ A Ev
D = 2: [ (de kans dat een defecte machine moet wachten op re-

N= 8 . : B
paratlg) getabelleerd als functie van N,R (daar aangeduid met M)
en X = —2 (daar worden U en T voor resp. éL en zebruikt) .

?\-‘r-/.,b N
Uit de door ons gegeven formules blijkt

g

v(N,R) & w(N+1,R),

d.w.z., de wachttijd bzrj een systeem met N+1 machines cecn R re-
parateurs heeft dezelfde verdeling als de virtucle wachttigjd

bij een systeem met N machines en R reparateurs. Tevens geldt
N
R/b n=R

-

hetgeen niet bevredizgend fte vereenvoudigen is.

7. Vergeliljking van D, en a_

In deze paragraafl vergelijken we P, €1 Qs teneinde na te
gaan in hoeverre deze grootheden met elkaar overeenstemmen.
We definiéarden reeds voor het stationaire proces bij het al-
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gemene model

(7.1) D, = P {er zijn n klanten aanwezig op een willekeurig
tijdstip t}

en

(7.2) a, =P {er zijn reeds n klanten aanwezig bij de aan-

komst van een klant }.

Voor de p, gelden de vergelijkingen (zie (3.1))
(7.3) (ﬂn+/wn)pn = NP 4t Ay P voor n=0,1,...,N

met X_q = ph = KN:/“N+1 = 0.
Om de an Te bepalen voeren we in

(7.%) a., = P-{bij een aankomst zijn k klanten aanwezig/ bij
de vorige aankomst waren er i} .

Het aantal aanwezigen neemt dus eevrst af van 1+1 aanwezlgen

direct na de eerste aankomst tot k aanwezigen vlak voor de

tweede aankomst en dan weer toe tot k+1 aankomsten direct na

de tweede aankomst. Uit 3 4 volgt voog‘de ltkans, dat het aantal

aanwezlgen van J naar j-1 overgaat 21 en voor de kans dat
M
het aantal aanwezigen van J naar wjﬁf% J+1 overgaat ——d— ,
zodat mj+fﬁ
(7.5) o - 441 Ay e e
. ik—}\ + A N '”7\ + Ao A+
1+ i+ 1771 k+1 k+1 k k

voor 13 k-1.

Voor het stationaire proces is Q, voor alle klanten gelijk

en geldt
N
(7.6) a = i}g ) 484y, met a_,=q_,,. = 0 en k=0,1,...,N,

Uit (7.5) en (7.6) volgt
N M e Mo 4 M
(7.7) a, = z: a, i+1 n+1 -
(%i+1+fki+1>"‘<an+1+/“n+1)(“n+/*n>

i=n-"1

voor n=0,1,...,N,

Maar dan is

————




(7.8) Oy s Gnoq = 2 9

waaruit volgt
2

(7.9) (“n+/wn>qn = 2o T {;f;'fbn+1 D4
E

voor n=0,7,...,N-1.

Ook dit stelsel is oplosbaar, evenals (7.3). We vinden als op-
lossing

'}\,1 7\2. . .7\n

= a
n e fooy e o oy O

(7.40) G voor n=0,1,...,N,

L

t (zie (3.4))

AP e e s A,
(7.11) b = 21 =1, voor n=0,1,...,N.
Iy /bb I.O
/'{lb,ybcg-n:‘ “
We concludercen dus: P, = 4, voor n=0,1,...,N 18 dan en
4
slechts dan Juist als ?bz'kn 18 voor n=0,1,....N, d.w.z. Xn='R

terwijl voor Ph zZel

onafhankelijk van n=0,1,...,N,

Analoog kan voor voorbeeld 7 aangetoond worden: P, = 9,

voor n=0,1,... .

—
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