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'1, Inleiding 

In dit rapport bespreken we een type wachttijdproblemen 

dat met betrekkelijk elementaire middelen kan warden opgelost. 

Hoewel we ans dus tot een speciaal soort problemen beperken 

(geboorte- en sterfteprocessen), is er toch zeals uit de ver­

scheidenheid der voorbeelden zal blijken, een breed toepassings­

gebied. 

Eenvoudigheidshalve zullen we het model beschrijven in 

termen van klanten, die voor ~~n of meer loketten in de rij gaan 

staan om bediend te worden. Deze 11 klanten 11 kunnen echter 

patienten, machines, bacterien of andere individuen zijn. 

De gegeven voorbeelden vormen een kleine fractie van de 

bekende literatuur. In de literatuurlijst aan het eind van dit 

rapport warden enige boeken van het niveau van dit rapport ge­

noemd, waarin tal van facetten die hier onbesproken blijven, 

behandeld warden, zoals: niet-stationaire oplossingen, niet met 

~~n parameter (den van dit rapport) te beschrijven toestanden, 

ingewikkelder aankomst- en/of bedieningstijdverdelingen, de 

invloed van prioriteiten enz. 

2. Het algemene model 

De hier beschouwde processen kunnen als volgt beschreven 

warden: 

Alsop tijdstip t(~O) precies n klanten ter bediening aan­

wezig zijn (hetzij wachtend, hetzij reeds onder behandeling), 

dan treedt ,net kans '1) _,,{'- dt + o(dt) j_n het tijdinterval (t,t+dt) 
n 

een vertrek (van een geholpen klant) op en met k2ns o(dt) twee 

of m~~r vertrekken. Onafhankelijk daarvan treedt met kans 

'A dt + o(dt) in (t,t+dt) een aanko,nst op n· 
de rij gaat staan om geholpen te warden) 

of meer aankomsten. 

constanten. 

Hierb1.j ZiJn ,,,u, 
n 

(van een klant die 

~n ~et ~~ns n(~t) c_1 111..... ~·\.o..a.J. v u_,.., 

in 

twee 

We veronderstellen dat ~N=O is, d.w.z. dater nooit meer 

dan N klanten aanwezig kunnen zijn (maar N mag ook oneindig zijnD 

en dat '?--0 , i\1 , .. . ,7'.1,J-'1' .,,u .. 1 , /u.., 2 , ... , .,,u.N allen positief zijn. 

Met P "(t) geven we de kans aan, dat op tijdst1p t precies n n 
klanten_aanwezig zijn. 

'1) We schrijven f(dt) = o:at) als lim 
c:it➔O 

f(dt) 
dt 0 is. 



-2-

(2.1) P (t+dt)=P (t)P {vertrek noch aankomst in (t,t+dt) ! n 
n n klanten aanwezig opt}+ 

+P n +"/ t) P { :~ng~~~t~~~\:;g,s.~ t, t+d t) ! n +1 klan ten aan:;ztj + 

+P 1(t)P{ een aankomst in (t,t+dt) I n-1 klanten aanwezig 
n- en goen vcrt1~e 1: op t} + 

+P{minstens twee variaties inn gedurende (t,t+dt)}:::: 

:::: P n ( t ) { 1- 1u n d t +o ( d t ) } { 1 - 7\ n d t + o ( d t ) } + 

+Pn+ 1(t) { ,,-un+'ldt+o(dt)} { 1-7\n+'ldt+o(dt)} + 

+Pn_ 1(t) { An_ 1ctt+o(dt)} {1-,,a,n-'ldt+o(dt)} + o(dt):::: 

={1-(i\ +/-l )dti- P (t)+;.,t·. , 1P +1(t)+i\ 1P 1(t)+o(dt). n n J n DT n n- n-

Hieruit vindt men na deling d or dt en limietovergang 

(dt-,-.O) 

(2.2) P 1 (t) = -(i\ +)A. )P (t)+,,u. +-1P +-1(t)+'.i\ -1P /1(t) vocr n n n n · n In I n- 1 n-
n=O,"l, ... ,N. 

Een oplcssing van (2.1) is alleen dan een kansverdeling, 

als tevens voldaan is aan 

( 2. 3) 
en 

( 2. 4) 

P ( t) ~ 0 n v Gr n=O, 1, ... ,N 

Voor een volledige beschrijving van een systeem dat voldoet 

aan (2.2), (2.3) en (2.4) dienen we bovendien de P (0) te n 
geven. 

3. Oplossing van het stelsel (2.2) 

We kunnen het stelsel vergelijkingen (2.2) niet algemeen 

oplossen. We beperken ons daarom in dit rapport verder uitslui­

tend tot stationaire processen, d.w.z. tot die gevallen waarin 

Pn(t)=p11 is, onafhankelijk van t, zodat P~(t)=O is (en pn~ 0 met 
N 
L =1), Men kan bewijzen, dat voor het interval (t,t+,:;) (met 

n=O 
t willekeurig en~ voldoende groot)pn~ bij goede benadering de 

fractie van de tijd aangeeft gedurende welke n klanten aanwezig 

ziJn. ______ _ 

1) P { A IB} = kans; dat gebeurtenis A optreedt, onder de voorwaar­

de dat gebeurtenis B heeft plaatsgev0nden. 
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Bovengenoemde oplossing heeft de volgende praktisdhe be­

tekenis, In vele gevallen 1 ) voldoet de algemene oplossing van 

het stelsel (2.2) aan lim P 1 (t)=O, terwijl pn= lim Pn(t) 
t➔ OJ n t-+CO 

bestaat, onafhankelijk is van de voor P (0) gegeven waarden en 
N n 

voldoet aan pn ~ 0, r: pn=1. De static,naire oplossing is dan dus 
n=O 

de oplossing(dat er hoogstens ~~n is zal no§ blijken) die naar-

mate t groeit, dichter benaderd wordt. In de praktijk blijkt de 

stationaire oplossing snel benaderd te worden, hetgeen de beteke­

nis van de stationaire oplossing nog verhoogt. 

De pn voldoen aan (neem Pn(t)=pn en P~(t)=O in stelsel 

(2.2)) 

( 3. 1) 

Inplaats van (3.1) kunnen we schrijven 

(3.2) I\ p - IL p = ;\ p -n n r~nvl n+'l n-1 n-1 

waaruit door invullen van n=O volgt 

( 3, 3) 

zodat 

( 3. ~ ) 

= I\ p n n 

i\ 11\ ,,,.,/\ n- n-c o 

/«.n /t{..n -1 

vc Jr n=O, 1, ... ,N. 

voor n=O, 1, ... ,N~ 

voor n=O, 1, .. , , N, 

voor n=O, 1, ... ,N 

is. Met de voorwaarde c..c1 volgt VOOl" o 
'o 

( 3. 5) 
-1 1 + 

n= 

De aangegeven oploss kan alleen dan gevon n warden als 

> 0 s. In geval N oneindig is, m'Jet: daarorn S < OJ z1jn, waarbij 

co 
( 3. 6) s = L 

n=1 

In t speciale geval 

S < co equivalent met 

11 

?\ = 7\ en n n 1 voor n=0,1, ... is 

1) We zullen de grenzen niet precies aangeven: gr~fweg geldt dat 
'i\n ,,,..~ n en ri- begrensde func ties van n moeten zijn en S < oo ( zie 

(3.6)). 



4. Inhoud van de veronderstellingen 

Om tc zien v1at de verond.erstellin n c1l2 1,ie in § 2 gemaakt 

hebben inhouden, beschouwen we een interval (t,t+~), aan het 

begin waarvan precies n klanten aanwezig ziJn. We voeren in 

(4.1) 

Voor ~ (~) geldt n 

( 4. 2) 

zodat 

i s ; d 4 \ 1.J .. z ~ 

(4.4) 

IG~(t) = - ( 7\ +,1u )\ li:' ( ,:;-) , n n n 

-·(71.+,u.,)T n r-11 

blijft n gedurende 

deti,jd.:}. 

voor een constante c en all:: 17:;;, 0. Daar> it:11 (0) 'I is, noet c=1 

ZiJn, z at 

(4.5) VOOt' t. ? O en n=O, ·1 , •.. J N . 

Deze r'c1atj_c, h'.)UC1t in, c:12t C:ie tiJc: x c:;urcne::: ,·Je:1kc hct aanta1 
-n 

aanwez n aan n gel1Jk bl~_Jft, een exponenti~el v2rdce c 

stochastische variabele 1 

' l 1 "' ( "'- J__ ) - /j \.• _ ! • · • 'CO •r / / l · .L t oe Ul, 1,11 , p 11 • 1-!e ,\.unrk.11 oo,c in L,eri:n'c ·c:.~cn a l,s 

van twee onafhankelij stochastische vat>iab lcn 

Verondcrstel dat c i- n a a rn,1 e z n z .L J n u [J t J. j Ct s t 

het 

g2mid­

m:i.nJ_mum 

we 

g~~n nieu~e klanten toelaten v66r de c~rst~ v3n deze n aanwezi­

gen vertrokken is. Voor de kans dat de eerste van den na tijd-

zoJuist r:Se vene 

( I I C: ) I ,.,1_; 

aan t na t ;Jlaats v en heeftJ dan vind 

dat dez2 aankomst na tijdst19 t+~ valt, 09n1e 

redenerinc_,, 

:en voor ue eei-ste 

1,1e voor c1 c kan s 

met dezel 

( 4. 7) e voor --c; ~ 0, 

Aan ten en vertj_~ek'.cen v:i.nc~en onafhankelijk van ellcaar plaatG 

vanaf tiJCstip t tot d aerstvolgende vcrandcring van n (raet +1 
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of -'1) optreedt. We wacht2n cJus vanaf t op het minimum van t1·Jee 

onafhankelijke exponentieel verdeelde stochastische variabelen 
en s ;.;.. met 

-11 

~ 
p {y~>'C}= 

( 4. 8) 
t p { 0* :,.1:'. 1 = 

.'..::.11 J 

zodat voor'" .:'..::.17 

(4.9) 

-?\ ,:; 
n e 

-;i,. "Ci n 
C, -,, 

zoals we reeds afgeleid h2bbe11. 

5. Toelichting bij de voorbeelden 

voor i:; ;;, 0, 

voor "'t:' ;,. O; 

voor' 

In de te behandelen voorbeelden zullen we ae volgende 

situatie ontmoeten. Klanten komen b111ne11 volgens een stationair 

Joisson-proces met parameter~, d.w.z. hct aankomstinterval 

(dit is het tijdinterval tussen twee opcenvolgende aankomsten) 

is exponenti~el verdeeld met parameter ~ (de gemiddelde lengte 

van~ dit inter•val is dan 1\ -·l). De bedieningstijd van elke klant 

heeft een ex.ponentiele ver'de 1ing met parameter ..A.. ( de gemiddelde 

bedieningsduur is ~-1 ). Alle aankomstintervallen en bedienings­

tijden ziJn onderling onafhankelijkc stochastische variabelen. 

Alleen voorbeelden 2 en 8 ma'..;:en op clGze Pe;::;els een uitzonder·ing, 

rJie te1° p1aatse wordt bespr'c)lcen. 

Oo tiJdstip t kunnen il 1clanten aanv!czig ZlJnJ i,1aarbij voor 
~ de . :i de K Klant van □ eze n Geldt, dat een deel bk van zijn bcdie-

ningstijd reeds voorbij is O) tiJdstip t, terwijl de laatste 

aanlrnm::,t 
/ / 

\T'JQl1 t opt-a plaatsvond. Dan gel cl t V O o i'.' c1 C i1c s te r1"::11cl e 

bedic1n ::;tijclen 

v66r de 

S,,.1-1).,~ J S,-.-1).,,y O e $ yS -b 811 de 
- 1 -c:. L: -n n 
volgencJ.e aatllrnr;ist opt1"'eedt 

tiJCi y-a, die za1 

( 5 .1) pis,.-b,1> 
L- i I 

en y-a>y l 
en y > a} = 

P{~,i>b.1+s,l,~2 >b 2 +s 2 ... ,sd•b0 +s 11 en x_>a+y} 

P{s.,,>b," s 2>b 2 ;,,,,s. ;,,bn en y>a} 
, -1 1 - -n - . 

-}IS,. -;USn 
I c:. 

== e e 

D.w.z. vanaf tijdstip t ontwikkelt het proces zich) alsof' de 
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s'1 1 =~1 -b1 .9 ~ 2 1 =s 2-b 2 .,, .. .,~11
1 =~_11 -b11 en y'=")!__-a onderling onafhan-

kelijke exponenti~el verdeelde stochastische variabelen zijn 

(de ~ 1 1;1et parameter~ en y 1 met pa1."ameter' 7\). He veronder­

stellen niet., dat alle op tijdstip t aam1ezige klanten simul­

taan bediend worden., d,w.z. bk=O voor bepaalde l{'s. Als er op 

tijdstip t precies m klanten bediend warden, dan zal in het 

interva 1 

( 5. 2) P {min ( s ;1 ., s 21 ., .. • _, s _1 ) ~ d t } = nu(, d t + o ( d t ) 
- - -li1 / 

een vertrek optreden en met kans o(dt) er dan e~n vertrek. 

Eveneens treecJt ( onafhantcc,liJk van het nl clan ni0t vertcekken 

van klanten in (t.,t+c1t)) t,1et kans 

( 5, 3) P{if._ 1 f dt} = ?.Gt + o(dt) 

een aanlrnmst op en met ~cans o(dt) meer dan ecn aanlcomst. 1.Je 

kunnen dus het model van 8 2 toepassen op deze situatie, als 
lJ 

we nog geven hoe m van n afhangt. 

BiJ elk wachttijdproces kunnen we twee wachttijden onder­

scheiden: 

a) v, de virtuele wachttijd, dit is de tijd die verloopt vanaf 

het gekozen tijdstip t tot het moment dat een op tijdstip t 

in de rij gezette waarnemer aan de beurt komt, als gci~n 

nieuwe klanten na tijdstip t warden t laten (voor het 

door ans beschouwde stationaire proccs 

kelijk is van t), 

ldt dat v onafhan-

b) w, de wachttijd van een lclant, dit is d<2 tiJd die verloopt 

vanaf het moment van aan 

dat het zijn beurt is 

t van deze klant tot het moment 

T.10 c, "[1 ( l'7 h 0 ', I~ 'L,-\_., V\ -._.,__, voor 

aJ.le klanten dezelfde vcrdcli ). 

De variabelen v en~ ziJn alleen dan ondubbelzinn gede-

fini~e , wanneer we aangcvcn 111 welke volgo e de bediening 

der klantcn plaatsvindt. Besc men slechts het aantal aan-

wezige klanten, dan is een uitspraak over de vo orde overbodig. 

Waar nodig veronderstellen we bij de voorbee en: behandeling in 

volgor~e van aankomst. 
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6. Voorbeelden 

1Je bespreken nu een aantal praktische situaties voor welke 

de behandelde theorie van tocpassing is. Ue volstaan c1aarbij 

met het aangeven van de pn 3 tenzij voor> P{v $ v} 5 P{w :5 wf, 
f, v of e w een eenvouc1.ige u=i.. td rukking gegeven kan 1.cJorden. Niet 

in alle gevallen is er sprake van wachttijden, zodat soms om 

clie reden niet over v en ·w gesproken r1or,c,t. 

1) Telefoonverkeer over_een_onbeper1-ct __ aantal_lijnen. Voor elke 

abonnee die opbelt is een lijn beschikbaar. De beschrijving van 

§ 5 is van toepassing. Deze situatie wordt in de praktijk be­

naderd in die gGvallen, waarbiJ vrijwcl nooit op een aanslu1-

ting behoeft te vwrden c;e 1:rncht. \Jachttijden treden hier niet op 9 

S < co is al tijcl vervuld. 

In clit geva l is 

oneind 

= "A voor 

= n/A- voor n=0s1, ..• 5 

zodat met (3) en (4) volgt 
/\ ) 11 

e 
n. 

voor 

2) N_lassers_betrekken_onafhankelijk_van_elkaar_~~~-~~~~~~P~~~~ 
stroom van ~~n bran. 

De tijden gedurende 1,Jelke een lasser' stcoom bi'.'Uikt, zijn 
/' 

exponenti~el verdeeld met parameter~ (g2middelCe ~ 1 ), terwijl 

de tijden gedurende welke hij wel stroom verb 0 exponentieel 
_.,1 ). De diverse verdeeld ziJn met rameter ( 

. 7 7 . 7 C gernioo c _c: c: 

tijdintervallen zijn stochastisch ona 

is hier geen sprake. 

11 1-celijlc, Van 1.,ac tijden 

Hier' is 

zoo.at 

voorn=0,/1:;•• 0 N, 

voor n=0;/1, .. ,.,N:; 

= (;) n (..i!::.__ )N-n 
u (/\:fl) 7dr 
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3) Bediening_aan_N_!~~~~~~~-~~~~~~_wachtgelegenheid. De klanten 

komen aan en warden geholpen volgens de beschriJving in§ 5, met 

de volgende extra bepaling: vindt een klant ~~n of meer van de 

loketten vrij, dan wordt hij direct geholpen, zijn alle loketten 

bezet, dan verdwiJnt hij onverrichterzake. Dit model is bijvoor­

bee lcl van t oepa s sing voor pa rkee rte rrein,-::n en 1Jenz inepompen. Van 

wachttiJden is hier geen sprake. 

Hier is 

f 
N eindig., 

7\n == r 7\ VOOl" ll==0;1, . . , N- /i., 

l l 0 voor n=N 5 

t /~1 
-· n;-< .. VOOP n=OJ1, . . .,N, 

zodat 
( 1, ) n { N (· L_. \ n 

== -1!:_!_ \ _),{., ) 
n i _L n! . tl==O 

rl v o o r n == O , "i , • • • , N • 

De fractie der klanten die niet geholpen wo tis hier ge­

lijk aan de fr•ac tie van d(! tiJ d da t geen nieui1e klanten geaccep-

teerd warden, dus de fractie van de tiJd dater aam,1ezige11 zijn. 

Deze laatste fractie is gelijk aan ( z ie § 3) . 

4) Bed ienlng_ aan _ M_ loketten _met_ on beperkte _ wachtge legenhej_d. De 

klanten aan en wo en geholpen volgens de bcschrijving in 

§ 5. De klanten, die alle M loketten bezet hcbben gevonden 1 staan 

in volgo e van aankomst in ~~n riJ te wachten tot er een loket 

vrijkomt. 

zodat 

Hier is 
N oneincl 

~)[j+ 
n ! 

V O O r· D = 0 J 'I , ' • • ; n 

VO Or n = 0 ; 'I , • . • J I'i; 

voor n:=M+1, Il+2, ... J 

+ 

00 

L 
n==:1',1 +/I 

, , n " (~) ;-i 
c,c, -I'![ 
r-1: 

/I 

voor 

} voor n==I1+'l,M+2, .... 

De voornaarde S < co is equivalent met 
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De verdeling van de virtuele wachttijd v wordt gegeven door 

( ) n-Mvl n-M M,.,,t.i, X dx voor v .?"; O. 
( n-I1) l 

Omdat (zie § 7) in dit geval p 11 =q11 is voop n=O,•i, •.. :, geldt 

tevens 

D + 
L 11 

( ) n-Mt'l n-M IvI J,)., X 

' (n-M); voor' w >-> O. 

5) Bediening aan M loketten met beperkte wachtgelegenheid. De -------------------------------------------------------
hier beschouwde situatie is een tusscnvorm van die in de voor-

beelden 3 en 4. We veronderstellen hierJ dat slechts N-M klanten 

kunnen vJachten ( i,rna rbij N ~ M is) 3 tec1vij l vercler cle klant,3l1 aan­

komen en geholpen warden volgens de beschrijving in g 5. Dezc 
0 

situatie treffen we bijvoorb2eld aan 111 restaurants. 

Hie:: r lS 

zodat r~fl 
J ~/ /As 

n r t 
11 

(,di) 
- M!Mn-M 

N eindig 
(\ = { A 

11 

0 

,11,{,n = ~ n /ll, 
L I1 /,!.; 

(: fl M 

L + 
n=O n: 

r 
M w· SL ✓Zi + 

(n=O n! n 

voor n=0,1, ... ,N-1, 

voor n=H, 

voor 

voor n=Iv'I+1, 

De fractie der klanten die niet geholpen wo t, is pN. 

6) klanten. We besc vJen c:Jc bc::dicning aan een loket:; 

waarbij de kans dat een aan de nt achter een rij van 
- C: 11 lengte n aansluit e is (met~ een niet-negatieve constante) 3 

terwijl ve er de beschrijving in§ 5 van tocpassing is. 

Hier> 1-s 

oneind 

= { 0 
, /.l(, 

voor n=O 3 1 i ••• 5 

voor 11=0 1 

voor 11=1 5 2 3 ••• , 
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zodat 

De voorwaa 1"de S < oo is altijd vervuld voor ex. > 0,; voor o: =0 

is S < CD eauivalent met /\ < 1. 
).,t 

7) Bediening_;~_f~~~~- We beschouwen de bediening van klanten 

aan ~~n loket. De klanten komen aan en worden geholpen volgens 

de beschrijving in§ 5, met de volgende wijziging: de bedienings­

tijden zijn niet exponentieel verdeeld maar hebben dezelfde ver­

deling als de som van k onderling onafhankelij exponenti~el 

verdeelde stochastische variabelen, elk me::t pacameter kr . 
D.w.z, voor een bedieningstiJd ~ geldt 

-1--cpx 
e 

terwijl Es = k• _'!_ = 1 is. 
k_.,,u. fo 

voor s ;,, 0 J 

We zeggen dater nog n fasen bediend moeten warden (n fasen 

aanwezig zijn) op tijdstip t, als de virtuele wachttijd 09 dat 

moment de som van n onderling onaf'hankelijke exponentieel ver­

deelde vc1riabelen is, elk met parameter k/1h. Door het aantal 

aanwezige fasen inplaats van het aantal aanwezigen te beschouwen, 

kurmen we cht model in de algemene theorie inpassen. Laat p * de 
- 11 

kans zi , dater op tiJdstip t (t willekeur ) precies n fasen 

aanwezic; zijn en -:;- de kans 5 dat er bij een aankomst precies n 

fasen aanwezig zijn. Het algemene model 11211 we niet ongewij-

zigd toe sse:n: als er· op tijdstip t pr2c s n fc1sen aanwezig 

zijn, dan neemt het aanta1 fasen in (t,t+dt) met kans 7'-dt+0(dt) 

met r toe (inplaats van met 1). Analo aan de behandelde theorie 

volgt 111 dit speciale geval 

waa rbi J. ·J "~ 
l D 

zocla t 

{ 
7\',) * Lo voor n=O, 

V O O l1 11 = 1 , 2 , . . . ;; 

= 0 is voor n < 0. Hier0uit volgt :,1ct e = /\. 
kr 

00 

L "'' n i) ·- z = 
L 11 

n=0 

1-z 
1:- .1- ✓1 

'1-(1+8)z+ez·-• 
voor j z / < 1, 



Ook 
,,,._ 

in dit geval is p~ = 
co 

{ } ~ ,- * 
Pv~v=p 0 + L Pn 

n=1 

-'I ,.I-

':❖ 
q VOOl" n 

y f e-k;,t.x 

0 

(kµ, )nxn-1 

(n-1) ! 
dx 

co w 1 (k )n n-1 * --l- ,;:;- ·o* j e-Kj,i-X ,,4/v x dx = lJ 0 1 L , 
n=1-n O (n-1)! 

VOOl" V >,,. 0 

VOOl" W ~ 0. 

Dan is clus 

t,V = 

Voor 7 C 
-- f.) 

of gemidd2lde 

dienir•gst:Ljd 2 

00 
(, VJ - L "J ,(-

n=1 
l 11 

n 'I 
00 

't\· kV! -- = LD1J = 2k 
k;u., l,cjl, "n 

n=1 

-.(' 

c \eT dus '2 x zo groot a ls voor k---,.. co . Voori k=1 is 

van de bedieningstijd cxponenti~el met pariameter 
'i 

rJeze 

Voor l{ ___,,,.. co ontaa t de ve i"dc ling van de be­

krijgt de constante waarde :,,~k . 
De voor1rna e S -<'. co is wederom equivalent :met 2-,. < 1, 

8) Onderhoud van machines. N machines worden door R monteuris 

(met R ,~ N) ond,::;1."b en. Voor el!ce mach:ine geldt: de looptijcJ,211 

ziJn cxponenti0el vcrdeeld met parameter~ en de reparatietiJdcn 

:-:;i::,, cv,,:1ecn3 cc-,Jonentieel verdoeld met parameter µ . Alle lo 

tijden en reparatietijden zijn onderl onafhankelijk. De repa-

raties wo 2n in de vo orde van stukgaan uitgevoerd. 

. I . 

N e:.ndig 1 

= (N-n)A 

/--. )n { I . '\_ 

\/-\.. 

voor n=O;1 5 ••• 5 N, 

voor n=O 3 '1" ..• J B 1 

N! 
n 

( ~) voor 

N 

L 
ll=R+/1 

N! (i\)n 
(N-n) !R!Rn-R µ, 

voor n=R+1 1 R+2, ... ,N. 

\'vachttj_jd gelclt 
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N V 

L Pn f 
n=R 0 

-Rp.,x e , 
( ) n-RVl n-R Re: X dx 

(n-R)! 

VOOl" V ~ 0, 

Hier is a 1 -p zoals op 0arond van 8° 7 verwacht mocht warden. "n r n; -
Er geldt 

j 
N-'l 

L (N-1)! '\-"1 

n RJ 

l (N-1): 
(N-n-'1) ;R;Rn-R 

Voor de wachttijd geldt 

R-/\ N-1 
P{ w ~ w } = z q, + L 

11=0 '1 ll=R 

l1=RV1 (N-n-,,1) !R !R 

voor 
N---1 

L 
ll=R+1 

voor n=R+1,R+2, ... ,N-1. 

vooc w.;;: 0. 

In de tabellen van Peck en Hazelwood (zie literatuurlijst) 

zijn cle grootheden F = "+.f-0 (de 11 efficiency factor 11 ) en 
N -,....+_,.,u., + l'v.fo C,V 

D = L p ( de kans dat een defecte machine moet wachten op re-n 
paraBT~) getabelleerd als functie van N3 R (daar aangeduid met M) 

/\ ( en X = daar warden U en T voor resp. 

Uit de J';tr' ons gegeven formules blijkt 

1 en -1._ gebruikt). 
A, /A..-

d.w.z. de wachttijd b1j een systeem met N+1 machines en R re-

parateu.rs hee dezelfdc vcrdeling als de virtucle wachttiJd 

bij een systeem met N machines en R reparateurs. Tevens geldt 

hetgeen niet bevredigend 

7, Verg~lijking van pn 2n q 
ll 

1 (n-R+1) 

vepeenvoudigen is. 

In deze paragraaf vergelijken we p 0 n a tenein~e na te " n ~ "n 3 -· · 

gaan in hoeverpe deze grootheden met elkaar overeenstemrnen, 

He definie,-:~rrJ0n reec1s voori het stationaire proces bij het al-
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gemene model 

( 7. '1 ) 

en 

(7.2) 

(7.3) 

Pn = P {er zijn n klanten aanwezig op een willekeurig 

tijdstip t} 

q 11 = P { er zijn reeds n klanten aanwezig bij c7e aan­

komst van een klant} . 

Voor de p 11 gelden de vergelijkingen (zie (3.1)) 

( 'i\ + JL ) l) = ?\ 1) + 11. D n ✓ --n tn n-1'n-1 -~n+1•n+1 voor n=0,1, ... ,N 

Om de qn te bepalen voeren we in 

( 7. 1~) qilc = P { bi j een aa nkomst zi jn k kla nten aanv,1ezig/ bij 

de vorige aankomst viaren er• i} . 
Het aantal aanwezigen neemt dus eerst af van i+1 aanwezigen 

direct na de eerste aankomst tot k aanwezigen vlak voor de 

tweede aankomst en dan weer toe tot k+1 aankomsten direct na 

de tweede aanlcomst. Ult§ 4 volgt voor de kans, dat het aantal 
./(.{, . 

aanwezigen van j naar j-1 overgaat _:::_i_ en voor de kans dat 

het aantal aanwezigen van j naar 

zodat 

J.1,. 1 _.,,ll..i 
(7.5) q4lr 

l+ = - "- A. 1+/h. 1 t\, +/h, 
l+ l+ l l 

"· jVl overgaat 

/44., 
·· k+1 \c 

?\k+1 + .fok+·1 i\k+_µ,1, 
,\. 

voor i)). k-..,1. 

Voor het stationaire proces is q11 voor alle klanten gelijk 

en geldt 

( 7. 6) 

( 7. 7) 

a = '·k 

N 
L 

✓1 

Uit (7.5) en (7.6) volgt 

Maa r dan is 

met q_ 1 

voor n=0,1, .. ,;N, 
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N foi+1 · · ·fon+1 ,.._n 
= ~ qi -------------- = 

1 =11 ( "Ai +1 + J-l-1 +1 ) · · · ( 'An +1 + fo n +1 ) ( ¾ + .,?\1 ) 

waa rui t v olgt 

(7.9) 

0ok dit stelsel is oplosbaar, evenals (7,3). We vinden als op­

lossing 

(7.10) Cl = ~n 
i\1 ?\ 2 · · • 7'. ______ n_ q 

.JL1 .P-2 ' . ~ -o 

terwijl voor p11 geldt (zie (3.4)) 

(7.11) voor n=0J1J ... ,N. 

We concluderen dus: p = q voor n=0.1, .... N is dan en n -n , , 
slechts dan juist als ?,.=7- 1s voor n=0,1J•••;,N:; d.w.z. 7\11=/\ o n 
onafhankelijk van n=0,1, ... ,N. 

Analoog kan voor voorbeeld 7 aangetoond warden: p 11 = q11 

voor n=0,1, .... 
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