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Opmerking:

Om te bewijzen dat een functie een maatdefinierende functie
is, bedenken we dat het voldoende 1s om aan te tonen dat

,A: F(x) op ?n een @ -add, inhoud m vastlegt (volgens
st.1.4.2), De waarden op 9h kunnen echter, wegens de o~
additiviteit (die geeist wordt wegens de ¢ -additiviteit van

At) en wegens Def., 1.,5.7 alleen als volgt gedefinieerd wor-

den:

_ b
a m(Ia,b)_ A F(x) als -co<aghb<+
b m(I) = %; m( I WF) als I een halfopen interval is

1 1

¢ m(J) = 2 1n(Ik) als J = \J I, ; I, disjuncte intervallen,

k=" 1
Dan moet echter ook mp , met

m J) = m(J W
p (3) = (31, )

een ¢ -additieve inhoud zijn, en volgens st.1.3.3 kunnen we
orng bij het bewljs dat de zo op Qn geconstrueerde functie m
een ¢ -additieve inhoud 1is, beperken tot het bewljs dat mﬁ
een ¢ -additieve inhoud 1is.

We kunnen nu de volgende karakterisering van maatdefinigrende

functies geven:

St.1.5.3. Een functie F(x) ; x&R' is dan en slechts dan een

maatdefinierende functie als voldaan is aan:

a F(x) continu van rechts en eindig voor eindige X
b [&2 F(x) ¥ O voor alle eindige a g b
Bewijs:

D.t de voorwaarden nodig zijn, 1s een direct gevolg van
Def. 1.5.7. Om te bewijzen dat de voorwaarden voldoende zljn,
hoeven we volgens de opmerking na Dei. 1 7 alleen nog maar

DL
te bewijzen dat de op ﬁn. gedefinieerde functie

@P(J) = m(J WP),

waarin m gedefinieerd is als in bovengenoemde opmerking, een
¢ -additiwve inhoud is. Dat mp niet-negatief is, is triviaal,

Blijft nog de ¢ -additiviteit.




e

Als I=(a,b} is I Wﬂ = (at,b!] met:

max {ai;Ai} en b! = min {bi,Ai+1} als

il

al
1
Wf = (A,A+e]} met A = (Aq’A2’°°’An)5 e=(1,1,...,71).

We bewijzen nu eerst de eindige additiviteit: als een interval

I = (a,b], door een hyperviak X, = %l in twee delen I, en I, ver-
deeld wordt, geldt:

m(I,)tm (I.)=m (1), want, met:

o1, (T,)= m, (1), want,

Wﬁ11=((a%3aé,noojarll)ﬁ(bL]Jbélﬂ"“Jb]{_/]J %ijbj‘_—*'/]’,ﬂ”br'l)l en

W I=((ad,ab,..epal s 5558l govenal), (0,000,000 )] als

f

als §,5 Db! (anders is een van I W,, I.W leeg en is de be-
i i i 1

h s 2F
wering triviaal), geldt:
DL eee ¥ie.. b b

) .oig.ob
1 £oe a% .unag.

m (I

1
P L e
Yoo %io..aﬁ

i D! br,..b!f _b! ,...b! .

;:(A 51 LA l).A 7 i-171+1 LU I ;1 F o= mP(I)°
1

ai ?i aa,u,ai_qai+1.qoan

Men kan nu met inductie naar k aantonen dat, als I door k

I

hypervlakken xiq = ?i1’°'n’xik: %ik in intervallen 113°°, 0

verdeeld wordt, dan

m (L) =m (I )+ ... +m (I
(1) = (1) H(T)
en dan algemeen:
R R!
als J=1{J I =1{J I! (I, disjuncte intervallen; I/ disjuncte
~ . Tk k k . )
k=" k=" ifitervallen)
dan is: A’ R
m (J) = m (I = 2 m (I').
A9 = Lomgl(n) = T mg(ng)
R R'
Dit laatste bewilijst men door te bedenken dat J= U Iin
k=1 1=1 ~
en dan te laten zien, met behulp van het bovenstaande:
;- . b >
m, (I, )= m (I, I7)= m, (I, I)= m (I1).
I R o e R = o L Y A

In het bijzonder volgt hieruit de eindige sub-addaltiv.velt:
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R R' R R'
U I,c U I ; I disjunct=s Y m (I,)s2 m(I.).
k=1 K k=11 X k Ko Pk R k
Z21j nu 11,12,... een rij disjuncte intervallen met
o8] R
J= UI = U I ; I'! disjuncte intervallen,
y k g k Kk
Stel I, W, =(a,,b Jen I, W = (c, ,d 7] en verder:
k" TV Pk k TpT Vo %k
o
_ ,
A L/]/ (Ck’dk+ r)kj c)’k; 0
o)
A = k% (cpodpt d)
1 R ’
J = Lé (ak+ Ek,bk] & 2 0
| B ’
J" = g[ak'l- €,.,0.] -
Dan geldt:

A’:DA:JWFDJ”::J’
enAis open, J" is gesloten en begrensd (want a‘wf), A is dus
een open overdekking van een compacte J", dug met Heine-Borel:
er is een R' met

!

R
' i !
g#(ck,dk+5k)D‘I o J

Dus ook R
: .
Je qu (epad+d 1,

dus ?}il 00 ’
(1) w3 2w ((ena gD s Lomp((oysa 39, 1),
Nu kiezen we de g zo, dat
b b
k _ k - . &
Aa - Aa +E, J ER
k k k
(rechts continufteit van F(x) en a6),
dan is by by
. £
m ((a,,b, 1)-m ((a, +& ,b,_1)=A F-A Fe¢ ==
Iz k’ "k P k "k’7k &) ak+£k 2R

Dan Ig dus:
(2) m

oy
{
=
—~
o
S——
N
Ml en

K
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Kies dan (op grond van dezelfde eigenschappen) de ‘;k zo dat
3

mpl (e At D)= my (e 4 D < = -
Dan 1is
(3) Zmﬁ((ck,dkw'kj)_ mﬁ((ck’ak]) <% .
Uit (1), (2) en (3) volgt nu voor alle £ O;
m, (J)< (J')+i<% ((c,,d +2 )|£<% (1. )+ & + & .
?P @P 5 % y @P Ck’ K k] 3 - TP " 5 5
Dus: -
(u) m,(3)s %f m, (Ty).

Op grond van st.1.3.2 volgt nu de o -additiviteit van mﬁ.
Daaruit volgt dat m een ¢-additieve inhoud op gh 1s en daar-

ulit dat ' een maatdefinierende functie is.

Opmerking:
Om bij een gegeven intervalmaat 4 een bilijbehorende maatdefini-
erende functie te vinden bedenken we dat, in de eerste plaats,
twee maatdefinigrende functies F en G dezelfde maat voortbren-
gen dan en slechts dan als,

F-G =2 h,(x) ,
waarin de h,(x) rechtscontinue functies zijn, die niet van

x, afhangen (4 4). Tus, in het bijzonder is met F(x) ook

c(x) = &% F(;) (volgens 4 1)

(o8
voor iedere a ¢ R" een maatdeiinierende functie, die gekarakte-
riseerd is door

3. x, = a =y G(x)=0.

Anderzijds 1is heel eenvoudig na te gaan dat, als F een maat-

definigrende functie 1s, dan geldt

X - k
Aab(%): (_/]) /M(Ia!’xl) 3
waarin: a! = min {ai,xi} 3 x! = max {ai,xi} : k=het aantal

¢ indices 1 waarvoor X.< ai,

Want dan 1s at' £ x! en dus




Maar door verwilsseling van een boven en een onder index ver-
andert AF alleen van teken, zodat de bewering direct volgt.

Het 1ligt dus voor de hand te onderzoeken of

een maatdefinitrende functie is, die w voortbrengt,

(Dit is niet met het bovenstaande bewezen, want we hebben de
niet bewezen veronderstelling van de existentie van een maat-
definigrende functie F gebruikt),

We onderzoeken eerst of G(x) continu van rechts is:

1 als x.» a. , dan 1is
—_ i i

G(xj,oea,ximq,x.

1+O,xi+T,°.,,xn)-G(x)=

y =0,

=1lim (-1) /u(I(u

ooyl X, 00 0egis! by i z +E L by
£ 40 9% eyl [ AR 1+19°°!‘n>3( 13°°9 e’ ? 19“&‘n>

2 als Xy ayy dan is

3

G(X1a009X EPTE L PR e )=G(x)

K
=lim (-1 I +
P I M s rag esel) (e ex] e e

“'/U‘<I { i 1 H >i=
( 190@& 19X ai+,j:soc?an)9(xagoo;xim19aifxi+1g009Xn) B

Tgem =0,
=lin (-1) “M<I(a‘§oa,a TES ,al+Tﬂ?aé),(x%&@x _rE X )

o o X!
€40 7))

1+?

3 als x,=a,, dan is
’ i1

G(x1,.o.,xi_1,xi+0,xi+1,a,xn)-G(x)

—@=o.

Slim (-5 w(z
540

(a%soo,a{_19ai9ai+1,a.,aé),( 1,°°9x _qr8ythX SIRTRXTEM 9

s
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X g | b _
De rest van de bewering volgt uit 4 G(x)—/w(la’b) voor
-®<as b« + w0 en ig zelf een gevolg van st,1.5.1.
Gevolg:voor de meetkundige inhoud is dus de functie:
n

F(x) = T (x,-a,)

. 1
1=
een maatdefinierende functie (hiermee is dus in het bijzon-

der st. 1.3.9 Dbewezen).

St.1.5.4. Een maatdefinigrende functie F, waarvoor

a O0sgl s1
b alle differenties van F zijn niet negatief
¢ w(R")=1

1s een verdellingsfunctie,

Pewl Js:
1) F is monotoon niet dalend in ieder van zijn variabelen
(volgt uit Aal Fzo0)

4

b 1

b, ..
2)4 L ﬂk I' 1s monotoon niet dalend in x s X (omdat
aq oo Gy k+1 n
Xj( b/laeobk b/}ooebkxj )
A, (8 F )= & FaoO
b'd Bqee By aq,u,akxi
3) Sup { 1.\,2 Fl—oo <aghc +co} =,¢¢(R‘l)g sup F,
want:
O g z&al Fgsup P - Ini Fgsup ¥
en dan weer met 1nductie:
[op upgbﬁ
Os & 71 “k F s sup F,
a. ...a
-1 ic
Dus, in het bijzonder
(1) 0g A Z I'' ¢ sup F voor alle a en b

met -co cagb<+ 0, maar
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ﬁ*(Rn)z sup {Ab(la,b), -< a gb.<+oo}=
:smp{AEPW—am:a§b<+m},

Dan volgt uit (1) bewering 3)
Voor het bewijs van 1), 2) en 3) zijn alleen de gegevenS a en
b nodig.
Beschouw nu:
Leix |V, -tiex, g+ M}en g =1 - (1),
IM is een uitdijende convergente rij, met limiet Rn dus
€y O voor M=—- @,

Nu 1s
G(Xg: oo .BXn)=F(M,X2, oo =:Xn)—F("MsX23 oo °’X1’1)

. . . n-=-1 .
een maatdefinigrende functie op R , zoals door toepassing

van st.1.5.3 direct is in te zien, die bovendien aan a en b
voldoet, zodat ook voor G de beweringen 1), 2) en 3) gelden.

Voor de bijbehorende maat ' op Rn—1 geldt:

n-"1 b?°°°bn
(R D=sup{a " TGV, 2skgn - 0<n sb erwo}=
2000 n
= sup{ A b Ply 2tkgn;-cowa, s b, < +toa,= ~-M;
U7 a 1Yk ’ k® Yk 584 H
b= i} =
— 'v" o < . ', ~ —
- .f‘a“({“s 'N““X/]': ki 1"):: ’%(-[q)’“/]— i

Dus, volgens 3

G is monotoon niet dalend (bew.1) dus, voor voldoend grote

I
(T—Ln)nam s GUU LMY, L. T )R, L M )=, L L, M)
= F(-M,M',...,¥') s F(i,M",...,M")-"1+2e s 28,

i 1

Dit geldt voor alle voldoend grote M', dus omdat F monotoon

niet dalead is, voor alle ToseansX

F( ’MJXO} o v e er1

Tus, tenslotte, wegens F 2 O
5 s g
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lim F(xq,xg,.,.,x =0 .

Xt = Q0
]

Hiermee is de continuiteit van rechts van F voor Xi: ~-C0

n)

- bewezen., Het 1s nu eenvoudig om de laatste stap:

Flx) =a(I_ o)
te bewijzen: voor elndige x en voldoend grote M is

X X
_ /]'oaa,q n ~ »
’%(I-OO,X’IM)— Awo ... oM F(x)=F(x) +Z;F (x7)

. @ . . . .
waarin x punten zijn, met tenminste een coordinaat = -M,

Dus, voor voldoend grote M is

N
fW(I~OO’X,IM)“F(X) s (2°-1) €2 en

AT o e T) & ATy )=ty
Dus:
- -
LT ) -F )= [T o T) RO+ sl T T s gre(2-1)e,
Dus volgens EM*+O;
F(X):’“(I—oo,x)“

Opmerkingen:
1) De eis b) dat alle differenties niet negatief moeten zijn,
is essentieel, zoals blijkt uit het voorbeeld van de maatdefi-

niegrende functie in RE;
F(x 0, %,)=( 1= o(x 1) (1= 1(x,)).
Zoals men gemakkelijk kan verifieren (bv. met behulp van
A 4) heeft deze functie dezelfde tweede differenties als de
verdelingsfunctie
o(xq) o(xg)
'‘ferenties zijn dus alle positief, Ook aan eis a
van st.1.5.3. 1s voldaan. De eerste differenties van F zijn

echter allemaal £ O,
2) Uit het bewljs volgt, dat we ult de veronderstelling:

(8) v, ¥

lim Flx
K= =00
i

x_)=0

PP O X, o o5 -
1 117141 " n 122
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kunnen gfleiden:

P(x)=AlT_c ),

zodat een maatdefinierende functie waarvan (A) geldt en

(B) 1lim F(x)=1,
X 4 =+ 00

.
.

Xn""?’ CO

een verdelingsfunctie is,.

s T ——
i i

T
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Hoofdstuk 12 1)

1 Boole-algebra's

In het voorgaande hebben we kennis gemaakt met het
begrip Boole~algebra. De elementen van de toen beschouw-
de Boole-algebra's waren steeds deelvzn van een gegeven
vz. In dit hoofdstuk zullen we Boole-algebra's beschou-
wen met abstracte elementen. Aan de hand van het college

Waarschijnlijkheidsrekening, zoals dat in de cursus
1957-1958 door Prof. van Dantzig is gegeven, zullen we
een overzicht geven van een opbouw van de waarschijnlijk-
heidsrekening op abstracte Boole-algebra's.

Boole-algebra's worden steeds aangeduid met sierhoofdlet-
ters /Q ,93,...., hun elementen met gewone hoofdletters
A,B,... . Operaties in Boole-algebra's worden aangegeven
met de daarmee overeenkomende verzamelingstheoretische
symbolen.

Def .1 Een Boole~a1gebra.¢4 (verder kortweg algebra ge-
noemd) is een niet lege vz van elementen A,B,...,
waarop twee operaties N (conjunctie) en = (ne-
gatie) en een gelijkheidsrelatie (equivalentie-
relatie) = zijn gedefinieerd met de volgende eigen-

schappen:

a) Als A,Be R, dan zijn AnB en A eenduidig be-
paalde elementen van A .

b) A=A.
Als A=B, dan B=A.
Als A=B en B=C, dan A=C.

¢c) Als A,B,CeA4 en A=B, dan is AAC=BNnC en A=B.
1) De in dit hoofdstuk behandelde stof is formeel onafhan-
kelijk van die in de andere hoofdstukken. De nummering
van definities en stellingen is daarom onafhankelijk van
die in de andere hoofdstukken.

i
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(d) Als A,BeAR , dan is AAB=BnA.
(e) Als A,B,Ce¢ R, dan is An(BnC)=(AnB)n C.
(f) Als A,B,CeR en AnB=CnCT, dan is An B=A,

(f')Als A,B,CeA en AnB=A, dan is AnB=CNnC .

St.1 AnA=A en AnA=Bn B voor alle A,Be 4.

Bewijs: Vul in Def.1 (f) voor B en C beide A in en ver-
volgens in (f') A voor B en B voor C.

Op grond van S3t.71 kunnen we eenduidig een nulelement O
en een eenheidselement I definieren door

Def .2 O =AnhA

I=0

Uit Def.2 volgt direct, dat voor alle Ae R geldt dat
O0nA=0 is en In A=A.

Het nulelement en het eenheidselement zijn analoga van
de lege vz en de hele ruimte in de verzamelingsleer.
Analoog @an de inclusierelatie defini&ren we nu een orde
relatie.

Def .3 AcB& AnB = A
A>B& BeA.

Men gaat gemakkelijk na, dat een algebra door Def.? par-
ticel geordend wordt, d.w.z. dat voldaan is aan

1. Ach
2. AeB, Be(C = LAcC
3., AeB, BeA = A=B

Van de volgende stellingen, die voor verzamelingsalge-
bra's triviaal zijn, zullen we alleen de lastigste ge-
heel bewiljzen, van de overige geven we het bewijs kort
aan.

St.2 AcB& AnB = 0.

Bewijs: zie Def.1 (f) en (£') en Def.3.
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St.3 AcB<> A3 B

Bewijs: St.2, (f) en Def.3?

St.h AAnBeA

Bewijs: (AAB)AA=ANB=>AnBe A (Def.3).
St.5 CzA voor alle Ae.A

Bewijs: OnA = 0.

St.6 o= a

Bewijs: eenvoudigh=idshalve schrijven we A' voor A. Nu is
A"n A'=0, dus (St.2) A"= A. Evenzo is AT A, terwijl
volgens St.3 uit A'"e A volgt, dat A" A", dus A"=A",
zodat AnA"'=An A'=0. Op groad van St.2 is nu Ac A" , dus
A=A"=A,

Analoog aan het begrip vereniging defini&ren we nu de
conjunctie van twee elementen.

oot H

Def .l AuB=AnB .

Voor de conjunctie gelden de volgende eigenschappen

St.7 AnB = A. &

Bewijs: Uit Def.lL volgt AnB = KLJ%, dus met Def.1 (c)
AN B:Kuﬁ

St.8 Ae BevAuR=3

Bewijs: AceBeryBalas3aT = BesBuA = B .

St.9 AuB = BwAi

Bewijs: zie Def.h4 en Def.1 (d)

St.10 (AuB)uC=A v (BuC)

Bewijs: (A0 B)NC =An(BAC) = (KnB)n C=An B ) of

(AUuB)u C=A u (BuC).

St .11 AvA =A en Auk =T

Bewijs: uit Ank =L en AanA = O .
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Uit Def.4 en de stellingen 7 tot en met 11 volgt nu, dat
we een algebra ook kunnen definieren met behulp van dis-
junctie en negatie, Als we in Def.,1 overal a door vy ver-
vanger kunnen we ult het zo verkregen definitie-stelsel
de elgenschappen van de conjunctie afleiden, als we AaB
deflnleren als A B, Uit de definitie van 0,1 en de orde

relatie volgt nu

Het Dualiteits principe: Als men in een geldige uitspraak

over de symbolen N , U, 7 ,0,I,c, 2 en = overal n met v ,
O met I en ¢ met > verwisselt, ontstaat weer een geldige

ultspraak, de duale ultspraak.

Op grond van het dualitéits principe volgt uit St.4
St.12 AvBoA

Uit St.5 volgt evenzo

St.13 Voor alle Ae¢ A is AelI,

St. 14 Als AcC en BeC, dan AvuBeC

Bewijs: AuC=C, BuC=C = AuBuC=C=rAuBeC (St.8).
St.15 Av(AnB)=An(AuB)=A

Bewijs: A v (AnB)»A, Anderzijds Ac A en AnBe A, dus
Au(AnB)ec A (St.14). Het tweede deel van de
stelling is duaal t.o,v. het eerste,

St. 16 Als Ae B, dan is AnCeBaC en AuCeBucC

Bewijs: AnB=A = (AnC)an(BnC)=AABnC=AnC, dus
AnCec RBRnC,Daav '\:a_éjis BAnCehAnC of BuCosAuC,

St. 17 An(EyB)=AnB.

Bewiljs: An(AuB)=An (Ar\B) dus
(AnB)n (EuB)=(AnB)a(AnB)=0, zodat wegens
Def.1 (f) An(EuB)=(AnB)an(AuB)=(AnB) (St.15).
A

St.18 A(BuC)=(AnB)u(AaC)

Bewijs: AanBelAn(BuC)en AaCehAn(BuC) (St.16), dus
(St.M) (AnB)u(AnC)e An(BuC). Anderzijds is
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An(BuC)a(AnB)u(AnC)=Aa(BuC)a(AuB)na(Aul)=
(BuC)aABa(AuT)=(BuC)aBaAnC=BnCnAnC = 0, dus

An(BuC)e(AnB)u(AnC) (herhaalde toepassing van

St.16)o
St. 19 Au(BnC)=(AuB)n(AvuC)
Bewljs: duale van St.18

Resumerend formuleren we nog enkele veel gebruikte eigen-

schappen in

St.20 AnO
AuO
AnT
Aul

i

il

I
= > O

A= (AnB)u(AnB) voor alle A,Bek,

In het volgende zullen we An B meestal afkorten tot AB.

Def .5 Aa B=ABuAB heet het symmetrische verschil van
A en B,

Voor het symmetrische verschil geldt, zoals men gemakkeliljk

verifieert:
St,21 AAB = BaA
AA{(BAC)=(AaB)acC
(a) ( )=( )
AAA =0
AsQO = A

A(BaC)=ABa AC

EaB =AaB

A 4 B=A AB=AADB
(b) 0

AsA =1

AnT = A
Als AB=0, dan A u B=AaADB.

&

Op grond van de eigenschappen (a) is een algebra t.o.v. de

A -operatie een commutatieve groep van de orde 2 (A aA=0).

We kunnen dus




een algebra met de operaties A en N opvatten als een commu-
tatieve, idempotente (AA=A) ring met eenheidselement en
commutatieve groep van de orde 2,

Men noemt zo'n ring een Boole-ring met eenheidselement. Om-
gekeerd kan men een Boole-ring met eenheidselement opvatten

als een Boole-algebra, als men definieert A=Ia A,
Voor de 4 -operatie geldt de volgende stelling:

St.22 AAaX = B&r X =AAB,

Bewiljs: AA(AaX)=X =AAB en AAX=AAAAB=B,

Voor B=0 vinden we dus A a X=0<¢» X=A,
Def.6 Een element E # 0 van A4 heet een atoom, als voor

elke AeA met A # O en AcE geldt, dat A=E,

Def.7 Een algebra,4 heet atomair, als bij elke AeA een
atoom E bestaat met Ec A,

St.23 Zij,Q een algebra en ¢ de vz van alle atomen van A&,
dan is de afbeelding h(4)={E[EcE, BEcA} een
homomorfie, Als A atomair is, is h een isomorfie.

Bewijs: a) h(A B)={E|Eca B} ={E|Eca,EcB} =
={e|Eca} { E|Ec B} =n(a)n(B).

Daar voor elk atoom E geldt, dat of AE=E &f AE=0, is ar
Ec A 6f EcA. Hieruit volgt

b) h(K) ={E|E<E} ={E[E< A} = h(&).

Uit a) en b) volgt, dat h een homomorfie is. Is nu A atomair

en A # B, dan is er een atoom Ec A 4B, dus h(AaB)=h(A)ah(B)#0,

dus h(A) # h(B). De afbeelding is nu ctn eenduidig, dus h

is een isomorfie,

Opmerking: Een atomaire algebra is dus isomorf met een alge-

bra -van vzn, Een algebra, die bovendilen eindig i1s, is isomorf

met de vz van alle deelvzn van & , daar de homomorfie in dat
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geval alle deelvzn van & voortbrengt.

St.24 Tedere eindige algebra”@ is atomair en het aantal ele-
menten is 2n, als het aantal atomen van £ 1 is.

Bewijs: Stel datz@ niet atomair is, dan is er een Aef 5
A #£ 0, terwijl A geen atoom bevat. Daar A dus geen
atoom kan zijn, is er een element A e A, A, £ A,
Aqﬁ 0, dat ook geen atoom bevat. We kunnen dus weer
een element A2 vinden, dat aan de zelfde voorwaarden
voldoet. Zo voortgaande komen we in strijd met de ein-~
digheild wvan A?, dus A4 is atomair. Nu is .4 dus isomorf
met de vz van alle deelvzn van € , het aantal elemen-
Ten vangé is dus 2n,als & n elementen bevat.

Opmerking: Uit het voorgaande volgt nu, dat in een eindige
algebra ieder element A kan worden opgevat als de disjunctie

van alle atomen < A.

Om wat meer inzicht te geven in de structuur van algebra's
voeren we de volgende begrippen in:

Def.8 Een deelvz ¥V van een algebra heet een deelalgebra als
YV een algebra is.

Def .9 Is V' een deelvz van een algebra dan heet de kleinste
algebra die U omvat (d.i. de doorsnede van alle alge-
bra's die U”omvatten) de door Z%voortgebrachte deel -

algebra.

St.25 Een eindige (aftelbare) deelvz ¥V van een algebra £ ,

brengt een deelalgebra53 voort, die eveneens eindig
(aftelbaar) is.

Bewijs:Zij v“:{A,PAE,.,,} . V= {A/‘,A,},Ag,ﬁg,...,}:{B/],Bg,,,.}o
21 5 de vz vanalle eindige conjuncﬁzs van elementen
van ﬁ' dan is 2}2 eindig (aftelbaar), V= ={C,, Coseeoh
en ﬁg de vz van alle eindige disjuncties van 2720

Ook ﬁj is eindig (aftelbaar), ﬁé: {D4, Dyseve } o lu
blijkt, dat ?5 al een algebra is, immers
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Nu 1s 173 dus een algebra, die ﬁ”omvat, dus 0}:@, Anderzi jds
moet % alle elementen van ¥ evatten, wil % een algebra

) 3
zijn, dus ook @:>ﬁé en dus % =?j3.

2, Idealen en cofdealen

Def .10 Een deelvz & van een algebrazg heet een 1deaal, als

1. v“v*?; AXew

®
2. VA,B AuBe«
Men krijgt een equivalente definitie, als men 2 vervangt door
®

' §
2¢\7A1B AAaBewo .

Def .11 Een deelvz & van £ heet een cofdeaal als

® -
1, VA vﬂ AuXew
b, -
2 VA,B AB & o

De eigenschappen van ideaal en coideaal zijn duaal t.o.v.
elkaar. Als « een ideaal is, dan is {Alhewa} een coideaal,
Evenzo i {A(Ke&} een ideaal,

Def .12 Een ideaal (cofdeaal) heet echt, als het niet de
hele algebra omvat. Een ideaal X is echt als Ifu
en cofdeaal & is echt als O & .

Def .13 A en B heten equivalent t.,o.v. o , als AABeo , We

schrijven A~ B,

Men controleert gemakkeliljk, dat aan de elsen voor




een equilvalentie relatie is voldaan, n.l.

1. A A
2, AmwB= BaA
3. ANB, BNC;‘}ANC‘

Def,1  De vz XAAL={X AA\A@M} ={Y\Y~ X} heet de restklasse
bij X t.o.v. «

De restklasse Oa® is het ideaal o , de restklasse IaAd

1s het cofdeaal ® .

De vz der restklassen X'=X ax wordt een algebra (geen algebra
van vzn!),als we definigren X'Y'=(XY)' en X'=(X)', zodat ook
X'u¥'=(XuY)' en X'a¥Y'=(XAaY)'. Deze algebra, die we aan-
geven met A /o (4 over «) heet de restklassenalgebra van 4

bij ® ., De algebra 4 /x is per definitie homomorf met 4 .
Alle elementen in dezelfde restklassen hebben (per definitie)
het zelfde beeld, Daar X'X'=(XX)'=0', is het nulelement (nul-
klasse) van A/« juist het ideaal & .

Omgekeerd hebben we

St.26 Bij iedere homomorfe afbeelding h van A op A ' vormen
de elementen, die op 0' worden afgebeeld een ideaal ®

Nu is A '=A/0 ,

Bewijs: Als h(A)=h(B)=0', dan is h(AvB)=h(A)u h(B)=0' en
voor X&eA is h(AX)=h(A)h(X)=0'h(X)=0'., Twee elementen
in de zelfde restklasse hebben het zelfde beeld, im-
mers als Y~ X, dus YaXew, dan is h(X)a h(Y)=
=h(X A Y)=0', dus h(X)=h(Y). Anderzijds behoren twee
elementen, die het zelfde beeld hebben tot de zelfde
restklasse: uit h(X)=h(Y) volgt h(X &4Y)=0', dus
XAaYER of X~

<

Def, 15 De vz {XlABc1KCIXUE% heet het segment <« A,B »

Def.16 Een vz Ye A heet convex als uit A,Be? volgt, dat




St.27

Bewljs:

Def . 17

Def. 18

St.28

Bewljs:

Def. 19

6l

<A,Bsc V

Iedere restklasse is convex,
Z1ijJ B~A en Ze<A,B»-llu is Zc AuB, dus
2= n(AuB)=Z n(AABAAB)=Z(AAB)a AB, daar Z o AB,
dus ZAB=AB, Omdat A2Bex en AAAB=ABex is ook
AaZ=Aa ABoZ(A2aB)eo, dus Z~A,

Het ideaal voortgebracht door de vz Veh (di. is het
kleinste ideaal dat ¥ omvat) is de

n

vz {Alhe U by, AV, n<ool. We geven dit ideaal
1=1

aan met (V). ¥ heet de basis van (V).

Een hoofdideaal 1is een ideaal, dat voortgebracht

wordt door één element A, Een hoofdideaal wordt aan-
geduid met (A).

Ieder ideaal met eindige basis 1s hoofdideaal.

Het ideaal voortgebracht door {Aq,Ag,,,.,An} ig dit
hoofdideaal ( \3 Au> .
121t

Een echt ideaal (cotdeaal) het maximaal als het in geen

ander echt ideaal (cofdeaal) bevat is.

Voorbeelden van maximale idealen zijn het hoofdideaal (E),

waarbij

E een atoom is en de vz van alle vzn van de maat nul

in een maatruimte met een twee waardige maat. Alle vzn met

maat ongelijk nul vormen in dat geval een maximaal coldeaal.

Bewijs:

Als o een maximaal ideaal 1s een X %zx , dan is Yex.
Geldt voor een echt ideaal voor iedere Xe¢A met
Xdo, dat Xew dan is o maximaal, Het zelfde geldt

voor coifdealen.,

Beschouw het ideaal @ voortgebracht door de vz
{&,X} . Nu is g =4, dus Ief . Het element I is

dus van de vori I=Au 7X wet Aew en Zek . Ju is dus

P )

O0=A(Z wX), dus AX=0 of X=AX<ew . Is omgekeerd voor

iedere Xﬁu wel facxf dan bevat ieder ideaal B¢,




Def .20

St.33

Bewiljs:

65 -

B#% een element Y waarvoor ook Yef , dus Ief. |

Een ideaal & heet priem, als uit ABea« en Aex volgt,
dat Be®. Analoog voor coidealen,

Teder echt priem-ideaal is maximaal en omgekeerd.
Voor cofdealen geldt het zelfde.

Zij o priem en X ¢g&, Nu is 0=X Xew, dus Xea d,w.z.

® is maximaal, Is omgekeerd & maximaal en is ABé«,
A¢x dan is Aex en dus ABeo , zodat ook
ABUAB = Bex .

In verband met de belangrijke representatiestelling van Stone
hebben we het volgende equivalent van het keuze-axioma nodig:

Lemma van Zorn: Als in een partieel geordende vz ¥ iedere ge-
ordende deelvz een(kleinste )bovengrens heeft, dan bezit V'
een maximaal element, d.w.z. een element, dat in geen ander

element van ¥ bevat is.

St .34

Bewijs:

Ieder element A & A , AZO is in minstens &én maximaal

coideaal bevat.

21] A#0 en V={a]& #A, Aex} . Nu is ¢} een niet
lege (het coideaal {X] XIDA} is een element van 7)),
partieel geordende vz. Is nu S een geordende deelvz
van ﬁ’, dan is ﬁ = U {&l&as} een echt coideaal, im-

mers: Als X&B en ved, dan is X ea , dus XUYed
voor zekere ® & §, dus XUYep . Is X e en Yef,

dan is X € &qc SenYed, &8, terwijl (bijv.)

&1> &2 (S is geordend), dan is X € &1 en Ye.gq,

dus LY ¢ @, ¢ f . Daar O ¢ & voor alle & ¢ S, is
ook O ¢ B, dus B is een echt cofdeaal, dat A bevat.
Het 1s duidelijk, dat voor alle &'6,8 geldt, dat

®& ¢ @, dus @ 1is een bovengrens van S. Volgens het

lemma van Zorn bevat ¥ nu een maximaal element }l;
d.w.z. als v >4 en V£ & , dan v ¢ ¥, dus of
Agdv of ¥=¢ .Daar Aeicy is dus v =4,

dus 4 1s maximsal.
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St. 35 (Stelling van Stone). Iedere algebra.ﬂ is isomorf
met een algebra van deelvzn van een vz v,

Bewijs: Zi}] ﬁ‘de vz der maximale cofdealen van & en be-
schouw de afbeelding h(A) ={4E1076.U' s Ae&} . We
zullen aantonen, dat h een isomorfie is, dus a)
operatiegetrouw en b) één-eenduidig.

a) h(aB) = {w)xeV, ABed} = {d|devjhcd ,Bed}=
h(A)h(B) (definitie coideaal).
h(E)={&leev, Tea} ={&joed, Adu} = A(A)
(stelling 29).

b) Als A#B, dus A& B£0, dan is er volgens st.34
een *x¢?¥ met AABed , dus h(A)a h(B) =
= h(AAaB)£0, dus h(A) # h(B).

Opmerking 1: De stelling van Stone houdt 1n, dat we iedere
algebra, voor zover het eindige operaties betreft, mogen
beschouwen als een algebra van deelvzn, Wat de onefndige
operaties betreft, is dit niet steeds het geval.

Opmerking 2: Een tweewaardige quasi-waarschijnlijkheid 5

is een functie, gedefinieerd op A met de eigenschappen:

¢ neemt slechts de waarden O en 1 aan, ¢@(I)=1 en

@(AuB) = 9(A) + @(B), als AB=0 is. Nu is de vz {A | p(8)=1}
een maximaal coideaal. Omgekeerd kan men van elk maxi-
maal coideaal éénduidig een tweewaardige quasi-waar-
schijnlijkheid toevoegen door de definitie w(A)=1 als
Ae® en ¢(A)=0 als A ¢& . Men kan nu de stelling van
Stone ook formuleren in termen van tweewaardlge quasi-
waarschijnli jkheden.

3. ¢ -algebra's

Def .21 Een algebraf% heet een ¢&-algebra, als iedere mono-
toon niet dalende rij een kleinste bovengrens heeft,
of (equivalent) als iledere monotoon niet stijgende
rij een grootste ondergrens heeft. De kleinste bo-
vengrens en de grootste ondergrens van een rij {Xn}

geven we aan met resp. sup Xn en inf Xn.
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St.36 Voor iledere rij {Xn} in een 6 -algebra bestaat
sup Xn en inf Xn’

n
Bewijs: de rij Sn = U Xk is monotoon niet dalend,
k=1
dus S= sup Sn bestaat. Het blijkt nu, dat

S = sup Xn’ immers ch S voor alle n en, als
ch St voor alle n, dan is ook Snc S' voor
alle n, dus SeS'., Het bestaag van inf Xn be-

wijst men analoog door P = [} X, te beschouwen.
k="

Def .22 Is & een G—algegfa en is Ane,@ (n:édE,...),dan
definieert men | An = sup An en A
n="1, n="1
Opmerking: Op grend van de definitie van sup en inf zijn
de aftelbare disjunctie en aftelbare conjunctie een-
duildig gedefinieerd en onafhankelijk van de volgorde der
A_. Men gaat gemakkelijk na, dat men ook de disjunctie en

n

conjunctie van eindig veel elementen Aq”"’AN kan de-

finiéren als resp. sup An en inf An“

Uit de volgende stelling blijkt, dat ook voor de aftel-
bare disjunctie en conjunctie de associativiteit geldt

en dat de operaties weer duaal t.o.v. elkaar zijn:

00 co 0
st.37 a) U (2 vB) = (U An)u(U B,)
n=", n="1, n="1
00 co oo
A =
& Jzﬂ o <J14An)(531 Bn)

a Bn), Nu

is A DAn, B::.’Bn en dus ALJB:)AnL)Bn en dus

Bewijs: a) Z1ij A=sup A, B=sup B en C=sup(A

AuBosC. Anderzijds 1is C:Anu Bn’ dus CnAn_
en C::Bn en dus C>A en C»>B, zodat C> AuvB.

b) geheel analoog aan a)

c) zij A=inf A en B=sup Kn‘ Nu is Aec A, dus
K:Kn, dus Ao B. Anderzijds is B:::A_n, dus Be A
dus Be A of Boh, zodat B=A.

FO—

Y



St .38

Bewi]Js:

St .39

Bewijs:

Def.23

St .40

Bewijs:

;68i

De distributivitelt geldt i.h.a. niet, zoals blijkt
uit het volgende tegenvoorbeeld: zijJ@ de s-algebra
der Borelvzn op [-1,1] en zij Bop g = (-1,07
(n=1a2:=-~)9 A21’1= (O,/l]CO(I’l=’l,2,...), B21’1—’|= (O;/]]
en Bgn:(—ﬂ,O] . Nu is U A B =0, terwijl

oo} cO n="
(Ua)(U B) = (-1,1].
n="1 n="1
Wel geldt
o o6) )
2) U (gB)e(U 8)(U B)

a) 7Zij A=sup A, B=sup B_ en C=sup A B_, dan is
ADAn, BDBn, dus AB::Aan, dus AB=C.

b) duale van a),

Aéf {An} en {Bn} monotoon niet dalend zijn, dan is

o ®
U (aB) = (Ua)(Us,). als {a ] en {B ] mono-
n="1 n="1 n=", o)

toon niet stijgend zijn, dan is f](AnL)Bn) =

o0 00 n=-
= (N A)uv( B).
n=1, n="

In de notatie van St.41 geldt A B < C, voor alle n,
echter ook AmBnc(j voor alle m en n, daar AmBnc.AMBM
met M=max(m,n). Nu is ook AB_ < C voor alle n en dus
ABcC. Met St.41 volgt nu, dat AB=C. Het tweede deel
van de stelling is duaal t.0.v. het eerste.

lim sup Xn = inf sup Xn+k

s 00 n k
lim inf X_ = sup inf Xn+k’
1 = QO n k

1im sup X_ 2 1lim inf Xn
n - Q0 n-—» 00

Z1] Anzsup Xn+v

alle n,terwijl An monotoon niet stijgend is en Bn

en =1in dan 1s A_»
Bn 1Vf Xn+u’ is N Bn voor

monotoon niet dalend, zodat voor alle m en n Amn Bn’
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dus voor alle n 1lim sup Xm = inf Ams Bn en dus

lim sup an sup B?”iqjlim inf %n.
n—+ 0 n 1~ CO

Opmerking: het is soms handig, om gebruilk te maken van de
gemakkelijk verifi€erbare relaties

lim sup Xn
1 =00

U {X}Xc:Xn voor co veel n}

Il

1im inf Xn
N -+ C0

U{X th:Xn voor alle n uitgezonderd
eindig veel } .

Def.24 Als 1lim sup X, = lim inf X, = X, dan heet de rij
N =00 . N =00

{Xn} sterk convergent (algebraisch convergent)
met de sterke (algebraische) limiet X; dit in
tegenstelling tot het later te defini&ren begrip

zwakke convergentie, We schrijven lim Xn=X.
n -+ 00

St .41 Als 1lim X, =Xenlim Y =Y, dan is
N~ CO Nt GO

1) lim XY, = XY

N CO
2)1m1u%UYN =XvuY
N~ QO
3) lim Xn = X.
N ~ 00
Bewijs: 1) 1lim sup Xy = 1@? s%p Xk Yk inf(sup Xn+k)
1 = 0O n k
(sup Y., ) =
K n+k
= (12f iup Xn+k>(12f sip xn+k) = XY
(zie S5t.38 en St.37). Anderzijds is 1lim inf X Y, =
n —»co
- Sgp 12f Lok Tnpie = S§p<lif Xn+k)<1£f Yn+k)

Il

(sup inf Xn+k) sup inf Yn+k) = XY, daar

n k n k
inf X ., montoon niet dalend is (zie 5t.39). Ve
‘ n
hebben nu dus lim inf XnYn = XY¥o 1lim sup XnYn’
1) i 0O 1 - CO

dus lim X Y = XY (St.40).
1 et CO
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3) 1lim inf Kh = 1im sup Ké:ﬁ en lim sup Xh =

N == 00 N = OO N —-= Q0
= 1im inf X_ = X (zie St.37 ¢)).
n-— 00

X Y en

2) lim inf X, Y, = 1lim sup En?h
1N =% CO

Il

1im sup Xn Yn lim inf XnYn =X Y,
1 e OO n o

4, Metrische ruimten

Def.25. Een semi-metrische ruimte (-vz)? 1is een vz, waarbi]
aan elk tweetal elementen A,Be?V een reédel getal
(semi-afstand) p(A,B) is toegevoegd met de eigen-

schappen

a) p(A,R) =0

b) ﬁ(AjB) = p(B,A)

c) p(A,B) + p(B,C)z p(A,C)

Uit a), b) en c¢) volgt, dat p(A,B)» O 1s. Geldt

bovendien

d) p(A,B)> 0, als A#B,

dan noemt men p een afstand en Y een metrische ruimte.

Uit Def.21 volgt verder | p(A,B) - p(A,C)|¢ p(B,C).

Met behulp van het afstandsbegrip voeren we nu het volgende

limietbegrip in:

Def.26 p -lim X = X<&> 1im p(x,xn) = 0,
1 00 1 00
Men noemt de rij {Xn} (zwak) convergent met de (zwakke)

limiet X.

St .42 Een convergente rij heeft slechts één limiet.

Bewijs: Zij lim P(X’Xn> = lim ﬁ(Y,Xn) = 0, dan is
1 =t QO N =00

O p(X,Y)s p(X,Xn) + p(Y,Xn)<& voor voldoende
* grote n, dus f(X,Y) = 0 of X=Y.
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TCef.27 De rij {Xng heet fundamentaalri] (Cauchy convergente

rij), als lim p(xm,x =0,
N 00

M~ GO

n)

Iedere convergente rij is een fundamentaalrij; het omgekeer-

de geldt niet,

Def,28 Twee fundamentaalrijen {x 1} en {yn} heten concurrent,

als 1lim p(xn,yn)=09
N = O
Men gaat gemakkelijk na, dat de concurrentierelatie

een equivalentierelatie is, die (dus) een indeling

in klassen definleert,

Def .29 Een metrische ruimte V' heet volledig, als iedere

fundamentaalrij in V' convergent is.

Lef .30 Twee metrischewvzn Y en ' met afstanden resp. f en

y' heten isometrisch, als er een één-eenduidige af-

beelding h bestaat van27op V' met de eigenschap
pl(n(x),h(y))= p(x,v).

We zullen nu laten zien, dat iedere (niet volledige) metrische
ruimte isometrisch kan worden ingebed in een volledige
metrische ruimte door een proces, dat we completering noemen,

Hiertoe voeren we de volgende begrippen in:

o S
Def .31 Een deelvz ﬂb van egn metrische vz ¥ heet overal

1 L,
dicht in vV, als ¥, 3,.°p-1im x =x of
n 1 =% CO
(equivalent), als Y bi . Eya ﬁ(x,y)<€ .
e o=

Def .32 Een vz Y'' heet een completering van de metrische vz

ﬁ; als voldaan 1s aan

a) V' is een volledige metrische vz

a

b) Er is een vz 1féa Y' isometrisch met v en overal
dicht in V'

smm———— T
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St. 43 Zij V' een metrische vz en ' de vz, van alle klassen
van onderling concurrente fundamentaalrijen in ﬁ’,

N @ . .
dan is %' een completering van ¥,

Bewlijs We definieren op V' een afstand, door de definitie R
pr{xt,y')=lim p(xn,yn), waarbi j {xn} en {yn} wille-
keurige representanten van X' en Y' zijn. We moeten
nu bewiljzen
a) lim p(xn,yn) bestaat

1 00

b) deze limiet is onafhankelijk van de keuze der
representanten

c) p' is een afstand

d) er is een met ¥V isometrische vz 'ﬁgc V', die
overal dicht is in ¢!

e) Y' is volledig.

a) |pCepy )= pCx v e lplx by o) - plx v )+
!f(xm’yn)—ﬁ(xn’yn)l5f<ym’yn)+ﬁ(xm’xn)<g voor
voldoende grote m en n,

Te rij {f(xn,yn)} is dus een fundamentaalrij

van reele getallen en heeft dus een limiet,

twee representanten van X' en

lee raprosentanten van Y, dan is
=0, dus

,Xn)+ ﬁ(Xn,Yn)g f(Xn,Yn)+& voor

voldoende grote n, zodat lim ﬁ(X;,Yn)s lim p(X Y ).
Nt OO o Es oo

3

)< lim ﬁ(Xn,Yn), dus

o
S

Evenzo is lim p(Xn,Y

. 1 et OO n 1l =3 CO
gEigop(Xn,Yn)7ii%oﬁ(£n,Yn)9 Hieruit volgt direct,
o N ; P N .
dat ook r%iqu(xn,[n);iiﬁbp(kn,Yn)

¢c) De eisen a), b) en ¢) van Lef.21 zijn triviaal
vervuld, Als A'#B', dan is jn'(A',B’)=1imp(An,Bn);£O,
‘ s s

‘ daar anders (per definitie) A'=B' zou zijn.




Def .33

Def .34
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d) zij 'ﬁé de vz van alle constante rijen. Een con-
stante rij X,X,... geven we aan met [X] . Het is
duidelijk, dat Ug isometrisch is met %, Dat ﬁé
overal dicht 1s in ﬁ'blijkt als volgt: kies
A'e V' en £30 en zi] {An}een representant van
Al. De rij {An} 18 een fundamentaalrij, dus

VE>O HN(E) vm>N(a)F(Am’AN(E))< £, Is nu

B'ZEAN(Q)] (constante rij), dan is ook

1 1 Ty s @ o s H 1
p'(A',B >“n{iﬂpf(Am’AN(a) £, terwijl B a'ﬁg.

e) Zij {Xé} een fundamentaalrij in V', Nu geldt

W 3 ; SO ! o _
c 50 BM(s) aK>OP <YM(5)’X M(a)+K> e/2. Vervol

gens kunnen we bij vaste m (wegens d)) A, vin-

den met f!(Xé*[Am])< n™ 7, Nu is de rij {Aﬁ} een
fundamentaalrij in ﬁi immers
f(Am’Am+K):P'({Am]’IAm+KJ)5 p'(Xé,[Amj) -
f'<X$’X$+K)+P’(X$+K’[Am+K])< 2™y g /0027 %e voor vol-

doende grote m s M(&) ., De rij {Aﬂﬁbepaalt dus
een element A'g V', We zullen laten zien, dat
A'= 1im X' is.

Mmoo M
PR )« p (AT, T D)+p ([ )% ) p (a0, [a 1)+
m—1< £ , voor voldoende grote m, daar
ﬁ'(AiB{Am]>T%iﬁx)F(An’Am): {n< ¢/2 voor voldoen-

de grote m.

Een algebra £ heet semi-metrisch (metrisch), als
A een semi-metrische (metrische) ruimte is, waar-
in bovendien geldt p(AaX,BaX)= p(A4B) voor
alle A,B,X eA.

Een algebra.ﬁ heet een waarschiljnlijkheidsalgebra
(wh-algebra), als & semi-metrisch is en voor de
semi-afstand p bovendien geldt, dat
pP(XuY,0)=p(X,0)+p(Y,0), als X¥=0 is. Een functie

p met deze eigenschap noemt men additief,
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St. 44 In een wh-algebra zijn de voorwaarden
a) XY=0=p(XuY,0)= p(X,0)+ p(Y,0) en
b) X €<A,B>=pp(A,X)+ p(B,X)= p(A,B)

equivaent,

Bewijs a=b: als Xé¢<A,B>, dan is ABX=0 en ABX=0, dus
(AAX)(BaX)=( AXuAX)(BXuBX )=ABX u ABX=0, dus
pOAX)+ p(B,X)= p(AaX,0)+ p(BeX)=p((AaX)u(BaX),0) =
p(AaX ) & (BAX),0) = p(AAX,BAX)= p(A,B)
b=ra: p(XuY,0)= p(XaY,0)= p(X,Y)=p(X,XaY)+p(Y,XaY)=
= p(Y,0)+ 2(X,0),daar XaYe <X, Y >

Opmerking:In cen wh-algebra geldt , dat p(X,0)s p(Y,0) is,
als XcVY is,.

We beschouwen nu een wh—algebra.@ (zie Def.3%), We kunnen
nu van £ over gaan op de restklassen-algebra A= ﬁy& 5
waarbij ®={X| p(%X,0)=0} . Men ziet gemakkelijk in, dat
® een ideaal is, dat dus een homomorfe afbeelding defini-
eert van A op A ', Door de definitie p'(X',Y')= p(X,Y),
waarbij X en Y elementen zijn van de restklassen X' resp.
Y', wordt A' een metrische ruimte. Dat p'(X',Y') onafhan-
kelijk is van de kcuze van X en Y blijkt als volgt:

7Zij X~ X en Y ~Y, dan is ja(xq,yq)z P(X,aY,,0)=

1 1 1552
fa(xqa Y, AXAY,XAY)= p(XaY,A), met Ao, dus
p(xq,y,l)z p(XaY A,0)+ p((XAY)R,0)= p((XAY)(XaYA,X,}AY,!),OF

(
= p((X‘AY)(ququ),O)z p(X,Y) o.g.v. de symmetrie. Dat p'
een afstand is (het is triviaal een pseudo-afstand) volgt
uit: j}'(X’,Y')=O m;»'/a’(x'ay',o% p(XaY,0)=0, dus X aYeo
of X'aY'=0', dus X'=Y',
Gaan we vervolgens van A over op de completering A" van
A', (zie St.43) dan is A" een volledige metrische wh-alge-

bra. We hebben echfer meer:

St. 45 Een volledige metrische wh—algebrasé‘is een ¢ -alge-

bra, terwijl bovendien de afstand ¢ -additief is,
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CO

CO
dwz. ~p( ) E: ), als AA;=0 voor 1],

Bewijs: Zi] {Xn} monotoon niet dalend, dan is de ri}j
{p(Xn,O)} monotoon niet dalend en begrensd (door
p(I,0)) en heeft dus een limiet. We hebben dus

zeker r%iﬁg{f(xn+m,0)_ PLX 0 )} nli%op( - n,O)

= 2
n%iglo PLx n+m’

X )=0. De rij {Xn} is dus een funda-

mentaalrij, die o.g.v. de volledigheid van A een

limiet X heeft, Daar lim p(X _X,0)s lim p(X_4 X,0)=

neym = 0 N0 n

lim  p(X _,X)=0"is en de rij {X i& monotoon niet

N w3 CO n -on

dalend is, is voor alle n p(Xni}O)=O,\dus XHKEO

d.w.z. ch X voor alle n; X 1s dus een bovengrens

van {Xn}. Is nu ook ch Y voor alle n: dan is

iﬁ:‘?, dus th::?’x, zodat P(xﬁ,x)~p(i X,0)z p(¥X,0),

zodat, wegens lim p(X ,X)=0, p(¥YX,0)=0, dus YX=0 en
1~ ® n !

XeY. Nu is dus X de kleinste bovengrens van {X }.
We hebben nu bewezen, dat vocor ledere stijgende
ri] {xn}geldt, dat sup X = p-lim X . Bvenzg geldt
voor een dalende rij {Yn} dat inf ¥ =p-lim Y .

n
Zij vervolgens {X e R met Xy %4=0 (1%3) = U X, en
- k=1
= = S = ~1im S = =
S ! X, = sup 8 =p-lim S_. Nu is dus O= n%igbp( 3)
K=" -
= tim p(S 8,0) =, 1in p<_J{‘/ X,50), zo@at
® n =1+
PO U XKBO) - Zif(sto) = f( U Xky0)<a voor vole
k=1 k=" - le=n+"
cnde 3 ( 0) = ¥ px
docnde grote n, dus f\&iquﬁb) kgifxxkﬁO).

De volgende stelling verklaart de benamingen sterke en zwak~
ke limiet

St. 46 In een volledige wh-algebra geldt

1 1im X =X = p- 1im XH=X

. nesco N =30

(9]
2 2 (X ,X)< o  lim X =X
nzﬂﬁ n n-»co -

————




o

2ij ¥ = 1E1 Xn+K en 2 = s?p X, g zodat {Yn}
stijgend 1is en { } dalend. Nu is sup Y _ =

. X Ca o .
f—llm Yn en inf Zn— p—11m zn—x, dus
lim  p(Y _,X)=lim p(Z_,X)=0.
N =00 - 00
Daar Y ¢ X ¢ 7 en Y <« X¢c 2 n’ geldt nu
n n n n

O= lim p(Yn,X)z lim p(y o)glwm (X Ko 0) en

1l =% CO N s CO
0= 1im p(Z_,X)= lim %,0) 1im p(X.%
Lam p(Z,, %)= mﬁmﬁ %W& p(x, X,0),

lim  p(X_ A X,0)= 1lim p(X ,K)zO,
1~ CO n ) N ~$C0

In de zelfde notatie als onder 1 met sup YnzY
en inf Z =7 hebben we p(x Z, O) (i’z ,0). Nu is
e9)

pX 2, ), p(X Q{ X, 0)5 Zﬂp(X %50 )s Zj p(X,X) )< &

voor voldoende grote n, dus p(X 2,0)=0 en X>1Z,

Analoog bewijst men Y =X, dus Y=£=X,

Dat de implicaties in St.46 niet omkeerbaar zijn blijkt uit

de volgende toZunvoorbeelden:

a

Bestaat A uit de Borelvzn op [0,1] en p(X,Y)=
= (X AY) met s de Lebesgue maat en bestaat de

ri] {K } uit de intervallen van de vorm

&1 - %} (n=1,2,...,k; k=1,2,...), dan 1is
p(xék(K~q>+n)o):-% dus p-lim X =0, Echter

lim sup X =(0,1] , terwijl lim dinf X =0, zodat

m <C0 o M = CO
1lim Xﬁ niet bestaat.
Il

Z2ij lim ¥ =X en (Y ,X)= €_. Nu geldt wor de rij
{Yn}, waarvan de eerste [?;J%ﬁ elementen gelijk
zijn 2an X, de vo%ifnde [2;]+1 elementen gelijk
aan x, etc., dat > f(Yn,X)z 1+1+...=c0, terwijl
lim Y =X, =

n-»o00 O



_77..

St. 47 TIedere zwak convergente rij in een volledige wh-

algebra bevat een sterk convergente deelri]j

ERCS P R — \, - -1
Bewijs: Zij p-lim X =X, dus ¥ . HKn pX ,kKn)i 2

O
Nu geldt voor de rij {XKH}, dat gg%p(X,:XKn)g 1.

Volgens stelling 46 is de rij {XK } sterk conver-
gent, n

In stelling 45 is bewezen,dat een volledige metrische wh-zigebra een
U -algebra is. We zullen nu laten zien, dat de op blz. T4

geconstrueerde algebra A" de kleinste #/-algebra is, die de
(met A' isometrische) algebra ‘§o” der constante rijen uit

A' omvat. We voeren hiertoe de volgende begrippen in

Def. 35: Is ¥ een deelvz. van een w -algebra, dan is
o }
J& :{% %ﬂAnef}
co
fg *{ 0A i ex]

Vervolgens herinneren we er aan, dat ﬁg (metrisch) dicht is in

1" i}
d A" A,

A, dw.z. \;Q ] -lim A_=A. Volgens Stelling 47 is dit

i S el B e
equivalent met VA» 3 lim B_. = A. We noemen @Qg dan algebrafsch

dicht in A" . We bewijzen nu algemeen:

Stelling 48: Is A een s-algebra en is JQO algebraisch dicht

3 ¥ oa < 1 ;rgl:: = — s
in & , dan geldt cﬁ;fg, ﬁggv

Bewijs: triviaal geldt J%QA%VJ Gﬁ:§°‘§05¢ . Is anderzijds

Aed, dan is er cenrij {A } din A wmet lim A = A, dus

0 . QO 0 ee)
A= A= f] A ¢ A A& dus

nCM an k oA len I o d da ’
dq:uQ “‘ug
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5 e¢-~additieve functies

Def. 36: Een functie ¢ op een algebra < heet additief, als

w aan elk element A€ een (eindig) re&el getal ¢(A)

toevoegt, terwijl p(AuB) = ¢(A) + «(B), als

AB = 0 (We zullen A en B dan disjunct noemen). Geldt

@
. o s -'(
voog)ledere %%sguncte rij 1An} met Q Anégﬁ, dat
¥ - ¥ . _ s

W(A{ An) = 5L y(An), dan heet ¢ v-additief.

Opmerking 1: Men kan algemener complexe functies op % beschouwen;

dat zullen we hier echter niet doen.

Opmerking 2: uit ¢(A) = ¢ (Av0)= @(A)+ ¢(0) volgt,
dat voor iedere additieve functie ¢ 0)=0 is.

Stelling 49: Is ¢ additief op # en geldt voor iedere niet

stijgende rij<4A_tmet 1lim A 1) 0, dat 1lim ¢(A_)=o0
n n— o n n—a [F n

is, dan is ¢ o -additief

00
Bewijs: 721 {An} een disjuncte rij en zij S = % An<£u¢ .
N 3#
Zij verder Sy = U An en SN = 3 SN3 zodat ;1m SN=Q
1 N30
] o m% 3 a Lo :‘\%) 1
i is 8=8, w8, zodat 8)=@(5,)*4 (8y), dus

P
N co
ARE= Sk U= R L A

Stelling 50: Is ¢ ¢ -additief op de ¢ -algebra# en is {An}
monotoon in 4 , terwijl lim An:A3 dan is 1lim P(A

o)
= (A),

7
.

Bewijs: Is {Anj niet dalend, dan is ¢@(A) =
¢<A1IJA2 Ay A3 AELJGQQ): y(Aq) +{ g(Ag)— p(Aq)}+o,:
= lim | @(A,) +{ @(As- (A et @A V= 2 (6 Vi =
1’1*—-)00[ 1 { 2 7) /]} {5,0 n/ SN T~ )}
= lim (A ).
n-—co

Is {A } niet stijgend, dan is {&_} niet dalend met
lim A_ =14, d - lim = 11 - =
im , dus y(I) lim p(An) lim ((I) y(An)

N =300 n -3 1 ~+CO
= lim ¢(Kn) = ¢(R) = ¢(I) - ¢(A), dus lim w(A )= ¢(R).
Y ¢ oo S B n-—00
1) Hoewel het limict-begrip slechts voor o -algebra's is ingevoerd,
kunnen we, als lim sup A_ en lim inf A_ beide €4 zijn, ook
in. een willekeurige alge%ré over limie%en spreken,




Stelling 51:

Bewijs:

Opmerking:

Def. 37:

Stelling 52

Bewiljs:
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Is @ o-additief en ¢ 20 op de we-algebra &, dan

geldt voor iedere rij {An}in<ﬁ :

(3)

¢ (lim sup An) <23 lim sup ¢(An) <§£ lim inf ;»(An> 5

v (1im inf An>°

00
(1) 1im sup An = lim {J Akg dus 0.2.v. stelling
n—om k=n 0o
50 is @(lim sup A )= lim @(1J A )2 lin sup p(4 )=
N nego kK=n n=co kxn
= 11lmn sup p(An).

(2) triviaal.,

CO
(3) @(lim inf A_) = lim ¢( [} A )= 1im inf (A ) =
n k _ k
n-00 k=n n-y k2 n

= lim inf ?(An)u

Als 1im An bestaat, dan geldt dus voor niet negatieve
¢ , dat ¢(lim An) = lim y(An) is. Een later te
bewijzen stelling zegt, dat iledere ¢-additieve functie

¢ te schrijven is, als ¢@= P " Pos waarin Y4 €N o

o —-additief zijn en niet negatief. Hieruit volgt, dat
voor een willekeurige ¢ -additieve functie ¢ geldt,
dat @(lim An) = lim ¢(An) is.

Een additieve functiequaeen algebra # heet onbegrensd
op X¢€A , als b;:,o Ezc.x lp(¥ )l 2 p. Is ¢ onbe-
grensd op I, dan noemen we ¢ kortweg onbegrend. Een

functie die niet onbegrensd is (op X ) heet begrensd
(op X)

Is een additieve functie ¢ onbegrensd op K€ |
3 N .. R
dan Vp vo v e x fe(7)] » p, terwijl ¢ onbegrensd is

op Y.
kies X'e X met [@(X")|2lp()fFp. Is © onbegrensd op 4! kies
dan ¥ = X'. Is ¢ begrensd op X', dan is % onbegrensd

op X X', immers: is V l¢(Z)] ¢ M, dan

zex!
Voo dytrex 120X 2 [T - 1p(X"X ")l 5 b, dus

[ (X"X")|s p - M. Verder is P (X X)) fe(X ") = (X)) s Do
We kiezen nu ¥ = X X',

i
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Stelling 5%: Fen o¢-additieve functie op een e¢-algebra & is

begrensd.
Bewijs: Op grond van stelling 52 kunnen we I = Yo° an
Vin%i? met Je(¥ )l > }y(Yn)l + 1. Zij nu
. : .  Tim (Y
iu;‘@ Yn;y?i?ilszoifév}ngeiilngs528?§§§ii%%ii%?fi1ni;-
| . ; n n’t=

n-—s
Nu is dus |p(Y )= , in tegenspraak met de definitie

van
Def . 37 Een ¢ -ideaal = 1s een ideaal met de eigenschap:
als Aneoi(n:W,E,ono)j dan is U Anﬁcx°

/‘
Een dJd-cofdeaal ( CO-¢ -ideaal)® 1s een coideaal

q&F de eigenschap: als Ané& (n=1,2,...), dan 1is
Q\Anéa

Opmerking: Uit de definitic volgt, dat een ¢ -ideaal met {An}
00k sup An en inf An bevat, dus ook lim sup An’
lim inf An en (eventueel) lim Ana Analoog voor
d -cofdealen.
In verband met de hoofdstelling over ¢ -idealen
en ¢ -~additieve functies, waarult o.a. de klassieke
splitsingsstellingen volgen (Hahn-Jordan, Lebesgue)

voeren we de volgende notaties in:

Def. %8: Is ¢ o -additiel op de o ~algebra A en is x een

¢ -ideaal in 4 , dan definiéren we:

1
I

+
g (X) = sup ¢ (AX)
' Aéx
po(X) = inf  p(AX)
Aé€w

CC /I
[P, 1(X) = supl AEx , A disjunctj gga [p(a X))

In het speciale geval, dat w=d4& is, schrijven we

1) Is-D een operator en is c¢ de voorwaarde, onder welke D wordt

Toegepast, dan schrijven we D [c] , bijvoorbeeld sup |c | ;
2 lefete. in plaats van sup , »= etc.

C
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Stelling 54%: (a) qa*(x) >0 en @ (X)<O
() || (%) =@ (x)- ¢ (%)

(¢) C& s @, en[(g(l zijn ¢ -additieve functies

(d) }C&l(x) = O<= QP(AX)=0 voor alle A € .

Bewijs: (a) is triviaal, daar O e e,

(b):als A €= (n=1,2,...), A disjunct, dan is
=] pta ) -5| %) 2 0] p(AX)-Z]PAX) soJ P(8_X)= P(BX)-GCX)
met B=UL@(AHX) ;OJ A ecx_ en C=UL(,P(AnX) s(‘)J A, e, dus

| @< @ () @ (x).
Stel, dat ‘@'(X)<CP (X)- Cg( (X) is, dan z:Ljn er Yee en Ze o met
l(& We kunnen zonder
beperking aannemen, dat YZ=0 is, immers: is @(XYZ))O, dan is
P(XYZ)= P(X2)- P(XYZ)< Q(XZ), zodat we 7'-¥Z in plaats van Z kun-
nen nemen; is @(XYZ) <0, dan nemen we Y‘:YZ in plaats van Y.
Nu is dus |4g(} (X) +| @(zX)|, met Yeo, Zeex en ¥YZ=0.
Dit is in strijd met de definitie van K

(e¢): is X—U X, (X disjunct), dan is QD (X)= supl_AemJ P(AX)=
=sup LAecx_l fqo(AX ) <S> supLAefo CP(AX )= Zq; (X . Anderzijds

kunnen we bij 1edere >0 A € x A &€ X en & >0 vindgx,
zodanig dat @‘(A ) CP (X,)-€ en ;g <¢g is. Zij nu A= thJ A,
dan is ACX en } C/) (X <§®_'<p(A J+E =@ (A)+E = Cp(AX)+£sC,D+

dus CP (X)>ZCP (X,). Voor (@, loopt het bewijs analoog. De

(X)+6€,

0’—add1t1v1te1t van 'Cpl volgt nu uit (b).

(d): uit ’ C&j(x).—.o volgt, dat ) (X)=0 is, dus dat (P(AX)< O is
voor alle A €<, Evenzo volgt, dat C,OO("(X)=O is, dus dat @(AX)> 0
iswor alle Aex. Dus @ (AX)=0 voor alle A ex. Het omgekeerde is
triviaal.

Def.39: Zijn o enp o ~idealen in de o -algebra c/)l dan geven we
de vz {AuBlAeoﬁ Be/zs} aan met (s,p). Men ziet gemak-
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kelijk in, dat (d,@) een ¢ -ideaal is. Is ot een hoofd-
ideaal: ot =(A), dan schrijven we (A,3).

Def.40: Zijn o en f3 o-idealen in de o -algebra /¥, dan heet o
hoofdideaal modula ﬂ>, als er een A e ot is, zodanig,

dat (%) = ().

-
Stelling 55: («,A)=(A ,Ple= Y, K, Acp.

Bewijs: —>ieder element A ecc(e(,f3) is te schrijven als
A=A_ X UB met Xecf en Bep, dus R A=A Bep.
<= voor alle Aex 1is A=A A uKOA 6(Ao,/3), dus
o(C(AO,P) en dus (d,/s) - (AO,F). Daar triviaal
(Agsf) <)y s (ALp)=(x,p).

Stelling 56: (hoofdstelling): sS@ g- addltlef op de ¢ -algebra d@
en is f3 = S (@) == def {X \7’ Cp(XY) O_}q ( B, is een
G-ideaal), dan is ieder ideaal  in J# hoordideaal
modulo ﬁ%,

Bewijs: We zullen een element A _A (d)ec« construeren, zodanig,
dat @(A A ) =0 is voor alle A €<, Dan is ook voor alle X € J*

Q(A AOX) O dus A Aoe fb Volgens stelling 55 is dan (“,ﬁb)_(AO,PL

Beschouw ¢ = ' ](I):sup"Anécx,An disjuncﬁEZ*?(An)l. We zullen
aantonen, dat we Aﬂ,A ... kKunnen vinden, zodanig, dat voor
alle N geldt:
(1) Aq,AE,.Q,,AN zijn disjunct
Nm
C)(

N
(ii) is BN(A)zA M Ays dan is voor alle Ae = l 4 N (A))=<2
Voor N=1 kiezen we A, =0. Zij nu voor N=1,2, s,k aan (i) en (ii)
voldaan. Geldt nu voor alle Ae<t, dat ‘(?](B (A)) ok is, kies
dan A, ,=0. Isvoor zekere A e IQW(B (1)) >27Ke , kies dan

Ak+1:Bk(A) Aan (i) is nu triviaal voldaan. Is vervolgens Ale o,

dan is 27 o +| @B, ,(&")) <|qf®, (A))+} @] (B, ,(8"))=

’q&'(Bk(A)+BK 1(A ))= I(y} (Aup'! Ak+1) ﬂ Iy )<12 ~ker 1%xcpgrond van

1) Uit stelling 54 (d) volgt, dat f3 = {x {cp](x)_o} is.
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de inductieveroiierstzlling, cdus ICQJ(BK¢ﬂ(A'))<;2 ¢, . Ock aan

‘e
(ii) is dus volcaan. -
We definieren nu AO / Ano Voor alle Aex geldt nu

. 1= —
}(%I(A Z\'O)z;i 'cof(x [1%,)=0. Dus @ (& K )=0 voor alle Aece

{—=>7D \

(zie St.54).

Stelling 57: Het elcment Ay in St.55 is moculo ﬂb bepaald, d.w.z.
2ls ook (A 3 /_(c( /) drn is Ag A(')e [
Omgelzzerd Volg uit AOAAOe I dat (Ac'), ﬂo)z(d,/ﬁo) is.

; . ig A'E 3 vl e p
Bewijs: Volgens 87555 is AO focf/% en AO Aoez/%, dus
' an AL, T <
AOA.AO—AOAOL/AO Aoc"o
Is anderzijds A A A’ e /5 » Can 1is voor alle A €«
o] o) o]

_pl Tt op_pt 2t TOVp ! SRINON 1_pt N n
A=AAURL A=AlA URL(A A UA T )=AAUB' met B'=A!(AA U AR e A,

omdat A A e/z\ en A A € /

Opmerking: Tevens blijkt, dat wcor alle X e P(A X)=

_ ! Tt o Py !
=@M R UA INX)= (A A= o(a! ).

In verband met ¢z te bespreken splitsingsstellingen defini&ren
we de volgende d -idealen:

Def.41: Is (p c-2d7iti~7 op Co W—algebracﬁ‘en 18 ¢ een ¢ -ideaal

in Y. Aen @efinilran as

S
o o ) T ; / e
/3’ = /[;‘) (""<> = i\.zx. l} E‘:’\r kj({« q? (.A.Y):O’}
o e 1 % -;'}L
,ﬁ" = /’»t <r\() = - Xl e (SR :/-\.- C'()(X_[> = O}
. “a

fro=p)= {Xiﬁcﬂav ‘i,ﬁ(xy)s(ﬁ-

- a - o) - . ..
Men gaat gemaklkelijlk na, cat L7, A en fp g -idealen zijn.

Voor o =& vindt men iBC&ﬁW: P
L L - s
Stelling 58- 717 AérAO(;T) en AO:AO(fB)f Can is voor alle Ae«
@ (& Z\'g) <0 en (A E))>o0.

Bewijs: Stel, dat (A K])>0 is, serwijl A, ex. Dan is AED pr

n o + .. .
daar wegens A/Age 5, den ook Aiéfﬁ zou zZijn, in welk geval

/
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QD(A,}T\""):O zou zijn. Er is dus een A€, met A,C A, met

(p(AEKO) <0. Zij k, het kleinste natuurlijke 1getal met de eigen-
schap, dat er een ACA, is met @ (A _A'g)s— i

We kunnen dus A2 z0 kiezen, dat q&(Ag K;)S—Eé, terwijl voor alle

-t 1 . = =+
Ach, geldt, dat @ (A AO)>- E‘E—:-,,— . Nu is gD(A,] A, AO) =

= CU(A,] AO)— C,D(A2 AO) > 0. Evenals boven kunnen we nu ABC Ay Ag

vinden met @ (A3 K;)sn kj"<o’ terwijl voor alle Ach, K2 weer
1 3

P(A KZ) Sl e 7o voortgaande vinden we een disjuncte rij

ysBoseo.
ey

N T+ 1
Ach, /1 K geldt, dat @{A A])>- T Omdat

of

e o By <S>0 b is 1im o -
"00<CP(L2J Al AO)= 2CP(AHAO)\— - 7 1is lim g = O.

= 1 .
, met de eigenschap QQ(ADA:;)\<— E-r: , terwijl voor alle

n n—>m n
@

Z1iJ nu B:A,lKg ﬂ Kn’ dan is voor alle Xeﬂ en alle natuurlijke N
2

@(BX) > - E’j—‘ﬁ' , dus @(BX)>0 voor alle Xed#, dus Be p*, d.w.z.

B=AzZuBO met ZeJ‘; en Boe [50, Uit de definitie van B volgt echter
+ . 0 -t -+
dat A B=0 is, dus Be 27, zodat QD(A,]AO)z QP(B)+§(2 (A’leAn):

0 00
> (A+A )é-—Z lso, in tegenspraak met de veronderstelling,
> o n o kn

. -t . -
dat gD(A,]AO) >0. Op analoge wijze toont men aan, dat (A AO) >0

is voor alle A€o,

Stelling 59: voor alle X €/%1is QQJL(X): QD(AZX) en q%“(x)qu(A;X),

Bewijs: %+(X)>@(A;X) (zie Def.38), anderzijds volgt uit St.58,
dat voor alle A e geldt, dat @ (AX)=@ (A K'X)+ @ (A AgX)s

é__(p(A A:;X)_s(p(ll.gx), dus @ (X)<@p(ATX). Evenzo bewijst men

@ (X)= QA X) .

Speciaal hebben we dus voor ‘w =7, dat @ (X)=p(A7X) en ¢X)=p(4 %)1s,
We zijn nu in staat om de bekende splitsingsstelfingen te bewijzen.

Stelling 60: (Hahn): is (p g ~additief op de O‘-—algebracﬁ, dan is
er een element Pec/“} met de eigenschap
XCP oy @(X) = J(’o](x)
P|(X)

Il

XcP —s @ (X)
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Bewijs: beschouw Jtals o -ideaal en definieer Az en A; als in
St.58. Voor alle Xefis qo(X):CP(AZX)Jr @(ATX), terwijl uit
St.58 volgt, dat K;E /5_ en K;e p+ is, dus KOA A;e Po

Nu is dus P (A X)= @7(X) (zie St.59 en Opm. na St.57), zodat
P(X)= <,"9+(X)+ @ (X). Voor Xc Ag is @ (X)=0 en voor XcC K:; is
@' (X)=0. Daar (St.54) |@|(X)=@"(X)- P (X), voldoen P=Al of

P':K; aan de gestelde eisen.

Opmerking: het is duidelijk, dat de splitsing van Hahn niet
eenduidig is: als P voldoet en PaP'e £, is, dan voldoet ook P,

(zie St.57 en Opmerking daarna).

Stelling 61 (Jordan): is ¢ o -additief op de ¢ -algebra o, dan
zijn er o -additieve functies CP,] en 692 zodanig, dat
P(X)= (P,‘(X)+ CPE(X) voor alle XecH, terwijl

404(X) =0 is en qu(x)so.
Bewijs: Kies Cpq(x)=<{7+(x) en @, (X)= @ (X) (zie bewijs 5t.60).
Opmerking: zie opmerking na St.51,

Stelling 62 (Lebesgue I): is @ g-additief op de atomaire algebra
JC}, O(d het ¢ -ideaal van alle uit hoogstens aftelbaar
veel atomen bestaande eln van en is Ad=AO(o<d), dan
zijn er O -additieve functies @, en (Pd zodanig, dat
P(X)= @ (X)+ @;(X)voor alle Xed?, terwijl @, (A)=0 is

en @d(X)z CPd(AdX) voor alle Xed%

vVoor Aédd

Bewijs: neem CPC(X)z@(KdX) en (,Dd(X):CD(AdX).

Men noemt @, het continue deel van @, (@, het discrete deel.

Def.42: zijn @ en y U -additieve functies op de C -algebra JY,
en is =0, dan heet @ absoluut continu t.o.v. y (nota-
tie: (=0(y)) als uit y (X)=0 volgt, dat ¢ (X)=0.

Stelling 6% (Lebesgue II): zijn {pen y o-additief op de ¢ -algebra

S en is y = 0, dan zijn er ¢ -additieve functies ¢
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en @, met de eigenschappen: CP=<$%+ Py ¢}E§O(w);
is o = {X|y(X)=0} (d.i. een o -ideaal) en is
A=A (=), dan is @ (X)= @,(AX) voor alle X e

Bewijs: kies qpr(x)= (p('A'SX) en P = PAX).

¢% en qg heten respectievelijk het reguliere (of absoluut conti-

nue) deel en het singuliere deel van @ .

Stelling 64 (Radon-Nikodym): zijn @ eny 0 -additief op de
g-algebra o@, is Y >0 en is @=0(y), dan zijn er

voor iedere -&>0 rele getallen c_ en Bn60ﬁ~zodanig,
dat voor alle X ecH

- .. e + 0
Bew1Js:+21J voor re&le ¢ (P =cy-Q, o= ﬁS(q%), ﬁfz‘ﬁoiq%> en
AczAO(Fb)ﬂ Nu is voor c,>c, steeds (p01;.¢5 en /6043/302 s
echter niet noodzakelljk Ac ) AG . We zullen de AC nu vervangen

1 2
door (t,oov,,ﬁg) equivalente elementen EC, waarvoor deze monotonie

wel geldt: zij R de vz der rationele getallen en Eczfnp>c;ué-§lAuq
Nu ziJjn de Ec monotoon. We moeten nog aantonen, dat voor alle c

o . . + .
EGA.ACé ﬁc is. Voor alle u=c is Ecﬁlﬁu, dus voor alle Xeadgls
QQ(ECX)QBO, duwgzol?(EcX)s;u;ygEcX), dti ookgp(ECX)s;c w(ECX)a
Dus QE(ECX):>O, d.w.z. Ece:ﬁc, zodat ECACe o Verder is

Ec AC:ACp}Lu > ueaﬁJAu: Lﬂg >C u.sRJ AC Aus Tterwijl voor alle

Xecen alle u>c @(X ARz w(X AR D is en QX AR )< cq/(XAcAu),

dus <P(XACAu)=c W(XACAU), dus A A € ﬁf voor dle u >c¢ en dus
= o} o . - :
Ac Ecé ﬁc’ dus ACA Ecesﬁc° Men gaat verder gemakkelijk na, dat

!
E, continu van rechts is, d.w.z. dat ¥ = inf | u>c| E = 1s.
C g

We defini&ren tenslotte E__ =TI en E = _im E .
0] -0 c
C-—-00
We kunnen nu bij gegeven £&£=0 ¢ :on(ﬁ) vinden met de eigenschap

n
lim ¢ =+ 00, terwijl O<c  4-c <& Is (bijv. e =ne ).
n - +00
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Defini&ren we B_=E EC dan zijn de B disjunct, terwijl
n+1 n’

00 o0
\UUB= |/ E.L =I.NuisB CcE, en B CE , dus voor alle
< 1 - n n °n n ©n+1

XxeHis e,y (BX)<®(BX)<c ¢ (B X)+&w(BX), zodat

® \f@

%n cn(y(BnX)<1¢KX)< > cnty(BnX)+-aw(X). Daar  (X) begrensd is,

is hiermee het bewijs voltooid.

In het speciale geval, dato@'een.alalgebra is op de deelvzn van
een puntruimte:kfmet punten x, kunnen we St.64 als volgt formu-
leren: er is een reéle meetbareq) functie f(x) zodanig, dat voor
alle X e M

Px) - Xff(x)dwo

Voor f(x) kan men nemen f(x)= inflﬁx€4EyJ y. Daar
{x]f(x)s:a} =Eaeo@; is f(x) meetbaar. Kiezen we c,=&n, dan is
0] ~ w a
ta(x)::&mlntxeiEekJ k—éfz‘iajon:{Bn(x) een trap-functie met de

eigenschap t, (x) < f(x)=<t,(x)+e. Hieruit volgt

/

ngb (B X)—-‘[t (x)d 2) r(x)dy < jrt (x)dw +ew(X). Met
S n ¥ Fat)T R lIAw T Y S g ey T
Stelling 64 vinden we nu @Q(X)= N[f(x)d&y.

X

Daar {x\f(x)séo} =EO=AO(FZ)=AO(ff(¢0), volgt uit St.54 (b) en

5t.59 dat|@|(X)= P(E X}~ P(EX)=_J T(x)dw- f(x)dw =
E X Eéx

=_ﬁﬂxﬂdw,
X

O

6. Waarschijnlijkheidsrekening

Tot slot van dit hoofdstuk zullen we een kort overzicht
geven van de wijze, waarop met behulp van de hier behandelde

voor alle re&le a.
2) Opﬁhet integraalbegrip, dat in een volgend hoofdstuk zal wor-

den behandeld, gaan we hier niet in.
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theorie een opbouw van de waarschijnlijkheidsrekening kan worden
gegeven.

Bij de verzamelings-theoretische opbouw van de waarschijnlijk-
heidsrekening gaat men uit van een cr—algebracJ}van deelverzame-
lingen van een puntverzameling (ruimte) }(. Op A& is een functie
p* gedefinieerd met de eigenschappen

A .
(1) ¥V, p(A)=0
(2) p7 (1) =1
e, CO @0 3¢
(3) »p <%1An> :;§; D (An), als A A =0 voor n £ m.

Hier gaan we uit van een algebrannget elementen A,B,C,...
(eventualiteiten), waarop een functie P (waarschijnlijkheid) ge-
definieerd is met de eigenschappen (1) en (2) en in plaats van
(3) de zwakkere eigenschap

(3'") p(AuUB) = P(A)+P(B), als AB=0.

De functie ¢ (A,B) def p(AaB) is een pseudo-afstand op /4

(zie Def.25) met de eigenschap §>(AL;BjO):§KA30)+§(B;O), als
AB=0. Nu is 4 dus een wh-algebra (Def.34). Met behulp van de in
St.43 beschreven uitbreidings-procedure kunnen we nu overgaan op
een volledige metrische wh-algebra 4", Volgens St.U5 is A" een
0~algebra, waarop de afstand f en dus ook de waarschijnlijkheid

P o -additief kan worden voortgezet., We hebben nu een 0 -algebra
S gekregen met een functie P, die aan (1), (2) en (3) voldoet.
We hoeven hier dus de ¢ -addibiviteit niet te eisen.

In deze opbouw ontbreken de "elementaire eventualiteiten", die in
de verzamelingstheoretische opbouw worden voorgesteld door é&én-
puntsverzamelingen. Bovendien bevat de algebra 4" slechts één
element met waarschijnlijkheid O, nl. het element O (A" is immers
een metrische verzameling).

In de verzamelingstheoretische opbouw worden stochastische

variabeden ingevoerd als retle meetbare functies op de ruimte }Cn

Laar we 1n ons geval niet over een puntruimte beschikken, is dit
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hier niet mogelijk. We definieren nu een stochastische variabele
als een ¢ -homomorfie van de vz j?der Borelvzn op de reele as in
de algebra cﬁ”, dus een afbeelding h, die aan ieder element B e R
een element h(B)eA" toevoegt, met de eigenschappen

¢} 9]
() (U 2,) = Un(z)

(b) n(B) = h(B).

Men gaat gemakkeliljk na, dat deze definitie een generalisatie is
van de verzamelingstheoretische definitie: de afbeelding
B~—¢{i§f(x)e B}is een O -homomorfie, We noemen deze de g-homomor-
fie voortgebracht door f(x),

De verdelingsfunctie F(x) behorende bij de bovengedefinieerde
stochastische variabele wordt nu gedefinieerd door
F(x)=P(h((-0,x ])

TLe hier besproken opbouw van de waarschijnlijkheidsrekening
is echter geen wezenlijke uitbreiding van de verzamelingstheore-
tische opbouw., Men kan bewljzen (zie b.v. R. Sikorski, Boolean
Algebras), dat bij iedere o algebracﬂ—een g - aTgebraiﬁ van deel-
vzn van een rulmte_)Cbestaat en een < ~ideaal =¢ 1in f’zodanlg,
dat dg:ufﬁ% . We kunnen nu dus metde verzamellngsalgebrasﬁ werken,
als we de waarschijnlijkheid P~ op F gefinieren door P*(F)=P(A)
voor alle Bka?i die op A worden afgebeeld. Verder kan men bewljzen

plu
dat bij iedere ¢ -homomorfie van B in ;FA; een reele Cﬁ} meetbare

functie bestaat, die deze homomorfie voortbrengt.
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Errata bij de syllabus SWieses van het collogium Waarschijnlijkheids-
rekening 1961-'62 o.l.v. Prof. Dr. J.Th. Runnenburg.

blz.

1
4

15
18
19

20

22

23
24
27
28

30
L
38

ko
4

b3
L4

regel
8 v.o.

6 v.b.

1% v.b.

12 v.b.

14 v.o.

1M v
17 v

O

©)

12 v.

=
@)

12 v.o.

N
W~
o T

4 v,o.
15 veo,

15 v.b.

staat:

{wiwyé/\('}
achter xﬂ, X2’°‘

bruikelijke (Euclidische) afstandsdefinitie:

'
2
i=1

Q

n
1.%.4
voor elke

O =
/Lf,f,o

nu bevat Y

u )
m (07"

N3

A al’

van
J\’l Y */\1
van

30

15%0

de eerste boven - index van het A-symbool is a?

voor 1,...,1

het :s~tekeh aan het eind vervangen door:

moet staan:

{Q))&)¢J\}

k
i=1

Q
k

1.%.3
voor elke

f%_£?=o

nu bevat~if

)

m (I r;")

o]

<

Aoal’
n

vzn
quwj\z
vzn

°n

PO

Xq = %o
(x4, %5)
blz. 5
N

W4

AP14 ¢

voor i =1,...,1

:ﬂ({z]a<2$bm m12¢b})$

sﬂ({z}b<z<bm}) g&{ZIZSb+oenz$b})

§ >0,

20

Z4

Xy ), toevoegen: met de ge-

]



blz.
59
53
56

57

58
59

62
o

65

66

67

68
69
70

73

regel: staat:

4 v.p. <Ck’ ék]

10 v.b. IM

12,13 v.b, e e

schrappen

1 v.b. St., 3

2 v.b. St. 2,(f) en Def. 3
7 v.b. St. 6
9,10 v.b, ,terwijl ...volgt
14 en 16v.b. conjunctie

6 v.b. E”mﬁ_gw

2 v.b AZ

4 v.b. St. 16

8 v.b. Een deelvz

15 v.o. het maximaal

9 v.o. een X & o

2 v.b. A ex

2 v.o. a

7 v.b. B

17 v.o, trfaarschijnlijkheid
13 v.o, van
12 v.o cofdeaal

8 v.o (An Bn)

8,11 v.o, St. 41

7 v.o de tweede Xn maet Yn+k
3.4 v.b. X, Y,
3,4 v.b X v
6,8 v.b. semi
5,8,15,17,  x,y
18 v.b.

4 v.,b. i

& v.b. Aé

9 v.b, lim

n—

13,21 v.b. m
9,8,4,3, v.o. semi

7 v.o. > (AaB)

moet staan:

(e dK]

I,
M

St. 6
St. 2 en St. 3
St. 3

it

en A

i

< A" , dus A'ea,
waaruit met St. 2 volgt
disjunctie

A UB

(ANB)

St. 17

Een niet-lege deelvz
heet maximaal

en X ¢ «

A ¢<x

A

B
waarschijnlijkheid @
aan

cofdeaal

(A Bp)

St. 38
ZiJn

(Xn U yn)
X v v
pseudo
X, Y

Jd

!

A

lim
m-—> o

2-m

pseudo

f’ <A5B>
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7
30

staat: moet staan:
S-’(BAX) SJ(BAX,O)

<0 <00 =—

Yn en e Yn = X en

?(Zn X’O) (Zn

N C/‘;50“ n c/ﬁloé“c-'

achter "Bewijs:" invoegen: Stel dat @ onbegrensd

X,0)=

was,

83 5 b
tole} 5 v.,b. e,v,) D P
&
T————————— e
- u G






