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Colloquium Waarschijnlijkheidsrekening 

o.l.v. Dr.J.Th. Runnenburg 

Handleiding bij dit colloquium zal zijn het boek: 

Hans Richter, Wahrscheinlichkeitstheorie, Springer 1956. 

Doel colloquium: stevige basis, waarop in toekomst met 

speciale onderwerpen verder gebouwd kan warden. 
:·.' t:'"") 

De basis van de moderne whr 4 ) is de moderne abstracte maat
en integraaltheorie. Hier spreken we dus eerst over: 

1.1. Algebra van verzamelingen 

Gegeven is een vaste verzameling .n. van onderscheidbare elementen 

w en deelverzamelingen A (notatie Doob i.p.v. Richter~]. Nota
ties: w i A:; w ¢A, A1 c A 2 , A1= A 2 , A 1=/- A2 , 0 ( lege vz • .!l 

heet eindig of aftelbaar als het aantal elementen w eindig of 

aftelbaar is.i notatie: ..n. = fc.u11 w2 , •• ,.iwn}, dan wel: 
.!l = { ru1 , w 2 , •.. } . Deelverzamelingen warden vaak als volgt geno
teerd: 

A={wlr(w)<o}, 

d.w.z . .A bevat al die fJ,l/, waarvoor de reele functie f(w) een ne

gatieve waarde aanneemt. Korter is: { f( .w) < O} . Nog enige bekende 
begrippen en notaties: 

complement A= { wlc-J =I- A} (altijd <.J sn)., 

vereniging of som A= U .At (T = index-verzameling), 
-- tE.'I' 

doorsnede A = n At , 
te:.T 

disjuncte A1 , A2 , als A1 A2 (a!k A./'"\ A 2 ) = O, 

disjuncte At, t iiT, als .A.t At = 0 voor alle t 1=/-t 2 , t 1,t2 E. T, 
1 2 

verschil A 1-A2 = { wf w €. A1 , w¢ A.2 } , 

symmetrisch verschil A1 A A 2 = ( A 1-A2 ) u (.A. 2 - A 1 ). 

----------------
1) whr = waarschijnlijkheidsrekening, vz(n) = verzameling(en). 
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Allerlei eenvoudige relaties tussen verzamelingen veronder

stellen we bekend. Een voorbeeld: 

Bewijstechniek: uit ~ e. tld T At volgt w¢ tlJ T Jlt, dus w_ef. At voor 

elke t€.Tj zodat wiJ\.t voor elke te..T.i dus ook w~t'iTAt· Ook 

het omgekeerde is juist.i waarmee het bewijs gegeven is. 

Een disjuncte som is een vereniging van disJuncte verzamelin

gen. Een aftelbare som kunnen we in een aftelbare disjuncte som om

zetten: 
CD 00 0 -UA 

n=1 11 
= u 

n=1 
(met n Am = n ) . 

m=1 

Een verzameling van deelverzamelingen van .n heet een klasse 

(van deelvzn van .n..) en wordt aangegeven met een sier-hoofdletter 

( Gj J 1) Jr~). 

1.2 (Boole)algebra en cr-(Boole)algebra 

.0. is gegeven met elementen w ( ook wel: punten w van ruimte .n..). 
t is een klasse van deelverzamelingen van Jl., b.v. alle deelvzn 

van ..0.. 
Def. 1.2.1. J· heet (Boole)algebra.i als f niet leeg is en 

1) .A. t<J ~ AG9., 
2 ) ~1\..1, J\2 6 <j =? .A.1 .J\2 €, 9 . 

Voor 11en algebra 9, fleldt: 0 e, <j; Sl G. fj-; als A 1 € <j voor 1 ~ i, n, 

dan u }\.._, f q,, eTJ n J\.. ~ C. We krijgen een equiva lente defini tie 
·-1 l (J '1 lif 
l=1 l=, * 

van h2~ tsgrip (Boole)algebra, als we 2) vervangen door 2) 

.Ai J A2 l 9- =}~ u Jt.2 ~ 9. 
Def.1.2.2 . .It Si, heet een atoom van <J als 

1).A/=O 

2) A*~ Cj-=}, AJ\7= A * of AJk o. 
9 heet~ een atoma::.re algebra, als elk element van 9 een vereniging 
van atomen is. 

Vbld. SJ.. = vz der reele geta llen, 9 = klasse der eindige sommen van 

alle (open of gesloten, eindige of oneindige, ontaarde of niet ont~ 



aarde) intervallen. Hier is <j een algebra J die elb0, verzameling 

met slechts ~~n re~el getal erin bevat (en wel een atomaire algebra). 

De verzameling der rationale getallen is aftelbaar, maar behoort 

niet tot l . Aftelbaar vnak de op~rati,c:,s cier algebra toepassen kan 

u:it <j voer'en. 

Def.'1.2.J. f heet u-(Boole)algcbraJ als f;, eei1 algebra 

A _1 €, 9, ( n= ✓1 , 2 J ••• ) ~ n .An E- (} • 
1. Ml 11=/l V 

is met 

Als C een 1.5·-a1g:;::,bra is 2 clan volgt u1t J\ .. n f. f(n='l;,2; ... ), dat 
OJ if 00 -

LJ _ = I) ../l E. c:.J als uit A. E- C, (n=/iy2J ... ) en q, lS een alge-
11= 1 D n= 1 n OJ (J n o v 

bra J volgt U . .An E. <j , dan is {j een G'" -algebr>a. 
11=1 0 

Een algebra f, die een klasse met eindig veel V8rzamelingen 

is 2 is altijd een v-algelJr>a. Voor een eindige vz .!1 is elke algebra 

een eindige klasse en dus een 6 -algebra. 

Als Geen willekeur>ige niet lege klasse van Ccelverzamelingen 
K.,,.. 

van !1 WC ';f , de 1:lasse van alle VZl; van de vorm 

n ·-u 
),' =1 

of J\_ e a 
,)k,Y tJ 

of bcioe) 

beschouwen (equivalent hiermee kunncn w2 allc vzn van de vorm n U 

beschouwen) , 

kleinst2 algebra, die OL1Vo t, 

Bewijs: a) geno.:.":mdc, Llasse is een a 

van t1,1ce) 5 

b) ellcr:: 2 

be □ taat u1t all2 

baa1" oneinc1i 

bra die g- cnwa. t 
K g._ 1:-j rnct n uoc1 za 

:Lnc1 ~- G cl\rzr1 \ra11 

br'a (bcvat crnni)lern.ent en som 

oriTva tt~en Cl 

llJ ccn 1Jra o 

- { Cu I O < (,IJ < 'I } 

Als <f 
(~n hun 

1Jra ve 12 ;_::;een aftel-
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B 1) 
Sto1,2,2. 9,- is de kleinste Cl omvatt211c}e 6-alge:bra, 

NI,.. (} c=• Def.1.2.5. g heet de Borel-uitbre1di11g van 1. 
B 

Een constructieve bcschriJvinz van - S,, bi,j <it analoog aan die 

op transf1nicte 1nGuct1e en latcn we achterwege. 
K. ·--·----·'>·--·•-·-·--

van fj biJ 9 berust 

Voor•1JeelC J_n R11 

klasse van alle n-dimensionalc half inte: :cva llen 

I. =Sx!a<vS1J} Tl('t a=(a,..,l.a,,,.,,.,a) en b=(b_..,1•,b2;,o,,Jb ). 3 _ b L ·· ·- · " · -- , c., n · n 

1.Te sch1~:LJ·ve,1 a< x voor; 3. < ::. voor· 'I< i < 11 °117 ,•,f x 7 lJD r""e•,7 l ~L ..... ,,. 5 ,.___ ._: ~ .U _, .. i .;_i ..._, "--- :;., 

de a . en b_ rec:e 1., dan v.1e 1 --oo of +oo . Als cen a =+co ., of con b -=-CO 
l _t. l J 

is J 031'"' J_fJ I 1_=0. Ook O is ous een e:.:lement van C . E~cer is n eindig. 
a J J rf 

S .L 1 2 , C 7 a 1 J ' 'L7 l.-\- - l h - f . ' -, 7 R11 7 
. L-, • • j~ .\._s l .Jescaa·c , u a.1. e a.1·opei~ irn;ervaJ __ ,_,n van _, oari 

bestaat 9 uit alle eindige sommen J = _L I (i) , (:t) van halfopen 
l=1 a JIJ intervallen. 

Bewijs: ale bij St.1.2.1. 

00 0~rond van St.1.2.2 weten we data~ b~staat. Voor de hier . ;r 
beschouwd::c <j en Rn met n ~-,indig; geldt de vol::::;encJc bepaling, 

Def.'1.2.6. i',<j heot t--:le klass2 der Borelvcrz3mcJ.in132n van Hn. 

fl<; is rnet eenvoud ig te lea r·a l<.:te ris,:.: r·en. De volge::nde typen .,er

zame ling8n ziJn in elk geval Borelvcrzamelingcn: 

1) alle I , en alle einchg;e of aft lbarc ~-,,:,;,,Ln van halfopen 
a ) o 

J_ntervaJ.len; 

2) 3llc 1J{ x I 
l};;;:; ·1 

a ·1 < ,; b,1-
"I 

}C ~ b •1 ~ ;J ~ n} x,1 C, < voo1~ C. = l--' ),' i' 

= { X I 31 < iC /I < b a < X ;;: b vooc 2 ~ µ,,; 11 } ,I , V i--' '-
}' 

. 
co 

3) a 11,~, (l { x I 
11= "i 

'j 
b < <' 2 ,$ 'l 1 31 - -< "- 'I !5- ·j ) cJ :;.: 

-- :) v :Jor )) ~ '- J = l1 )J )-' ,.., 

voor 

voegen of 1 3 ·'- '"~ M .. , '· ,-, , -~ c - .-,, , , ... - .- --. , .• _. • ,·, ~ . ., . ,-. \ _. l _ , 
... - L,-c;t1, i•k:.L- ,..10•.JL,c,l1-:::.,.''·' 11,..:"l·~·1j Vi11v.·.::r, We L;. ! X.i=2.1; 

a 
)) 

< 

Ook 

X ~ b ,, ),' 
V) 'l"r' 0 / "/ ·11 r.: Be; ,-;7,r• ~o1- {v, ,- c:, "T"O"' 1 / 1- < ·-},.,. E\,~ :.. ,,..,. .. c ,:;, v ,-::, 1. J ~ ;J'" Y d__,~:-..:, '~) L'_ .c,. "\.lr===cil.:_ \ u· L4 :;;,. 1~-... i.: ~ ;:r ~ 

de '\TZn .1 

., ... 6 O 

CL s1schts 6en punt bevatten behor.,n c~·u.:3 tot ~- ! ) 5 

l+) a lle O[)C:11 verzamelingen van R11 ( want b2.sch 1)ffJ open vz A. Deze 

wordt c;ekenmerkt dooc: als a ~A 3 clan Oe'.3taat £>0 (afh. van a) 

met { x 111 x-a 11 ll < e}.: A. Hie rbij is U x-_a \l d.e lr.:mgte val'"' vector , 

x-a~~c1.us { L (x_,-2.) 2 s1 ·2 'Laat r* 7., een 1.nllekeurig half-. 1 l l aJu 
l= 

1) Kleinste 0 want doorsnede van alle. 
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ve1--)za-open interval z1jn; met a. en b., rationaal ~,n einCL~. Deze 
* l ~ ,-1,-.0 ¾· 

meling is aftelbaar: I,,
1
;I?'\ .. ,. Voel.~ in V v~J. ,JJ r, I . Bij elke 

- ·"i\ C"' 7\ 
a e. A bestaat een open bol 2 de vz { x j ll ]C•-a JI< E.} ., die H1 A ligt. 

~ ~ 

Deze 

Dus 

bol bevat een I , die a bevat en zclf voldoet aan 
~ - 8 

gelc1t a€:. A q a <c. V; met Ve. A. Maat' Gan J.s A=VE- ~) 3 

I c A. 
7\ 

n '7) ;::i 7 lr::, '" 0 c; 7 ot •"•11 v-\-. r.,.am-"' 7 i' n c·~,n v a 11 pl·· ( ., ""'i1 0·p c., l o'L,-'"i:l ve rzame l i:nc( _ u ....!.._ ...... c::, 1..., i. •. , _ .J ,._, _ w ..,. w '-' __ 1-.....:.::i ---~ ~ ..... ~ b ...,. )-., ....,.. - c., 

is het complement van een open verzameling). 

6) a lle vzn van cJe ,c;edaante { :: I fm ( x) > 0 voor ,11=,,I, 2 > ••• } 

( > mag ook = of< of? of :o; zijn), waar>biJ elk,:.: f (::) een rn 
continue functie van xis (want beschouwd wordt een aftel-

bare doorsnede van verzamelingen, die open(>,<), gesloten 

(~,~) of het verschil van een gesloten en oen open(=) ver

zame ling z ijn) . 

Opm. Niet a lle dee l V8 PZ3lne lingen van R11 behopen tot B <j· 

.st,1.2.4. De o-algebpa dcr Borelverzamelingen van Rn bevat alle 

open en gesloten vzn uit R11 • De open verzamelinge~ kunnen als aftel

bare disjuncte som van halfopen intervallen geschreven worden, de 

ge;:3 loten ve rzan1e 11.ngcn a lfo d oorsn,:::de van :c,J_nc1 J_ge in tc:; 1~va ls om.men. 

BewiJs: met de constructie van 4) vinden we voor een 09211 v2rzame

l1ng een aftelbare som van halfopen intervallen. M2t de constvuctie 

van blz.2 bovenaan wordt cit een aftelrJacc 1s,J1Jncc, som. :CJ.ke term 

uit ckze: som is een ~Jorn van clisjunctc haJ.foJr.::n J.11t,1:vollen, Een ge-. co 
s l oten v z B 1 s he t c 0i11c:i lernc::n t va i'] r.:: en 1~,cj;-:11 vz A=B, nLc "~ A= U Ii,,-~ 

CD ir-'] •'-

en 

limsup A. 
1·1 ·~-+ CD 

1 -j --,, ·' Y-1 -r Jl --~Li...LL~.L 
11 n ~ oo 

gelclt altijrJ 

0.J 

u 
n=·l 

- (J VOOl'°' l:ij. Dus l B= n 1 1_:c- \:/38 Pb:LJ 

00 

(\ AT1 --
m=n 

linu::uo 
n •-➔ co 

~\===:/] L\.. 

·roop co --\i :::el 

A sn linnrif 
-Cl 

11 .,,~ 00 

a lt~lj:l .- E,reneer1s 

1 :u11J_n f _;\_ C 
n limsup 

n --!>- OD 

.. /\ .. 
n 

-vie zeggen: 11 lim 
11 ·--+ O') 

val is l:Lm ./L 11 
n -> CD 

A. 'J .. o .,_~a -i- Ii 
11 1 ,.::1~0c1 v limsup 

n --t- oo 
.. A = llm:l.nf 

11--,, co 
A . In dat gen 11 

C:e:f limsup 
i1 ~ 00 

A. n 
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convergent: uit jl t J cLP.z, 
co , n co 
U JL = 1j . (ju s m l q" 

m=n ·1 m= ·1 ·1 

d. w. z, .A,, ::> A 0 .:;:; ••• , volgt 
I L_ 

co co co co 
U A =j,,_ ..!'-m n 

m=n 
en (\ A - n m -

m=n m=1 
A,,,; dus lim .A,,, = n A. . 

.,,. 'J .-11 11 n -➔ oc n= 

Direct product van algebra 1 s 

Voordat we ov0r onafhankelijke stochastisc variabelen kunnen 

spreken 2 dicnen we het begrip direct product te kennen. 

A 1 ° c- .,,., ir -✓·z11 n n 
'-' CL "· • - ~1 J 2; .•• vcn zijll; rruet punten 

<A,121!'..D.2,••,; (.uk€. . .0.k, d8Fl lean cli.J.a:.~uj_t sen vz .D.. gcmaakt worden, met 

a 7r, ·Jun-'-•::,r J''r georc"1u·,d· l· +-allnr ,·., ( ,-",\ ,., ) l.--Jaa J.J0 

_1':JL ~Vt::..ll,,.:! _ C:L,_jr\..,-v ....__,_..~J1,,-,y::::; \.J/J 1 :,v...i2:.;~<>?>)lt)kJ ~ 

Ci.) ·1 € n ,.., J w 2 G n 2 , . • • :, C,J ~ S)_ k i s . NO ta t l C ; .s::i. = ( n. 1 ; n 2 5 • ' • , k ) :; 

naam: n. is het cartesisch pcoduct van Q. .1. a 2 , .... n . ciaal: 
-------·---- . , . , - n 

Rn m2t n .=R. k=n en R de vz der peelE 0:etallen. Van 'xE.R11 rnr::;t l .J e, 

x-( X •r X ) ZiJn (1e •· r]e 
- C 1 J A 2 5 • ' • J • n .. . Cc j_ ~ 

voor 1 ~ i i,.; k 5 dan schrljven we 

associatief door identif1cat1e 

Laat 1 een algebra op 

A1 €. <j i .:i C 1_). Oncler' een 
voor -1 ~ i rt- k J 

cartesische cot5rdinaten. Als .0. .= n/\ 
:r l I 

fl= ~. Het cartesisch p uct is 

3)) =: (n1 2 ! 1 2;•f\). 

zijn 3 met elementen 
i 

11 interva erstaan we, 

A, ( dus 
}. 

a ls 

A ) def 1 ,., I '·' ,. A • ,.., < ,, ., k} 
2 ; , , , ; ..tL k = 1 w w 1 ,;. ..11..1 v oor 1 ... i .., . • 

0 0 J de lege vz, is een 11 interval 11 • Ui t 
1 

A z1.' J"n 2K 
J • ' • / -'.{ 

11 inte rva llen 11 te vor•men J CH r naast 0 
j~ 

toe te laten. Deze 
11intervallen 11 zijri twee aan twee dis,Junct, vul.lr:::n tezamen de he .tl 

Bij 

-1 

-
isA (t.o,v, a1s 

11 intervallen 11 • De clo 

verzamel 

rsnede van 

!) dus de disJuncte som van 

n A 11 J.s i.IeeP een .A., 
vJant als A 1 = ( /iJ ~J, •• ,J\_1~) en A 1'-- , 2 

II = ( ' A II ' I A II I A II ) 
;I "I J J\.2 w11.. 2 J ' • ' J k .Jl.1 _ ' 

K, 

St.'1,2;5· g, de kleinste algebra d:j_e al.le .IL 1 s omvat, ls cl:: klasse 

der eindige scmmen van .J\.. 1 s. 

Bewijs: als bij St.1.2.1. 
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k, ) 

We schrijven <j = 71 X <j 2 x ••• x ?f'k en spreken van het d irec te 

product der algebra I s <j1 (voor 1 ~ 1.1(: k). Het directe product is 

associatief: ( <j 1 x ••• x ~ 1 ) x. (ji+1 x. ••• xfk)= ~ 1 x ••• x <jk voor 

1 ~ i ~ k-1;; want linker- en rechterlid bevatten dezelfde verzamelin

gen: eindige sommen van 11 intervallen 11 A. 
Als de Cj1 (-1 ,t. i ~ 1r) cr--algebra 's zijn., is het directe product 

Cj 1 x f 2 x ••• x ~l niet noodzakelijk een tr -algebra. Vbld.: k=2, 

.0. 1=~1 j ..0. 2~ 2 (~:t o/!1=fi2=vz der rel;!le getallen), .n.. =(i1 .,9'2 ) en ~i 

de klasse der Borelvzn van §l.i. Nu is Cj = 11 x f 2 gedefini~erd, maar 

bevat nietA = {x!x1+x 2=o}J hoewel dit een Borelvz van Re (type 6 
van blz .5) is. 

B 
Wel is ( 11 x i 2 x • : • xfk) een a- -algebra. Hiervoor geldt b. v. 

3 8 B B B ( t 1 X fr 2 X • • • X f k) = ( c;- '1 x 92 x. ' '>t. fk) • 

Omdat is dan ook 

Tevens geldt b.v. 

BB .B S 88 8 B BB BB B ( 11 )( 12 X ft 3 ) = ( ~-1 X ( Cj 2 X CJ) ) ) = ( 11 X ( c;, 2 X 9'3 ) ) = 

8,B ,8 6 .B 
= ( ;r 1 X ( c;- 2 X ~3 ) ) = ( r:; 'i X ( 9~ 2 K 13 ) ) = ( f,, 1 X <j 2 X J 3 ) • 

Als we ter afkorting schrijven 

dan is 

(
8 ~/1'.il2) a£k {(A,1'~'J.2)JA1E. e,9'1};; 

B ( t· 1 rO. 2) a !k B { (A~, Jl. 2) j A1 "'e, f1 } ;; 

B 
Want ( r;,1 ,D. 2 ) is een o-algebra, die ( ~- 15 .0. 2 ) omvat, terwijl 

.i(~,. 1 )'#''1..2 ) de kleinste €'-algebra is; die dit doet. Hieruit volgt 

1) 

2) 
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is een 6-algebra (volgens 2)), 

£'1 tenminste <j.1 omvat en een 
B '"tJJ ) g~ = ~ 1 en volgens 2 

B ( .B C ) H (' Dan is het bewijs vol tooid 2 daa r , cf = '-V is. 

Voor• een (S-algebra CJ, met q,, 1' CJ, 2 c <J geldt. (.JL1 ,n.2 ) e. fJ 
BC () .B (J I /} 0 6 C 

v o or a 11 e 1 E. j 1 3 want ( ?f 1 _c Xl2 ) c , du s ( ~ ,1 r.!'1 2 ) C (f' 

(volgens de vooifafgaande opmerking), Evenzo [flclt Ji2 1 " .J\.2 ) ~ CJ,, 
voor alle .l\_? s C6 .. 2· . Voor een willekeurige )Ls q,, x 9:-i ldt 

11 ~ B P:, v I Uc;. 

.A= ,U-1 (.il,.,., ./l_r . ) met J\_,,,. E- G:-i en A.," .. t;,:, ~ Ci.2 voor ·1 :;:, i .~ n. Dus 
l= I l l c'l I l O I cl O'. 

n n 
./\_ = 1~/1 (-'\ ✓1:L,A21) = 1~,

1
(_1\.,11' 2)(n1,A21) e.<j, 

l - 1 , r"' C G t 1 t 2) voor e 1 w 6 -a ge ora ½.c J die I x '-:f·•r· omva t. Hier·ui vo~cr. _ . o 0·1 o2 ° 
Conclusie: bij het vormen van de l:leinste is- -algebra 5 die een direct 

product van algebra 1 s omvat 3 is het resultaat onafhankelijk van het 

al dan niet v66raf overgaan op de Borel-uitbreiding van ~~n of meer 

zo eenvoudig cler factoren G,,. We kiezen de C.J, 1 s dus biJ .. voorl{eur 
~l rl u 7 o a 

mogeliJk: de Bor1 elvzn van Rt kri n we als (qr) x. 
1)8 , , tJ 

= i fac~orruimte = vz door voor G. (algebra on der reele ge-
() l C 

tallen) de algebr1a der eindige sorn.rrren van rationale halfopen inter-

vallen op te nemen (dus van halfopen intervallen met rationale 

eindpuntenJ 1·1aarbij -oo en +oo inbegrepen zijn). 

Tot nu t1ebben we ons tot k eind.ig be rkt. Laat X een index-

verzameli zijn met e1ementen K. Stel; dat 1Je over verozarnelingen 

SlK. met daa ij algebra 1 s 9'/'C beschil(l-<::en voor elke xq:JC. Algebpa 

.~w. heeft elementen Jlx: met A Onder een p1..mt c.v het carte-

sisch (komma•-)Tlroduct Jl = lf' D- verstaan \iJe een vz S w,, \ K (i; JC\ 
- !t~:X: K l n.- 5 

die voor elke x ~ X precj_es een punt wk, <a, -'l:"" bevat. Bij een aftelbare 

index-vz, schrijven we w = ( c0 1 :; (.o 2 :; ... ) voor een punt n = (.t]- 1 ,n 2 , ... ). 

Als a lle .n. ,~ id en tie k zijn 3 b. v. n = n J schr1 jven vJe n = n JC • 
,~ K O 0 

Spec!ale gevallen (met R= vz der reele getallen): 

Rn punt is hier: n-dim.re~le vector (66n punt geven is iden

tiek met een geordend n-tal re~le getallen geven):; afwij-



kende rn:!Jatie!J 

RR punt is hier: re~le functie op de re~le getallen (~~n 

punt geven is identiek met voor elk re~el getal ~~n 

reeel getal geven)s 

punt is hier: re~le functionaal (~6n punt geven is 

identiek met voor elke reele functie op de re~le ge

tallen ~6n re~el getal geven), 
D R 

(r(') punt is hier: vz re~le functies, die van ~6n reele 

parameter afhangen (~6n punt geven is identiek met voor 

elk reeel getal (= parameter) ~in reele functie op de 

reele getallen geven). 

Neen uit 

x. 1 een .J\.X.,e 
l 

Def ./1.2.7. 

X'1 eindig veel indices 

c;f )t, • 
l 

1w afk 
I.J = 

heet een cylinderverzameling van 11 .. 

l{ 1 J en bij elke 

clef {wl tv E, ..IL GJ e Jl 
"""'1 K,] 3 ii, 2 X.;/ 

• • • J w x.r E- J\... K. r } 

Bij een cylindervz zijn dus bepaalde co~rdinaten aan restric

onderhevig en de overige volkomen vrij. ( .. ./lKc , Jl. , . , . , Ax. ) 
de basis van rz en ligt in het cartesisch prdduct~ r 

ties 

heet 

(DK. ,u 1-(, ,,., 3 .. fl1.- ). De volgor·de, waarin de restr1cties der coor-
-:1 c) 1.., 

dina~en ge~even wor~en 5 is niet van belang, slechts welke coordina-

ten aan welke beperkingen onderhevig zijn. De basis mag volgens 

onze definitie oak een einclig aantal dee .n. bevatten. De doorsnede 
K, 

van twee cylindervzn is een cylim1erve1"zameling. Het complc:nent van 

een cylindervz is cen som van 2r-1 cylindervzn. 
K, 

St."l,2,6. De kleinste algebra Q.,, die alle cylindepvzn omvat.Y a 
is de klasse der' elnclige somrneri van cyli.ndervzn. 

Bew i j s : a 1 s b i J S \: /i • 2 . ·1, X 

1-'1e schrijven ,.,, G, = lT .... '" g, en spreken van het directe product 
0 K,€!..J\ QYv 

der algebra rs ~K., (voor 1C e2., JQ. In het aftelbare geval schrijven we 

9• = 9,j, X r:; 2 X • ' ' ' 
~ {) ""{; 

Met een eindige index-vz J~ is zowel het cartesische als het 

directe product associatief en de Borel-uitbreiding aan de conclu

sie van blz. 8 onderhevig. Dit is 66k JUist voor algemene X !) voor 



associatief: neem 

geldt ( entificatie!) 
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1'11' 
J1.= 

( h · . 1 - 1 • en _ier is .Je1JerKing Ii 8 l' ·-, ,7 l" P' I I 
!J\..,\ 0 noel ig: vw lnxmen ana loog 

eindig veel disjuncte vzn splitsen!) 

terwijl (reeds bewezen!) 

.B ( - )( ~ 5-(i,( ){ \ 5 . - )( )\ 11 c )~ 7T c J )Z n c J 
.K,t X d K x ~ 'JC Ox.. ~ :K lJ K-

• ·j 2 

1.3. Puntfuncties en verzame11 s tic.:s 

- · Algemeen- - ··· -· · : 

0, dan 

in 

Laten twee vzn en X gegeven zijn en een voorschrift, dat 

bij elke WE-J1 cen (w) met x ~.x aangeeft, Dan heet (w) een 

puntfunctic. Vaak zal X=R11 zijn voor een vaste n. Als n=1 is, heet 

f(w) een retle puntfunctie, 

Een cle:-,elvz J\... van _f)_ wor·dt 

= { f ( w) ! 10 .:. )L } van X a f g e bee 1 d . 

terwi:Jlfi. 1 =f(}\... 1 ) en.M-''=f( 11 ) 3 

b,v. f(l0) = a voor alle w €. 

Voor 2lke deelvz van XJ 

, f' -, J ti a f k " (A-) def ooor - op een oee .vz .1"71"" = I = 
Als .,A 1 c 11 c .0. en A 1 A''=O, 
is niet noodzalc2lijk A W- 11 =0 (neem 

Wel :Ls f( 1 uJ\.' 1 )=f(A 1 ) u f( 11 ), 

is cp(fl.) d~f \f(w) 2-ft} een deel..:. 

vz van .il . De functie (p is een puntfunctie on c]e vz , cle klasse 

van alle deelvzn van X, met waarclen in de vz , de klasse van 

a 11 e dee l v z n van °11. , A 1 s <p (fl-) 1 e e g is , be hoe ft n i et 1 e e g t e 

zi:]n (neem b.v. f(c0) = a voor alle uJ!:&S.J.en = X-- {a}). 

Een functie <p, die vzn van een ruimte (.0..) toevoegt aan vzn 

van een a ere 

voldaan is aan 

e (X), noemen we een homomo 

a) cp ( = .ii. J 

b) <p(O) - 0 , 

C ) 

d ) 

<p (Ji-) = 

<p (.#,//:2 ) 

7pOF'j voor eE~e c: X, 

= <p(A-1 ) cp(A-2 ) voor elke 

afbeelding, als 

Als c) geldt zeggen we: afbeelcling f is operatiegetrouw voor 

het complement, als d) geldt: afbeelding ~ is operatiegetrouw voor 
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de doorsnede. De eerder met behulp van f(w) gedefini~erde f 
is een homomorfe afbeelding. 

,Sams is de homomorfe afbeelding cp(/f) slechts gedefinieerd 

voor AG "X:; waa rbij 'JC een spec ia le kla sse van dee 1 vzn van X is., 

b.v. een algebr'a of een u-algebra. Als f={q,(fi) l.kE-X}J dan 

is f een algebra J als 'JC een algebra is. Daar uit complement 

en doorsnede de overige operaties., die op vzn toegepast war

den, kunnen warden opgebouwd., zijn alle operaties (eindig 

vaak toegepast) operatiegetrouw. Uit complement en vereniging 

kunnen deze opera ties 66k opgebouwd wocdcn. c;/ is dan ook 

eveneens een a lgebr'a, a ls 'JC een algebra is en complement en 

(eindige) vereniging operatiegetrouw ziJn (en a) en b) geldig!). 

Als :'.it" een <5'·-a lgebra is; dan is fj een 6' -algebra, a ls d) oak 

voor de doorsnede van aftelbaar veel vzn geldt. In dat geval 

heet (p u-homomorf. Voldoende voor er--homomorfie is: a); b); 
co co 

c) en <.p( uA ) = U U)(.A, ) voor alle /l, e. 'JG, D=1;2; .... n r n n 
Een <p ged 8riniee pc] nm: b. v. een func tie r ( wL dus cp(J'Jr) = { w I r ( w )e.A}, 
is altijd ~-homomorf. 

Veer overaftelbare doorsnede of vereniging wordt operatiege

trouwheid n:.:.et beschouvvd. We merken op c1at <p({x} ) niet gede

fini~e~d behoeft te zijn. 

Vooruitlopend op de interpretatie der te behandelen stof; 

me rlcen we op : 

1) Verzameling .n zal voorstelleri de bij een experiment moge

lijke optredende r>esultaten; 

2) een met of waarnem~ng geeft een reeel getal of reele 

vector ols resultaot vc:n het experiment~ ci.1.,1 ,z, als Wt.0.. 

optreedt, wordt f(w) ~ Rn waargenomen, 

3) een uitspraak betreffe e de waarnemingen zal praktisch 

altijd in termen van Bore z1Jn. Die uitspraak --------
dienen we inter

men van vzn van mogelijke optredende res taten om te zet

ten, 

Naast puntfuncties beschouwen we verzamelingsfuncties, 

Een reele verzamelingsfunctie wordt ged2finieerd op een klasse 

van deelvzn van n (= de definitiekla,rrne) en voegt aan elke A 

uit de klasse een reeel getal m(J\.) toe, Alleen definitieklassen., 

die algebr>a 1 s zijn, warden beschouwd, tenzij anders wordt aan
gegeven, 
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Def.'1.3.1. Een reele vzsfunctie m(AL gedefinicerd. op een al

gebra g :- heet additief, als m(O)= 0 J m(A1 )+m(A2 )=m(A1 uA2 ) 

voor A f.. C ..A. 1G- CJ,, en A JL = 0 
1 tf' 2 u 1 2 . 

Def .1 . 3. 2. Een add i ti eve ree le vzsfunc tie m(A) 5 gedef inieerd 

op een algebra g; heet o-additief (of absoluut additief) 5 

als voor alle aftelbar-e disjuncte sommen met .A.. 6 C, (n=1,2J ... ) 
oc ---"----,co oo 11 1 

en LJ j\.. €. CJ voldaan is aan m( U A. ) = L rn(A ) . Hierbij 
n=1 11 o 11=1 11 n=1 11 

is de waarde +oc voor m(_/\_) toegestaan 5 de vrnarde -CD niet. 

Als voor een o -additievr::: 1"eele vzsfunctie voldaan is 

aan ..A11 €- f(n=1,2, .. . ) 5 

oc 

00 
U . ./\ .. 11 E. 9, ( disJuncte som) en 

11= ·1 C\J 
m( U J\ .. ) < co , dan is 

;1 11 11= I _ 

:[: m(_/L ) absoluut convergent 3 

. 'I n 11= 
daar de sorn niet afhangt van cle volgorde van sommeren. 

Def.1.3.3. Een niet-11egatieve additieve vzsfunctie m(A) 5 ge

definieeeo. OD een algebra c;, beet een inhoud. Als m(j\_) u-
- (/ 

additief is, spreken we van een u-additieve inhoud. 

Def.1.3.4. Een ~-additieve inhoud, gedefinieerd op een ~

a 1 g e bra g , he et e en ma a t . We sch r i j v en _/.,& ( A ) i . p . v . 

m(_!\..) :Ln dlt geval. Elke A£g heet nu 1-:1.,,-meetbare deelvz 

van .i.L • 

St.1.3.1. JUs rn(JL) een inhoud is; geldt voo1"' alle .ll1 E'-g., 
A2e: <j,: 

1) .A,,i C .A.2 => m ( A 1 ) ::§ m ( .J\.2 ) J 

2 ) m ( ..fl ,1 u _/\_ 2 ) d m ( A 1 ) +m ( _/l 2 ) • 

-
Bew i j s : '1 ) rn ( .A., 2 ) = m ( J\. /

1 
u -1l I Jl 2 ) = 11 ( J\.. 1 ) +m ( _/'"" ,1 j\.. 2 ) ~ m ( .A 1 ) , 

-
2) u(.A,,1uJ\.2 ) = m(./l,,iuA 1-A .. 2 ) = m(A,..

1
)+n(.A 1 A 2 ) f m(.A 1 )+ 

+ rn(.A 2 ) volgens ·]). 

St,,,i.J.2. De inhoud m(_/1_) is cLe.s.cL 6'-ac.;clitie::f> als voor ell:e 

...A= U A 11 (d:tsjuncte sor,1) met ..IL. E- <; en ..A 11 G. (j (n=1 ;2, ... ) vol-
n=1 OD 

daan is aan m(.A) 5 L m(.Jln). 
11=1 

Bewijs: 11 s1echts da11 11 , Nu 
/'.· 

het :5 teken, 11 c1an 11 • 0rndat 
j_" 

m(.J\..)::: m( LJ J\. ) en uit cle 
11 

11=1 r r 
= L m(-!Ln), is rn(.Jl) ?. t_ 

n=1 n=1 

0G 

is m( A) = L m( .. A ) J cius geldt zeker 
11 

. , 0 , ,,1 , m71' 1 _,__ ,.. ) 7 . , 
UlC ,::ic • • j. I DUl1L, I vo __ gi:; . r 
add it iv it el t d a t m ( U j\..11 ) = 

ll='I 

m(A.) voor eHc natuurlijk getal r. 11 
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co 
Ui t m( .A.) 2! L m(.J\_ n) 

n='l 
tezamen met het gegeven volgt het ge-

stelde, 

St.1.3,3. Als miA) (p=1J2, ... ) een rij van i11houde11 is., 

allen gedefinieerd op een en dezelfde algebi:-a <j, .1 dan is ook 

m(A) d~f [: m1(A) een inhoud op <j. Zijn alle m.P (Jt) 6'-

a d d it i e f 3 fa a rl is o o k m ( JL ) u - a d d it i e f . Vo or e e 11 r i j ma ten 

).Iv f ( .A ) g e 1 cl t du s J d at .1u. ( ../l ) d ~ f L /-/4., ( A) e en ma a t is . 
J f 

Bewijs: uit A= !J .A. 11 (voor eindige of aftelbaar oneindige 

disjuncte som) met As c;,.. en ..IL_ e- <;;, (voor alle n) volgt 
CO ~ 11 V - 00 

m ( A ) = Z:: m O ( .J\..) = L -1 L mp ( ../\.. 11 ) = L. ~ mp ( J\.. 11 ) = L m ( A n ) ; 
f=t 1 f=! 11 11 p=l 11 

daar voor niet-negatieve getalle11 ver·wisseling van somrnatie

volgorde altijd is toegestaa11 (er kan oo = co staan!). 

Vblcln. 1) TJit:; .£1 kiezen we aftelbaar veel ten: w 1 , w 2 ; ... 

(allen verschillend). Laat de rij a uit niet-negatieve re~le 
n 

getallen bestaan en definieer m(_I\.) = L " a voor elke 

_/1... C ...0.... 
wne..11.. 11 

2) Neern ..D.. = { w IO< w ;:; '1 }· Neem <j = klasse der einc1ige 

s ommen van ha lfope11 interva llen ui t .fl ( links open 2 r'ech ts ge-
n n 

slote:.;. D:2finieer m(J\..) = L m(Ak) voor> A==- ~ .Ak E- <j 
(disjuncte som van halfopenk=1 intervallen) 3 wa~·r1 m(.J\.. 1J=b-a 

a ls .J\..k = { c,_J ! a < c.u ~ b} is. 

3) Neem 

voor>beelcl 2). 

= R, de vz der re~le getallen. Volg ver>der 

Hier· ls m( .Q ) =CD , dus +oc moeten 1ive v-Je 1 toes taan 
00 

als waa1"de voor m(.A.). Met .0. = U ..Q en n = {w 1n < w s n+1} 11 n I -
n=-CD 

is een disjuncte splitsing van £l verkr2gen; metcom(n 11 )=1 

(duseindlg),Voorelke ejr::;elcltnu (.JL)= L m(-.AS1 11 ). 

n=-00 

In de toepassingen blijken alleen diem( ) en (A) van 

belang, waarbij een splitsing als in voorbeeld 3) gevonden kan 

warden. 

Def.1.3.5. Een inhoud m(A) heet normaal, als e1."minstens een 
co 

disjuncte som SJ .. = U .D.. 0 , ...Q. 6 (} (de definitieklasse van m) 
f =1 1 f u co 

bestaat, met m(..O_f )< co (p =1,2, ... ) en m(.1\..)= L m( .O.D) 
' . p=/1 ) 

voor ieder'e j\_ CC. 
tJ 

J\Temen we voor S2 de vz der natuurlijli:e geta llen, voor> r;j 
de algebra der vzn met hetziJ zelf eindig veel, hetzij in het 

complement eindig veel punten, voor m(A) biJ een eindige vz 



bevat, de waarde 

11. 
l 

2 

en voor m(A) bij een oneindige vz .A:, waaraan de 

ontbreken 5 de \vaa rde 

co 

k '1 2-:f - . 
- I n , l=' 2 l 

Dan is 

.0. = L ~ met .D. 1 = .n. en .n f = 0 voor .f > '1 een norma le splits ing, 
j="i m. .,(- * . 

Maa r n = L n 1ret n ={y} is het niet. Voor een niet u -addi ti eve 

d p=l'ltf·thft 1 t ,, 7 1··. d . .,_ inhou vo g ui e oes-aan van een norrna_e sp_1~s1ng us nie0 
* dat voor e1ke splitsing van n in di,sjuncteconf,,;, <j met 

geldt 5 dat elke JLr,;,d,. voldoet aan m(../\ .. ) = > m(J\..n.*). 
rJ f_,'?1 p 

m(.n/) < co 
Voor een 

(l-additieve inhoud is dit triviaal wel het geva1. 

Def.'1.3,6. Een maat .,.,u.(A) heet cr---finietJ als er> een disjuncte 

som ll = ~ .O.f bestaat_met Il.fe. <j (= o-algebr•a 5 definitieklasse 

van /ll) f--l en .J-1,(.D.F)< co (p=•l 3 2J••·)· 

In het bijzoncler is m(A) normaalJ als m(.D_) < co is, In de 

whr is m(.D, )=/I geen uitzondering; Bovengenoemde splitsirig heet 

een normale resp. u-finiete sp1its1ng van £1. • Voortaan word en 

slechts normale m(A) resp. u-firiiete µ(A) beschouwd 5 tenzij 

anders wordt aangegeven. 

Om de u-additiviteit van een inhoud te bewiJzen, gebruiken 

we de volge e stellinge11. 

St,1,J)~, AJ.s m(A) 6"'-additief 1s, ge 
co 

¾ t J .An~ g, ( n=1 J 2 i ••• ) met . U J\.. 11 e G, 
00 11='1 

Dan is oak U .A = lim 
n 11 • n='I · n -;,,- □o 

Bewijs: neem 

A - 11 A~
n - U 1,. 

lc='l cc 

co 
en U Jt = 

,i n 
tl= I 

-A , voor 
n n-·1 

Uco A-,(• ( la a ts t e 
n 

11=1 

t voor ellce r:Lj 
co 

cl at l im ;:1 ( _i\.. ) =m ( U .A ) . n 11 
11 ... ,;;,- CO 11 = "i 

n=2,3 5 ,., , Dan is 

Sol7!1 i~ ~4SJ"UrJc~1) .1 _l:) l_: ___ i I .I.'. V 11! ,;lO Uit 

co co 
de ~-additiviteit van m( ) V 

m( tr) 

nu m( j\ .. _ )=m( U ) = 
_ ,i n ~ n co •/ 

= L m ( Jt = ) = l im 
n=1 11 n~co 

Zie ook blz.6. 

St.'1.J.5. Als voor elke rij 

geldt, dat lim m( .J\. )=m( 
. 11 n ~- co n= 

.A~ J,, ,.A.~€ g (n='l ,2, ... ) met 

,\. 

11= 1 11 »- n= 1 

11m m ( -LJ _!\... .. ~' ) = 1 
n ·~ co ::=·] ·· n --;'>- oo 

m( 

m 
t 5 • E.. ( n=1 5 2:; , .• ) met LJ ..A~ C, 

n / 1 
A ) · ]_ , +- 1. 11= I . JL 11 is, dan ge a~ voor eke · rlJ 

( ,;)<C0 3 dat 
m 00 I 

lim, m(J\ ... 1 ) = m( !i l1) is. Tevens lS c]an 
n ->- oo n n=/i 

n_ J\..~ = LLD A;1 • 

11= 'I 11 ·➔ co 

* Bewij s: ne~m Jln= Jl;
1 

- .A~ voor n=•i, 2 2 •• , , clan vo t met St. -i • 3. 4 

lim m(A*) = 1~1( uJ\. .... ) of m(A.11)·- lim m(Jl. 1 )=m(.A;)-m( (l/\ 1 ); 

n ➔co 11 11=1 ~ 11-----+ oo n I n=•i 11 

du s 1 im m ( _!\.._ 1 ) = m ( (l .A .. 1 ) • d a a r m ( .A ~ ) < oo is . 
D-?-C□ n n='l n ° I 
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Zie ook blz .6. Condi tie m(..A. 1) < oo is nodig, want met .0.. =R, 

de vz der reele getallen,.A~ ={~I w ?> n} en m(A~) = lengte 

interva 1., dus m(.A. 1 ) = oo voor n=1., 2., .•• ., volgt lim m(.A n' )=oo., 
00 n 00 D-+00 

terwijl n A' = 0, dus m( n .A.') = o is. 
n=1 n n=1 n 

St.1.3.6. Als voor elke rij .A. 1 -l-,A 1 E. i(n=1,2, •.. ) met 
oo n n oo 
n A 1 ~ C. en m(A_;) < 00 geldt., dat lim m(.A~) = m( n .A.~) 

n=1 n (J n --+ oo n=1 
is, dan geldt voor elke rij A~ ,I.. ,.A.~ ~ f ( n=1, 2., ••• ) met 

00 
nAn =0 en m(A 1)< oo., dat lim m(A~) = o is. 

n=1 n n-+o oo 

Bewijs: speciaal geval van gegeven. 

St.1.3.7. Als voor elke rij A~ ,t,.,A~€.j (n=1.,2., ... ) met 

f?i .A. 11 = 0 en m(A ~') < oo geldt., clat lim m(..I\.. 11 ) = 0 is, 
n=1 · n I n -+ oo n 
terwijl m(A) een normale inhoud is, dan is m(A) o--additief. 

Bewijs: beschouw een rij ..A. van disjuncte vzn, met .A.n~ C... 
co n oo 4' 

voor n==1,2, ... en A= U An€. 1· Laat n ==J'1)1.n..Poo een normale 
split sing van .0. zijn. n=1 De rij A d~f .0.13 f'\ U Ak voldoet 

00 y,n J k-
aan .A. ,, :.i A 2::) • . • en n A = 0 voor elke va~te f • Verd er 

f' 1 f', n==1 f,n 
is m(.A. p., 1 ) $ m(Sl P.) ~ oo , zodat n::: 00 m(..A.p., n) == 0 is voor elke 

vaste f • Ook is np = .n.fA1u ~..1\..2 u ..• u .n ¾ u A , n+1 ( dis
juncte som), zodat uit de additiviteit van /(.A..) vofgt: 

n 
m(.n. .A.) = L m(.0. Ak) + m(A +,,). Hieruit volgt 

.f k==1 f P 'n 1 

. oo def 
m(il.J'"A.) = ~m(.!2.--¾), dus m.f(.A) = m(.n A) is een IS"-ad-
ditieve inMotld. /o1gens de definitie van lormaliteit (def. 

1.3.5) is m(A) = [: m0 (A) voor elke .A£'j, zodat met St. 
f =1 J 

1.3.4 de bewering volgt. 

Laat _p,(A) een maat zijn met de o--algebra (j als defi

ni tieklasse ( op· de ruimte n ) . De vz: .A.0 e. f met .,,u.( A O ) = 0 

heten de nulvzn van G· bij fa . Als .A c A en .A""€ C, clan is 
11- --- d * o E 

fa (A)~ fo(.A. 0 ), dus #(.A. ) = 0. Elke deelvz van een nulvz, 
die tot 9' behoort, is dus eveneens een nulvz. 

Als uit A*c..A.0 ., iL0 G- f, fo(.A. 0 ) = O volgt., dat .A*'G-<j is, 

heet de maat _µ, volledig. Niet elke maat is volledig. Wel kan 

elke maat volledig gemaakt worden. 



St.1.3.8. Als J,J-,(A) een maat is op de 6'-algebra-11-g, op 11., 

dan vormen de vzn A 1 van de gedaante ..A 1 =Au.A., waa rbij 

..A~~ en A~c~ is, met A 0 e f en fa(.A 0 ) = O, een rs
algebra <j I J die t omvat. Definieren we r' ( .A f) =,,,u(.A), 
dan is _µ. 1 een ondubbelzinnig gedefinieerde, volledige maat 

op g 1 , die op g met fa overeenstemt. De nulvzn van g I bij 

.)L I zijn de deelvzn van de nulvzn van C1 bij fa . 
* * A tf #-Opm.: .A 1 = .A u.JL = A uA ✓--, waa rbij .Ar,. A':A = 0 is. We krijgen 

dus dezelfde ~ 1 als we aan de boven gestelde eisen toevoegen 

.AA*=o. 

2) ;U,'(A 1 ) is ondubbelzinnig gedefinieerd. 

* Als A 1 =A1 u JL~ =.J\.2 u .A; met .J\...1'A2 e j·, J\.~c A01 ~ <j, 
.A2 c A 02 e j,, µ(.A 01 ) == JL(.A 02 ) = O, dan ldt, omdat 

µ(.1\. 2 ) = A(A 2 uJ\.20 ) en .A 1 c J\. 1 c .A.2 u 20 , dat 

,,ti(./\.. 1 );;; ,,u(A 2 ) is. Evenzo is ;U-(A 2 ) '5 _µ.(A,1).. zodat 

(.A 1 ) = ft(A 1 ) een onclubbelzinnige definitie is 

3) µ' (A 1 ) is een maat op ~- 1 • 

Voor eeil disjuncte som .A. 1 = ,CJ<? .A 111 geldt .Jl r = A u .A* U n n n 
• 11=1 

met An~ G , .An c: n e. c;,. , ,,,u.,,(.J\. ) = 0 voor n='I, 2,... . 
tI co o 6o -11- on CD .;:. 00 

D. w • z . .A 1 = U A u U .A. met U A c U A 011 met 
~I 11 ·1 11 1 11 1 CD 11= 11= 11= l:1= 

CD 
µ( U J\..011 ) = 0 (vgl.2)), zodat .,,,u, 1 (,./l 1 ) =fo( U A 11 ). Maar 

n=1 oo CD n='I 
dan is _µ 1 (A 1 ) = ;U( U A ) = L 1a(.A ) = f: ,P} (A 1 ). 

, 11=1 11 n='I n n=1 n 
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lt) r I is een volledige maat. 

Uit A -x•,~.A I I! g1 met .,,,a' (A 1 ) = O., volgt A 1 =.Au .lL -11.

met .Ai t;, .A. c.1\ Ii. r;,, #(A 0 ) = O en fa(.A) = ;«, 1 (.A 1 ) = O, 

A i ( A A ) A* = 0 u ,. o%-I zodat 'c:Au.A.0 E-fjmet µ..11..u O =0,dus · 1 _,.,_ 

is van het tot <j 1 behorende type vz of A *' e. ~' 1 • 

5) fa I stemt op g met µ overeen. 

Als A 1 ~ f I en tevens A' e. <j, dan is A 1 = -1l 1 u O, 

zodat _)J., 1 (A 1 ) = _µ..(A 1 ) is. 

6) Een nulvz van 9' is een deelvz van een nulvz van t'. 
Uit A'G:£' met fa 1 (.A 1 ) = 0, volgt .A 1 =../Lu.A.*met 

..A e: g. ,A*c. A 0 E- ~,, /u.(..A. 0 ) = O en _A.(A.) = fa' (..A 1 ) = O. 

Dus :1.s A 1c:./'..vl~ €. C met _,,ll(.A'u.A) = o. 
o d o 

Bijzonder geval: de meetkundige inhoud 

De algebra <i} van alle eindige sommen J van n-dimen

sionale halfopen intervallen, aangegeven met Jo<. of r:J a,b = 
= { x I a< x.::,: b Jc 'R, 11 , werd reeds op blz. 4 geintroduceerd. De 

meetkundige inhoud van :J b (met a,i,a,v··•,a.; b,i,b 2 , .•• ,b 
d f a, ~ 1 ~ n , n 

eindig) is m( 'J b) ~ Tr (b, -a.). Voorl = U Jor.. a, o '1 l l d ,, 0: 
(disjuncte som) nemen we l= m(j) ~1 = °' m( ':JOI..). Voor 

de meetkundige inhoud geldt de volgende stelling, die niet 

bewezen zal warden (het is een bijzonder geval van St.1.5.3, 

die wel bewezen wordt). 

St.1.3.9. De op de klasse van alle halfopen intervallen Ya,b 

(met eindige a en b) gedefini~erde niet-negatieve vzsfunctie 

m(J ) d~f Tf(b,-a.) is eenduidig uit te breiden tot een 
a,b i='l l l 

u -additieve inhoud op de algebra g van alle eindige (dis-

juncte) sommen van halfopen intervallen. 

Zodra deze stelling gevonden is, rijst de vraag of op 
B 1 , de kleinste u- algebra die j omvat; een maat,.,,u gedefini-

eerd kan worclen, met fa('J) = m( J) voor elke J- €- J · Dit ,pro

bleem kan het best aan de hand van de algemene theorie bespro

ken warden, 
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1.4. Constructie van een maat uit een inhoud 

C:egeven is een ruimte n.. , een a lge braa Cj op .tl J een 

inhoud mop~. We vragen ons af of het mogelijk is een maat 

)l op 5<j te construeren die op g met m over-eenstemt. Uiter

aard moet m een o-additieve inhoud zijn. Ism bovendien nor

maa 1 dan zullen we zien dat er een en s lechts een ,,u, is die 

vold oet. Is m niet normaa l dan is het mogelijk een _µ, te defi

nieren die voldoet . 

.£'l = U np (disjuncte som) met m( ..t:2 f) < oo, want m is 

llOPmaa 1. ·wt beschouwen c; d;;,f { r1 n.P I r €, <j} . ~-,P is een algebra 

op d_e ruimte .Q.f, want h{t complement van rn.f t.o.v . .n.f 

is r .Q (de streep geeft het complement t.o.v . .0. aan) en 

r npJr;i_·np = (r u r *) J.l. p • Ver-dep is m( r fl ) een normale 

1i" -additieve inhoud on C, • f 
C df!. 

t'tP de=f { U A \ .A c Be, } d 
(7(,,, p f' ! "' (J J , p = 1 1 2, .. , . Dan ge 1 t : 

a) <jc'Je_; 
6 

b) Jf.c ~; 

c) Je is een o-algebr-a (het complement van u A is 

U (..Qo -Af)) LJ(U A ) = u ( lJ .A ~). f 
f J 11=/I .f P111 f 11=='1 p,n 

8 
Ui t a), b) en c) volgt: elf, = g- . 

Stel nu dat elke inhoud m OD Q. zich laat uitbreiden 
B j a' Of, 

tot ~en maat foj op fj . Voor Al~-= 'Je is JL = /i Aj (disjunct, 

.A.0 6 C ) ; het is dirett duidelijl-<: dat ,u (.A ) a=f LA( A ) 
J elf 6 .., " p j J' 

011s een maat )A, op <j levePt. Is ,,«,(A) '"~en (anderE:) maat op 
8 <j' 5 dan is ;."'1,f' (J\.) ~~f )t, (.A.) J alleen ge:definiee1"d voor 

.A£ t, :; een maat op c;,p. Als het probleem voor elke 

ee;d ufrllg is opge lost is "'I, }lj = ,,a f , clus oo le Ji = f fa f = 
= L )J.;f = })- . 

f' Het vraagstul{ is dus rec:uccer1Jcl8r tot .np J 9' f en m1 . De 

operatie 11 elk element sniJdc::n met .O...f " voe1...,de ons van de algc:

bra ~ naar de algebra 11 . Dcze operati':.:: kunnen we op elke 

klasse X van vzn toepassen~ \!e notercn het r>esultaat als 'J("'/ • 
In het bizonde1" 1~ dan a (r:;Jp ) = (89').P (het lin1-:er-lid 

werd tot dusverre als <;-p genotee11 d.). Immers we weten al dat 
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6 ~ = ~ = { p I p == ~ .A. u , .A.G" G B ( 1' G") } • 

Volgens de definitie van de p -opera tie is dus 

(ei)p = {p.n._plP =~ .A6' ,.1\,.f-e(tG")} = 

= { ~ A CT !\, l~ ~ \ t") } = 6 ( c; f ) , 

want .A./lt == 0 a ls c,-/- f' en .A1n.1 =.AP : elk element van 

ligt geheel binnen nc;, en de nG" zijn disjunct. 

We zullen nu het probleem oplossen voor n1 , <jf' en mf , 

met 8m (.n.f) <co. Als mf (.np) = O_. is p,(.A) = O voor elke 

.A./ c;l ( tr~vr~,1). Als O < mp ( .0. J' ) < en defin}eren we 

m ( r) d~f ~(.O. voor elke P E- c;,.., zoc1a t m ( .n. J' ) = 1. Aan ! p p • -It ~ f ,, ,, 
een geconstrneer e maat _p. bij m1 beantwoordt nu een-een-

duidig een maat fa bij m1 . 1Je mogen ans nu verder beperken 

tot (in vereenvoudigde notatie) een ruimte ..0. , een algebra 

CJ' , een <r -additieve inhoud m op 9- met m( n) = 1. 

He spreken af dat de letter r steeds een element van de 

algebra ~ zal aangeven_. en de letter -p- een aftelbare som 

U r , r ~ C,.. De klasse van alle vzn van type 111 is niet nood-
y )) r' d I 

zakelijk een algebra, omdat het complement van een 1J! niet 

noodzakelijk van het t -type is. Tegenvoorbeeld 3 gebaseerd 

op het discontinuum van Cantor: .n. = (0.,1] ;,l. ={ eindige som

men van halfopen intervallen } ; p 1 = (;. , J], r 2 = (~, i], 
r J = ( ~ , ~ ] , p 4 = ( 2\ , 2~ ] , ••• ; -p = ~ rv , nu beva t 1f 

geen enkel interval. 

Hel zijn een eindig product en een aftelbare som van tf 1 s 

s t e e d s we e r v a n type ,ri : 1f ( 1 ) \'fl ( 2 ) = ( U r ( 1 ) ) ( U r ( 2 ) ) = 
r - V Y v Y 

= U r ( 1 ) r ( 2 ) en U if' ( n) = u ( u r ( n) ) = U p ( n) • 
v.,-,.,. Y I\ n n II >' n v >' 

J 

Zoals al behandeld is valt> door te definieren 
It - - -rv = r 1 r 2·. 0 r v-1 ry 3 1' = ~ rv te schrijven als disduncte 

som u r ;1,- • Het ligt nu voor de hand oe inhoud m op C, als yolgt 
i,, 1" l 

tot de 1T' -vzn uit te breiden: 

Def.1.4:1. m(f) = L m( r/1
"), als 'Ji=~ r/ (disjunct). 

Deze definitie is oriafhankelijk van de keuze van de voorstel-
* *oll-

ling v~n f als disjuncte som: als '1f = u r..., = u r , beide 
ii' !lt>t.V 7\ ?\. . 

sommen disjunct, dan is ook f = u r r ... ; omdat m o--addl-v, 7\ ),' " 
tief is op <j, is m( r,_,*) = ~ m( r/ r7'.**) voor ellrn v , en hieruit 



-20-

volgt dat 
# ~ I ;l-- >C'* it' 1t" L m( r ) = L-. m, r r ) == L m( c ) . 

Y >' v.,7\ i; o/1 ?\ ii. 

Wanneer reeds 'l'e. g,, is ,p de disjuncte som van een term; zodat 

def. 1.4.1 inderdaad een uitbreiding van de inhoud m tot de 

klasse van alle f 1 s bewerkstelligt. 
* Als f == u rd ( niet-d is junc t) = \) r)I (disjunct, gedefini-)' ,, * )) 

eerd als bovenL dan is r Cr,,, dus m(,u-) = L m( r *)~ r. m( r,,). 
Q, Y V 1 ),/ }) ),' I" 

Als { 'f. } uit disjuncte vzn bestaat, is m(u -qt ) = 
' n 11=1 n n (n) = L m(f ) . Immers disjuncte splitsing van elke 1[ in r 

le Ve rt e~n dis junc te splits ing van hun s om, en a 11~ m( r)_,, ~ 11 )) 

zijn niet-negatief en eindig. Bij niet-disjuncte ~ (n=1,2, ..• ) 

met Y! = u rd(n) (disjunct) is u \(I = u r (n) (niet-dis-
n v ,, n -n n Y )J 

junct), dus is ' 

m( u \V )~ L. m(r (n)) =:[m(,p- ). 
11 ~ n n .,v Y 11 · n 

Als "'ft I c. p 11 is m( 1/ 1 ) ~ m( 17! 11 ) J oak als y 11 - y I ge:en yr 
is. 1:Jant als in disjuncte sommen 1 = l) ry1 en 1f II = ~ r7/ 

def i 11 " 
is y c1 an is r n = )) ~ 11 r ).I C 'f I C 'f 11 ; du s r 11 = ~ r l1 r 71.11 , en 

m(r.) = [ m(r f1 11 )~ Lrn(f'..,. 11 ) = m(y 11 ). Dit geldt voor elke 11, 
11 .7\ 11 11 /\ 

dus is m( p 1 ) ~ m( 'l! 11 ). 

cJ C, .0 

Def .1.4,2. µ*(p) ~1 inf m(yr) heet d0 uitwendige maat van een 
'11 l . • ;K il "W;,¢ wi e ,{eur .Lge vz 'f c. . · -

p c. t I impliceert 1u. "'( p) ~ ;it ~ r ) we gens gebied sverkle i

ning onder het inf. De uitwendige maat is dus monotoon. 

Voop elke vz van het type 1.f geldt: LL 10( 1f" ) ::::: m( ,Ji- ) • 
~ r . o :r: o 

Imme r's /o,*( ) cl~,f :i.nf m( -q;r ) • ens Y1:, yr. is m( ,1/) ~ m( ) 
O }f"::::,'f • CJ I O ' 

du s o o k h w1 inf J fa"" ( 'lit ~ (, m ( 1JJ ) • V c? e L" 1 s , \·/ e g e 11 s 'if :,- 'f , ro lo o o 
0 ) het inf van een vz waartoe "fjl 0 ) b::::hooPt, dus 

o) !i m( o). 
Verder ge t: ( u ;r;. ) ~ L ,'It( ;i;, ) 

n 'f11 n )k 't'n • 
kiezen we € >0. Op grond van def.1.J-~.·2 :i.s 

f ip n met m( f 11 )i,: 1¼*( <Jin) + E. .2~· 11 • Omdat 

is, gelc1t 

cl :i_ t te 

;::r bij e 

U cp C 
n ~n 

bewijzen 

~ een n 
,r1 d;;,f u ur 
x 11 :r n 

Omdat dit voor elke E geldt is het gest ldR bewezen. 
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We willen nu vzn Ac:. n zoeken die "erg veel op een 

r e. 1 lijken" J a. w. z. waa rbij het symmetrisch verschil All. r 
klein is. Dit verschil meten we met faft: 

Def.'1.4.J. Een verzamelingAcn heet r-approximeerbaar., 

als er bij elke e. > 0 een r €. <j is met_µ/\..!LA r) < e. De klasse 

van alle r -approximeerbare vzn heet (j. 
St.'1.4.'1. (ff is een u-algebra die f omvat. 

Bewijs: a) Voor_r~_9;f<'*(rAr) =;i/'(Q) = O, dus r~~: 'if:::,lj. 
b) A Ar= AA r, r~f., dus .A e.9i7 impliceert Af.- 9"i. 
c) Stel ..A..na:o/ (n='1.,2., ... ). Kies f. > O. Hegens def. 

'1.4.2 en '1.4.3 bestaan bij elke A een r en een ,P-n, zo 
n n 

dat An A f'._11 c 'P'n en m( q n) < e .2-n. Nu is 

( '1 ) (u An) A ( ·u rn) C U(..A, nb. rn) C Un 1111· n n n 

00 CO 

We schrijven LJ r = U r ll- (disjuncte som); omdat m(.n.)='1 
n='1 6b n='1 n 

c onvergeert L m( r ;) , dus we kunnen N( a) zo kiezen dat 
n='1 

CO 11, 00 *' 
m( u r ) == L m( r n) < e is. Als afkortingen voeren we in 

n=N+'1 n n=N+'1 N 
,,,"'" de=f UCO r~_ en r+l'd_e_f u r "'". r * -ll--
r ~ en 1' zijn disjunct, dus 

n=N+'1 n n='1 n 
00 
u r* 

n='1 n 

(2) 

* li- r"",. * = r up== iJ. o/ . We kurmen ( '1) dus schrijven als: 

De bewerking I:,, is associatief, zoals men gemakkelijk nagaat. 
Op grond hiervan schrijven we voor (2): 

( 3) [ (u .J\. ) fl r * ] A "f ~ U 'if , 
n n n n 

waaruit wegens de definitie van~ volgt: 

( 4 ) * ( u A ) 11 r · c. u \rt u w * 
n n n !n r · 

.fl'>!-[ (U .A ) b. r ~] $ L m( yt ) + m( 11/ *) < 2 f. • n n n n r 

Dus g .An t '!ii : 9i' is een o--a lgebra. Hie rmee is st. '1. 4. '1 bewe
zen. 

"' 
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Laa t )A, *(A a r1) < E. en ;U-*( ./\. D. r 2 ) < c ZlJD. 

- - - - . - - - fr Ac r 1 A r 2= r 1 r 2 u r 1 r 2= r 1 r 2 A u r1 r 2 A u r 1 r 2 Au 1 2 

c r '1 A u ji 2 J\. U r 2 A u i\A = ( A li r 1 ) u ( A A r 2 ) • 

r* is monotoon., dus J)./1
( r,1 lJ. r 2 )~µ,*(.A6r1)+p/"°(AA r 2 )< 2€.. 

Ve rd er geld t v o or )) = 1 , 2 : r 1 r 2 c:. rr' C r,1 r 2 U ( r '1 b. r 2 ) • 

Dus geldt: m(r 1 r 2 )~m(r>)~m(r 1 r 2 )+m(r 1 A r2 )<m( r,1 r 2 )+2€.. 

Afschat ting voor v =1 naa r boven, voor Y =2 naa r beneden le

vert: 

Voor m( r 2 )-m( p 1 ) geldt hetzelfde. Dus is bewezcn: 

(5) uit fo(.A.6.r1 )<.e en r*(.A.llr2 )< E. volgtJ dat 

Im( r 1 ) - m( r 2 ) \ < c 1s. 

Zodra we nu een rij r 1 , r 2 , ••• met lim fa*(.A. AP 11 )=0 
n ~ oo 

hebben., zegt het criterium van Cauchy dat de rij getallen 

m( r ) naar een zeker getal convergeert. Dit getal hangt 
11 

niet af van de keuze van de rij r n.1 maar uitsluitend van A, 
zoals volgt uit (5). 
St .1. 4. 2. Voor e lke A 6 '? is eenduid ig een vzsfunc tie JJ., (A ) 
vastgelegd door JJ.,(A) = lim m(r ) , voop een willel-ceurige n 
rij { r 11 1. met lim JL:ll 11(:t ~ r, ) = 0. J 11-+00 ✓- •• 

Bij Yf = LJ r* (disjunct) voldoet de Pij { r_ = U r ii.-} 
v =1 v 11 v $ n >' 

aan de eis lim .J,1./'"( YI A r 11 ) = lim )J,' "'( U r*) = O. Dus is 
n-+c:o co n-+co v~n 

J-'-' ( 'Y) = lim m(r ) = m( Ur*) = m( 'f). Voor alle 1/! -vzn, en 
n-+ oo n I.I -/1 Y 

a fortioPi voor alle r "- f --; stemmen Jv'v en m over>een. 

Wegens .A A r =AA f en m( r ) + m( r 11 ) = m(.O. ) =1., n n n 
concluderen we uit st.1.4.2 dat 

J,J.,(.A.) + r(A) = 1 is voor elke AE- <ii'. 

Bij een gegeven .A~ <F bestaan bij elke E.. > O van r en 'YI 
met .AA rc:.ry., IJA-(A.)-m(r)/< E. en m(y )< f. Nu geldt Y!u fl:,.A.., 

dus .,.u""~A)~m(-p-ur)~m(f)+m(r)<6+.J,t(A)+e. Dit is juist voor 

elke I! > O, dus is ;.i,'Jr(.A.) ~ fo (A). 
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- -M-- -
Stel c1at voor zekerel\.£'11 fa(A)</ll(A) lvas. Voor A 

gelc1t; dat /u*(.,.t)~ .fA"'(A) is, dus is 

/A/>(A) + /A/(A) < J-L (A) +)L(A) = ·1 = ;t*(D.) = J-,l*(AuA). 

We hebben echter voor de uitwendige maat afgeleid, dat 
.;. .;i; 

11.*'(u ;:,,,)~ L 1u-*(<fi ) is, clus is hier· 11,,* (AuA)$JL ·(A) + r· u, 't' u 11 ~ 11 r· 

fa'"(A), en zo is een tegenspraak bereikt, 

Conclusie: p,*(JL) = ft (A) voor elke .. /\. ~ CiP. De sub--additiviteit 

van fa,)/, geldt dus ook voor ,Ji,' : 

( 6) 

De vzsfunctie _µ,(A), gedefinieerd op de o -algebra g; 
volgens st.1.4.2, is-uiteraard niet-negatief. We zullen nu 

bewijzen dat ft ook additief is., m.a.w, dat,,.u.,. ee:n inhoud is. 

Kies A 1 1e, i:;r , A 2 ~ q; :i .A1 A 2= 0. Voor Y =1, 2 en e > 0 bes ta an 

rl"' en fv met .A'r'A rye 1\.,:, m( -r,,,) < E... Dan geldt rl-'c:. 1fv v .Ay, en 

r ,1 r 2 c lf ,1 'f 2 ° 'f 'I -'½ \) 1¥ 2 A ·1 u .A/1 ..A.2 c 1f 1 ° :P 2, 

wegens .A,. A':J = 0 . Als 
I -

r ,,, def p r . 
2 = 2 - ,1 r ·2 i s J clan geldt 

'1\' 
Daa .L"'Om i' S A fl r C 171 U r r C: .rt U W ,.,,,..,.,,l' 11 ··1( -;1/" ,rt ) 

· 2 2 r 2 .,,l 2 r "i r 2 5 1..,"" • " " - ll 't '1 u r 2 

< 2 i:. is. Combineer- dit met A'1 A r "i c o/.,,1, rn( if' 'I)< c :1 dan volgt 

hh ruit dat 

( J\..1 u A1 ) /J. ( r 1 u r ;-) c: ( .!\1 b. rJ u ( ./\..2 Ii r 2 ) c f1 v f 2 > 

en dus is µ.( A 1 ) + Jc{.( .A,J = LLm m( 11 , ) + lim rn( l1 \) = 
L i ➔D I S ➔ O -

= 1 im m ( l1 1 u r / ) = ,,.u., ( .A .,1 u A 2 ; , JJ o o r v o 11 e d i g e ind u. c t 1 e v a 1 t 
l ➔ O 

uit deze stap ds (eindige) additiviteit van m verder te bewij-

zen. 

Nu is,;U., een inhoud waarvoor (6) geldt 3 clus (st.'1,3.2) 2en i/'r

additieve inhoud; omdat de definitieklasse ~ volgens st.1.4.1 

een ff -algebra is 3 is )1-, een maa t. 1/Ie resurneren onz:::, ;.~esulta ten 

in de volgende stelling: 

St.''1.4.3, De 1n st.1.4.2 geclef:Lnieerde f'unctie /..1, is een maat 

op fi. Voor elke 1f -vz geldt Jk( f) = D( p·) 3 dus in het bizonder 

is 1U;(r) = m(r) voor eHce r(c,<J''· Voor elkeA.e.rfgeldt jJv(J\..)= j,,(}"(A). 
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We hebben een maat fl geconstrueerd op <:.iff die op~,, met8 

m overeens temt O <Jr" is een er -aJgebra die q omvat 3 dus if":,~ 
r ~; dus tevens een maat op q C Stel nu dat ook /L 1 een maat 

op 7t is; die op~ met m ov8ereenstem"L;; we moeten dan nog bewij

zen da t voor iedere _/\... E [j /u 1 (-✓\...) = fl (J\ .. ) geld t: 

St,'L4,40 De in st 1 4,2. ingevoerdej,t is de enige op qmet m 

overeens temmende maat op 8 {Z . ~' 
o B c q: r· T .. \_ rt 1 Tf Bewijs: Kies E. > O, Als _/\_ E /; c _P bestaan en lfJ met _/ 61 c T., 

) p(A )-m( 1-.) \ < E 5 m( lf) < E., Omdat fl I een maat is (dus 

er --additief) en op q met m overeenstemt; is r I (3/u r)= 
r=m(y u r) = fl (?f'u r). We gens _/\_elf LI rgeldt nu: 

p 1 (Jl) :s ;,[1 (zur)=/_,t(1fu11
) :S:p("f')+;v(( r--,) <fl ( .. )l)+ 2 E., 

waarui t volgt r I (_A..)~ fl (-1\:)' Evenzo is j,l ! (_/\_)~fl (B]\._); dit 

impl1ceer:c 7' 1 (_!\_) ~ fl (J\ .. ) Dus JJ. en /,( 1 stemmen op q overeen 

(bui ten 0 be hoe ft p I niet gedef:uneerd te zijn), Hiermee 
J 

is het gestelde probleem opgelost: er is een unieke uit-

breiding aangegeven van een u --addi tieve inhoud r.1 op een 

algebra q tot een maat 1u op 8 Cj 

:fr: 
De langs deze weg geconstrueerde maatf' is volledig op 

St, 1,4 ,5 _ Elke verzameling J\._ 1 u Jt J wa~rbij A 1 E e, ~, 

J{_ c A. 0 E ~; p ( .A0 ) =0 s behoort tot <Ji' , Omgekeerd is e lke 

/\_ e= Y te sch;,j_Jven als A= ../\_ 1 u _/\:'., waarbiJ _/\_ 1 E R4 
/\'" l E,(' . . I\ er./J 

en nu zelfs .11...c) 0 E_ J 5 p. (J\_0 )=0_; v~or de ..i~. 1 E '--J 
kan men hi_erb J een verz ame 11 ng V /\ I n Y> kie zen met 

7 ---:i n ·D 3 rn 1) E Ct, . 
·--J Q p, 0 ,, 

BewiJs: als )\ 1 E: (.,._Ac}\._ . en fi_ een nulverzameling 
- c]" O' 0 

van f j_s 3 dan merken we op dat 
~f r d\ A' D O ) = ;,(i ( J() .,_:_ /u _, ( _./\.. _ ) =- o J cl .. , 1 z /\ is 1 - a P ·· 

I : u /'/ .,..... .. 
proximeerbaar doo:::- 0. Nu geld1., dc1t __ '= J' en µ (K")=O is; 

BC CJ{;;' ' ~ 7,-! 
omda t ~ c ,jl' is, con cl udere n -;;e dat .. /\ .. 1 u )\_ E ~F, is, 

/\ ar;;- i-7 
BiJ een gegeven __ ,:': .J-r l.;:iezen we biJ elke n van 1 11 en 

T[l j z Oda n i g d 8 t I j.J ( A. ) - J-1 ( r-· ) j < 1 ) j\_ D f' C 1Tf' en 
In ( ,. v· ) 1 1 - '~If , "'c }1 ,, ,,f'.1 A' n 'f n . fl , 'I n < n j s , Nu l s 1 n ~-cc=:: 1 0 u •. ~1 '-:, •. e n o o k: l s 
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J\.~def Q 1:f ~=>A. J hierbij geldt f- ('qt~)< fl (A)+ ~ , 

dus /1 (-A,;):.::: jJ-_ (J\.)' Verd.er is A I::, rn =_A I::, rn cfn :, waa.::-
- 'ITF"def 1,-, 111' A A I/ def 'n· 111'" A uit volgt T,,. = . u ,~ => en ook JL = T_ ::> ~ 

-n n n 1 n n 
- 2 - -hierbij is f'- (1:f~) -< /1 (A)+ n J dus f< (A1) ~ f'- (_/\_). 

B B. 
We hebben dus A 1 E ~ en 

geldt dat A 1 cJ\c_!\'; nu is 
A1 E ~ gevonden; waarbij 

zodat overal het gelijkteken moet staan. Dus mogen we schrij
s 

ven _/\_ = A 1 U (.A_ -A1) J wazrbij A 1 E q , A -A1 c A 1-A1 J 

en J\_ 1--A1 een nulver;ameling uit 8 C is. 
- (f 

We hadden gesteld n 11( II= A~ ; als 'qi; 11 = U r II is., en 
_ n I n 1 _ n )) n,v 

we stellen r = r II ' dan geldtA~ = u n r ; hiermee is het n ,v 11 ,£il I n )) n ,v 
bewijs van st.1.4.? voltooid. 
Opmerking 1: Ui t deze stelling kan men eenvoudig contoleren, 

dat 'f' de kleinste ~-algebra is., die Bq omvat en van elke 

nulverzameling van q obk alle deelverzamelingen omvat. De 

maat fl. is volledig op ?fr, en fl. is ook op ?f" de enige maat 

die op q met de gegeven inhoud m overeenstemt. 

Opmerking 2: Als f- (A 0 ) = O isJ dan bestaat er bij elke 

E> O een o/1 -::>~ met fl- ('If)<£ . Dit volgt uit p.~ (Ad =0. 

Opmerking 3: Passen we de hier behandelde uitbreidingspro

cedure toe op .Q =Rn, q = { eindige verenigingen van half

open intervallen} 2 m = de geometrische inhoud, dan ont

staa1 als maat /" de Lebesgue-mast of 1-maat. De verzamelingen 

uit ~ heten 1-meetbaar. Men kan in dit geval bewijzen dat 

met echte inclusie-tekens geldt: q c. Bq c ~ c qR... . We 
beschouwen alleen n=1. 

a) q c B q ) want een verzameling.!I die slechts een punt be-
B,., C 

vatJ is wel in ~ maar niet 1n 1 bevat. . 

b) r C C 1 , want: laat R _ de verzameling der rationale OR r 
getallen zijn, Dan vormen de K x=fx+r \ r E- Rr} bij vaste 

1 
XE R een restklassensysteemJ d,1,LZ. als Kx n Ky niet 

~ 

leeg is 3 dan is K = K 3 terwijl U K = R 1 . Volgens 
X y X X 
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het keuzeaxioma kan uit alle verschillende K ~~n reprex 
sentant, die bovend1en in (0,1) ligt, gekozen warden. Laat 

Veen verzameling van dergel1jke representanten zijn. Dan 

is c (0,1). Laat V(r)={x/x--r EV} ziJn, met r een ratio

naal getal. 1s n1et meetbaar, Bew1js: stel Vis wel meei::

baar. Tel de rationale getallen uit (-1,1) af: r 1 , r 2 , ..... 

Dan is \;J = V (r1 ) u V(r 2 ) u .. , een diJ.iuncte som. Daar V (r1 ) 

meetbaar 1s, als V meetbaar 1s; ~-s oak W meetbaar (bij trans

latie gaan L-meetbare verzamelingen in L-meetbare verzamelin

gen met dezelfde maat over). 

Uit x E W volgt x E V(r1 ) voor zev~ere 1, dus x=v-r1 

voor een v EV, met 0<v</1 en -1<r1 < 1, dus XE(-1,2); 

uit x E (0,1) volgt, da't een v E \/ bestaat met x-v=r, een ra

t1onaal getal, waarbiJ 0<x<1 en 0<v< 1, dus -/l<r< 1, zo-

dat r=-r voor zek:ere J of x EV ( r ) . Dus geldt ( 0., 1) c 'vi c ( --/L2), 
J . J 

zoc·1t 1 :::'. f1 (\;J) :s 3. Uitp ( V) > 0 volgt /' ('v-f) = oo, uit 

p( V) = O volgt (W) = o. ermee 1s een tegenspraak ge

vonden, dus Vis niet meetbaar en de klasse der L-meetbare 

verzamelingen 1s dus een ec e 

q 1 van alle deelverzameli 
J R 

c) Beschouw in R 2 (het plai:te 
d-c me t a < b J c < d en 

-8 

deelverzameling van de klasse 

n van R 1 

vlak) de punten (a,c) en (b;d) 

es een reeel getal 9 met 

O< G<G 1 . Verbind (aJc) door een liJnstuk met (b;d), De zo 

verkregen fur1ctie heet cp_1(x; Q 3 a,b_; c,d). Stel, dat 

"jJ q;2., 
( X _; G; 

l i J ns tukli::e n 5 

het l1Jnstu 

Y2 
Xr,-X,1 C;. 

:Ls 

reeds gedefinieerd ziJ·n. Dan wo t n ·-

a,b; c,d) als vo verkregen: 

waann n(x_; G_; a,b_; c;,d) is 

( x ·-p y 1 _; x 2 J y 2 ) , d at ( x 1 J y '1) met 

beschouw 
/ / 

een der 

ouwd en wel 

(x 2 ,y2 ) verbindt, 

1~Ljr1s uk heeft helling 

k 
Ul 

-1 ·--1 lijnstukken met hel-
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~ 1 -1 

(x 1+ i<x 2-x 1 L O Q (x 2-x 1 )+ ~-(y2 -y1 )) en (x 2,y2 ) verbinden. 

Het middelste lijnstuk gacJt door het punt (J-(x1 +x2 ),;(-:y,:1+yJ 
en heeft helling Q. Het eerste lijnstuk heeft ~venals het 

derde) d~ hell:1"'; 
\ 

✓ ' 1 
I~J2-Y1) -5(x2-x1) 

Gn+1 = 1 
3 (x2-x1) 

(Hieruit volgt, dat 

,, n-1 
QY"l = ()2-) (G-1- G) + Q is voor n 2::1, dus dat lim Q =oois). 

,, I 11 ➔OO n 
De door de hier geschetste vervanging verkregen kromme beet 

cp n+1 (x; Q; a, b; c, d). 

Elke interval, waarin een lijnstuk: (x 1 ,y1 _;x 2 ,y2 ) van cp11 

1 11· ' 1 1 ft h ft l t 3-n+1 r, ) t · ·1 ne ing en nee·-, ee eng e x 2 -x 1= ,o-a, erwiJ 

y --y1= Q (x 2 -x-1) is. Het maximt@ van CJ) 1 (x)-· cpY")(x) wordt 2 n 1 • n+ LI 

binnen [x 1 ,x 2] aangenomen in x 1 +) (x 2 -x 1 ) en is 

1 
-1 
) 

het minimum wordt 
') 

"'a.·noo·e11orr1P·n 7_·,1_ X + L. X :x:..) 
u - ·-1 j\ 2-"·1 

o .. a 
I · · . . 1 ~ 1 ~ 

Er geld t dus 1. CO ( :x) - (O ( x .! is; -:c:- --- ( b-a 1 
' n -'-1 li1 · < _ "l 1 , 

·- I • j :c:/ 

Q 1- Q 

n 
2 

( b-a L 

Q - Q 

en is - ~ - 1--( b-a) . 
.J 2n 

zodat de rij 

[cp0 (x)}: op [c1, b] unifoi-'m cc ··rergent is, Daor (j}11 (x) continu 
I 

O_; a,b; c 3 d)= lim cp11 (x; Q; 
n->= 

continu, Op de open verzamel~ng 
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monotoon stijgend. 

Met behulp van cp(x; G; a 3 b_; cJd) construeren we een 

nieuwe rij functies ~n(x), Kies t.p1 (x)= cp(x; G; 0,1; 0,1). 

Dan is G1=1. Vervang van 9,11 (x) elk lijnstuk (x1 ,y1;~,y2 ) 

met helling Q door <p(x; G2 ; x 1 ,x2 ; y1 ,y2 ). Hierdoor ontstaat 

l.y2 (x). Vervang van 4'2(x) elk lijnstuk (x 1 ,y1 ;x 2 ,y2 ) met 

helling G2 door o/(x; Q3;x 1 ,x 2 ;y1 ,y~). Hierdoor ontstaat 

½,13 (x). Construeer zo een rij y11 (x) 3 y;2(x) 3 ,., van op [o, 1] 

gedefinieerde functies. Dan is ½;n(x) continu en monotoon 

s ti ,jgend 3 want ui t x2 > x1 volgt Lyn (x~ - tyn (x1)?.Gn( ~ -x,i) > O. 

Uit /cp(x_; Q;a 3 b;c,d)- cp1 (x; G;a 3 b_;c,d}j~ t(G1 -G)(b-a) volgt 

1 G n oo 
llfn+1(x)- Lyn(x)/< D(1-G)( 3) :; zodat de rij f lfn(x)} 13 

uniform convergeert naar een continue limietfunctie ~(x), 
die monotoon niet-dalend is, Zelfs is ~(x) monotoon stijgend, 

want kies x 1 en x 2 met · 1< x 2 , Daar het gr~otste open inter

val van ½; 11 (x) met ~;~(x) = G11 de lengte n heeft., ligt voor 
3 

voldoende grate n een open interval (a 3 b ) van ~ (x) o n0 n0 n0 

met 
no 

lf1 1 ( X) =G in ( X 1 _,: 
no 

Omdat voor m?. n0 geldt 

lfm(:xi):::::; ½1m(anJ= lfn0 (an2 < ½1no (bnJ= lfm(bn2< Ym(x2), is 

ty(x4)<ty(x2). 

. ,. . B _ 1 2 ) /I 2 ) 7 8 ) 1 2 ) Beschouw de open verzamellng 1-(3 J 3 u(9 J 9 u(9 .9 9 u(2T 27 u. ,. 

van punten xJ vrnarvoor (f1 1(x)=G is . .A.ls B~= f4'1 (x)jx E B1}, 
¥.· 

dan is oak B 1 een open verzamel:l.ng met 1-maat 

G{] + 2.~ + 4.~7 + ... } = G, Binnen B1 ligt de open verza

melingB2 met 

,. 
iUl 

ifi J ~ ij •••••• 
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vereniging van open intervallen van punten X 3 waarvoor 

tv2(x)=G; met FL (B2 )=1, Voor B; = {½J2 (x) I x E B2} geldt, 

dat /\ (B;)=G2 is, Laat Bn de open verzameling zijnJ die de 

vereniging is van alle open intervallen van punten x met 

ljJ ~(x)=Qn en B~ = {lfln(x)j x E Bn} , dan is B n C Bn-'1 en 

R ,f c. B ,,~ ,1J terwijl u (B )=1 is en u (B*)=Qn voor n? 1, 
-n n- 1 / L n / L n 

= 
Neem B = n1 p 3 dan is u ( B ) = lim µ_ (B ) =1, Neem 

n / L n->= ; L n 

B*= { y(x)/x EB}, Dan is voor elke XoE.B ~,1(x0 ) EB* J 

terwijl lim ½,1n(x 0 )= Ly(x 0 ) is, Nu is x 0 EBm, dus 
n->= 

1.1 (x ) E ( o< , 0, ) , waarbiJ. ( o< A ) een der open inter--r m o m- 1~ m - m 5 ,-- m 

vallen van R ➔'" is. Dan geldt o< < t,J (x )< A voor elke -m m 1 n o /Jm 

n~m 3 zodat cxm == liJ(x 0 ) == t'm is, D.w,z, als B'~~ de vereni

ging van alle gesloten intervallen r~ B] is 3 waarbij 
- m' 1~m-

( dm 3 f m) een open interval van B: 1sJ dan is B"~c B:'"' en 

f\(B;~~)=Gm 1 daar B~~"' slechts aftelbaar veel punten van 
~i ;.:~ oc jf ~,.. 00 ~(. .l.~ 

D verschilt, Omdat scn1, B en p ( {) B",·)=0 is, is 
m · m I L I m 

B➔f- ( T) ¼) oo k L-mee tba2r met ;U- b =0, Als verc1er 
r L ~ J" *) A = < x j O < x :-· ,, en x 1 B} en i9" = l x l O < x :::; 1 e n x q; B · r i s J 

l - -
dan is f\ (A )=0 en FL (A'1-)=1. De functie ip(x) 3 die conti-

nu en monotoon stijgend is en (0,1] op (0 3 1] afbeeldt, 

beeldt dus een verzameling A met L-maat Oaf op een verzame

ling A"~ met L-maat 1 en een verzcrr:,1ing E, mr::ot L-maat 1 op 

een verzame1ing B* met L-maat 0. 

Laat ~/ de onmeetbare deelverzameling van voorbeeld b) 

zijn. Dan is\-..!= A\t..fuB'v,_/ (c1isJ1.mct) met {HJ L-meetbaar 2 

daar f ( A ) =0 is. Maar dan Ls C = B \.../ onmeetbaar 2 omdat 

anders \J L-mee tbaar is. Nu is Cl<= { ¼; ( x) / x E C} een dee 1-

verzame ling van Bst 
5 zodat C',. L-meetbaar is rnet f1 (C'0 )=0, 

Daar tevens c = f x 1 9-'(X) E c·~1 is, vanwege de eene~nduidig

heid van ½<) (x), k~n C'' geen BC:relverzameling zijn. Want als 

dit wel het geval was, dan was ook C (zie onder) een Borel

verzameling, omdat ~ (x) continu is. Dit laatste leidt tot 
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een tegenspraak, want C is niet L-meetbaar. 

We bewijzen nu nog: als A = { x I f{x) EB} is, waar

bij B een Borelverzameling is, deelverzameling van de reele 

getallen en f(x) een reele continue functie op de reele ge

tallen, dan is A een Borelverzameling. Laat 

l<y= {xlf(x) ~y} = fxjf(x) E (-oo,yJ} zijn, dan is Ky een 

Borelverzameling voor elke reele y (zie blz. ) . Laat Jr de 

kleinste a- -algebra zijn, die alle K omvat, zodat 'K: een y 
deelverzameling der klasse der Borelverzamelingen is. Als B 
alle deelverzamelingen der reele getallen doorloopt, dan door

loopt A een cr-algebra van verzamelingen met de eigenschap: 

als x 0 EA , dan is f x jr(x)= f(x 0 )} c A. Daar 'X slechts een 

deel van de verzamelingen van deze (J' -algebra bevat, is 

B = {r(x)jxEK} met KE X altijd z6, dat ook k'={x/f(x)E.B} 

is. D.w.z, als <p(B) = fxjf(x) l.!i B} is, dan bestaat bij 

elke K € 1f een B met K= cp (B). Beschouw nu f3 = {B/ cp(B)E'.r}. 
Uit B ~ ?f3 volgt cp (B ) es Jr, zodat { x/ f(x) EB} G: X is, 

dus ook { x j f( x) E B } E JL of cp ( B ) E. Jt of B E :f3 . Ui t 

V B E ~ volgt V m(B ) E ~ J zodat V rx/ f(x) EB I. E ~ n n n I n nl" nJ 
0d ()Q 

is , d us o o k f x I f ( x) E Y B n 1 E 'JC of cp ( Y B n) E. Jt of 

Y BnE j3, D,w,z. 53 is een (J'-algebra, die alle verzame

lingen van het type (-oo,y] (y reeel) omvat, dus ook alle 

Borelverzamelingen. Als B dus een Borelverzameling is, dan 

is ook A= [r(x)/x E: B} een Borelverzameling. 

Gaan we nu weer terug naar het oorspronkslijke geval van 

een ruimte _D_, een algebra q en een cr-additieve normale 

inhoud m, dan is I]_=~ I)_<? (disjunct), n_ E: g , m({2_ )<oo. 
Bij elke ng:i hebben we ui t de algebra q(_; deS"' klasse ~ d~r 

r? -approximeerbare verzamelingen in de ruimte ..O.f geconstru

eerd ( 'r E qt). We definieren nu: 

r d§.f { /1. I A a (If;" - l - l'i. . _ E .J'y' 2 f-'1,2, ,.. j 
f ~ 

Zoals al eerder behandeld is, is if4' een u -algebra, waarop 

fl (A)" d~,f ~ f ( /\"" fl~) een mact is. De verzame lingen ui t ¥ 
ff -

heten meetbaar, Niet elke meetbare verzameling is r-approx-
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r)' E g? 
maar 
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( r E q ) : al s j\_ E Y 3 

met r""(ADf 6 r;,) < 

het is niet zeker dat 

bestaat bi j e lke l\. {l 5" een 

E..2-?J zodat p"~(l\.6(vr;))<E 
u r e C is: als ? f (f ,, t ms:'( rf )= oo is; is he·;_: ook niet mogelijk de oneindige 

som door een eindige te benaderen, 

Voorbeeld: D = de gehele niet-negatieve getallen; 4 bevat 
0 

de lege verzameling en alle eindige verzamelingenJ met hun 

complementen; m( I)= het aantal elementen van r als I.., ein

dig is J anders is m( r ) = co, 1'1- n = { 2n} is r -approximeer

ba ar J nl, p* ( A 11 Ll {2n} )= ft*( 0 )=0 omdat f 2n} E q is, 

A = U J\_ is de verzamel ing der even get a llen 3 deze is nie t n n . r -approximeerbaar want J.\_ 6 r bevat voor elke r E G on
er 

eindig vee 1 pun ten zodat steeds µ "~ ( J\ Ls. r ) = oo is, 
I 

Een andere definitie van meetbare verzameling, die even

eens uitgaat van een uitwendige maat f-';'c J is afkomstig van 

Caratheodory: 

peL'L4,L(, Een verzameling Acfl heet meetbaar als voor el

ke p c ti geld t : 

p""( q> ) = p"' ( cp A ) + fl,~ ( cp /\_ ) O 

Als we de klasse van de volgens Caratheodory meetbare 

verzamelingen ac:nduiden met ¥ 3 dan kan men achtereenvol
c 

gens bewijzen: 

a) 

b) 

c) 

d) 

0 E :fr 
CJ 

.I2. E 'F: 
c" 

als A E: ~-;-
CJ dan 

als A 1 5 j\. 2 E ¥. 
C' 

17[;' 
J' is een algebra; 

C 

i\. E ¥-
CJ 

dan i'\. '1 u i\_2 E Y: 
c" 

e) voor een willekeurige verzameling p c [2 en disjuncte 
u;;-

v er z am e 1 i ng en A 1 J J\_ 2 E ':!f" c g e 1 d t : 

;/ .. ( cp ( j\'1 u j\_2)) = f{( <p /1,_'1) + /l"L ( qi 1\2 L 

f) als An E ~ ( n='l _. 2, ... ) en de verzamelingen A11 zijn 

disjunctJ dan geldt: 
C-0 

en U 
n='l 

_A E ,-J 
n C 
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h) als 
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is een u-algebraJ waarop r""- een maat 

Pc fl. en ;t( P )=OJ dan geldt dat 

is; 

i) ~ =i C 
C (j 

* J als de uitwendige maet fl met behulp van de 

algebra 
/J 1 gedefinieerd is, 

St,1,4,6, Als de uitwendige maat ;/·""uit een normale u -addi

tieve inhoud op een algebra q geconstrueerd is" vallen de 

klassen Yen ~ samen. 
C 

BewiJs: A) We bepalen ons eerst tot de deelruimte D 9 met 

m(Jls=') < oo J de deelalgebra q 7 en de deelklasse ~ van 

re;' -approximeerbare verzame lingen, Alleen in di t gedee 1 te 

A) geeft de streep het complement t,o,v, J.Lr;' aan, 

Kies E ~ J qi c il;:;, willekeurig, 1;Jegens de subadditi-
') ' ~ "" ffi •< if. /\ ., ii\ - ) vi teit van p"'· geldt zeker dat p"" ( 'f') ::; ,. ( 'f' __ ) + ft'· ( 'l' j\_ , 

Kies nu E > OJ dan bestaan r E Ct en 1'\= u r J f .... E. f. ; 
(I'( I V )) V d"i:;' 

zo dat 

Dus A c ru 11''1 en A c /'u 'o/ 1 , Verder kie zen we 

'o/ 2= y G } ~ E ~? , 
(1) 17)' ('IT)' , J, ( (I) ) zo dat 1' c ! 2 J m 12 J < j) T + E. , 

Nu geldt: 

( 

p _L\_ y 
C - 2 C 2 

!' u 
2 1 J dus 0~(P )<mCJ2 )+E., 

O•C ( p ) Dus is -· -... _,,... m ('lfl;) - (, = m( ) + m( 

> 

Conclusie van A): /.i ) = 
Q-c---' 

E yr) , en de streep het co ement t,o.v, 

B) keren nu terug tot de 

willekeurig, en laat ~esr 

Omda t fl<;' E ~ c 3 ge ldt 

f t( lr,, ) = µI~( d)1 Sl ) + 
y I A f 

hele ruimte 

E 'jP ZiJn, 
~ 

\ 

C. '> ) -

) - 3 <: 
t,_.., 

) J als C J 

~ 
aa eft ,-_:, 

'> 

Kies I ,-· ,_ 
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Omdat cp 1 Qs=' c {2S" J zegt de conclusie van A) J dat 

µ➔f( ffil 12 ) = J/" ( cpl fl) + f';K- ( <pl ( n. -J\_)) . 
, T f I - y' 

Dus 1t· ( p' ) = ,u * ( ip 1 A ) + fl* ( iJj 1 ( _Q - A ) ) + p ~" ( cp 1 ( U Sl ) ) > 
I I I ..l f ? ; - CJ=F) (J 

:2;.,{(ip1JL )+ _µ•o(iJ51A), 

Wegens de subadditiviteit van µ'~geldt ook dat 
I 

,P*(1 1 )::; ;/'(p 1.A )+ ;/'~(p 1.A_ L dus is bewezen dat 
a;:: .i'-,_ E JP 

C 

OJ: . Omdat J' een G'-algebra is, geldt 11 uit /\_ ~ j\ ~ II . E volgt -E ' C 
C 

a;;: 
niet al leen voor elke A E J' )'.) , maar ooli: voor elke A E ~ 

C') TT• _, rcl8S nu _/\_ E ¥ , 
C 

1,)egens .Af2.E ~ 
ff C 

Bij een gelrnzen E.. > 0 ·bestaat 

( r EC J CllSJUnct) J zo dat 
y <ff' 

m ( 1y' ) < ,ll * ( 1\. 11 ) + 2;'=- , Nu is 
- I f 

/dl-( .A_ fl ):cc m( n ) -< C-'-.0 J en /,{~/- lS een maat op 
er;:· 
Jr , terwiJ 1 

C f y° I 

'o/ E g:; en j\ __ .n E ~' daarom mogen we concluderen dat 
--- C f' CJ 

""~/ A O 'hi') "- ( '\r}' I\ ( ) E. 11\...J\ ___ D.y =fl 1-.1.1_l. <r, is,. 
/" Q @ L 

00.) ) 

Omda t 2- m( 11) = m( ~f) < 1-/'~(_f\_ .0.J + ; <: = is 2 

---;J =1 t ' ? - /\I 
1 - J ' l ' d ' ( '( ,, l I i----, ) < E- d t reunnen we 1\1 zo groo·c <iezen a-c m f' - J v 7i wor , 

N 
)) c-cc•1 L 

)•def Lf /----. "" (!') Voor = ~ ~ 
V=1 ).) Of 

bewezen, 

1!anneer de inhoud Na rvan we uitgaan niet normaal is, 

dus de ma; t die onts-caat niet er -:Cinie•L 3 is l1et niet mogelijk 

de meetbare verzamelingen te definieren met behulp van het 

begr~1_p r-approximeerbaEr, Ool-:: het cr1ter1.um dat uitwendige 

en 1nwendige maat overeenstemmen (hier niet behandeld) blijft 

tot het c;·· -finie 1~e geva1 beperkt, De definitie van Carathe-

geldt voor alle gevallen. Onze def1nitie via 1-BD-
, ' 

proximeerbacr ligt echter meer voor de hand; van niet 

~-finiete maten zullen wiJ trou~ens geen gebruik kunnen 

makin, omdat deze bij het vormen van een produktmaat tot 

pathologische situaties aanleiding geven. 
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Voorbeeld: ..n.1= R 1, ~1= [ 0 , cellen ( a, b] met b > a, hun comple

menten en sommen}, m1= de geometrische inhouct;n 2 = R 1, ~ 2 

bevat alle deelvzn van .n. 2 , m2 (0)=0 en m2(r 2 )=co als r 2/0, 
r 2 ~ j 2 . Deze laatste inhoud is niet normaal. We kunnen nu 

eerst elk tripel .0.., G, ,m. ui tbreiden tot .0.., <;il., ,,.u.,l., waar-
l d l l l 

in ¥. de vzn zijn die meetbaar zijn met de maat fa··; µ,1 wordt 
l l 

juist de Lebesgue-maat. 

Vervolgens vormen we de product - ruimte n 1 .>Z n 2 , o/i'1 x Yii2 ,JJ..,; 
het product van maten is hier niet precies behandeld maar we 

bedoelen aan elke A= A 1 x A 2 ~ g;,; 1 x. q; 2 een rnaat 

p,(A)=,,«,1 (A 1 ) . .,,u.,2 (A 2 ) toe te kennen. Het is ook_:::ogelijk een 

and ere weg te kiezen, n .1. eerst .n 1 x n 2 , ~ 1 x J 2 ,m te vorrnen, 

waarbij <j 1 x tj 2 een algebra is, Voor het geval van een normale 

inhoud is er nu een stelling die zegt dat .n 1 x.n 2 ., 9'1 x!ii2 ,J:i., en 

.n.1 x..n. 2 , j 1 x 12 ,m bij uitbreiding dezelfde maat opleveren op 

dezelfde klasse 9 van meetbare deel vzn van .n 1 x .o. 2 . Di t geldt 

niet voor ons voorbeeld omdat m 2 hier niet normaal is: neem 

A= {(x,y)}= {x} x {Y} (eenpuntsvzn). µ 1({x})=0 (L-maat) en 

µ 2 (tYl)= co., dus JJ,(.A )=0,co=O. Bij overdekking van {(x,y)} 
met een vz r 1.x r 2 uit g1x tj 2 kunnen we hoogstens r 2 ::::: {y} 

kiezen en r 2=(a,b] met ..,a1 (( a 5 b])=b-a<f?.; omdat daarbij 

m(r 1 x r 2 )=f ,CO=CD is~ geldt (.A)= oo fµ(A.). 
Om soortgelijke redenen zijn in het geval van een 

male inhoud ook de volgende stellingen onjuist: 

et-nor-

A) Als .fl c ..n. 1xn 2 een meet bare vz is, dan is voor bi jna alle 
def w 1 e. 1 de vz _(lw_1 = { w2 ! ( w 1 , ) € .A.} een r 2 -meet bare vz; 

is bovendien gegeven J,L(J\. )=0 cl.an is bijna steeds _,..l<- 2 ( w )=0. 

Hier betekent 11 bijna alle n en 11 bijna steeds n, dat de ui tz6nde·-

ringsvz de -maat nul heeft. 
1 

B) Als c 1x 

f'-2 (J\.. ) =0, 
w1 

een meetbare vz 
2 

cl.an is ( A ) =0 . 

en bijna overal is 

C) De stelling van Fubini over het verwisselen van de integratie

volgorde bij dubbelintegralen, Bij het bewijs hiervan warden 

n.l. A) en B) gebruikt, 

D) De associativiteit vah het Cartesisch product van meer dan twee 

tripels (.ri.; 0>. 2 I(,.)', 
. l l rl, 

Op grand van het bovenstaande zullen wij ans tot normale 

inhouden en u-finiete maten beperken. 
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Intervalmaat en verdelingsfuncties. 

In de Rn spelen de intervallen een bijzondere rol. We 

zullen dan ook in het bijzonder die maten in de Rn, die door 

uitbreiding van een inhoud op de algebra van alle eindige 

sommen van halfopen intervallen ontstaan, bestuderen. Deze 

algebra zullen we voor de duur van deze paragraaf aanduiden 

met 9- 11 • 

'Def. 1.5.1 Onder een intervalmaat)-k in Rn verstaan we 

een maat die onts taat door ui tbreidi ng van een er -addi tieve 

inhoud mop Jn, met de eigenschap dat m eindig is op ie

der eindig interval. 

Zij 7C (µ) de klass·e van de r -meetbare verzamelingen. 

Dan geldt: 

(volgens st. 1.4.1) 

Bij iedere K ~ X (,,u,) 

K ( '-' B C dus) waarvoor: 

en iedere €. ;;, O bestaat een open 

o (} n 

K :> K en /A· ( K -K) < € 
0 0 

waarvoor: 

K ::iK en 
g 

Bewijs: 

( K-K ) < t 
g 

en een gesloten 

Volgens st . 1 . 4. 5 ge ldt voor iedere K e "JC (µ•) : 

K=N V u n J met 
r s 

r,s 

NcN 
B ( ) O; J e en = 

0 n r,s 

Dan zijn er dus telbaar veel ( niet 

disjuncte intervallen Ik, zodat: 

K =Nu U 
k 

I . 
k 

E:, n 

zakelijk half-open) 

Dan kan K overdekt warden 

open intervallen: 

or een aftelbare verzameling 

1° N is nulverzameling eB 
0 

, dus bij elke t > 0 is er vol-

gens opm. 2 op blz. 25 een rij fJk} met Jke, 1n en 



00 00 
,,.u,( U Jk) < t , en U Jk => N0 • 

1 1 

2° Kies open intervallen Ok:, Ik met 

,,u,( o 1 -I ) ..:: _E.-_ * U o 1 ::) U I en 
k k 2 _2 _k k k 

µ,( U 01~ - U Ik) < ~ • 

Dus, met 

K0 = U Ok u U Ok 3 

waarin de Ok uit de Jk verkregen warden op dezelfde manier 

als de Ok uit de Ik, geldt: 

K open; K :.:i K en .,u.( K -K) < €. • 
0 0 , 0 

Het bewijs van de tweede bewering gaat eenvoudig door 

over te gaan op de complementen. 

Een intervalmaat is altijd normaal, zoals onmiddellijk 

blijkt uit de splitsing: 

waarin { W?} (.P = 1, 2, ... ) een aftell.ing van de half open een

he idskuben ( waa:"'ian de hoekpunten gehe le coordinaten hebben) 

is. Met behulp hiervan kunnen we een intervalmaat schrijven 
'1) als een lineaire combinatie van eindige maten : 

* )J,= [ 
p 

met: ,/') (K) = 

zodat dus: 

We zullen dus eers t i ntervalmaten fa onderzoeken waarvoor 

✓d,£, (Rl1) = 1. 

Voor we verder gaan zullen we een aantal notaties in 

Rn invoeren, waardoor het mogelijk wordt de theorie in 

Rn zoveel mogelijk parallel te doen lopen met die in R': 

1 )De sommatie f «- wordt slechts over de p met _µ-(WP) ;,, O ui t

gestrekt. 
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Def. 1.5.2, voor x=(x 1.,x 2 , ... , xn) en y=(y1,Y2 , ... ., Yn) 

beide e Rn definieren we: 

a X ;§ y # 
V {1, ... , n} 

xk 
s:. yk. k 

b X < y #- v U, 
k 

... ,n} < 
xk yk. 

c Ix,y=(x.,y]={z\x< z ~ y}; (x,y), [x,y) en [x,Y] aI}aloog. 

d eo =( oo ., co , ... , c:o ) ; - oo =( -co , - co , ••• , - oo) . 

We zullen nu het gedrag onderzoeken van de door fa ge

definieerde functie: 

Def. 1.5.3. F(x)= JJv(I ) voor X <CO - co ,x 

Fun·:ties die op deze manier gevormd warden noemen we 

verdelingsfuncties: 
Def. 1.5.4. Een functie F(x) gedefinieerd op Rn is een 

verdelingsfunct ie, als er een intervalmaat r met 

bestaat waarvoor 
F(x) = _µ(I ). -co ,x 
In de rest van deze paragraaf zullen we de relatie tus

sen)J, en F nader onderzoeken. In het bijzonder., achtereen

volgens: 
1° de een-·sr ·1duidigheid van . ' toevoeging van F aan p,. 

2° monotonie- en continurteitseigenschappen van verdelings

functies. 
0 3 voldoende voorwaarden, opdat F een verdelingsfunctie is. 

De een-eenduidigheid van de toevoeging van F aan e, . 

Als dew n van r op al intervallen door een v 

lingsfunc e F bepaald zijn, dan is de toevoeging van F aan 

een-eenduidig. 

Om aan t0 ~onen dat dit inderdaad zo is, voeren we de 

k8 differenties van een op Rn gedefinieerde functie in: 
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Def. 1.5.5. 

b. 
/j. i F ( x) =F ( x ,u .• , -" x. ;,, , b. _., x. +,,.,, •• , , x ) -F ( x 1 , •.• .,x. ,,., , a. ,x +/1.9., xn) ai I i- 1 i i I n i- 1 i i 1 

b b 1 .... b 
6 f(x) 0= 6 n F(x), 

a a1 .... an en als afkorting: 

waarvan de volgende eigenschappen eenvoudig bewezen kunnen 

worden: 
2 ... a. 

. lk 
/:;. r ' F (x) = a. . .. a! 

l1 lk 

2 ~ +c + +r. - c1 ~2 ' ' ' i:'..k E i e. k L (-1) F(x,,.,, ... x. ,,.,, a . .,x. -1,,.,, .,a. 1 •• ,x ) . 
€ =1 1 Lr I l 1 l1 ,- 1 lk n 

k 

Bewijs door de sommatie over e 1 uit te voeren en dan de 

recursieve definitie toe te passen, dan met inductie. 

Op grand van deze eigenschap is de b. -operatie commuta

tief en associatief, 

2 Als F(x) een verdelingsfunctie is, is: 

b. ,. .b. x. b. ,. .b 
A l '1 l j -'1 l j l j +1 n F ( i,; \ = 

a. . .. a. -co a. . .. a 2 1 
i,1 i .. ,,, i.,,1 n 

J -· l J -,- I 

b. . .. b. 
J_,., l .. 

= /J. I 
a .... a. 

l'1 l. ,,., J-1 
. .. a 

j+1 n 

!:. als e::.,.., een j iG 1·1aarvoor': 

a. = b. J dan is: 
l 

j 
l 

j 

b < t::.. 4 1.1 F(x) = O voor alle e:Lndige a en b met a = b dan en 
a 

slechts dan als: 
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n 
F(x) = L hy(x) , 

y =1 

w · 'in hy(x) een willekeurige functie is., die niet van xv 

afhangt, 

Bewijs: 

Als /J. b F(x) = O voor alle eindige a en b met a i b, dan is 
a 

fl b F(x) = O voor alle eindige a en b, omd.at b.b F(x) slechts a a 

van teken verandert als een b. en een a, van plaats verwis-
l l 

selen. Dan is bij vaste (eindige) a, voor alle eindige x: 

Ax F(le:) = 0 a ? • 

Ui t t:. 1 volgt dan direct de bewering II s lee hts dan 11 ( de 

n-voudige som in het rechterlid bevat dan nl. maar ~cin term 

die van alle x_. afhangt). In de andere richting volgt de be-
'( 

wering direct uit het feit dat alle n8 differenties van de 

hy O zijn. 

Met behulp van het bovenstaande bewijzen we nu: 

St -1 5 -1 Al . t l t · '1) Rn • 1, • 1. s een in erva_maa is , p e. en 

F(x) ~f (-1)k (I ) 
pl ,XI J 

met 

k= aantal indices i, waarvoor x. < p .. 
l l' 

} ; x!= max {x.,p7 }, dan is 
l l. _ 

b 11 F(x) 
a 

voor alle e:L ige a en b met a:; b, 

in het bijzonder 11.,(Rn) < co _, dan is bewering ook 

juist voor p = -ro en niet zalrnlijk eindige a en b met 
a ~ b , 

Bewijs: 

We bewijzen de lets algemenere bewering (zonder a~ b): 
- ;:.. - ---

'1 )Hier behoeft niet de beperking (Rn) = 1 gemaakt te warden! 
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( 1) 
.;\· 

~ b F(x) = (-'1)k ,;t,1.-(I r b') a a , 

wRarin k*, a 1 en b' gedefinieerd zijn (als functies van a 

en b) analoog met k,p 1 en x 1 (als functies van pen x) in de 

s telling. Als a = p kan de bewering direct geverifieerd wor

den: 

F(x)=O, zodra een x 1=p1 (volgt uit def. van F(x)), dus, met 

A 1: 
b b k# 

b. 8 F(x) = /J, F(x) = F(b) = (-1) µ,(Ia 1 b 1 ). p J 

We passen nu inductie toe naar het aantal 1 van indices i, 

waarvoor a. f p .. Veronderstel dat de bewering bewezen is 
l l 

voor l< 1 0 • Zij nu a =('a,p ... ,a1 ,p1 +1 , ... ,pn) (we geven 
0 0 

het bewijs gemakshalve all~~n voor dit geval); b=(b 1 , .. ,bn); 

a. --f p. -,oor 
l l 

,'] , ... 1 . Dan is: . , 0 

F (x) + 
·••t•'n 

b1···b1 -1.al .bl +-1._,.b 
0 . -0 0 I n 

a1 ... al -1. P1 .. , ....... P 
o o n 

r (x) . 

Op beide termsn rechts kan de inductieveronderstelling wor-

den to~-~past. Stel daartoe: 

1 1 
a =(a'1,. '' 8 1 -1'pl ' .. "Jpn): b =(b1,· .,bl -1'al 0 'bl +'1'" .,bn)' 

0 0 O 0 

* k = aantal i I s waarvoor a. > b. 
l l 

1 
k' - aant3l i 1 s waarvoor a.> 

l 
b, 

l 

ac::.ntal 

I a. = min { 1 1 } ; lb' = a, 3 o. 
l l l l 

II S { -'] ' 1 11, = min ai;oi} 0 -
i ,· ·1 

I min { ,b, } b, I a 
i = a ) = 

l ~ l 

Men v~rifieert direct: 
a 1 = 1 a . = 11 a , en b ,1 = ' b 

l l l l l 

1 1 
a , > l; ~· 

l l 

max i a}; b.} 
l l 

r ~.1 1 i 
max i, a i) bi J 

11 b voor alle i -1 1 , 
l r 0 

Toepassing van de 1nductie-veronderstelling geeft nu: 
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b kl kll 
la F(x)==(--1) 1U,(I 1 • 1 b)-( "1) ),t,(111 11b) en men kan nu a) 8 3 

voor ieder van de zes mogeliJke ordeningen van a 1 ,p1 en 
¼• 0 0 

b 10 bewiJzen; dat /J,; F(x)==(--·1)k: 1u.(I 1 1 ) is, (gebruHc-
a 5 b 

makend van het fe:1.~ dat van de drie :i..nterval1en I 18 /b,I11 8 ,11b 

en I . steeds een de disJuncte som van de overige twee is: I I , 

b V 8 a1Q 8 < ·p < 1D ··c•o I -I UI en·, 1.7- 1 ==ir*• · · .., 1 · 1 ·1 -'- ''° • 1 b 1 - 1 a I b 11 a , 11 b ·· "· ; 
• o o - □ a , 

k 11 ==l{ -:-1) 

Gevolgen: 

1) als p== -00 ; a ;~ b en, _,,u( R11 
) < oo , is k==O) dus: 

fl ; F ( x ) == µ( I 8 :, b ) . 

IJ• t 1 · • d.a·L,'- · " · 1 alle e • ff e · · "~ va .11erui ~ vo g1: aus_, :1.n c1.1: geva." . n o.i. er n-cie.,_ · n 

F(x) met a~ b posit1ef moeten ZlJn. Voor een verdelingsfunctie 

geldt dan bovendien nog dat ook alle l--c 8 d1fferenties ('li k~ n) 

positief moeten zijn 2 omdat we volgens b. 2 een ke dlfferenti.e 

van een verdelingsfunct1e kunnen schrijven als een ne, door 1n 

de ondergrens een aantal componenten -m toe te voegen. 

l. 5 2) ,Ioo:c a,~ tiJ c?, O, ·1;i .::n verdelingsfunctie geldt: 

.t~ F(x) ~ F(b)-F(a) 

A b +c .l:--c-, ( V ) A b n ( \ 
µ, .' .,, ·- ~ J.1 X 1 I :5:.: a a 

b. b F(x)-- !:. b F(x) 
a a+c 

< R f c:, _,_n \) __ Ti' ( a ) 
.L !• (,..J I 1,_., J. ' 

r;, : r:1 
<'-.l f C, ' z ~ b +c} ) - /i. ( { z j a .:. z 1 b} ) !: 

:i _. · · ( { z ; b < z ~ b -:-c } ) = :F ( +c ) - F ( b ) _ 

A6 Algemeen geldt voor rechtscontinue functies F(x) 2 dat: 

als functie van a. 
l 

J 

en als funct1e van b. 
l, 

J 

X ) 
n 

continu van rechts 
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is. 

BewiJs: volgt direct ui t bv. A '1. 

De monotonie en continuiteit van verdelingsfuncties. 

VF'1 Een verdelingsfunctie is monotoon niet-dalend: ui t x ~ y 

VO l gt : { z ' z ~ X } C. { z. 1 z ~ y} * µ, ( { z I z ~ X J ) ~ µ.( { z I z ~ y} ) *F( X ) ~ F ( y ). 

In het bijzonder is dus F(x) monotoon niet dalend in ieder van 

zijn variabelen apart. 

VF2 Als F(x) een verdelingsfunctie 1s 3 is ook 

voor Os k < n een verdelingsfunctie. 
Bewijs: 

door fa, , . ( I b) = _µ,( I ) 
l1;l2,••.9lk a.9 a' b' .9 

b'=(b.,,J,. ,,b. _.,,,,t-oo,b, -1-.-1;"' ,,b. _.,, 3 +oo 3 b. +.-1' ••• ,b ) 3 wordt 
, i 1 , i 1 , ik I lk , n 

in Rn-k op ~n-k een <S' -addi tieve inhoud gedefinieerd. 

Dit bewijst men eerst voor k='1 3 daarna met inductie, door 

ui tschri jven en toepassen van A 2. 

Opm. Een eenvoudiger bewijs wordt verkregen door VF2 na 

st.'1.5,4 te bewijzen. 

VF3 F(x)=O als een van de componenten van x - oo is 3 want 

I is dan leeg. 
-00 ,x 

F( +oo )g1µ(Rn)='1. 

VF4 F (x) is 

a) continu van rechts voor alle eindige x 

b) 11 11 11 voor x ~ -oo 

"' 



c) continu van links voor x = + oo. 

Bewijs: 

a) - oo.,:: x < + oo • Zij l k een rij tot O naderende vectoren met 

£. k ~O voor alle k. Dan is: 

F(x+c:1,)-F(x)=,,u(f z jz ~ x+C:k; z ¢ x}) gfk µ(Ak) . 

Nu is de rij van Ak convergent naar de lege vz, JJ-(Ak)----?O voor 

k-..; co, dus 
F(x+<'\)-F(x)----}0 voor k --,oo. 

b) enc) op analoge wijze. 

(Opmerking: de conclusie dat uit lim A1{ =O volgt limµ(Ak)=O, 

volgt uit st.1.J.4 en 1.3.~ . omdat uit lim Ak=O volgt: 
co 

lim U Ak= 0 en deze laatste rij is een inkrimpende ( dus 
n -----}00 k=n 
convergente) rij, waarvoor st.1.J.5 geldt. Uit 

00 

µ(An) ~ µ( k~n Ak) vol gt dan de bewering) 

Gevolg: 

F(x) is continu van rechts in ieder van z1Jn variabelen apart 

bij gegeven a en b met a~ b en e > 0 ( € R 1 ) zijn er vectoren 

en :t 2 met J,,, ~ O, 6,, ~ 0, <l 0 ~ 0 en: 
_ I C c_ 

ab F 
,, b 

F < Ab F -c< D. , en a 2'T J1 "" a 

,,, b F 
b+ J 'J F Ei 

b F +t;;;.6."' C '~a ..... a 
a 

(uit /\ 5 en VFII) • 

Over de continutteit van links kunnen we nu de volgende 

stelling bewijzen: 

SL "i.5.~?-~ De discontinu:tteitspunten van F(x) l:Lggen in aftel-

baar veel h,,pervlakken x .. = ~• ~ ( ·1 _,., r • k 6 N) V' l ll _L-l,,.,u,i'·"-y -.!- c, 

Bew:L j s; 

a Als x 0 een punt is met 

vi p-({zjzi=x~})=J, 
dan is F(x) continu L1 x 0 • 1:-Te zullen eerst aantonen dat we ons 

kunnen beperken tot het bewijzen van de continutteit van links: 

Voor 'een vrillekeurige f, defj_ni~ren we de vector <E.) door: 



Dan geldt: 

en dus, op grond van de monotonie van F(x): 

F(x 0 -<s>) ~ r(x 0 + i::.) ~ F(x 0 +<.e.>), 

waaruit volgt 

-·( 0 J:r X - < e >) - F ( X o ) & F(x 0 + 12- )-F(x 0 ) ;;i F(x 0 + < E>)-F(x 0 ). 

Als £ tot nul nadert, nadert ook < E. > tot O (,Hant iedere com

ponent v2n E. gaa t naar O), dus het rechterlid van deze ongelijk

heid nadert tot O, wegens VF4. 

We hoeven dus alleen nog maar aan te tonen dat, voor iedere 

tot O naderende rij van vectoren ck met tk~ 0 

F(x0 )-F(x0 - e.k) tot O nadert voor k -+CO. 

Nu g2ldt: 

0 
X • 

J 

=)A-({ z lz < x 0 ;z rj x 0 - e. 1/ )+ .,,l(.,q z lz 
fz!z<x 0 ; zef,x 0 - e.k} is weer een 

t z } z ~ X O ; z ¢ X O 
- e k ; 3 i z 1 =x ~ } C 

deelvz. van een nulvz. Dus 

,: 0 
~ X ; 

naar O convergente riJ en 
n 
U {zJz.=x?Jl is dus een 

, "1 l l 
l= I 

F(x 0 ) - F(x 0 - E.k) ~ 0 voor k ➔CO, 

Hiermee is bewezen dat F(x) slechts discontinu kan zijn ln 
k die punten x, waarvan voor tenminste een coordinaat geldt: 

1 r I k - \ µ \, z l z " =z . ,. ; > C • 
" _L lJ 

r -Pt - - h . ' -, t 11 k 1 · · b j__Je aj_ ,eJ baar eio 11.:=oc11 ce ge a en x. vo~;:;c nu ui t 
_l '--

Neem eE:r-r,t ::::lle 'r-1lakken x,i===sonstant; waarvan de 1,-iaat gr'oter 
1 

dan ½ is, dat is er hoogstens ,,, dan alle rnet 3 <r~½- etc, doe 

dan hetzelfde met de hy]J2:c1Jci_kken x,,,=constant etc. 
1 C 

In R kan F(x) dan nog op eenvoudige wijze gesplitst warden 

in een continu en een discreet deel: Zij xP een aftelling 

van de sprongpunten van F(x) met spronghoogte: 

Dan is 



-45-

co 
Fix)= L p y ! (x-xy) , waarin: 

y =1 

[ 1 
als X?° 0 

Def '1, r:i. 6, l, ( X) --

"'0 s X< 0 

een zuivere sprongfunctie, continu van rechts en 

overal continu. 
Bewijs; 

Fd(x+ e. )-F ,(x)= ,_~ 0 voor f, t 0, want als x 
a X < X < X +€'. l-'"" y 

geen verdichtingspunt van de sprongpunten is, is de som leeg 

voor voldoend kleine· e. Als x wel verdichtingspunt van de 

sprongpunten is, volgt het uit de convergentie van 

zij Y ( s) de kleinste index, waarvoor nog x < xv~ x+ E. 

Dan geldt: 

p µ 

geldt. 

omdat er anders een index Y zou zijn, zodat voor alle E. >0: 
0 

X < X ~ x+ f:: .• 

De continuitett van F volgt enerzijds uit de continutteit 
C 

van rechts van Fen Fa, anderzijds uit: 

f:1 (x)-F (x-0):= ,1L· F(x)-F(x-o)l. - SP (x)-F (x-0)} = c c - J i·a d 

( { X } ) - (-[ X } ) = 0 . 

Voldoende voorwaarden oodat F een verdelingsfunctie is. 

Voor willekeuri inte:cva ·:--:-=::.·,-'\ 
.t\..--1.l s rnet brui 

t T ) niet e:rndi h eft te zi_jn. We kunnen we1 bt ~-co x ~ 

ecn klasse van functies invoeren, zo-

dat iedere functie uit die klasse vastlegt. zoals in 

Def.1.5.7. Een functie F(x), die c tinu van rechts is en 

eindig voor e ge X. heet maatdefinJerende functie als er een 

inter1a1maat /--,__, bes ta.a 2:od.a.t voor a.1le el d:L Jntervallen 

I ' ge1dt: 
a.,b 

;o) = 
) ~ 
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Opmerking: 

Om te bewijzen dat een functie een maatdefinierende functie 

is, bedenken we dat het voldoende is om aan te tonen dat 

fl~ F(x) op ~n een o -add. inhoud m vastlegt ( volgens 

st. 1. 4. 2). De waarden op <jn kunnen ech ter, wegens de 6'

additivitei t (die geeist wordt wegens de ~-additiviteit van 

.,,u) en wegens Def. 1. 5. 7 alleen als volgt gedefinieerd vrnr

den: 
b 

a m(Ia b)= aa F(x) 
" 

b m(I) = L m(I Wf) 
p 1 

c m(J) = L m(Ik) 
k=1 

a 1 s - oo < a :: b < + co 

als I een halfopen interval is 
1 

als J = U Ik; r1 disjuncte intervallen. 
/I - ,c 

Dan moet echter ook mp, met 

mf (J) = m(J w.f ) 

een ~-additieve inhoud zijn, en volgens st.1.J.3 kunnen we 

ons bij het bewijs dat de zo op fn geconstrueerde functie m 

een u -addi ti eve inhoud is, beperken tot Let bewi j s da t m f' 

een o -addi ti eve inhoud is, 

We kunnen nu de volgende karakterisering van maatdefinierende 

functies geven: 

St.1,5. 3, Een functie F(x) ; x ,, R11 is dan en slechts dan een 

maatdefinierende functie als voldaan is aan: 

a F(x) continu van rechts en eindig voor eindige x 

b b l:. a F(x) t O voor alle eindige a ~ b . 

Bewijs; 

D~t de voorwaarden nodig zijn, 1s een direct gevolg van 

Def. 1. 5. 7. Om te bewi j zen da t de voorwaarden voldoende ZJ_ jn, 

hoeven we volgens de opmerklng na DeI. 1.5.7 alleen nag maar 

te bewi j z en da t de op 9n gedef in1 eercle 

m_p ( ,J) = m ( J WP ) , 

functie 

waarin m gedefinieerd is als in bovengenoemde opmerking, een 
,_. 

~ -additieve inhoud is. Dat mp niet-negatief is, is triviaal. 

Blijft nog de er -additiviteit. 
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Als I=(a.,b] is I w1 = (a 1 ,b 1 ] met: 

a i max { a i ; Ai} en bi = min { bi , Ai + '1 } al s 

1.~, = (AJA+eJ met A= (A 1,A2 , .. ,A11 ); e=('1.,'1,,,.,'1). 

We bewijzen nu eerst de eindige additiviteit: als een interval 

I = ( a, bJ., door een hypervlak xi= [ l in tvvee del en I 1 en r 2 ver

deeld wordt, geldt: 

mt.>(I)+m (I 2 )= mf(I)., want, met; 
.1 p . 

W.P I 1 = ( ( a 1, a 2., ... ., a~ L ( b 11' b 2, .. .., bi - 1 ., f i., bl+ 1 , •• ., b ~ ) J en 

W I -( (" I a I a I '!, ,.., l ... , I \ { I 
2 - a, :, 2 , 0 a O , a - /J , & , , a ' I /) J & 0 .. J C. ") ,) ., ~ ,-1 , "' j e ) ! l I l lT I L _, 

als 

F+~ 
b\ . .,b!,.,b 1 

1 i n 
F = 

a 1 . . . } i ... a~ 

=(A ~i ;~) );! ' I b I b I 

l'::. A 
-1'"1Ji-'1 i+'1' 00 n 

F 11 
::: I 

F mf(I). + = = 
al a I ~ ! a I ·- l 

a' 
l 1" "cti-1 i+1' · ,an 

Men kan nu met inductie naar k aantonen dat., als I door k 

hypervlakken x 1 =~ ., ••• ,x = 1· in 1ntervallen r 1 , .. J'Im 
1 l1 lk lk 

verdeeld wordt., dan 

.1,( I) = mp ( I 1 ) + , . . + lTJ' ( I k) . 

en dan algemeen. 
R R 1 

als J= U I~= U I' 
k (Ik dJSJiJncte 1.n terval l en_; ~k disJuncte 

Jntervallen) k=/i k=1 

dan is. 

Dit laatste bewijst men door be bedenken 

en dan te laten zien, met behulp van het 

mp ( Ik ) . 
R R' 

dat J= LJ U 
k=1 1=1 

bovenstaande: 

In het bijzonder valgt hieruit de eindige sub-&d6itivcteit 



R R 1 

U Ike U 
k=1 k=1 

rt 
k 

Zij nu 1 1,12 , ... 
CD R 

J= U I = 
1 k 

U 1 1 

1 k 
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een rij disjuncte intervallen met 

; I' k disjuncte intervallen. 

Stel I' k WP =(ak,bk] en I W = k f (ck,dk] en verder; 

00 
A' = u ( ck, dk + J k] erk~ 0 

1 
CD 

A = u ( ck' dk + ;J k ) 
R1 

JI = u (ak+ fk,bk] ek E 0 

1l 
J'' = u [ak + ek, bk] 

'1 

Dan geldt: 
A I ::::, A ::, JW.f :, J II :, J I 

en ·A is open, Jfl is gesloten en begrensd ( want c.. Wf). A is dus 

een open overdekking van een compacte J 11 , dus met Heine-Borel: 

er is een R 1 met 

Dus ook 

dus 

( 1 ) 

Nu kiezen we de €. k zo, da t 

b b 
6.kF, h. k F" e. 

ak ak+~k 2R 

( rech ts con tinu:ttei t van F( x) en e:. 6), 
dan is b 

k 
mp ( ( ak, bk J )-mf ( ( ak + Ek' bk])= /J. ak 

Dan ~s dus~ 

(2) m;(J) - m1 (J 1 ) < ;ff 
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Kies dan ( op grond van dezelfde eigenschappen) de J k zo da t 

mp( ( ck, dk +JkJ )- mf ( ( ck, dk]) < 2 \k . 

Dan is 

(3) L mp((ck,dk+5k])- mp((ck,tJk]) <t 
Ui t ( -1), ( 2) en ( 3) volgt nu voor alle e > O; 

e ~ . e 2D 2 
m (J)< m (J 1 )+ 2 ~ L m ((ck,dk+dkJ)+ -2 < L m (Ik)+? 
J f 11' 1.f ~ 

+ i 2 • 

Dus: 
00 

( 4) m ( J) ,:; L m ( Ik) , 
p 1 J', 

Op grond van st.1.3,2 volgt nu de ~-additiviteit van m1 . 
Daaruit volgt dat m een iT-additieve inhoud op jn is en daar-

uit dat F een maatdefinierende functie is. 

Opmerking; 

Om b1j een gegeven intervalmaatp een bijbehorende maatdef1n1-

erende funct1e te vinden bedenken we dat, ln de eerste plaats, 

twee maatdefinierende functies Fen G dezelfde maat voortbren

gen dan en slechts dan als, 

F-G =L h,1 (x) , 

waarin de hy(x) rechtscontinue functies zijn, die niet van 

xy afhangen (a~). Ius, 111 het bijzonder is met F(x) ook 

G( x) =!:.XF(y) 
a . (volgens 

voor iedere a E.. R 11 een :,1aatde.CJ_nierende Tune tie, die gekarakte

riseerd is door 

3 x = 2,::::} G(x)=O. 
-: l L 

Anderzijds is heel eenvoudig na te gaan dat, als F een ,naat

definierende functie is, dan geldt 

A xa F(~ )= ( ,1)1{ (~ ) 
t -, ,1,1., J_a 1 ,x 1 ' 

waarin. a1 = min { a 1 ,x1 } ; xi = max { a 1 ,x1 }; k=het aantal 

indices i waarvoor x. <a~. 
l _L 

Want dan is a•~ x 1 en dus 
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XI ) A( I 1 1 ) = b. F ( ~ . 
a ,x a' 

Maar door verwisseling van een boven en een onder index ver

andert AF alleen van teken, zodat de bewering direct volgt. 

Het ligt dus voor de hand te onderzoeken of 

k 
G ( x ) = ( - 1 ) f,t,( I , 1 ) a ,x 

een maatdefinierende functie is, diefo voortbrengt. 

(Dit is niet met het bovenstaande bewezen, want we hebben de 

niet bewezen veronderstelling van de existentie van een maat

definierende functie i gebruikt). 

We onderzoeken eerst of G(x) continu van rechts is: 

1 al s xi > ai , dan is 

G(x 9 o••,x. ~,x.+O,zi ~, ••• ,x )-G(x)= 
1 1-1 l +1 n 

:=liffi (-1/=,M,(1(,· I , I ,, "I · ,,1) (-,1 vi -r +C" -0 4 -•I)) ,.,Q. "I. U1s-••,'-• 1,..,,,,,....,, 1,••,, .. j ,;;,1,••,.,._i 1'.n.. c.,.,., 1''"J••. D•O 1- 1 1+ n - 1 1+ n 

2 als x. < a., da.n is 
1 l 

-;«,(I( 1 1 1 ') ( 1 vi a. x' xl)f/= a.1, •• a. 1,x.,a. 1~•••a , x1,••,-~. 1' ., ·+~,••, . 1- 1 l+ 'n 1- 1 l I n 

I I)) .,.,Q. ,x.+f,x. 11•,x 
1 1+ n 

.l a.ls x.=a., dan is 
l 1 

G(x1, .... ,x. 1,x.+O,x. 1,.,xn)-G(x) = 
1- l l.+ ' 
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De rest van de bewering volgt uit ~ b G(x)=,,.u.,(I b) voor a a, 
-CD< a~ b < + CD en is zelf een gevolg van st.1.5.1. 

Gevolg:voor de meetkundige inhoud is dus de functie; 

n 
F(x)=lf (x.-a,) 

i==1 l l 

een maatdefinierende functie (hiermee is dus in het bijzon

der st. 1.3.9 bewezen). 

St.1.5.4. Een maatdefinierende functie F, waarvoor 

a O~F:£1 

b alle differenties van F zijn niet negatief 
n 

c ,µ(R )=1 

is een verdelingsfunctie. 

Bewijs: 

1) Fis monotoon niet dalend 
b, 

in ieder van zijn variabelen 

(volgt uit Aa~ Fi 0) 
l 

b1 .. bk 
2)A 

a1 .. ak 
Fis monotoon niet dalend in xk+'1 7 .,xn 

x j ( b 1 ... bk ) 
A I /J. F = 

xj a 1 ... ak 
F ~ 0 ) 

3) Sup { A~ F ,-CD < a ~ b < + m} =µ(Rn) ~ sup F, 

want: b. 

O :l I). l F ~ sup F' - inf P ~ sup F 
ai 

en dan weer met inductie: 

b .... b. 
0 A l ,j l,K 

~ £1 I 

Dus, in het bijzonder 

( 1) 0 [ 
~ 

6 b 
a F ~ sup F 

met -CD < a ~ b < + CD , maar 

F;; sup F. 

voor alle a en b 

(omdat 



-52-

= sup { /J. ; F' j -OJ < a ~ b < + OJ} . 

Dan volgt uit (1) bewering 3) 

Voor het bewijs van 1), 2) en 3) zijn alleen de gegevens a en 

b nodig. 

Beschom.,1 nu: 

n 
IM is een uitdijende convergente rij, met limiet R dus 

€.M~-r O voor M ---::·co. 

Nu 1s 

G(x;:i,···,x )=F(r1,xn,,.,,x )·-F(-n,x,i,•••,x.) _ n ~ n ~ n 
.. n- 'I 

een maatdefinierende functic op R , zoals door toepassing 

van st.1.5.3 direct is in te zien, die bovendien aan a en b 

voldoet, zodat ook voor G de beweringen 1), 2) en 3) gelden. 

Voor de bijbehorende rnaat /t..t., 1 oo R11 - 1 geldt; 
•·1 1 b2,' ,bn 

/ ti. 1 ( R' - ) c:= sup f t. I \/ 1 2 i k :} n - < . 5 i, <·J._ •Yi } CCC 2, 2 " K -~ ' -. k. ~ ,_ k: I '-.A_., ·• 2 ' • ,. Cln . ' 

/-t.( $ ,, I - L ~~- : 

Lusi volgens 3). 

G ls rnonotoon 

< ,.. 

'lr<Y1· co·a «'o, ,, .'\. "' . . ) - ,. '· k " . k ;;; 

du;s 5 voor 

+co;a 1 ;::c -M; 

b ✓i= +M J .. 

voldoend grate 

\····(I"" ··1) -1 ... , ) ---= 11 f/ _1 ~'~ I .} ,., .:. ;;, , i 1•l --11 \ --1 'l j 1. ·~ ' , (> ' 
''1!' l ) ., ) 1 I 

Dit geldt voor alle voldoend grate M', dus omdat F monotoon 

niet dale.id is, voor 

Lus, tenslotte, wegens F ~ 0 : 

,; 
;.i:, '"- r.c:i.- ,, ; ,;:;~-.J /,,/,:,,,.i_ l} · ; , 
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1 im F ( x -p• x 2, ... , xn) =0 . 
x1-,. - CD 

Hiermee is de continutteit van rechts van F voor x.= -oo 
l 

bewezen. Het is nu eenvoudig om de laatste stap: 

F(x) =_.,u..(I_ 00,x) 

te bewijzen: voor eindige x en voldoend grote Mis 

µ(I_ 00 ,x.IM)= £\_:1~:::·::~ F(x)=F(x) +~ F (x"') 

waarin xv punten zijn, met tenminste een coordinaat = -M. 

Dus, voor voldoend grqte Mis 

fo(I_ 00 ,x.IIVJ)-F(x) ~ (2n-1) eIVJ.2 en 

ft( I -oo x' IM) ~ .,u.( IM)~ M ' , 
Dus: 

/ .,,u. ( I _ cq x ) - F ( x ) I = j ..,u ( I _ cq x , IM ) - F ( x ) + _µ,( I 00 , x . IM ) I $ e M + 2 ( 2 n - 1 ) e. M • 

Dus volgens €.M ➔ O; 

F(x)=;ll.( I-oo x) • , 

Opmerkingen: 

1) De eis b) dat alle differenties niet negatief moeten zijn, 

is essentieel, zoals blijkt uit het voorbeeld van de maatdefi

nierende functie in R2 ; 

F(x 1,x2 )=( 1- i(x 1 )( 1- L(x2 )). 

Zoals men gemakkelijk kan verifieren (bv. met behulp van 

~ 4) heeft deze functie dezelfde tweede differenties als de 

verdelingsfunctie 

t,,(x1) i,(x2) 
en deze differenties zijn dus alle positief. Ook aan eis a 

van st.1.5.3. is voldaan. De eerste differenties van F z~jn 

echter allemaal ~ O. 

2) Uit het bewijs volgt, dat we uit de veronderstelling: 

(A) V. V 
i x 1 .. ,x. 1x.+1· .x 

l-· l n lim 
x,-► 

l 

F ( x 1' .. , x ) =O 
-oo n 



\ 
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kunnen afleiden: 

zodat een maatdefinierende functie waarvan (A) geldt en 

( B) lim 
f 1-t,, oo 

*n➔ oo 

F(x)=='1 , 

een verdelingsfunctie is. 



Hoofdstuk 1a 4 ) 

1 Boole-algebra's 
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In het voorgaande hebben we kennis gemaakt met het 
begrip Boole-algebra. De elementen van de toen beschouw

de Boole-algebra 1 s waren steeds deelvzn van een gegeven 
vz. In dit hoofdstuk zullen we Boole-algebra's beschou

wen met abstracte elementen. Aan de hand van het college 
Waarschijnlijkheidsrekening, zoals dat in de cursus 

1957-1958 door Prof. van Dantzig is gegeven, zullen we 
een overzicht geven van een opbouw van de waarschijnlijk= 

heidsrekening op abstracte Boole-algebra's. 

Boole-algebra's worden steeds aangeduid met sierhoofdlet
ters /J , ;3, ... , hun elementen met gewone hoofdletters 

A,B, .... Operaties in Boole-algebra's warden aangegeven 

met de daarmee overeenkomende verzamelingstheoretische 
symbolen. 

Def.1 Een Boole-algebra JJ. (verder kortweg algebra ge
noemd) is een niet lege vz van elementen A,B, ... , 

waarop twee operaties n (conjunctie) en - (ne

gatie) en een gelijkheidsrelatie (equivalentie

relatie) = zijn gedefinieerd met de volgende eigen
schappen: 

a) Als A,B e. A 3 dan zijn An B en A eenduidig be
paalde elementen van A. 

b) A=A. 

Als A=B, dan B=A. 

Als A=B en B=C, dan A=C. 

c) Als A,B,C £Jl: en A=B, dan is An C=B n C en A=B. 

1) De in dit hoofdstuk behandelde stof is formeel onafhan

kelijk van die in de andere hoofdstukken. De nummering 
van definities en stellingen is daarom onafhankelijk van 
die in de andere hoofdstukken. 
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(d) Als A.,B f....4., dan is Ar,.B=Bl'I A. 

(e) Als A,B.,Ce:A :, dan is A" (B AC)=(A l'I B) f'I C. 

(f) Als A.,B,CE-A en An B=C fl C., dan is An B=A. 

(f 1 )Als A.,B,C E,A en Al'\ B=A, dan is Af\ B=C AC . 
St.1 A fl A=A en An A=B/\ B voor alle A,B ~A. 

Bewijs: Vul in Def.1 (f) voor Ben C beide A in en ver

volgens in (f') A voor Ben B voor C. 

Op grond van St.1 kunnen we eenduidig een nulelement O 

en een eenheidselement I definieren door 

Def.2 0 = An A 

I = 0 

Uit Def.2 volgt direct, dat voor alle A€...A geldt dat 
On A=O is en If\ A=A. 

Het nulelement en het eenheidselement z1Jn analoga van 
de lege vz en de hele ruimte in de verzamelingsleer. 

Analoog aan de inclusierelatie defini~ren we nu een orde 
relatie. 

Def.3 Ac:B#AAB=A 
A::>B# BcA 

Men gaat gemakkelijk na, dat een algebra door Def.3 par
tieel geordend wordt, d.w.z. dat voldaan is aan 

1. Ac A 

2. AcB, Bc:C ~ AcC 

3. Ac:.B., Bc:A ==> A=B 

Van de volgende stellingen, die voor verzamelingsalge
bra's triviaal zijn, zullen we alleen de lastigste ge

heel bewijzen, van de overige geven we het bewijs kort 
aan. 

.St .2 AcB~AnB = O . 

Bewijs: zie Def.1 (f) en (f') en Def.3. 



St.3 

Bewijs: 

St.4 

Bewijs: 

St.5 

Bewijs: 

St.6 
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AeB(~A::>B 

St.2, (f) en Def.3 

( A ti B ) f\ A =.I\ Ii B ~> A 1t B c A 

C ~ A voor alle A ~ A 

(Def.3). 

Bewijs: eenvoudigh9tdshalve schrijven we A' voor A. Nu is 
A11 nA 1 =0., dus (St.2) A11 c.A. Evenzo is A:··.:.A'., terwijl 
volgens St.3 uit A"c A volgt., dat A11 '-,A 1 ., dus A"'=A', 

zodat At1A 111 =A f\ A 1 =0. Op grond van St. 2 is nu Ac: A 11 ., dus ,,---=-
A=A =A. 

Analoog aan het begrip vereniging definieren we nu de 
conjunctie van twee ele~enten. 

Def.4 Au B=A ri B . 

Voor de conjunctie gelden de volgende eigenschappen 

St.7 

Bewijs: 

St.8 

Bewijs: 

st.9 

Bewijs: 

St .10 

Bewijs: 

Bewijs: 

Ar.B=Avb 

- -ui t Def. 4 vol gt An B = A v B., dus met Def .1 ( c) 

A;, B=A u B 

Al1B = Bv.4 

zie Def.4 e~ Def.1 (d) 

(A 1; B)uC=A v (Bu C) 

(An B)f'I c =AA(B 1, C) ~ (A('\ B),.... C=A t'\ BA C) o·r 

•(Au B) v C=A u (B v C) . 

A V A = A en A u P. =I 

ui t A ri A = f, en A ,... A = 0 . 
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Uit Def.4 en de stellingen 7 tot en met 11 volgt nu, dat 

we een algebra ook kunnen definieren met behulp van dis

junctie en negatie. Als we in Def.1 overal n door v ver

vangerl kunnen we uit het zo verkregen definitie-stelsel 

de eigenschappen van de conjunctie afleiden, als we A" B 
I =--= 

definieren als A B. Uit de definitie van O,I en de orde 
relatie volgt nu 

Het Dualiteits principe: Als men in een geldige uitspraak 

over de symbolen () , U, - , O, I, c , :> en = overal f"I met u , 

0 met I en~ met~ verwisselt, ontstaat weer een geldige 
uitspraak, de duale uitspraak. 

Op grond van het dualiteits principe volgt uit St.4 

St. 12 A u B ::, A 

Uit St.5 volgt evenzo 

St.13 

St.14 

Bewijs: 

St.15 

Bewijs: 

St. 16 

Bewijs: 

St.17 

Bewijs: 

St.18 

Bewij.(3: 

Voor alle A~ .A is Ac I. 

Al s A c C en B c C, dan A U B c: C 

A v C =C .• B u C =C i=> A u B v C :=C ~ A u B e: C ( St . 8 ) • 

A u (Ao B) =A 11 ( A u B) =A 

Au (AnB):iA. Anderzijds Ac:: A en A AB c. A, dus 

A u ( A n B) c. A (St. 14). Het twee de deel van de 
stelling is duaal t.o.v. het eerste. 

Als Ac B., dan is A" Cc:: Br, C en Au Cc.Bu C 

A " B=A =:.> (AA C) ri ( B r. C) =A f\ Bf'\ C==A"' C, dus 
AflCcBA·C.Daa,:, !~::iB;is BACc:Ar.C of BuC:;;AuC. 

AA(AuB)=AnE. 

A f'l ( A u B) =A A (AA B)., dus -(AAB)A (AuB)=(AAB) r.. (Ar,.B)=O, zodat wegens 

Def. 1 ( f) A A ( A u B) =( A " B) f\ ( A u B) =(AA B) (St. 1:3). 

A " ( B u C) =( A ,... B) v (AI\ C) 

A " B c: A l"I ( B v C) en A l"I C c A " ( B v C) (St. 16), dus 

( St.14) (A" B)u(A /'\ C) c. A" (Bu C). Anderzijds is 
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Bewijs: 
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A I\ ( B v C )1"1 ( A f'\ B) u ( A f\ C) ==A f\ ( B v C )f'I ( A u B) l"I ( A u C) = 

( B u C )A ABA( Au C) =( B v C )fl B/'\AnC=BnCnAnC = 0, dus 

A"(BuC)c:(A r,. B)u(AnC) (herhaalde toepassing van 

St.16). 

Au( B " C) =( A u B) n ( A u C) 

duale van St. 18 

Resumerend formuleren we nog enkele veel gebruikte eigen

schappen in 

St.20 A" 0 = 0 

AuO = A 

AAI = A 

Au I = I 

A = (Ar. B)u(A r. B) voor alle A,B e.A. 

In het volgende zullen we A" B meestal afkorten tot AB. 

Def.5 A A B==AB u AB heet het symmetrische verschil van 

A en B. 

Voor het symmetrische verschil geldt, zoals men gemakkelijk 

verifieert: 

St.21 AAB = BtJ.A 

(a) A lJ. ( B A C) =( A A B) A C 

A 6 A = 0 

(b) 

A AO = A 

A ( B A C ) =AB A AC 

At..B=AAB 

A t:, B=A A B=A A B 

A A A = I 

A A I = A 

Als AB=O, dan Au B=AAB. 

Op grond van de eigenschappen (a) is een algebra t.o.v. de 

l:J. -opera tie een commuta ti eve groep van de orde 2 (AA A=O). 

We kunnen dus 
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een algebra met de operaties A en n opvatten als een commu

tatieve., idempotente (AA=A) ring met eenheidselement en 
commutatieve groep van de orde 2. 

Men noemt zo 1 n ring een Boole-ring met eenheidselement. Om

gekeerd kan men een Boole-ring met eenheidselement opvatten 

als een Boole-algebra., als men definieert A=I A A. 

Voor de A -opera tie geldt de volgende stelling: 

St.22 A AX = B# X =A AB. 

Bewijs: AA(AI.\X)=X =AAB en AAX=AAAAB=B. 

Voor B=O vinden we dus A A X=O # X=A. 

Def.6 Een element EI O vanA heet een atoom, als voor 

elke AE-A met A I O en Ac. E geldt., dat A=E. 

Def. 7 Een algebra A heet atomair, als bij elke A ~A een 
atoom E bestaat met E c. A. 

St.23 Zij .A een algebra en £ de vz van alle atomen van A, 
dan is de afbeelding h(A)= £EfEeE.., Ee A} een 
homomorfie. Als A atomair is., is h een isomorfie. 

Bewijs: a) h(A B)={E\EcA BJ ={E[EcA.,Ec::B} = 

= f E IE c A} { E IE c: n} =h (A) h ( B) • 

Daar voor elk atoom E geldt, dat of AE=E of AE=O, is 6f 
E c A of E c. A. Hierui t vol gt 

b) h(A) = { EjEeA} ={EjEc A}= h(A). 

Uit a) en b) volgt, dat h een homomorfie is. Is nu A atomair 

en A I B, dan is er een atoom E c: A AB, dus h(AaB)=h(A)Ah(B)/0, 

dus h(A) I h(B). De afbeelding is nu ccn eenduidig, dus h 
is een isomorfie. 

Opmerking: Een atomaire algebra is dus isomorf met een alge

br;-van vzn. Een algebra, die bovendien eindig is, is isomorf 

met de vz van alle deelvzn van t, daar de homomorfie in dat 



geval alle deelvzn vane voortbrengt. 

St.24 Iedere eindige algebra A is atomair en het aantal ele
menten is 2n, als het aantal atomen van.An is. 

Bewijs: Stel dat .A niet atomair is., dan is er een A e..A , 
A~ 0., terwijl A geen atoom bevat. Daar A dus geen 

atoom kan zijn, is er een element A1 c A., A1 ~ A, 
A1~ O, dat ook geen atoom bevat. We kunnen dus weer 

een element A2 vinden, dat aan de zelfde voorwaarden 
voldoet. Zo voortgaande komen we in strijd met de ein

digheid van A , dus A is atomair. Nu is A dus isomorf 
met de vz van alle deelvzn van S, het aantal elemen

ten van JI. is dus 2n, als e n element en bevat. 

Opmerking: Uit het voorgaande volgt nu, dat in een eindige 
algebra ieder element Akan warden opgevat als de disjunctie 
van alle at omen c A. 

Om wat meer inzicht te geven in de structuur van algebra's 
voeren we de volgende begrippen in~ 

Def.8 Een deelvz Vvan een algebra heet een deelalzebra als 
7Y een algebra is. 

Def.9 Is 'Veen deelvz van een algebra dan heet de kleinste 
algebra die 11 omvat (d.i. de doorsnede van alle alge

bra's die~, omvatten) de door Vvoortgebrachte deel
algebra. 

St.25 Een eindige (aftelbare) deelvz V van een algebra A., 
brengt een deelalgebra f3 voort., die eveneens eindig 
(aftelbaar) is. 

Bewijs:Zij 7'={A1 .,A2 ... } , ~={A1 .,A1 .,A2 ,A2 , .. ,}=fB1 ,B2,.,J. 
Zij V 2 de vz van al.le eindige conjuncti"'::s van elementen 

van 1.i\, dan is 7J 2 eindig (aftelbaar), 2" 2 ={C1 ,c2 , ... }, 

en v3 de vz van alle eindige disjuncties van ~ 2 . 

,, Ook 1) 3 is eindig ( aftelbaar)., 7J' 3= [ D1 , D2 , ... } . Nu 
blijkt, dat t 3 al een algebra is, immers 
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D1D2=(i~1 c 11) { JQ1 C2J) = 191 JQ1 c 11 c2J = 1Q1 JQ1 c~ J, 

waarbij ctf?J-2 , dus D1D2 e.. V'3 . Verder is D=iQ1ci= 

m ni m ni n1 nm 
= u n B. . = n u B. . = u . . . u B 1 . • •• B . E;. i,-3 • 

i=1 j.=1 lJi i=1 j.=1 lJi j =1 j =1 Ji illJm 
l l 1 ill 

Nu is ?1' 3 dus een algebra, die ?! omva t, dus 1.J"::, ~. Anderzijds 

moet f3 alle elementen van ?)' 3 bevatten, wil fi3 een algebra 

zijn, dus ook &3 ::i iJ~ en dus @ = ?) 3 . 

2. Idealen en co:i:dealen 

Def.10 Een deelvz ~ van een algebraA heet een ideaal, als 

1 \.}X uA 
• VA V X AXE.e< 

AuBe« 

Men krijgt een equivalente definitie, als men 2 vervangt door 

A ABIG.OC, 

- vanA Def.11 Een deelvz ct heet een co:i:deaal als 
- v' (X 

1. VA AU Xt IX V .r .. 

-0( 

2. VA B AB~ o< , 

De eigenschappen van ideaal en co:i:deaal z1Jn duaal t.o.v. 

elkaar. Als ~ een ideaal is, dan is f A\A~~} een co:i:deaal. 

Evenzo i~ {A!At~J een ideaal. 

Def.12 Een ideaal (cotdeaal) heet echt, als het niet de 

hele algebra omvat. Een ideaal ~ is echt als I{~ 

en co:i:deaal ;; is echt als O ¢ ~ . 

Def.13 A en B heten equivalent t.o.v. OI., als AABE.ot. We 

schrijven AN B. 

Men controleert gemakkelijk, dat aan de eisen voor 
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een equivalentie relatie is voldaan, n.l. 

1. A.v A 

2. A,vB~B~A 

3. ANB, B~C * A~C. 

De vz X A~ ={X A A I A~O(.} ={Y \y,..., x} heet de restklasse 

bij X t.o.v. ~. 

De restklasse O A oc. is het ideaal 01. , de restklasse I A r:J.. 

is het co!deaal ~. 

De vz der restklassen X 1 =X A oi. wordt een algebra ( geen algebra 

van vzn!),als we definieren X1 Y 1 =(XY)' en X'=(X)', zodat ook 

X1 u Y' =(Xu Y) 1 en X' A Y' =(X A Y) 1 • Deze algebra., die we aan

geven met A /01. (A over i.x) heet de restklassenalgebra van A 
bij 01. • De algebra A /0(. is per defini tie homomorf met A . 
Alle elementen in dezelfde restklassen hebben (per definitie) 

het zelfde beeld. Daar X'X'=(XX) 1 =0 1 , is het nulelement (nul-

klasse) van A /CJ. jui st het ideaal Ot. • 

Omgekeerd hebben we 

St.26 Bij iedere homomorfe afbeelding h van A op .II, 1 vormen 

de elementen, die op 0 1 warden afgebeeld een ideaal ~ . 

Nu is A 1 = A/0< . 

Bewijs: Als h(A)=h(B)=0 1 , dan is h(A u B)=h(A) u h(B)=O' en 

voor XtA is h(AX)=h(A)h(X)=0 1h(X)=O'. Twee elementen 

in de zelfde restklasse hebben het zelfde beeld, im

mers als Y-v X, dus YAX rc, I'll., dan is h(X) A h(Y)= 

=h(X A Y)=O', dus h(X)=h( Y). Anderzijds behoren twee 

elementen, die het zelfde beeld hebben tot de zelfde 

restklasse: uit h(X)=h(Y) volgt h(X tJ. Y)=0 1 , dus 

X A Yi o: of X"' Y. 

Def. 15 De vz { X !AB c X c:. Au B} l1Let het segment < A.,B '> • 

Def.16 Een vz Ve.A heet convex als uit A,B,;,V volgt, dat 
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St.27 Iedere restklasse is convex. 

Bewijs: Zij B"-'A en Z,z.<A,B>• is ZcAuB, dus 

Def'.17 

Def', 18 

St.28 

Z =Z A ( A u B) ==Z n ( A b., B A AB) =Z ( A t.,, B) A AB, daar Z :, AB, 

dus ;:-_;AB==AB. Omdat A 1:,. B:;:: (X en A A AB=AB e0< is ook 

AAZ=At,. AB1:J.Z(AAB)60t., dus Z~A. 

Het ideaal voortgebracht door de vz ,le.A (di. is het 

kleinste ideaal dat ~ omvat) is de 
n 

vz {A!Ac U -Ai, r;..?}, n< oo}. We geven dit ideaal 
i = 1 

aan met (v). v heet de basis van (11). 

Een hoof'dideaal is een ideaal, dat voortgebracht 

wordt door ~~n element A. Een hoofdideaal wordt aan

geduid met (A). 

Ieder ideaal met eindige basis is hoofdideaal. 

Bewijs: Het ideaal voortgebracht door {A 1, , .•. ,An} is dit 

hoof'dideaal ( U A, ) . 
, ,,, l 
l= I 

Def.19 Een echt ideaal (co:l:deaal) het maximaal als het in geen 

ander echt ideaal (cotdeaal) bevat is. 

Voorbeelden van maximale idealen zijn het hoofdideaal ), 

waarbij E een atoom is en de vz van alle vzn van de maat nul 

in een maatruimte met een twee waardige maat. Alle vzn met 

maat ongelijk nul vormen in dat val een maximaal co:tdeaal. 

St. Als ~ een max lideaa iseenXy/,tf.., danisXf.O(, 

Geldt voor een echt deaal voor iedere XG met 

X ¢ ()( , da t ~ c<.. dan is ix maximaal. Het zelfde geldt 

voor co:tdealen. 

Bewi j s: Be schouw het ideaa1 (3 voortge 

{Cl.,X}. Nu is (3 = , dus Ie.f., 

door de vz 

Het element I is 

dus VGXl de 

s 

iedere X¢t;;t.. wel b 

erd 'Joor 

ieder ideaal {&:,«., 



p I- o:: een element Y waarvoor ook Y ~ /! , dus I e. /3 • 

Def. 20 Een ideaal 01, heet priem, al s ui t AB ~O!. en A E'.. IX vol gt, 

da t Be IX. Analoog voor co!dealen. 

St.33 Ieder echt priem-ideaal is maximaal en omgekeerd. 

Voor co!dealen geldt het zelfde, 

Bewijs: Zij ()( priem en X¢o:. Nu ls O=X Xe-.!X., dus XE.Cl. d.w.z. 

C< is maximaal. Is omgekeerd Q{ maximaal en is AB tcx., 

A '% oc dan is A e0<. en dus AB ~ot , zoda t ook 

AB u AB = B e, ex • 

In verband met de belangrljke representatiestelling van Stone 

hebben we het volgende equivalent van het keuze-axioma nodig: 

Lemma van Zorn: Als in een partieel geordende vz it iedere ge

ordende deelvz een(kleinste)bovengrens heeft, dan bezit v 
een maximaal element. d.w.z. een element, dat in geen ander 

element van bevat is. 

St.34 Ieder element A ~.A) A-/-0 is in minstens een maximaal 

coideaal bevat, 

Bewijs: Zij A-/-0 en '!J={oi.l& -/-A, Ai~}. Nu is v een niet 

lege (het coideaal { X 1 X :::i A} is een element van 1'), 
partieel geordende vz. Is nu Seen geordende deelvz 

v a n 7i , d an is == U { ~ I & , S J e en e ch t c o ! d ea a 1 J im-
-

mers: Als X 6/3 en YE. ) dan is X t;, dus XuY~ci. 

voor zekere 01. f. S, dus Xv Y ¢ 'j, . Is X Q, jg en Y 4. ~ , 

dan is X €. (X 1 ~ Sen Yli. ~ 2 ~ S; terwijl (bijv.) 

et1 > oi 2 (S is geordend L dan is X ~ &1 en Y t - , 

dus XY €. <i: 1 c. ~ . Daar O ¢ ex voor alle ix t S, is 

ook O ¢ fo, dus ~ is een echt coideaal, dat A bevat. 

Het is duidelijk, dat voor alle ().( e S geldt, dat 

i c ~, dus ~ is een bovengrens van S. Volgens het 

lemma van 

d.w.z. als 

At V of ... 
dus fa is 

Zorn bevat 
- -)J >~ en 
-
'P = 

max l 

'I! nu een maximaal element fa, 
jj/ - J dan v ¢ ,J, dus of -c Y is dus , 
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St. 35 (Stelling van Stone). Iedere algebra A is 1somorf 

met een algebra van deelvzn van een vz 17'. 

Bewijs: Zij V de vz der maxima le coidealen van A en be

schouw de afbeelding h(A) = fpl«t '/J' , A E-;}. We 

zullen aantonen, dat h een isomorfie is, dus a) 

operatiegetrouw en b) een-eenduidig. 

a) h(AB) = {; j&:e,v, ABE-ci} = {ii foi:e.if,A~~ ,B~e<.}= 

h(A)h(B) (definitie coideaal). 

h (A)= { a Io! ' 'V , A (, {\\} = { (Y. !& e A ¢ OL} = fiTAT 
(stelling 29). 

b) Als A}B, dus A A B,/0, dan is er' volgens st 34 
een et, me:t AABG.«, dus h(A)~h(B) = 
== h ( A A B) ,/o, a us h (A) I h ( B) • 

Opmerking 1: De stelling van Stone houdt in, dat we iedere 

algebra, voor zover het eindige operaties betreft, mogen 

beschouwen als een algebra. van deelvzn. Wat de onefndige 

operat s treft, is dit niet steeds t geval. 

Opmerking 2: Een tweewaardige quasi-waars ijnlijkheid 

is een functie, gedefinieerd op A met de eigenschappen: 

cp neemt slechts de waarden O en 1 aan, (p ( I)=1 en 

Cf (Au B) = <p(A) + <p(B), als AB=O is. Nu is de vz {A I cp(A)=1} 
een maximaal coideaal. Omgekeerd kan men van,elk maxi

maal co!deaal ~~nduidig een tweewaardige quasi-waar

schijnlijkhe toevoegen door de definitie ~(A)=1 als 
-A e. & en r.p(A )==0 als A ¢ <X . Men kan nu de stelling van 

Stone ook formuleren in termen van tweewaardige quasi

waarschijnlijkheden. 

3, u -algebra I s 

Def.21 Een algebra heet een iS'-algebra; als iedere mono

toon niet dalende rij een kleinste bovengrens heeft, 

of (equivalent) als iedere monotoon niet stijgende 

j een grootste ondergrens heeft. De kleinste bo

vengrens en de grootste ondergrens van een 

geven we aan met resp. sup Xn en 
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Voor iedere rij { xn} in een er -algebra bes ta at 

sup Xn 

de rij 

en inf Xn. 
n 

S = U Xk is monotoon niet dalend, 
n k=1 

dus S = sup Sn bestaat. Het blijkt nu, dat 

s = sup X n' immers X c:. S n voor alle n en, als 

X c::. s I n voor alle n, dan is ook Snc S' voor 

alle n, dus 3 C. SI , Het bestaan van inf Xn be-
n 

wijst men analoog door Pn = n Xk te beschouwen. 
k=1 

IsA een o--algebra en is A f...A (n=:}__.,2, ... ),dan 
co n uu 

definieert men LJ A = sup A en n A =inf A . 
n=1 n n n=1 n n 

Opmerking: Op grond van de defini~ie van sup en inf zijn 

de aftelbare disjunctie en aftelbare conjunctie een

duidig gedefinieerd en onafhankelijk van de volgorde der 

An. Men gaat gemakkelijk na, dat men ook de disjunctie en 

conjunctie van eindig veel elementen A1 , ... ,AN kan de

finieren als resp. sup An en inf An. 

Uit de volgende stelling blijkt, dat ook voor de aftel
bare disjunctie en conjunctie de associativiteit geldt 

en dat de operaties weer duaal t.o.v. elkaar zijn: 
00 CO 00 

St. 3 7 a ) U ( An v Bn) = ( U An) u ( LJ Bn) 
n=1 n=1 n=1 

00 00 00 

b) n A B = ( (1 An) ( (l Bn) 
n=1 n n n=1 n=1 

00 co 
C) n A = u A 

n=1 n n=1 n 

Bewijs: a) Zij A=sup An, B=sup Bn en C=sup(An Bn). Nu 

is A ::i An, B ::i Bn en d us A v B => An u Bn en dus 
Au B:::, C. Anderzijds is C::, An u Bn, dus C::, An, 

en C ::i Bn en dus C::, A en C =- B.., zodat C::) Av B. 

b) geheel analoog aan a) 
c) zij A=inf A en B=sup A . Nu is Ac A , dus n n _ n _ 

A::JA, dus A=>B. Anderzijds is B::,A, dus Be A, n n n 
dus B c. A of B::, A, zodat B=A. 
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De distributiviteit geldt i.h.a. niet, zoals blijkt 

uit het volgende tegenvoorbeeld: zij .A de <r-algebra 

der Borelvzn op [-1,1] en zij A2n_ 1 = (-1,.0] 

(n=1,2, ... ), A0 = (0,1]CD(n=1,2, ... ), B2 ✓1= (0,1) Ln n-
en B2n=(-1,0]. Nu is U AnBn=O, terwijl 

OJ co n=1 
( LJ A11 ) ( LJ Bn) = ( -1., 'I ] . 
n=1 n=1 

Wel geldt 
OJ OJ co 

a) u (A B ) c ( LJ A11 ) ( LJ Bn) 
11=1 n n 11=1 n=1 

OJ 00 OJ 

b) n (A u B ) ::l ( l1 An) u ( n Bn) 
D=1 11 11 11=1 11=1 

Bewijs: a) Zij A=sup An; B=sup B11 en C=sup A11Bn., dan is 
A ::; A , B :::, B , dus AB:, A B , dus AB :::i C • 

n n n n 

b) duale van a). 

St.39 Als {A 11 } en {B11 } monotoon niet dalend zijn, dan is 
OJ CD CD 

U ( A B ) = ( U A ) ( U B ) . Als { A } en { B. } mono-
11 =,1 n n ,i n ,., n ,--y-\ n n 

-- 11= 1 11= 1 UJ 

toon niet stijgend zijri, dan is n (A 11 U BD) = 
00 00 11=1 

= ( (l Ari) U ( n Bn) . 
11=1 11='1 

Bew i j s : In de n o ta t i e v a n St . 41 g e 1 d t An B n c C , v o o r a 11 e 11 , 

e ch t er o o k A B c: C v o or a 11 e m e 11 n , d a a r A B c. A __ BM m n m n M-

Def.23 

St.40 

Bewijs: 

met M=max(rn,n). Nu is ook AB c C voor alle 11 en dus 
11 

AB c C. Met St .41 volgt nu, dat AB=C. Het tweede deel 

van de stelling is duaal t.o.v. het eerste. 

lim sup X = inf sup Xn+k 11 
11-00 11 k 

l . inf X = sup inf xn+k' -lill 
11 

k n-m 11 

lim sup X ::, lim inf X n n 
11 ➔ OJ 11---1--00 

Zij A =sup X + en B =inf X , dan is A ::i B voor n n ,i 11 v n+v n n 
alle n,terwijl A monotoon niet stijgend is en B 

n n 
monotoon niet dalend, zodat voor alle men n A ~ B. m n-
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dus voor alle n lim sup X = inf A => B en dus m m n 
lim sup Xn:> sup Bm~ro lim inf ~ 

n n n...+-ro n n-J!oco 

Opmerking: het is soms handig, om gebruik te maken van de 

gemakkelijk verifieerbare relaties 

1 im sup Xn = U { XIX c xn 
n-+CO 

voor co veel n } 

1 im inf xn = U { X f x c xn 
n....+CO 

voor alle n uitgezonderd 

eindig veel } . 

Def,24 Als lim sup Xn = lim inf Xn = X, dan heet de rij 
TI-+00 n -,..oo 

St.41 

Bewijs: 

{xn} sterk convergent (algebraisch convergent) 
met de sterke (algebraische) limiet X; dit in 

tegenstelling tot het later te definieren begrip 

zwakke convergentie. We schrijven lim Xn=X. 
n-oo 

Als lim Xn = X en lim Yn = Y, dan is 
n-co n-.-+oo 

1) 

2) 

3) 

1) 

lim X Y 
n-i-oo n n = XY 

lim ( X U Y ) n n 
TI ➔ CO 

lim X11 
n ➔ OO 

= x. 

lim sup XnYn 
n-oo 

= XuY 

= inf 
n s1~F xn+k Yn+kc igf(s~p Xn+k) 

(sup yn+k) = 
k 

= (i~f ~up xn+k)(i~f s~p Xn+k) = XY 

(zie St.38 en St.37). Anderzijds is lim inf X Y = 
n n 

D ➔ CO 

= s~p i~f xn+k Yn+k = s~p(i~f Xn+k)(i~f Yn+k) = 

= (sup inkf Xn+k) sup inf Y k) = XY, daar 
n n k n+ 

inf X k montoon niet dalend is (zie St.39). We 
n n+ 

hebben nu dus lim inf XnYn = XY~ lim sup XnYn' 
n-?-oo n--t-co 

dus lim XnYn = XY (St.40). 
n-+CO 



-70-

3) lim inf xn = lim sup x·=x en lim sup xn = n 
n ➔ oo n ...+oo n--,..oo 

- (zie St , 3 7 c )) . = lim inf X = X n n-+OO 

2) lim inf X y 
n n 

n ➔ OO 

= lim sup XnYn = X y en 

lim sup xn Yn = lim inf X y = X Y, n n 
n ➔ OO n co 

4. Metrische ruimten 

Def. 25. Een semi-met rische ruimte ( -vz) V is een vz, waa rbi j 

aan elk tweetal elementen A,B e:. Veen reeel getal 

(semi-afstand) f(A,B) is· toegevoegd met de eigen-
schappen 

a) p(A, A) = 0 

b) p(A,B) = p(B,A) 

C) _p(A,B) + p(B,C)~ p( A, C ) 

Uit a), b) enc) volgt, dat p(A,B)~ 0 is. Geldt 
bovendien 

d ) f ( A , B) > 0 , a 1 s A (=B, 

dan noemt men f een afstand en Veen metrische ruimte. 

Uit Def.2'1 volgt verder J p(A,B) - p(A,c)l.$' p(B,C). 
Met behulp van het afstandsbegrip voeren we nu het volgende 
limietbegrip in: 

Def .26 p -lim Xn = X¢:::::> lim p(X,Xn) = O. 
n+oo n ➔oo 

Men noemt de rij {xn} (zwak) convergent met de (zwakke) 
limiet X. 

St.42 Een convergente rij heeft slechts een limiet. 

Bewijs: Zij lim 
n ➔OO 

p(X,Xn) = lim p(Y,Xn) = O, dan is 
n...:,,.co 

0 ~ .f (X, Y)$ _p(X,Xn) + p(Y,Xn)< s. voor voldoende 
grate n, dus f(X,Y) = O of X=Y. 
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Lef.27 De rij {xn} heet fundamentaalrij (Cauchy convergente 

rij), als lim f(x ,x )=O. 
n+oo m n 
m,m 

Iedere convergente rij is een fundamentaalrij; het omgekeer

de geldt niet. 

Def.28 Twee fundamentaalrijen {xn} en {Yn} heten concurrent., 

als lim p(xn,yn)=O. 
n-1--m 

Men gaat gemakkelijk na, dat de concurrentierelatie 

een equivalentierelatie is, die (dus) een indeling 

in klassen defiBieert. 

Def.29 Een metrische ruimte V heet volledig, als iedere 

fundamentaalrij in 1/ convergent is. 

Lef. 30 Twee metrische vzn tl en iJ' met afstanden resp. p en 

p' heten isometrisch, als er een een-eenduidige af

beelding h bestaat van V'op V' met de eigenschap 

p' (h(x),h(y) )= p(x,y). 

We zullen nu laten zien, dat iedere (niet volledige) metrische 

ruimte isometrisch kan worden ingebed in een volledige 

metrische ruimte door een proces, dat we completering noemen. 

Hiertoe voeren we de volgende begrippen in: 

Def.31 Een deel vz V0 van eJn m71 tri sche vz i't heet overal 

di ch t in 1/ , a 1 s V 3 ° J- 1 im x =x of xv xn n"'itCD n 
(equivalent), als Vx Y 3y" p(x,y)<E. 

!:>0 

Def.32 Een vz V' heet een completering van de metrische vz 

7), als voldaan is aan 

a) v'' is een volledige metrische vz 

b) Er is een vz v ~ c: 'J}' isometrisch met V en overal 

dicht in V' 
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St. 43 Zij ~ een metrische vz en J·• de vz. van alle klassen 

van onderling concurrente fundamentaalrijen in 2l, 
~. l , 1 dan is 1J een comp1etering van v . 

Bewijs We definieren op ~ 1 een afstand, door de definitie 

o 1 (x 1 ,y 1 )=lim p(x ,Y), waarbij f x ~ en {y} wi1le-
J • n n n·• n 
k · n➔ OJ t t X I Y 1 • • 1·J t eurige represen an en van en ZlJn. 1e moe en 

nu bewijzen 

a) 1im p(xn,yn) bestaat 
n ➔OJ 

b) deze limiet is onafhankelijk van de keuze der 
representanten 

c) !' is een afstand 

d) er is een met~· isometrische vz 
overa1 dicht is in ~ 1 

e) ~ 1 is volledig. 

v· I C 2,,. I J die 
0 

a) I f ( xm' Y m) - p( xn' Y n) I~ l p( xrn' Y m) - p( xm' Y n) I + 

lp(xm,yn)-p(xn,yn)\ Sf(Ym,yn)+p(xm,xn)<E voor 

voldoende grote men n. 

De rij {p(xn,yn)} is dus een fundamentaalrij 

van reele getallen en heeft dus een limiet. 

b) Zijn { X } en~ x*{ twee represantanten van X' en n. L DJ 

{1~ 11 } u;}T{Y;}*t)•,J~t:· rd·orn°csent2nten van Y; dan is 
n .¼.\)b p \ "n , x n = ,.; , us 
p(Xlf_,Y. )s p(x_*,x_ )+ p(X _,Y ):;; f'(x ,Y )+e. voor " n 11 •- 11 n . n n . 11 n 
voldoende grote n, zodat lim f(X~,Yn)~ 1imp(~,~). 

D-i>- CO D·➔CO 

Evenzo is 1im p(X ,Y )slim j(X*,Y ), dus 
n-.:;,-co n n n-:,-OJ n n 

lim p(X.?,Y )=lim p(X ,Y_ ). Hieruit volgt direct, 
n·-+ co· n n n➔OO n n 
dat oolc lim f(X*, Y,'"'}=lim p(X , Y ) 

n-:,..co n ,1 n->-W n n 

c) De eisen a), b) enc) van Def.21 zijn triviaal 

vervuld. Als A 1 IB 1 , dan is t'(A 1 ,B 1 )=limp(A,.q-)tO, 
n..+W n 

daar anders (per definitie) A'=B 1 zou zijn. 
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d) Zij v~ de vz van alle constante riJen. Een con

stante rij X,X, ... geven we aan met [x]. Het is 

duidelijk, dat V' isometrisch is met V. Dat v 
0 0 

averal dicht is in~- blijkt als valgt: kies 

A 1 !. V' en E. > 0 en zij { An! een representant van 

A~. De rij {An} iS een fundamentaalrij, dus 

VE. > O 3 N ( ~ ) V m > N ( ~ ) f ( Am, AN ( E. ) ) < e . Is nu 

B1 =[AN(~)] (canstante rij), dan is oak 

f l ( A 1 , B' ) = lim f( A , AN( e ) <t g , terwi j 1 B 1 ~ 1.l' • 
n-+CD m ;:,. a 

e) Zij {x~} een fundamentaalrij in~'. Nu geldt 

Vf.>O 3M(!:.) VK>oP'(X~(.s)'X'M(t)+K)< e./2. Verval

gens kunnen we bij vaste m (wegens d)) ~ vin

den met f' (X~, [Am])< m- 1 . Nu is de rij {l\n} een 
<I, 

fundamentaalrij in V, immers 

.f ( Am' Am +K ) = .f 1 
( [ Am] ' [ Am +K J) ~ f 1 ( X~' [ Am ] ) + 

p' (X~,X~+K)+p' (X~+K'[Am+KJ)< 2-m+~/2+2-.:-m-~e voor vol-

doende grate m > M( E.) • De ri j l Am} bepaal t dus 

een element A'~ v', We zullen laten zien, dat 

I A 1 = lim x' is m • 
Il1 ➔ CD 

f' ( A ' , X~ ) ~ f' ( A ' , [ Am ] ) + P' ( [ Am J , X~ ) s f' ( A ' , [ Am J ) + 
- '1 m < e. , voar voldaende grate m, daar 

f 1 (A', [A ])=lim p(A ,A )= J < t/2 voar voldoen-
m n"oo n m m 

de grate m. 

Def.33 Een algebra A heet semi-metrisch (metrisch), als 

.Aeen semi-metrische (metrische) ruimte is, waar

in bovendien geldt p(AAX,B b.X)= p(A AB) vaor 

alle A,B,X t~. 

Def.34 Een algebra A heet een waarschijnlijkheidsalgebra 

(wh-algebra), als .A semi-metrisch is en voor de 

semi-afstand p bovendien geldt, dat 

f(X u Y,O)=p(X,O)+p(Y,O), als XY=O is. Een functie 

f met deze eigenschap naemt men additief. 
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St. 44 In een wh-algebra zijn de voorwaarden 

a) XY=O~p(X uY,0)= p(X, + p(Y,O) en 

b) X E-<A,B>~p(A,X)+ f(B,X)= _p(A,B) 

equivalent, 

Bewijs a~b: als X€.<A,B>, dan is ABX=O en ABX=O, dus 

( AtiX )(BAX)=( AXuAX )( BX uBX) =ABX u .ABX=O, dus 

p(A,X)+ p(B,X)= f(ALX,O)+ p(BtX)=p((AAX)u(B,0.X),O) = 

p( At::X ) t1 ( '.B.t.x'L o) = JJ ( A Ax, B b. x) = p (A, B) 

b ~ a : f ( X u Y, 0 ) = f ( X.1 Y , 0 ) = p ( X, Y ) = f ( X, Xt. Y ) + p( Y, XA Y ) = 

= f ( Y J O ) + ,,, ( X J O ). , d 2 3 r XI:. Y E. < X, Y >-

Opmerking :In cen -o 

als Xc.Y is. 

We beschouwen nu een wh-algebra (zie Def.34). We kunnen 

nu van ..,~ over gaan op de restklassen-algebra A 1 = A/()!.. , 
waarbij O(.={x! p(X,0)=0}. Men ziet gemakkelijk in, dat 

~ een ideaal is, dat dus een homomorfe afbeelding defini-

eert van op 1 • Door de definitie p'(X',Y' )= p(X,Y), 

waarbij X en Y elementen zijn van de restklassen X1 resp. 

Y', wordt A' een metrische ruimte. Dat p 1 (x 1 ,Y 1 ) onafhan-

kelijk is van de uz~ van X en Y blijkt als volgt: 

Zij X 1 rv X en Y 1~Y, dan is j•(X 1,Y/1)= p(X 1 A Y 1 ,0)= 

J ( X 1 ~ Y 1 /:J. X ':.~' X A Y) = p ( X A Y, A ), met A 1:-, 0( , du s 
X 1' Y '1) = p ( X L Y A, 0) + p( ( X A Y) A, 0) = p ( ( X A Y) ( _X_A_Y_A_X_'1_A_Y 1 ), 0 )= 

= ( X fl Y ) ( X 1 A Y 1 ) , 0 ) = f ( X, Y ) o • g . v • de s ymm et r i e . Da t f ' 

een afs dis (het is triviaal een pseudo-afstand) volgt 

uit: j'(X 1 ,Y 1 ) ~j 1 (X 1 A Y1 ,d)= p(Xl,~I,O)=Oy XAY1t,t/.. 

of X 1 D.Y' r, dus X 1 =Y 1 • 

we vervolgens van 1 over op de completering 11 van 

A. 1 , (zie .43) dan is 11 een volledige metrische wh-alge-

bra. We hebben echter meer: 

St. L!:5 Een volledige metrische wh-algebra is een rs -alge-

bra, terwijl bovendien de afstand ~- tief is, 
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Bewijs: Zij {xn} monotoon niet dolend, dan is de riJ 

{ p(Xn,o)} monotoon niet dalend en begrensd (door 

y(I,O)) en heeft dus een limiet. We hebben dus 

zeker lim {p(X +· 0 )- o(x ,o)} =lim p(X , x ,O)= n-+CD n m, J n n ...;..oo nTm n 

= lim f(X + ,X )=O. De rij {x} is dus een funda-n-1--oo n m n n 

mentaalrij, die o.g.v. de volledigheid van.A een 

limiet X heeft. Daar lim p(X X,O)~ lim p(X A X,O)= 
n-,.m n n-;.co n 

lim p(X ,X)=O~s en de rij {x X~ monotoon niet n-,,.co n . n . 

dalend is, is voor alle n o(X X,O)=O, ,dus X X=O 
J- n n 

d.w.z. xn~ X voor alle n; Xis dus een bovengrens 

van {xn}. Is nu ook Xn c Y voor alle n; dan is 
X :, Y, dus X X::>Y X, zodat o(X ,X)::: o(X X,O):::p(YX,O), n n J n J n 
zodat, wegens lim p(X ,X)=O,p(YX,O)=O, dus YX=O en 

n~m n 

X c Y. Nu is dus X de kleinste bovengrens van { Xn}. 
We hebben nu bewezen, dat voor iedere stijgende 

rij {xn} geldt, dat sup Xn= f-lim Xn. ".Ehi'-en~ ,geldt 
voor een dalende rij { Y } , dat inf Y = .P -lim Y . 

n n · n n 
Zij vervolgens {x }€.A met X.X.=O (ifj),Sn= U Xk en 

n l J k=1 
co 

3= U X = sup S = f -lim S . Nu is dus 0= lim p(Sn_,S)= 
K= 1 k n n n-+CD 

co 
= lim p(S S,O) = lim p( U X1,,0), zodat 
D ➔CO n n ---+-OO 1 /l "· ,(=n+ I oo n co 

p( U Xk,O) - :[ f(Xk,o) = p( U xk,O)<E- voor vol-
k=1 k=1 k=n+1 

d ocnd~ grote n, dus p( Q1xk_., O) = k~ p( Xk, 0) • 

De volgende stelling verklaart de benarningen sterke en zwak

ke limiet 

St. 46 In een volledige wh-algebra geldt 

1 lim X =X ::::)- f -lim X =X 
n ~oo n n ➔co n 

2 
m 
L p(X ,X) < co lim X =1: 

n=1 n n-?-CO n 
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Bewijs: 1 Zij Y = inf X +Ken Z = sup X +K' zodat {Y} 
n K n n K n n 

stijgend is en {zn} dalend. Nu is sup Yn = 
X 

y-lim Yn en inf Zn= _p -lim 

lim p(Yn,X)=lim p(zn,X)=O. 
n~oo n-,..oo 

Z =X, dus n 

Daar Y c. X c Z en Y c X c Z , geldt nu n n n n n 

O= lim p(Y ,X)= lim p(Y X,O~lim p(X X,O) en 
n ->rco n n -,.co n n .. co n 

O= lim p(Z ,X)= lim p(Z x,o) lim 
n➔ co n n-;.co n n ➔ oo 

lim o(X A X,O)= lim p(X ,X)=O. 
n-+coJ n n4rco n 

2 In de zelfde notatie als onder 1 met sup Y =Y 
- n 

en inf Zn=Z hebbc:5n we y(x zcbo)s p(X zn,O). Nu is 
- - - - co 

p(x zn,O)= p(X U xk,O).:S L p(x xk,o).s L p(X,Xk)< s. 
k=n k=n k=n 

voor voldoende grote n, dus p( X Z, 0) =O en X :::;, Z. 

Analoog bewijst men Y::, X, dus Y=Z=X. 

Dat de implicaties in St.46 niet omkeerbaar zijn blijkt uit 

de volgende tcg~nvoorbeelden: 

1 BestaatA. uit de Borelvzn op [0,1] en p(X,Y)= 

= _µ(X ~ Y) met fa de Lebesgue ,naat en bestaat de 

rij {xm} uit de intervallen van de vontt 

[n~ 1 , ~] (n=1,2, ... ,k; k=1,2, ... ), dan is 

1 
p(X½k(k- 1 )+n'O)= K dus y-lim Xm=O. Echter 

~~co sup Xm=( O, 1] , terwijl 1~/!co inf Xm=O, zodat 

lim X niet bestaat. 
m 

2 Zij lim X =X en p(X ,X)= € • Nu geldtvoor de rij 
n n 1n 

{Yn}, waarvan de eerste [-~-]+1 elementen gelij"k 

zijn aan x 1 de volgende 1[: ]+1 elementen gelijk 

aan x 2 etc., 

lim Y =X. 
D➔ OO D 

co 1 
dat Lf(Yn,X:)1':1+1+ ... =co, terwijl 

n=1 
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St. 47 Iedere zwak convergente rij in een volledige wh-
... 

algebra bevat een sterk convergente deelrij 

Bewijs: Zij V O 3K p(X ,XK )~ 2-n. 
n> n n 

co 
Nu geldt voor de rij { XK } , da t L f ( X , , XK ) ~ 1 . 

n n=1 n 

Volgens stelling 46 is de rij 

gent. 

{xK } sterk conver
n 

In stelling 45 is bewezen.,dat een volledige me;trische wh-algebra een 

ti-algebra is. We zullen nu laten zien, dat de op blz. 74 
geconstrueerde algebra JI II de kleinste u'-algebra is., die de 

(met .A' isometrische) algebra fi II der constante rijen uit 
0 

./.1 1 omvat. We voeren hiertoe de volgende begrippen in 

Def. 35: Is f een deelvz. van een tr"-algebra, dan is 

co 
j()' = { ~ An I An € j'] 

co 
f J' = { q An I An Er } 

Vervolgens herinneren we er aan, dat ~ 0
11 (metrisch) dicht is in 

,lj H 
Yi /J 11 J'f 

J; ., d,w.z. \J~ j O f-lim An=A. Volgens Stelling 47 is dit 
An 1111 

1)11 .J'I. 
\./"'9' 7 Q 

equivalent met 'A. ~ Bn lim Bn =A.We noemen A~ dan algebraisch 

dicht in c.A 11 • We bewij zen nu algemeen: 

Stelling 48: Is fi een r -algebra en is JI algebraisch dicht 
0 

in Jl. ., dan geldt fi.= ,Jl i-::::: .A 
or:r (I o 

Bewijs: triviaal geldt fic.JJ0 rrl en Jlc.J::J05,.,. , Is anderzijds 

A E .II, dan is er een rij {An} in A0 met lim An = A, dus 

00 CO 

U Ak = U 
k=n n=1 

.I) = J)o er er = .J/oJ<r 
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5 ~-additieve functies 

Def. 36: Een functie ~ op een algebra ~ heet additiefJ als 

r aan elk element Ac. Ji een ( eindig) reeel get al <f (A) 

t o e voe gt J t e rw i j 1 p ( A u B ) = <f ( A ) + f ( B ) J a 1 s 

AB= O (We zullen A en B dan disjunct noemen). Geldt 
co 

voor iedere disjuncte rij { A. } met U A E .. It, dat 
co QC n 1 n 

Cf ( ~! An) = ~ y>(An) 3 dan heet y1 q--additief. 

Oprnerking 1: Men kan algernener complex e functies op tAl. beschouwen; 

dat zullen we hier echter niet doen. 

Opmerking 2: uit ~(A) = <p(Au0)= f(A)+ f(O) vol 

dat voor i~dere additieve functie <A O)=O is. 

Stelling 49: Is ~ addi tief op ,jJ en geldt voor iedere niet 

stijgende rij1An~met lim An1 ) = 0 3 dat lirn f(An)=o 

Bewijs: 

TI-) CO n-~CO 

is 2 dan is <f cr-additief 

Zij { A ] een disjuncte rij en zij 
n ··r 

i\ * 
Zij verder SN= U An en SN = S 

'] 
SN, zodat ~irn SN=O. 

J\l--¾ QC 

[Ti_; :is S=S,J u,3~ zcdat e.p(S)cc= ({), (s.,,T), ep(s~N), dus 
l' ~\J ~ 

N QC 

)g(S)= lim f(S,~)ccc lim I <p(A )=) So(A ). 
N ,_,,co J N--1co 1 11 1 n 

Stelling SO: Is 1' (T-addi tief op de o--algebra J1 en is [ A J 
n 

Bewijs: 

monotoon in fl J terwijl lim An=A, dan is lim 'P( A )= , n· 

Is {A 2 niet dalend, dan is ep(A) = 
1. nJ I 

$"(A 1 uA 2 A1 v J\ 3 A2 u ,,.)= f(A,1) +[ f(A 2 )- f(A 1 )J+,,= 

= 1 i m r y,( A 1 ) + [ <p ( A 2 - <f ( A 1 j+ ... + [ <f (Ii. n ) - Y,' (' _ ,. )t -
n~co- ·~ 

lim 
n--ico 

Is { An} 

lim /\ = 
n-ico n 

,,.( A 11 , r, n 

niet stijgend, dan is {An} niet dalend met 

A, dus </J (I)- U_m ,p(A_ ) = lim (1-'(I)- f(A )= 
' n--,CD · n n-;co n 

= lim VJ(An) 
_, n---+CO ___ _ 

= 'f (A) = f(I) - tf (A) J dus lirn Cf(Ar)= tf(A), 
n-}CO 

1) Hoewel het limiut-begrip slechts voor ~-algebra's is ingevoerd, 
kunnen we, als lim sup A en lim inf A b~ide €~ zijn, oak 
in. een willekeurige al over limie~en spreken, 
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Stelling 51: Is tp o--addi tief en Sb::~ O op de er-algebra ,./I s dan 

geldt voor iedere rij {An}in fi: 

Bewijs: 

Opmerking: 

Def. 37:. 

,/}(lim sup An) (~ lim sup <f(A ) (2 ) lim inf iU(A / 3 ) , ,:;;; n ?- -, n:::., 
'r' ( lL1 inr ) " 

(1) lim sup An= 

50 is ~(lim sup 

(2) triviaal. 

00 
lim U Ak, dus o.g.v. stelling 
n --'!co k=n 00 

A)- 1i·m r11(1) Ai!" li:;1_ sup <o(Ai )== - r , _ -- .!_{ 1 ' , r 1C -
n n-;m h:=-n n-100 K ~n 

(3) f(lim inf An) lim inf 1f(Ak) = 
D-;)CD k~ n 

= lim inf f(An). 

Als lim A bestaatJ dan geldt dus voor niet negatieve n 
f 3 dat f( lim An) = lim Cf (An) is/ E,c::n later te 

bewijzen stelling zegt 3 dat iedere ~-additieve functie 

rte schrijven isJ als ,P=f1 -r2J waarin Cf1 en'l'2 

~ -additief zijn en niet negatief. Hieruit volgt 3 dat 

voor een willekeurige rr -additieve functie rf' geldtJ 

dat f(li~ An) = lim ~(An) is. 

Een additieve functie ~~ een algebra~ heet onbegrensd 

op X €. JI J als VP ;,,. 0 3 ~1 c. z I tp (Y) ! ~ p. Is $P onbe

grensd op I, dan noemen wet kortweg onbegrend. Een 

functie die niet onbegrensd is (op X) heet begrensd 

(op X) 

Stelling 52: Is een addi tieve functie y; onbegrensd op X f£ th' , 

Bewijs~ 

v -, 
dan v P ::, 0 ..:i c X 

Ir(/)! ?, p_, terwijl cp onbegrensd is 

op Y, 

1cies X 1 c X met /f(X' )/~}1'(:,~)f:-p. Is p onbe ensd cip Z 1 .,k:'..c::'s 

dan Y = X'. Is r begrensd op x 1 , dan is f onbegrensd 

op X X 1 
3 immers: is ~/ r-,,,_-:{1 !t(Z)l ~ Ms dan 

L_j"-"'.1 ., 
V j lu?f7ll1j > 1 (.J)(XnX- 1 )''1 -/rn(X 11 X 1 'Jl d V p ;, O X ! I ex l T \ - , 1 ,, / I .1 c ~ \ ?~ p, us 

jp(X"X')I:- p - IVL Verder is /r(x x')i~/Cf(X')l-l97(X)/~p, 

We lei e z en nu l = X X 1 • 
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Stelling 53: Een cr-additieve functie op een er-algebra <-Ii' is 

begrensd. 

Bewijs: 

Def. 37: 

Opmerking: 

Def. 38: 

Op grond van stelling 52 kunnen 

vinden met ] $0( Yn+1 ) I ;;:. ! 'f ( Yn) I 
00 

we 

+ 'L Zij nu 

Y = n Yn 1 dan is o.g.v. stelling 50 f(Y) = lim p(Y )J 
n-,m n 

du s O / SD ( Y) I = 1 i m f $'1 ( Y n ) I s t e rw i j l \ So(Y n ) I ;_,, n i s • 
n·-:i 

Nu is dus 

van 'f . 

)I= m J in tegenspraak met de definitie 

Een er -ideaal cz is een ideaal met de eigenschap: 
00 

a 1 s A 11c: cz ( n = 1 , 2 1 • • • ) J d an is U A c °' , 
1 n 

Een J-cofdeaal ( 20- rr -ideaal) <i( is een co'i'.deaal 

met de eigenschap: als A E~ (n= 1,2, ... ), dan is 
CD n 
n A t c< 
'1 n 

Uit de definitic volgt, dat een v -ideaal met {An J 
ook sup A en inf A bevat. dus ook lim sup A, n n ,, · n 
lim inf An en (eventueel) lim An. Analoog voor 

J -coidealen. 

In verband met de hoofdstol:1 tng over v -idealen 

en o--additieve functies 1 waaruit o.a. de klassieke 

splitsingsstellingen volgen (Hahn-JordanJ Lebesgue) 

voeren we volgende notaties in: 

Is 'f r:r -addi tief op de tT -algebra 

v -ideaal in f inH5ren we: 

+(X) = sup Cf (AX) 
Atrx 

.. ( \ \x/ - inf if(AX) 
A€.ix 

I (X) - l disjunc 

In het s ciale 
+ 

Cf 1 Cf en I if I 

en is h( een 

1) 
A X) I n 

schrijven we 

1) I& Deen operator en is c de voorw 1 onder welke D wordt 
toegepast, dan schrijven we D LcJ, bijvoorbeeld sup LC J 1 

[ tcJetc. in plaats van J etc. 
n ·~ 
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Stelling ;24: (a) m+(x) ;;,.o en q((X) ,s; O 't'"o( o( 

( b ) I <,e I ( X ) = <e/ ( X) - i- ( X ) 

(c) cp/., cp; enicel zijn er-additieve functies 

(d) j ~/ (x) = 0~ q>(AX)=O voor alle A E. °'. 

Bewijs: (a) is triviaal_. daar O ~o£.. 

(b):als A E ~ (n=1,2., •.• ), A disjunct.9 dan is 
n n 

LI cp(Anx)j =2.l r.p(AnX) ~ oj cp(AnX)-~~(AnX) ~ oj (fl(AnX)= <;c(BX)-(f)(CX) 

met B=Ulq,(AnX):,oj AnEcx_ en C=Ulgi(AnX)-$~ Aneo<., dus 

lcel(x)~ <r((x)- <g-(X). 

Stel., dat I q~J(x)<(f):(x)- ce-cx) is.9 dan zijn er YEcx en Zeo<. met 

I eel (X) < Cf( YX)- (f (ZX), cp(YX) > 0 en (p(ZX) < 0 is. We kunnen zonder 

beperking aannemen_. dat YZ=O is, immers: is <p(XYZ) ~ O., dan is 
- I -(p(XYZ)=<.p(XZ)- (p(XYZ)~<p(XZ)., zodat we Z =Y2 in plaats van Z kun-

1 -
nen nemen; is cp (XYZ) ~ O, dan nemen we Y =YZ in plaa ts van Y. 

Nu is dus l~I (X)<l(p(Yx)!+!cp(zx)j .. met YE:(>(, ZEo<. en YZ=O. 

Dit is in strijd met de definitie van j Cf! I . 
co c(, 

(c): is X=U X (X disjunct), dan is cp+(X)=supLAE~({J(AX)= 
1 n n ~ 

=Sup L AEo< J ~tp(AXn) ~L supLAecxJ cp(AXn)=Li_(xn). Anderzijds 

kunnen we bij iedere c >0 AnE°' 'cx/nE Xn en £ n > 0 vinda51, 
zodanig dat o/(An) >cp;(xn)-t.: en 4rcn~£. is. Zij nu A= l) An, 

co + .,.m.__ 1 
dan is ACX en Lm (X )~2_<:p(A )+e =(p(A)+£=(p(AX)+E-:;;r;(f2+(X)+~ 

1 'i"e< n 1 n ex. 

+ co + -dus Cf?_ (X)~:Z::::::CJZ (Xn). Voor (fd loopt het bewijs analoog. De 
~ 1 ~ ~ 

<r-additiviteit van j <P~l volgt nu uit (b). 

(d): uit I ctl (X)=O volgt., dat cp;-cx)=O is, dus dat (p(AX)~ 0 is 

voor alle AEo<. Evenzo volgt., dat q;o<-(X)=O is, dus datcp(AX):;i::O 

is voor alle A eo<. Dus q; (AX)=O voor alle A Ecx. Het omgekeerde is 

triviaal. 

]2ef. )9 ~ .Zijn o< en p cr-idealen in de o--algebra J+., dan geven we 

de vz {Au BI A E ct .,Be:f,} aan met (o1., p:,). Men ziet gemak-
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kelijk in$ dat (°',(3) een (J-ideaal is. Is o<. een hoofd

ideaal: o<. =(A), dan schrijven we (A,p). 

Def. 40: Zi jn c< en p 0--idealen in de ff -algebra Jt., dan heet o< 

hoofdideaal modula /3 9 als er een A ~ct is, zodanig, 
i O 

Bewijs: 

da t ( o<, f) = (A O , f) • 

>ieder element A cO\c(oe,p) is te schrijven als 

A=A 0 X UB met X E.cfl en BE p, dus A0 A=A 0 B E /3· 
<f'= voor alle A_Eo< is A=A 0 A UA0 A E (A 0 ,P,), dus 

o<. c( AO ,(3) en dus (o<, (3) c (A 0 ,f) . Daar tri viaal 

(A 0 ,[5) c (c< 9 r-,), is (A 0 ,f-)=(d,(3). 

StellinkL2.§.: (hoofdstelling): Is cp o--3t-ddi tief op de er -algebra JI. 
en is (3 0 = f,0 ((p) def {xJ V.cp(XY)=O} 1 ) ( f:,0 is een 

cr-ideaal), dan is ieder id;aal o< in fi hoofdideaal 

modulo f-,0 , 

Bewi,js: We zullen een element A0=A 0 (DZ) E ~ construeren, zodanig, 

dat cp(A A )=0 is voor alle A Eo<, Dan is ook voor alle XE. cf+ 
0 

(p(A A0 X)=0 3 dus A A0 E. (30 • Volgens stelling 55 is dan (o<,~0 )=(A 0 sf). 

Beschouw CD(= / <g</ (I)=sup L AnEo<_.An disjunc~LIQ')(An)I . We zullen 

aantonens dat we A1 ,A2 , ... kunnen vinden, zodanig, dat voor 

alle N geldt: 

(i) A1 ,A2 , ... ,AN zijn disjunct 

( N -· I I -N+1 (ii) is BN A) =A n AN, dan is voor alle A e o< ~ (BN(A) )~2 c°'. 

Voor N=1 kiezen we A1=b. Zij nu voor N=1,2,,,. ,l{ aan (i) en (ii) 

voldaan. Geldt nu voor alle A Ea<., dat I q,o</(Bk(A) )~ 2-k is, kies 

dan Ak+'1 =0. Is voor zekere A E o< I CPoJ (Bk (A)) > 2-kce,( , ldes dan 

Ak+'1=Bk(A). Aan (i) is nu triviaal voldaan. Is vervolgens A 1 E. o<_, 

dan is 2-k co(+j c~/(Bk+'1(A')) <jq~zl(Bk(A))+j(tj(Bk+1 (A'))= 

I I ) 1 I I - 1{ - -k+1 CRx_ (Bk,(A +Bk+1 (A ) ) = cp°' ( (A u A I Ak+1) n An)~ 2 co( O? grand van 
------------ 1 
1) Uit stelling 54 (d) volgt, dat (6 0 = {x \/cpj(X)=O} is. 
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de inductieveroTie!'st,::;llin[;, c~us I c~J (Bk-:--'i (A 1 )) ~ 2-k ct< . Ook aan 

(ii) is dus vol{~an. 
co 

We definieren r.1.,1, A = U A • Voor alle .\ E o< geldt nu o . n 
' 1-

1 cp I (A A )= li□ j' (D I (A (\ I,J=O. :Jus Cp (A A0 )=0 voor alle A Eo< 
o< o k->':0 --x 1 .-: '-

( zie St.54). 

Stelling_ 57: Het elcmf•':".t A0 in St. 56 is modulo (30 bepaald., d. w. z. 
els oo:;: (A:. G )=(c<.l' C ) dc,,n is A t,, A I E A • o· ,~o lo o o 1-0 

0:nge1;_:3erd volgt uit A0 6.A~E (30 , dat (A~, /30 )=(o1..,t30 ) is. 

Bewijs ~ Volgens St. 55 :ts -A I A E /3 en A A. 1 E B , dus o o lo o o lo 
I -1 - t A b.. A =A A u A A E f?., • o o o o o o ro 

Is anderziJ"d.s A .1::, f, ! 1::. A. c.e,n is voor alle A Eo< o o o· 
A=A 1AUA 0

1 A=A 1AUA. 1 (A A uA .'\. )=-=!\ 1AuB: met B 1=A'(AA u AA 0 )€: 80 , 
0 0 0 0 0 0 0 0 /1 

omdat A~Ao E /3o e:1 A AOE ft· 

0pmerk;J9g: Teve:--is blijkt, da,t •.roor alle X E J+ (p(A 0 X) = 

=m((A A' uA A1 )X)='''(A J\ 1::'='=- r?(A 1 X). 1 oo oo I oo·, o 

In verband mot de ts besprclce~ splitsingsstellingen definiMren 

we de volgend.e rF-ideglen: 

Def .41: Is cp c--,:,,r;(j_t~ ~r_· op C:; a--algebra cit en is o< een o--ideaal 

in cP- ,, ('1_~.._.., c:J~ 8f i ni <:;T'? 1.~. 

f'o 0 _r .. ly == (' (,-~) = \ .J.~ I ~ ~ c;(t 

(1-i+ -'-
( rl.) 

l 

-- f' == X, 'r E. o(, 
I ! ... ~ 

r .. f!:,-(c-t) 
. 

= -- ·.' X \ X ~ --;< ) 
J 

Moen gaat gen:"Lk!,el; __ ik 11"'., c~a'c 

Voor o< = cl1- vinc.t m8n p, 0 (JJ-: =-= p. ,o 

(T-idealen zijn. 

+ ~ - -
Stelling _5~: Z!,: .A. 0 :::-i'1.. 0 C": ) :::· l\. 0 =-=f. 0 ( p )_,, can is voor alle Ac°' 

c,o(A A0 ) ~ o e:1 ?(A A0 ) ~ o. 

Bewij st Stel.? d:=i. t <? (A .. I~) > 0 is_, 'cPrw~.j 1 A1 E ex. Dan is A1A~ ¢ p, +, 

daar wege~s A"'.A~ E ;/-, d2,r. oo!{ A 1 E p+ zou zijn.9 in welk geval 
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cp(A,,.iJI:.+ )=0 zou zi jn. Er is dus een A2 E o<, met A2 c A1 met 

rp(A2A~) < O. Zij k 2 het kleinste natuurlijke getal met de eigen-
o -+ 1 

schap, dat er een Ac A1 is met cp (A A0 ) ~ - k- • 
-+ 1 2 

We kunnen dus A2 zo lciezen 3 dat <p(A2 A 0 )~- 1{ 2 , terwijl voor alle 

Ac A1 geldt., dat <p(A A~)> - k 1_1 • Nu is cp (A1 A2 A~) = 
2 

-+ + =(p(A1 A 0 )-cp(A2 A0 )>0. Evenals boven kunnen we nu A3cA1 A2 

-+ 1 -vinden met Cp (A3 A 0 )-:;- k
3 

<0 3 terwijl voor alle Ac A1 A2 weer 

~(A A~)>- k 1_1 . Zo voortgaande vinden we een disjuncte rij 

A1 , A2 , ••• , m~t de eigenschap cp (A A+)~ - : , terwij 1 voor alle 
N-1 n ° n 
/) - -+) 1 A cA1 r I A_ geldt 3 dat cp(A A >- k _1 • Omdat 
? n o N 

CD -+ ~ -+) ~ 1 1 
-co <cp( l) A A ) = L--(p(A A ~ -.:::::_ k is lim k = O. 

2 n ° 2 n ° 2 n n-HD n 
co n A , dan is voor alle X Ecft en alle natuurlijke N 
2 n 
, dus cp(BX):;;. O voor alle XEcA-, dus BE p+, d.w.z. 

Zij nu B=A.i-~ 
1 

cp(BX) > - l{ -1 
N 

E=A +z u B met Z EcH en B E f3. 0 • Ui t ce defini tie van B volgt echter 
0 0 0 ,- f:: + 0 -+ -+ dat A B=O is 3 dus B cf , zodat cp (A 1A ):::: (f(B)+ (A,,A A )= 

oo o oo o 2 o n 
L (A +A ) ~ -L.: ~ 0, in tegenspraak met de veronderstelling, 
2 o n 2 n 

dat (p(A1A~) > 0. Op analoge wijze toont men aan_. dat cp (A A;);,, 0 

is voor alle A E o<. 

Stelling 52: voor alle X Eflis (£,+(X)= <p(A~X) en Cf&-(X)= cp(A~X). 

Bewijs: ({)+(X)~<p(A+X) (zie Def.38), anderzijds volgt uit St,58_. 
rc.-1_ o -+ + 

dat voor alle A Ee< geldtJ dat (p(AX)=<p(A A0 X)+cp(A A0 X)~ 

~<p(A A:x)~cp(A~X), dus Cf:x+(X)<;cp(A~X), Evenzo bewijst men 

cf (X)= cp(A~X). 
Speciaal hebben we voor ·oZ=0,A- 3 c.1at X)=cp(A+X) en c.f{X)=q>(A- )is. 
We zijn nu in staat om de bekende splitsingsstel~ingen te bewij en. 

Stelling 60: (Hahn): is cp u-addi tief op de u-algebra Jt _. dan is 

er een element PEJ+ met de eigenschap 

X C p ~. <p (X) = I cpl (X) 

X C p ~ Cf) ( X) = - I cpl ( X) 
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Bewijs: beschouw cltals <T -ideaal en definieer A~ en A~ als in 

St. 58. Voor alle ~!cl+ ~s cp ~~) = ! (A~X) + cp (~;xL _ terwij 1 ui t 

St.58 volgt, dat A 0 E f- en A0 E f3 is, dus A 0 b. A0 E fo· 
Nu is dus <p(A~X)= cp-(X) (zie St,59 en Opm. na St.57); zodat 

+ - + - -+ cp(X)= (fJ (X)+ cp (X). Voor Xe A 0 is cp (X)=O en voor Xe A0 is 

~o+(X)=O. Daar (St.54) !~crl (X)= cp+(X)- cp-(xL voldoen P=A~ of 

P 1 =A; aan de gestelde eisen. 

Opmerking: het is duidelijk, dat de splitsing van Hahn niet 

eenduidig is: als P voldoet en P 1:::, P 1E 13 0 is J dan voldoet ook P 1 , 

(zie St.57 en Opmerking daarna). 

Stelling 61 (Jordan): is cp lf-additief op de a--algebra tfl-, dan 

zijn er O--additieve functies cp1 en cp2 zodanig, dat 

(p(X)= <p1 (X)+ cp2 (X) voor alle XEcfl, terwijl 

cp1 ( X) ;?. 0 is en cp 2 ( X) ~ 0. 

Bewijs: Kies cp1 (X)=cp+(x) en qJ2 (X)= cp-(X) (zie bewijs St.60). 

02merking: zie opmerking na St.51. 

Stelling 62 (Lebesgue I): is <p u-additief op de atomaire algebra 

rft, o<.d het CT -ideaal van alle ui t hoogstens aftelbaar 

veel a tomen bestaande eln van efeen is Ad=A 0 (c-.1:d), dan 

zijn er CT-additieve functies cpc en cpd zodanig, dat 

~(X)= cpc(X)+ cpd(X)voor alle Xcfi, terwijl Qc(A)=O is 

voor A E o< d en (i? d (X) = (yd (AdX) voor alle XE~ 

Bewijs: neem cpc(X)=(fJ(AdX) en (Od(X)==(p(AdX) 

Men noernt cpc het continue deel van cp 9 (pd het discrete deel. 

Def.42: zijn cp en~ cr-additieve functies op de er-algebra t#, 
en is 4';::0, dan heet <p absoluut continu t.o.v. If (nota

tie: cp=O(l/J)) als uit y; (X)=O volgt, dat r.p (X)=O . 

.§telling 6:S · (Lebesgue II); zijn cp en 4' v-addi tief op de (J' -algebra 

cl+ en is (}' ~ O, dan zijn er cr-additieve functies Cfr 
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en cps met de eigenschappen: cp == C()r + cp5 :; cpr =- 0(\.}J); 

is o<s== {x j tp(X)==O} (d.i. een o--ideaal) en is 

A =A (o< L dan is cp (X)= (fJ, (A X) voor alle XEcfi.. 
S O S S S S 

Bewijs: kies rn (X)== (f)(A X) en Cf)== cp(A X). 
Yr S S S 

(P. en <Pc heten respectievelijk het reguliere ( of absoluut contir s 
nue) deel en het singuliere deel van ~o, 

Stelling 64 (Radon-Nikodym): zijn cp en~ u-additief op de 

u-algebra c./4-J is LjJ ~ 0 en is cp=O(!.JJ), dan zijn er 

voor iedere , E >0 reele getallen en en BnE cit zodanig, 

da t voor alle X e elf 

f cp(X) - ~OJ_ 
n= -OJ 

I 
c +' ( B X )/ < E- o n n 

Bewijs: ziJ voor reele c C,Dc=c cp- cp J /3~= (/(<p0 L (>~= f 0 (<f0 ) en 

A 0 =A 0 ( (;). Nu is voor c 1 ~ c 2 steeds cp c ~ {fe en /3 ~ :::> f3 6 , 
1 2 1 · 2 

eehter niet noodzakelijk A ~ A , We zullen de A nu vervangen c 1 c2 c 

door (t.o.v. A 0 ) equivalente elementen E J waarvoor deze monotonie 1-c C 

wel geldt: zij R de vz der rationele getallen en Ec=nLu::.c_;u.,;. ajJ\J,· 
Nu zijn de E monotoon. We moeten nog aantonenJ dat voor alle c 

C ' 
E t:,. A E 8° is. Voor alle u > c is E E J3u'J dus voor alle XEcNis c c r~c c r 
(P, (EX) :::::oJ d.w.z. rp(E X),$u lf(E X)J d"lS oak q:l(E x)~ C lV(E X). 

U C C + C _ O C C 

Dus m (EX) >-O, d.w.z. E E J3, zoda,t E f-'._ E /3. Verder is 1 C C C r-c CC C 

E A =A U j u > c : u E R I A = U I u > c ] u :: R I .D. A s t erw i j 1 v o or a 11 e 
CCC -- " 1Ju L - CU 

X Er:ft- en alle u :::,, c co (X A A );,,u u1 (X A A ·• is en cn(x A A ) ~ c 11J(XA A), 
1 C U r' '.3 U' r C U ' C UJ 

dus ~o (XA A ) =C 1p (XA A ) , dus A A e f., voor alle u > c en dus 
CU CU CU /~ 

A E E P..°, dus A 11 E E 13°. Men gaat verder gemakkelijk na_. <lat c c 1-c c c r·c 

E continu van rechts is, d,w.z. dat E = :i.nf I u::::,.cl E 
C C' L - u is. 

We defini~ren tenslotte E =I en E = _1m E. 
CO -CO C-➔ -OO C 

We kunnen nu bij gegeven E.,. > O cn=c11 ( E _: vinden met de eigenschap 

O<c 1 -c<c:_s(bjjv. c=nt.). n+ n t1 
lim c = + oo, terwijl ,. n 

n ~ +OJ 
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Definieren we B =E E dan zijn de Bn disjunct, terwijl 
oo co n °n+1 °n' 
U B = U E = I. Nu is Bn c E en Bn c E , dus voor alle 
-co n -co 0 n °n °n+1 
XE Ji-is en 4' (BnX)~cp(BnX) ~en 41 (BnX)+c 4,J(BnX), zodat 

00 00 

LC 41(B X)~tp(X)~ Le 41(B X)+c-tp(X). Daar 1.;J(X) begrensd is, 
-co n n -co n n 
is hiermee het bewijs voltooid. 

In het speciale geval, datcA- een 0--algebra is op de deelvzn van 

een puntruimte Xmet punten x, kunnen we St.64 als volgt formu

leren: er is een reele meetbare1 ) functie f(x) zodanig, dat voor 

alle XE cit 

(p(X) = f f (x)d 4'. 
X 

Voor f(x) kan men nemen f(x)= inf L xc: Eyj y. Daar 

{xf f(x)~ a} =EaEcfl., is f(x) ~eetbaar. Kiezen we en= .sn., dan is 

tc: (x)= f, minlx <'= EskJ k- E.. = ~co en )(B (x) een trap-functie met de 
- n 

eigenschap tc.(x) ~ f(x)~ tc.(x)+ E.. Hieruit vol.gt; 

~c ~v (B X)= J tc (x)d ty 21 }r·(x)d 4' ~ j t£ (x)d41 + t !.f(X). Met 
-co n n X X J X 
Stelling 64 vinden we nu cp(X)= f (x)d y;. 

X 
Daar {x\f(x)~o} =E 0 =A 0 (f-~)=A 0 (ff(cp))., volgt uit St.54 (b) en 

St.59 datlcp!(X)= <p(E X)- cp(E X)=_f f(x)rl ~"' - J f(x)dip = 
o o E X E X 

o ojj 

6. Waarschijnlijkheidsrekening 

= jf(x)I d 1t'· 
X 

Tot slot van dit hoofdstuk zullen we een kort overzicht 

geven van de wijze, waarop met behulp van de hier behandelde 

1) Een functie f(x) heet (JI-) meetbaar als de vz fx/f(x)~a}Ecfe 

voor alle reele a. 
2) Ophet integraalbegrip, dat in een volgend hoofdstuk zal war-

den behandeld, gaan we hier niet in. 
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theorie een opbouw van de waarschijnlijkheidsrekening kan worden 

gegeven. 

Bij de verzamelings-theoretische opbouw van de waarschijnlijk

heidsrekening gaa t men ui t van een a-- -algebra JJ- van deel verzame

lingen van een puntverzameling (ruimte) X. Op cA- is een functie 
* p gede~inieerd met de eigenschappen 

(1) v;- p-u-(A) ~ 0 

(2) p*(r) = 1 

p➔' ( t5 An) 
CX) 

* (3) =L p (An), als AnAm=O voor n -1,. m. 
1 1 

Hier gaan we uit van een algebra c.l+met elementen A.,B.,C., ... 

(eventualiteiten), waarop een functie P (waarschijnlijkheid) ge

definieerd is met de eigenschappen (1) en (2) en in plaats van 
(3) de zwakkere eigenschap 

(3 1 ) p(A uB) = P(A)+P(B), als AB=O. 

De functie f (A .,B) def p (A .6.. B) is een pseudo-afstand op cA-
( zie Def .25) met de eigenschap ) (A uB,O)=f(A.,O)+f(B.,O), als 
AB=O. Nu is JJ-dus een wh-algebra (Def .34). Met behulp van de in 

St.43 beschreven uitbreidings-procedure kunnen we nu overgaan op 
een volledige metrische wh-algebra cA 11 • Volgens St. 45 is JJ.11 een 

er-algebra, waarop deafstand fen dus ook de waarschijnlijkheid 

P o--additief kan worden voortgezet, We hebben nu een ff-algebra 

cftn gekregen met een functie P., die aan (1L (2) en (3) voldoet. 

We hoeven hier dus de 0--additiviteit niet te eisen. 

In deze opbouw ontbreken de 11 elementaire eventualiteiten 11 , die in 

de verzamelingstheoretische opbouw worden voorgesteld door een
puntsverzamelingen. Bovendien bevat de algebra cA- 11 slechts een 

element met waarschijnlijkheid 0., nl. het element O ( JJ.-11 is immers 
een metrische verzameling). 

In de verzamelingstheoretische opbouw worden stochastische 

variabeien ingevoerd als re~le meetbare functies op de ruimte X. 
~aar we in ons geval niet over een puntruimte beschikken, is dit 
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hier niet mogelijk. We definieren nu een stochastische variabele 

als een a-'-homomorfie van de vz lrder Borelvzn op de reele as in 

de algebra cfl 11 , dus een afbeelding h, die aan ieder element B E 53 
eei. element h( B) E JJ.n toevoegt., met de eigenschappen 

co co 
(a) h( LJ B ) = LJ h( B ) 

1 n 1 n 

( b) h(B) == h(B). 

Men gaat gemakkelijk na, dat deze definitie een generalisatie is 

van de verzamelingstheoretische definitie: de afbeelding 

B--1>[xlf(x)E B}is een <T-h.omomorfie. We noemen deze de if-.homomor

fie voortgebracht door f(x). 

De verdelingsfunctie F(x) behorende bij de bovengedefinieerde 

stochastische variabele wordt nu gedefinieerd door 

F(x)==P(h((-oo.,x )). 

De hier besproken opbouw van de waarschijnlijkheidsrekening 

is echter geen wezenlijke uitbreiding van de verzamelingstheore

tische opbouw. Men kan bewijzen (zie b.v. R. Sikorski, Boolean 
~ 

Algebras), da t bij iedere a-- -algebra cA- een <T-algebra 3" van deel-

vzn van een ruimte X bestaat en een 6-ideaal o< in <jP zodanig, 

dat Jt = 7f /c,t. • We kunnen nu dus met de verzamelingsalgebra cgi' werken, 

al s we de waarschi jnlijkheid P * op </i' definieren door p* ( F) =P( A) 

voor alle Fe Tr', die op A worden afgebeeld. Verder kan men bewijzen 

dat bij iedere 0--homomorfie van :J3 in C(f/o1, een reele (¥') meetbare 

functie bestaat, die deze homomorfie voortbrengt. 



1.,.9':l 
Errata bij de syllabus S~ van het colloqium Waarschijnlijkheids-

rekening 1961- 1 62 o.l.v. Prof. Dr. J.Th. Runnenburg. 

blz. 
1 
4 

6 

15 
18 
19 

20 

22 

23 

27 

28 

30 
34 

38 

40 
41 

44 

regel 
8 v.o. 

6 V. b. 

13 v.b. 

12 v.b. 

9 v.o. 

9 v.o. 
5 v.o, 

14 v.o. 

11 v.o. 

"17 v.o. 

12 v.o. 

4 v.o. 

12 v.o. 

3 V,O, 

5 v.b. 

11 v.o. 

7 V. b. 

13 V, 0, 

3 v.b. 

7 v.b. 

13 v.b. 

5 v. o. 

4 V. O. 

15 VtO. 

15 v.b. 

moet staan: 
{ w l u.> ¢d\.} 

), toevoegen: met de ge-

bruikelijke (Euclidische) afstandsdefinitie; 

n 
n 

1.3.4 
voor elke 

J~ nr =o 
nu bevat iJf 

u r( 2 ) 
ii V 

m (r:i r") 

van 

( "T \ ~'-1 -' 

blz. 

Llw 
1 

X 

L\ b ,1 I 
\ 

i 

l{ 
u 

i==1 

D. 
k 

1. 3. 3 

voor elke )'-
A fl=O f 

(J f 
nu bevat if 

u r:( 2) 
>. .A 

m (~ ~") 

vzn 

(x_1' 

blz, 

< 

1 
i~bi1 ( 

cl~ ,,·1 
_..._j 

de eerste boven - index van het A- 2 ool is a. 
]1 

voor 1, ... , l voor i = 1, .. , , 1 0 0 

het ~ -teken aan het eind vervangen door: 

= f ( { z l a < z ~ b+c en z 1 b f ) ~ 
~ /,A. ( { z ) b < z ::% b+c } ) o/A( { z J z ~ b+c en z :¢ b}) 

~ :,,_;,, 0 j 62~ 0 ~~ 0 

-z. 
l 



blz. 

49 

53 

56 

57 

58 

59 

62 
64 

66 

67 

68 
69 

70 

72 

73 

regel: 

4 v.b. 

10 v.b. 

12,13 v.b. 

1 v.b, 

2 v.b, 

7 v.b, 

9.,10 v,b, 

staat: 

schrappen 

St. 3 

-2-

St, 2,(f) en Def. 3 

St. 6 

,terwijl ... volgt 

14 en 16v,b, conjunctie 
6 v.b, 

2 v,b 
4 v,b, 

8 v.b. 
15 v,o. 

9 v.o. 
2 v.b. 
2 v. o. 

7 v. b. 

17 v.o. 

13 v.o. 
12 v.o, 

8 v.o, 

8.,11 v,o. 

A :s 
A? 

St, 16 

Een deelvz 

het maximaal 

een X €f_o:-. 
A E:o< 

Q 

B 

1·aar.schi jnli jkheid 
van 

coideaal 

(An Bn) 

St. 41 

moet staan: 

( ck., d k] 

IM 

St. 6 

St. 2 en St. 3 

St. 3 
All/I A" 1111 en C ., dus A CA., 

waaruit met St. 2 volgt 
disjunctie 

A u :§ 

(An B) 

St. 17 

Een niet-lege deelvz 

heet maximaal 

en X ¢ o< 

A f. ot. 

A 
B 

waarschijnlijkheid <;o 
aan 

coideaal ci. 

(A;1v ~n) 

St. 38 
7 v,o. 

3.,4 v,b, 

3.,4 v.b. 
6,8 v,b. 
5.,8.,15.,1r:. 
18 v,b. 

de tweed0 X ~~ 0 t Y ZiJ'n n•' · · n+k 

4 v.b. 
6 v.b. 

semi 
x,y 

I 

An 

lim 
n--

-1 m 

9,8.,4.,3., v.o. semi 

7 v,o. ;:,(A,1B) 
.I 

(Xn u Yn) 
X u Y 

pseudo 

X,Y 

,U I 

A 

lim 
m~co 
2-m 

pseudo 

? (A.,B) 



blz. 

74 

75 

76 

77 

80 

88 

regel 

7 v.b. 

1 v.o. 

3 v.b. 

7 v.b. 

2 v.o. 

3 v.b. 

staat: 

f(BLlX) 

<co 

X 
Yn en 

f(Zn x,o) 

n J}. dr:r 

-3-

rnoet staan: 

f(BAX,O) 

Yn = X en 

(Z X,O)~ n 

achter 11 Bewijs: 11 invoegen: Stel dat cponbegrensd 
was. 

6 v.b. (e.v.) p p 




