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Tevens is gebleken, dat we i.p.v. de K -meetbare fi
Bairefuncties Vy kunnen bestuderen, als vzn met maat O voor ons
niet interessant zijn: d.w.z. als we alleen kijken naar die
eigenschappen van een functie, die deze functie met alle andere
er A-biljna overal aan geliljke functies gemeen heeft,

Op analoge wijze kunnen we aftelbaar veel of zelfs méér dan
aftelbaar veel functiesf (w) verplanten van £ naar RT, waarbij T
de indexvz der ft(aﬁ is. 8%.is nu de klasse der Borelvzavan RT,

d.w.z., de kleinste g -algebra, die alle cylindervzn

m

{y‘!yt <a a5 x: Sag,eua,yt £ an} (met yﬁ‘Rlﬁ n eindlg geheel en
1,a2j.u°,a &R) omvat.

2.1 (c) Convergentie #=-bijna overal

Met ‘K -meetbare functies bij een maatruimte (!2,3{,}Q kunnen

allerlei operaties uitgevoerd worden, zonder dat we de klasgse 56

verlaten.

Als fq(M), fg(w),,,,j fn(w) K -meetbare reele puntfn's zijn en

@(yq,yg,,n,,y ) een retle Bairefn is, gedef. op R, dan is
@ 2((u) a,fn(w)) een J-meetbare reele puntfn.

Laat g% de klasse der Borelvzn van R zijn.

Eal

» . “f
St.2.1.3: Toepassing van een Balrefn op J{—meetbare reele Ln‘s

™~
levert een ;A:—meetbare reele fn.

Bewiljs: {f ‘ (W) % a%: {Mi@(fq(mlf (w),...r (w)) < a} Als nu

def? ‘ | .
B(a) l{y](@(y,l,yp,wwynzsa} i ., want ($ is een
Bairefn, Dan is ook {wig( ) s a} :{}dif(w)E.B( »:K‘C:% als
f(w)dgl(fj(W)jfg(w),n.o,f (). is en we gebruik maken van het in

2.1 (b) bewezene,.

oo}
o
@
)
I"“'
2
w
W

7:

Maar dan is dus ook 4w w) % a’a:K»vcor elke a &R,
& §

St.2.1.4: Als f(w) en glw) K-meetbare reele fn's bij maatruimte
Lﬂl,ﬂﬁaﬂJ zijn, dan zijn ook ‘f[,cf (met ¢ & R),
+g, f-g en f'g S{ﬂneetbare fnts.

Bewideg: pas 3St.2.1.3 toe. Dat @(yq,yg):yqyg een Bairefn op R° is,
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volgt uit het feit, dat {(yq,yg)l VoS a} een gesloten deelvz
van R2 is (hetgeen weer volgt uit: VYo is een continue functie
van (yq,yz)) en dus een Borelvz voor elke reg&le g.

*laydef Llw)+ tgf(uo)l en £ (w)0Ef f(w)-gl £()]

Opm., Ook f zijn dus

yc—meetbaar, als f(w) het is.

8t.2.1.5 Als £ (@),f(w),... een rij K -meetbare fn's is bij

maatruimte (£, K ,4) met lim £, (w)=f(w) voor alle we./-\'.
N =00

met ./\.e.x en ,u:(-/\- )=0, dan is f(w) op _/\. %-meetbaar’,
d.w.z. {w\ (w) €a en meA}eJC voor elke aeR

Bewijs: definieer f (m)dgf f(w) als we./\.o, en fg(as)d—g-f fn(cu) aljsg
a1
o als weh 0 Bls
dan 1s f*( )= lim f (oa) voor alle wefl, Met
11 e 0O
def % A
A n(2)8 | f(@) < av 7 }
. ® 0
voor m,n=1,2,... geldt: ,/Lm’n(a)@.?f, dus voor A (a)= AR, n{Ln}k(a)

#®
geldt ook ./\. e% voor alle aeR.
Uit £ (@) s a volgt f ( O)5a+ % voor nkno(m) en blijkt « e.k( ).

5 A
Uit f ( )> a volgt fn( o)" a+ mig voor nxn_ als mg voldoende
groot gekozen wordt. Dan blijkt ook aJO ¢A(a). D.w.z, voor alle

a &R geldt
- {w(f*(co)s al,

zodat{m[f%(o))s a}af/’{ voor alle a&R. Tevens is:”f%(w) is K-
meetbaar" equivalent met "f(w) is op J\-O K -meetpaar",

Opm. Als/w geen volledige maat is, kunnen we niet concluderen:
f(w) is K -meetbaar; als s wel volledig is, gaat dit wel.

Altijd geldt: behoudens op een vz van de M -maat nul is f(w)gelljk

aan een O’f—meetbare fn,

St.2.1.6: Als fq(w),fz(w),.., een rij A -meetbare regle fn's is
bij maatruimte (L ,H ,%) en J\.dgf{Wt lim f_(w) bestaat} s

N =$C0
dan is MNe :K:

&
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® ®©
Bewijs: controleer A= ) | N {w an(m -

m=1 n=1 k=1 frcl®

@)} 2}

Opm, Ook lim sup fn(w) en lim inf fn(w) zijn K -meetbaar.
1 w3 CO N ~300

2.2 a-integreerbaarheld

We zullen in deze en de volgende paragraaf de volgende notaties
gebruiken:

R is de vz van de regle getallen,

R+ is de vz van de niet-negatieve re&le getallen.

§=RKJ{—G%+TD} is de vz van de gegeneraligeerde regle getallen,

waarbl] met de getallen * ® gerekend wordt volgens de afspraken:
a.(+m)=(+®).a=+t® en (-a)(+co)=(+w)(-a)=+® voor 0< as00;
0.(+co)=0; -w<a <w voor elke a € R;

a+(+oo)=(+w)+a=tco voor a& R en a # + oo .

§+ is de vz van de niet-negatieve gegeneraliseerde re&le getallen,
Men verifieert gemakkelijk dat voor a, en bje'§+ altijd geldt:

cO

Co 0 99)
(2, )2 b)=2 2 =
k=1 j=1

k=1 §=1

g}, resp %+ resp. 9' resp. §?+ is de klasse van de L-meetbare

deelvzn van R, resp R resp. R, resp. R .
Hierbij is §T= ?PLJ{{ +o}, {—03}} met de afspraak:

({ +o0})=pm ({-0})=0.

Voor @CZ(quaflg)verstaan we onder @“H Uﬁqﬁ qu):

Cﬁwq ={w2 | (edys @ )ed}.

Vooruitlopend op par.2.3, waarin productmaten onderzocht zullen
worden, zullen we eerst een stelling (2.2.3) bewijzen over de op
een product van twee maatruimten geinduceerde maat., Stel dat
(12y” ?V’/MV) (¥=1,2) twee & -finiete maatruimten 21Jn Toor een
uitbreidingsprocédé als in par., 1.4, zullen we op Bﬂ ?2) een

maat construeren, die voor productverzamelingen ( g ?Q
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gelijk is aan /&1(/\1)./b2(/\2). Volgens par. 1.4 is het voldoen-
de op ?1*‘?@ een ¢ -additieve, ¢ -~finiete inhoud m te defini-
eren met deze eigenschappen. Volgens st.1.2.5 bestaat ?1x

uit eindige verenigingen van ( A', /\2) met Ale 51 en /\QC;

fterwljl een dergelijke vereniging altijd disjunct geschreven kan

2

5

worden, Door de hierboven aan m opgelegde eis is m dus al vast-
gelegd op gf,}x ?2. Voordat we m echter kunnen definigren, dienen
we eerst de volgende eenduidigheidsstelling te bewiljzen:

5t.2.2.1: Als §= U \ffk = ’5’1 » met Yy =( ﬁ”‘?q"?z;
|___|/\’]1/\2 M , . =0
Vi=C Ay Ag)e ?q Fos kifrg a3 Vrkz en
11#12=¢xyirw yfi =0, dan geldt

f_j (A ps( A D)=

X { 1 !
; poq O ) Aol

2)

Als deze stelling bewezen 1s, is de volgende definitie toelaat-
baar:

Tef,2.2.71: De verzamelingsfunctie m op 919492 wordt gedefinieerd
door:

n
m( )= ,E:: DAY,

voor

b=

A= (A, AZ)n (Al AS)= 0.

ﬁC:s

q(/\;,/\.i) met(/\k,/\ )6 2R (f en

Uit st.2.2.1 volgt dan vrijwel direct:

St.2.2.2: Door def.2.2.1. is m op g;qx gz eenduidig bepaald; m is

een @ -additieve, ¢--finiete inhoud.

Voor het bewijs van st.2.2.7. hebben we de volgende hulpstelling
nodig:

[

Hulpstelling: Bij ieder eindig stel deelvzn A , An.van een

/lg-..
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vz £)L bestaat een kle%nste systeem C( A,P,uv, A11)={ Fq,.g.,fﬁN(n)}
van deelvzn fjk van /\k met de volgende elgenschappen:
k=1

a) de ' zijn disjunct .

k

b) ledere A, is een vereniging van Fj's,

Bewijs: Zij K(w)= {k &mauﬁt%en K(w)=-ikiusej&k}o Dan voldoet de

volgende keuze van de vin Mo

def
e A
M) (kng(w) k)r\(k:ﬂﬁ(w)

-

Ry

[y

Want stel w'e ['(w), dan volgt dat voor ke K(w) m'e.JLk is,
en voor ke K(w) geldt w.'c A dus K(w')=K(w) en K(w')=K(w), dus

k’
M(w')=T(w). Tus @' & M(w)=>T(')n"(w)=0. Verder is
Ak: A '(w). Dat er slechts eindig veel verschillende [''s zijn
e

™

volgt uit het feit dat de ' 's een deelklasse vormden van de uit

n .
2 elementen bestaande klasse van vzn van de vorm

z1ljn de atomen van de kleinste algebra
SPR An bevat.
We voeren nog de volgende notatie in:

Opm. de vzn rq,una; PN(n)

(en ook: ¢ -algebra) die A

IC( A)=-{k !Pkc A en Pke C} .

We gaan nu over tot het bewijs van st.2.2.71:

1° o Aq),,mg(,kz) Qi) éi% ;;_/aq(f\;)o,wg(ﬁ %), als gegeven is:
N(2) k§1 Ai{ (v=1,2); k%k‘r%AAzcﬂ.Af,aO (y=1,2)
BewiJs:
JeC AT AE)(i)(é; o /\Q)Mé/wg(/\f )=;; 1’%; AoalAg) A (A
>
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1 ,2,(2) M 1,2 , 1
(AL AR E) U (ANLAS) wad= (A LAR a(A ) AE)=0.

v 1Y %) % Y
Bewijs: 21J Cy= C(/\,I,.”,/\n, A )={F1,.,,, I } en

N(V)
Y Y
Lg (ﬁ\k)=LV(k); LP(O):LC\( A7), Tan volgt uit het disjunct zijn

¥
vah de vzn ( A A ), dat de vzn (Lq(k (k) voor k=1,2,

disjunct zijn. Verder geldt:(Lq( ), 2(0 ED (J (Lq(k),Lg(k)).
=1

Dus:

(AT, A%)= U U ()22

U U
0) 1 2 k=" kqeL,](k) k,@ L2(

1 2
(MM ie,)-

k)

Tus, door tweemaal toepassen van 1 :

0 o=
Al A ABIE) 2 o) 2. (M) upr? Q)
1

n m
QS. 2: /Lq(ﬁ\;)»/kg(ﬁ~§) E ggﬁxaﬂcl\;)°/kg('A i), als gegeven is:

O (ALAZe U CAL A2y whe=> (ALAR) a(A L, A 2)=0,

¥
) en L(k)=L, (A);

Y
Bewijs: Voor C,=C( A’V'““’ A - ,

v
L'(k)=LC ("A ) geldt:
¥

ktzjq (L,(k), Ly(k))c kk:Jq (L5(k),L5(K)),

en de eerste vereniging is disjunct. Het bewijs looptmet behulp

. . o
hiervan als onder 2.

B

4° A ( A 1)./L2(/\2)= ey Alz),fbg(A i), als gegeven is:

k="

il

O
(A1552>=k!q (AL AZ)s hc = (A LAE) N (AL NED)=0 .
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Bewijs: Uit 2° volgt onmiddellijk voor alle n:
Mo ATy (A Z/w (A ).
1 Mo 4( o
Dus:

(1) s (AL Z/u ). fo(A D).

Voor A /\1),Ab A°)=0 is de bewering triviaal, want als bv.
qu(ﬁ, )=0 is, dan ook voor alle k /Lq(f\k)=0 ete,
We veronderstellen dus
¥

fpp(/\ )> 0

en kiezen getallen ﬁq en .kg zo dat
Y
0 < 7\y<,/"‘ly ('-!\ ) »

Dan voeren we de volgende vzn in:

(A LAD}.

=
n{ o

Nola)={w, | (W w,)e )

Dan geldt
NOBE) A2 vVoor n=¥ 0o
Dus:
Ao (AW N pl AT)

dus er is een Ng(wq), zo dat voor n >N2(w1) geldt:

Mo S(w,))> Ny

Verder voeren we in de vzn:
oo
{w (ca,))>"km en w_ e U AL,
| 2 i K= k

. _ 1 _ n - .
21y ¢, =c( N, . A )—{ 1,,,,,§‘N(n)} . Dan geldt:

) . Nn n n T oang,
Uit w4o¥1k en cdqclpk volgt 1\2(w1)~ /\2(w1> (zodat we ook kunnen
.. n L nn
schrijven /\2( ) voor: ML (wq) met wqu‘k)a

mns(wanz en Cﬁpﬁviﬂ c A", dus:



Verder volgt direct uit de definitie van ,An:

Arlc An+1

-

We laten zien dat A" 4 Aq:

n
W € /\,]=:}-(n>N2(w,])==’;;%2( /\g(ouq)>7\2) en (n)NOm} w/]ekl':)/l A ]2),

e
Tus aH¢.A VOOr n » max {NO,Ng(wq)} . Dus

A% A

Hieruit volgt, dat er een Nq is, zo dat voor n>-N1 geldt:

n
MeaC8T)> N

Kies nu n>-N1, dan geldt:

. 1,00 £k
Y (Ak,.f\kmkg%(rﬁ,f\g(k)) (= ),

want:

(@ w)e d=>3, cu,la!“?{ en w,e AL(k) =
n

n
I 2
w,]a AT on wga/\g(wq)w(wq,wg)e k{g}q (I\Q,Ak),

. s o s 0
& is een eindige disjuncte vereniging, dus we kunnen 3~ toepassen:

-~

n 1 24y Z . n "
k; Ml i) solhy) = & Mg (T ) o CA () ).
AN ] n
Nu 1is f\g(k)= A g(wq) voor cuqz T‘; dus qué An’ dus
/“bg(Ag(k))>‘ 7\2. Dus:

n
kg’] Pl A y) olh ) > 2y L?;'L pal T i)= Ry (A7) > Ny .
i n

& ;J
Dus, voor alle A, en %, met A, < ( A geldt:
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zodat

69
b s A oo (AE) 2 s (A1) g (AF).

Door combinatie met (1) volgt de bewering direct,

2 - 2
23 2: z“q fwg( k)= QEW A%( k) y 2('A k)’ voor:
n co
U (A ;, A §)= U ('ﬂ\;, '/\i) (beide verenigingen
k=" k=" ; disjunct).

Bewijs: door tweemaal toepassen van &2 krijgen we (schrijf
1 2 ) 1 g 2
Wo=(A A >~wg{—< ALLTAT )5 mly )= gl A7), a( A%) voor

v=( AT, A° - S oayoav)- Y S -5 my ).
( ) g vfk) Zziz;qmwk )=z gq Z )

Hiermee 1s het bewijs van st.2.2] geleverd.

Bewijs van st,2.2.2:

De eenduidigheid en de & -additiviteit zijn een direct gevolg van
st.2.2.71. Voor het «-finlet zijn bedenken we, dat Mg en Ao
g-finiet zijn, dus dat er splitsingen

o, ok

k=1 7
zljn met
k
¥
an 1s
o3) " 1
("Q‘/}’ U U (’I’)"/}B '{)'2)
k=1 1="1

een ¢ -finiete splitsing van ( Jl’? 512):

m((ilﬁ,,ﬁlé)) =,‘*‘*(—Qk)° /b2(115)< @ .

Op grond van de resultaten in par.1.4 is nu tevens aangetoond:
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3t.2.2.3: Er bestaat een klasse 9;(51, 922) van deelvzn van
(£2 ,‘,.QQ), die (g,,]x??) omvat en een op CJ-’“(g,,V 5/2)
gedefinieerde maat die voor de elementen van gqx 5
met de m van def.2.2.1. samenvalt,
on . .
Als /Q# ) ft( )<<m is, bestaat ‘P(gﬂ’gkﬂ uit die

deelvzn van (Il £ ), die m-approximeerbaar zijn door
elementen van G ?2 Als /“1( ) /Kg(fl )= i; is,
pestaat JT’}EB uit alle deelvzn van (il 2),
waarvoor geldt dat iedere doorsnede met een

v =( A’l AZ jﬂ gé met m }F)< 00, m-approximeerbaar

ig door een QBE C gg

Def.2.2.2: We noemen deze maat de productmaat en noteren hem als

g ¥ M

Opmerkingen: Ult de bovenstaande bewijzen 1s direct te zien dat

de stellingen juist blijven als men een product van eindlg veel
maatruimten beschouwt, De vraag naar het al of niet assoclatief
zijn van het vormen van een maatproduct is met het bovenstaande
echter nog niet beantwoord.

We zullen deze productmaat gebruiken voor de definitie van de
integraal. Daartoe voeren we eerst in ((Jl,?,/MJ is een ¢ -

finiete maatruimte):

Def.,2.2,3: Als f een afbeelding is van J£L in R+ dan 1is
o(f)= {(w,x)iaJajl , 02 x« f(w)} de inwendige
ordinatenverzameling van f en
o(r)= {(w,x){wﬁ 0¢x <f(m)} de ordinatenverzameling

van 1,

Voor deze ordinatenverzamelingen geldt:

9(lim inf £ _)e lim inf o(f )< lim inf —é(fn) e 6(lim inf f_)

o(1lim sup f_)e lim sup o(f,) e lim sup 5(fn)c: 9(1im sup £.)s

voor iledere rij niet negatieve functies fn
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Bewijs:

Zij {bk} een rij, met bke R voor alle k, Tan is:
@ @
[0,inf b,)C ]{Q1 [0,p,) ¢ [o, inf bk] = kQ; [O,bk]
en
@ @
EO,sup bk)= éig [O, bk)c;ézg [b,bk] c [b, sup bk]
Dus:

[0,11m inf b )= [o, sup 1

(69)
£ b )= k(_)ﬂ[ , inf b )c U ﬂ [0,b,)=

Zk =71 n=k

e8] D
=lim inf [o,bn) Ckg’l nok [o,bn] c [O,Sluclp nigil; bn:\ = [o,lim inf brj.

En op soortgelijke wijze:

[Q,lim sup bn)c:lim sup [O,bn)CZlim sup [O,bn] C [p,lim sup bé].

Met behulp hiervan volgt de bewering nu direct uit:

8(f)= U ({}, [0,£(=))) en 8(r)= U ({=}, [o,£()]).
ref.2.2.4: e A

1 voor
De functie 2{ (c2) aef
N 0 voor e ¢\

heet de karakteristieke functie van A\ .

Def.2.2.5:. De functies

n

t(e)= %; o XAK(@),

R § LY = =
met o« €R en jfk=>( ﬁﬁf\ﬁk 0 en dj% ), heten

trapfuncties.

De volgende eigenschappen van trapfuncties Zijn vrijwel triviaal:

T1 Een trapfunctie is dan en slechts dan meetbaar als alle /\k
meetbaar zijn.

T2 Een functie f(w) is dan en slechts dan een trapfunctie als

f(w) slechts eindig veel waarden aanneemt.
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T3 Een functie

met
= R, ‘Ak c (),
1s dan en slechts dan een trapfunctie als voor geen tweetal

waarden k1 en k2 geldt:

k

kq%kg; cxqu 5 X 2= +co  en !\kqf\/\kg% o,

T4 Voor een meetbare niet-negatieve trapfunctie t geldt:
> + 9z =+
_@_(t)é%/ “ gI’C ﬂ(gsgr)
§ C J(F K

en

Ms 2

als tlw)= o )( (), waarbij voor k#j geldt A N /\J_:O

=" k AK
en niet voor twee waarden k,I en k2 geldt:

kq%kg a‘xk1%<xk2 s /1(/\k1):>0, /i(f“kg):>0, dan is bovendien

.

(o o )(8(E))=(px pp )(E(E de/u (AL

De eerste twee beweringen van T4 kunnen gegeneraliseerd worden

tot alle meetbare niet-negatieve functies:

St.2.2.5: Voor alle meetbare niet-negatieve functies f geldt:
G T = az - +
s(f)e¥(l, T) en 6(f)e ¥(C, T )
fterwijl bovendien

/1 f‘ o(f))= ﬁy/UL f)) is.

Bewijs: Op grond van st.2.2.3 is het nodlg en voldoende aan te
tonengdatq)g) o(f)n (L, [1,141)) en @(f)/\(ﬁlk,{aﬂ), voor alle

1) Waar in het bewijs ©(f) geschreven wordt, geldt de bewering zowel
voor O(f) als voor o(f).Komen in een bewering meerdere ordinaatvzn
voor die niet gestreept zijn, bv. ©(f) en 6(g), dan i1s de bedoeling
dat de bewering zowel geldig is voor 8(f) en ©(g), als voor ©(f) en
ol ). w0
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natuurlijke k en 1 geapproximeerd kunnen worden door elementen
van gx(§;, dus op grond van T4 is het voldoende om aan te tonen
dat deze vzn tot %5<§;'behoren of geapproximeerd kunnen worden
door ordinaten van trapfuncties. Voor vzn van de vorm
Q(f)f\(flk,{ﬁn}) is deze bewering vrijwel triviaal:

8(£) N (0, {w} ) =0z
en

B(r)n (ka{oo}):({ca [ f(c..a)=oo}n@_k, {o}) e %ﬁxg';'

Een trapfunctle t_ ., waarvan de ordinatenvz G(f)flﬁflk, [l,1+1))
3

approximeert, construeren we als volgt:

Zij:
Q)
< /a( k
/\v:{w{wfﬂkgh(v-ﬂ)e' = f(cu)<1+v£‘} Y =1,”.,NK;NK=1+[——-§———};
£'= Nl s
k

./\ozj(w | e f) 13 flw)< l} en A ={w[<ueﬂk; flew) = 1+1} .

N+
nk 1

Dan definigren we:

Nk+1
_ : _ 1 . B 0
te,f“%;a o >[A)?’ met o, =1+(v-3) €' voor w=1,...,N,;
c><0=l,f o(N +/‘=1+/]
k
En
N, +1
= SE— + = * + 1 1
t 22——‘ o<->( ,meta = X X = 5 X :o(:};§&
? 7 v »
8, f v =0 v AV o O NL(+/] Nk+4
voor » =1,...,N

"
Dan geldt voor A=8'(f) én voor A=9’(t8 e
5
! - ay +
9 (tejf)cAc@ (té,f),
als we onder ©'(g) verstaan e(g)/\(ilk, [1,1+1)). Tus:
t !
o' (f)ae (ta,f‘

en daarom (zie T4 hierboven):
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(smpy) (8°(2) 8 8'(t, 2)) = (uou NE (67 p))=(puapp )1 (8] )=

Tus volgens st.2.2.3 is ©(f)e (g . Daar bovendien

()8 (6 p))=(pn ,,L)(_@< . 2))

voor alle &3>0, blijkt dat

(s )81 (£))=(un e )(£7 (1)),

zodat

(o JBLE) )= pr ) (O(1))

Def.2.2.6: Het volgens st.22.4 voor iedere meetbare niet-negatie-

ve functie f gedefinieerde getal

(e )(B(0) )=(ux ) (8(1))

heet de integraal van f over (ﬁz,ggﬁ/u) en wordt ge-

J} d/u

Ultbreiding van dit integraalbegrip tot willekeurige meetbare

schreven als:

functies gaat nu met behulp van de gsplitsing
f= £7 - £”
(zie opm, na st.2.71.4). We definigren:

o

Lef.2.,2.7: a) een meetbare functie f waarvoor tenminste een van
de integralen ‘ff q/¢ eindig 13, heet integreer-
baar. Zijn beide integralen f q/z eindig, dan

heet f sommeerbaar.

b) voor integreerbare [ is:

_— def + ~ -
) ff CL/U. = [f o./u [f d/u
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c) voor integreerbare f1 en f2 is

,[(f4+if2)d/“ dgf,/}ﬂd/“ i /(fz a

We voeren nog de volgende notaties voorverschillende functie vzn
in:
M )= {f{ £ g—meetbaar} ; I@u)={’ff f integreerbaar over(ﬁ)%?yx%;
()= {fi f sommeerbaar over (f),g?,/xi}; T&u)z {f} f is een

' sommeerbare trapfunctie}
Als dit niet tot verwarring aanleiding kan geven zullen we het
argument .« weglaten. Bij alle ingevoerde klassen geven we de
deelvzn v;n niet-negatieve functies van deze klasse aan met een
+ - teken bovenaan: bv, M+yx)o

5t.2.2.,6: fe I(/u) en J\.eg’ @f}(le I(/a) :
fesw)en zﬂégzgfx GSVO
oo P ~ PR
Bewljs: %A=o,_«:>(f)(ﬁ) =f/}’A — 0 () 21 .

£
Bovendien 1s [ ZA’ en dus ook (f X ) , meetbaar., Dus:
A

+
ez X)) e FIG GT) en el ) ce(e)

us :
Dus +

x x
ff d U <o ng(f ) du <.
Daaruit volgt direct de bewering.

Def.2.2.8: Voor fel ; Ahefg is

P def LY
jf Cu = [i X/\d/u.
AN
St.2,.2.7: Als /Xk een rij elementen 1is van een 0O -algebra é;,

waarop een maat/u is gegeven, dan geldt:

<

A (lim inf /\,n) = lim inf u (A rl)°

5o
Als bovendien geldt fx( U A¢{)<1@> dan geldt ook
k=1

p(1im sup 1\11) 2 lim sup u (Jkn).
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Bewijs:
Ao u B R A p) s
(1lim inf )= u( /)= sup u( N ) =
= Sip ri?i (/\n)= lim inﬁfx(jxn)
En

Opm.: in een lets andere-versie komt deze stelling in het aparte

deel Hfdst.la, van de syllabus als st.51 op blz.79 voor.

Het verband tussen def.,2.2.8 en de ontwikkeling van het integraal-

begrip door limieten van Lebesguesommen wordt gegeven door:

St.2.2.8: fe8 dan en slechts dan als er een rij trapfuncties tn
bestaat met de volgende eigenschappen:

1) V; lim tn@s)szu); t, sommeerbaar;
n-— Cco

2) 1lim ft d bestaat en is eindig.
n-> n &/

Voor een dergelijke rij geldt dan bovendien:
lim ft sz:=Jf d .
n—sc / 7 /M

Bewijs: We bepuricenl ons eerst tot niet-negatieve £, Zij tn een rij
niet-negatieve trapfuncties met de eigenschappen 1) en 2), Dan
geldt volgens st.2.2.3:

o(r)=e(1im t )=6(1lim inf t_ ) clim inf o(t ) clim sup 9 (t,)c

< ©(1lim sup tn)zg(lim tn): (),

dus, daar f als limiet van een rij niet-negatieve, meetbare

functies zelf niet-negatief en meetbaar is (st.2.1.5), is

FO.TT) en (urpp)(e(e))=(ux up )(B(r))

o(f)e |
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volgens st.2.2.5. Dus, met st.2.2.7:

e

(pocpp)((£)) = (u: pp)(1im inf 6(t,)) = lim inf (s )(8(t,))=
=lim inf /{tnﬁ/u =1im )Ktnéfl =lim sup thnd/u =

=lim sup (eo0p )(8(t, qu/u (1im sup @(tn)) (pxp )(o(f

A

Dus:

Jroap =(uap ) (e(e))=(uap )(B(0))= 1in [o, ap.

n—

Stel nu dat f £ O sommeerbaar is.

A

Dan merken we eerst op dat de volgende rijen vzn:
Ay {(égx) | N = x f(aﬁ}
)

M {(&),X) l 0= x ' (co

A

B

beide niet-stijgend zijn, en dat bovendien:

Ay © e(f) en B, c 8(f).

verder

A= 1im A =({cw|f(w)=w], { ©}) en B= 1lim B.= O,
N —-c0 N { } { } M- a
dus:
lim  (px !)(A ) = lim  (uxpu_) (B, )= 0.
N — /L M —CO /U /UL M
Voor alle natuurlijke n is het dus mogelijk de getallen M(n) en

N(n) zo te bepalen dat
g

1) M(n+1) £ M(n) + 1, N(n+1) 2 N(n)+1, N(n) > WAy + en
2) (pxp M ayg(ny) < 35 en (ep ) (By o)) < 55

Bepaal nu de vzn:

0 (n)= feltle) 2 N(n)} 5O (n)={wlfl)<may ) ;

(lB(n)ziQ.—(Elq(n)Ljﬁzg(n)).

Dan geldt:
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dus:

/u(ﬂ,l(n) U_O—B(n))° lel(—in_y = jf d/u<OO;
dus:

(8 (n) = Q) v (n)) <w

Nu voeren we in:

x <%

£, = N(n) zﬂq(n) + H >[A s
met

A = {°’lﬁf%7 + (k-1)€ §'f@u)<:ﬁf%7 +kef;

T=1+ [3n./i(§23(n))o(N(n)~ Mf%j)] 3 Te =N(n)- M%HT ;
«F = ke 4’Nﬁ%7'5 o= (k) e + o
Dan volgt direct
T >3 nu(L5(a)). (N(n)- gay)s
dus
(1) e >

<3m/uﬂgm>

Dan geldt dus voor A= ’{f d/i— ,[tg d/x én voor A= [t;d/u ~‘}f %ﬁ:
0 = A< () (hy )V By ) £ p(£24(n)) < -

Dus:

, + ) - '
1im jtn d/uz 1im ftn Q‘/u:jf d/u<oo

n-— o n-—s @
Verder geldt voor n-— o :
Q. (n)d {w{f(w) = @} en ) (n)lfe|flw) = o} .

Dus voor iedere cw met O0<f(w)<o 1s er een Ngs 20 dat voor

n:>n0&geldt &)€_£13(n) en dus:
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0 Z r(w) - t2(@) < &(n) en 0 <t () - £() = £ (n).

£(n)—s 0 voor n—co (zie (1);/%¢(£13(n)) stijgend), dus voor
alle co EK%(n) geldt:

lim t2(e)= 1im  tl(w) = flw).
n—>Co n—s @
Voor « met f(w) = @ geldt:
x
lim tn(w)z lim  N(n) = o= flw);
n-—Co n—a
en voor «w met f(w)=0:
+
lim  t (w) = 1lim 0 = 0 = f(w)
n-—= n—s= CO

Hiermee 1s de stelling voor niet-negatieve f bewezen., Voor wille-
keurige f kan men gemakkelil jk met behulp van het bovenstaande en
met de splitsing f=f -f de stelling bewijzen.

Opm:
1)t

-=
n

2) Uit de constructie van t; blijkt dat men altijd een trapfunctie

f.

tE_R £ kan vinden die, bilj voorgeschreven >0, R>0, =0,
3 3

fe8, voldoet aan:

a) few)=R =0 = fw)-t ()< €

R, f
R

I m

b) f(w) = Rzg,tg’R’f(w)

c)(Dz‘ffd/z— jt&Rﬂ?df«<£n

Kies daartoe n.l. n zo groot dat voldaan is aan respectieve-

1ijk:
i) N(n) >R
i1) g. <&

1ii) M—(%<£
iv) 30, u(Qy(n)> 2
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%) Tenslotte merken we nog op, zonder nadere uitwerking,
dat het bij gegeven f en g €S, beide Z O enmet f 2 g,
mogelijk is de benaderende trapfuncties ti R.T en

L3 3

tEf,R',g zo te kiezen dat tE,R,f = t£f,R',g°

We geven nu een opsomming van een reeks eigenschappen van
de door def. 2.2.6 t/m 2.2.8 gedefini&erde integraal. De
eerste drie hebben betrekking op trapfuncties en zijn tri-
viaal:
ST 1 Een trapfunttie n
t = 2 % p
k=1 X/\k
met:
kti = Ay o /\j= 0; /\keg, voor alle k,
is dan en slechts dan sommeerbaar als voor alle k geldt:
% €¢R voor /u(/\k)>0 en/u(/\k)<oo als Otk;éo.

f‘is dan en slechts dan integreerbaar als voor geen tweetal
waarden k1 en k2 geldt:

!
+
8

(A y>o0; u(A,)>0 ;& =-0; «
M k,' / k2 k,‘ k2

Als t integreerbaar is geldt:
n
]% du = b ¥y /m(/\k)-
k=1
AT X . . . .
ST 2 Voor teST(/u) en a¢R geldt: ateS‘I‘(/.;,) en

fatd»:aftcyu.

ST_3 Voor t,,t,¢ ST( a) geldt: t,+t,€ST( ) en
/ 1.2 Y ’
/(tf’te)d/‘ =/t gu+ [,
1o ya A > ol
I 0OAls u = 0 met /|, ¢(, .en & 4 is
Ko e Xy <t k=4 KK
convergenta§eventueel naar + ® ),dan is ueI(u) en
/u du = k};ﬂ o, A(A ). Bewijs: triviaal.

I1 Voor fe¢ I(u); NeGj; mu(N)=0 geldt

fo du = O.
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Bewijs:
o(rfy ) <, fo. su§{ £e)))
dus:

Cpox p ) (QUEEY ) (). sup |£)] = o,

CQGN
dus:
+
f—du =0, en dus j}d ¢ =0.
J ~ v/

Opmerking:

(/‘f/i) is een maat die verkregen is door uitbreiding van een inhoud,
dus volledig (St.1.4.6). Dus geldt I1 ook voor vzn N' yaarvoor N'c Neg,
meth(N):O (anders gezegd: waarvoor /AX(N'):O). g

I2 Voor f €I; A %disjunot; @ A= A, geldt:

& =
k Mk

% {kfd/u:)\ffd/ua

Bewiljs:

(e0]
De vzn o(f* 7{/\ ) zijn disjunct en U e(f= XA ):_e_(fi)(/\), dus:
k=" Kk

k
5o )
+ +
= e /
Als feS volgt de bewering direct. Als fe I-S en bv jf+d}4= co en

@ @©
‘[fhdft<d), dan is g s {; f+dﬁ4= o en g 1%% dfp<03 waaruit volgt

é {K r¥a - {k frau} = .

k

I3 Als f,geI; f:glﬁf b.o., dan geldt: ffd/i: jgdfxu

Bewijs:

Z1ij N= &n)f&o)#g(aﬁ} , dan is /A*(N) =0 en glw) = f(w) ngraJeN}

Volgens I1 en I2 is verder )fdu = jfid + j;fid =0 + _gid =
A e e A R

= J;id/4+ ,égid/u = Jéiﬁ/u s
dus [fd/ﬂz Jgdflo

Naar aanleiding hiervan geven we de volgende aanvullende definities:
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Def. 2.2.7 % M (u)= {r]| I EM (1) en f=g pb.o}
I*(/u.)= {f{aggex(/u) en f=g M4 b.o.} ;

s®( )= {r] 3,86S(x) en f=g fb.o.} 3
voor szIxLu) en ge IQ¢) met f=g M~ b.o. is

frou %€ fage .

St. 2.2.8 ®*, st.2.2.8 op pag. 112 geldt ook met f & S*
i.p.v. feS en lim t (w) = f(w) wm-b.o.

i.p.v. VW lim  t (w)= £(w).
n— o

Bewijs: triviaal, Ook I 2 geldt voor f ¢ I

x i.p.v. fel.

I 4 Voor feS* , a € Rgeldt a £ € S* en [afdu = a [fdu.
1k ) u

Bewijs:
Met st. 2.2.8% vinden we een rij sommeerbare trapfuncties

(6] met: Lim t_(0)=f(w) p-b.o. en lim [t du = /fd/u :
n-—a0o n—- @

Voor de rij sommeerbare trapfuncties {atn} geldt dus, met
ST2: lim  at (w) = af(w)u-b.o. en -co¢lim fatn@u= a lim
n-—o n- o n— o
/fn@u<cn, dus, weer volgens st. 2.2.8%.
*
afeS™ en Jafdu = lim /ét de = a.lim t dy = a/%dt.
f n-o n nam‘[nﬂ 4
15 Als £ e %5 ges®, dan feg € S en [(frg)au = [rdu+/adn.

Bewijs:

Volgens st. 2.2.8% zijn er rijen trapfuncties {tn} en{un}
met:

lim tn(w) = f(w) pb.o.; lim un(w) = g(w) gb.o.;
n—« n—- o

lim t dp = Jf du en lim u du = /gdue . Dus met ST. 3:
n~$®'/‘n /’ ¥ 1'1—~aor>/n/u /f'/

11 t w))=Ff(w w)n-b.o.; - i L=
ninoo( pw)+u (0))=f (w)+g(w)p-b.o ®<rlll_inoof(tn+un)<}u

/%gp.+ /éqM.<a>5 dus, weer volgens st. 2.2.8%:
/(f+g)gu = uim f(t ) du =/f@u N /gd/u.

n-—>a
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lé (f eMx; gelxg T g M-b.o.; /édyf>-d»ﬁ>f 61% en

1A'

Bewijs:

Zij N= Pﬂf(w)<:gﬁu)} , dan is duslﬂx(ﬁ)=o. Dan geldt,
voor alle w:

2 + 2ot - £ o7 Vv .
f ;KN" g.%N, dus f XN =g XN en XiN =g 'XN. Dus
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9<f—>(N> cC 9(8~XN>==>ﬁ-d/U§jg".d/u<to (omdat fgd/u>—oo is), dus

fe I*. Geheel analoog vinden we: j;+§f£§};+dfi , dus:
+ - = |t -
ﬁ‘d,u:/f d p = fd/“‘/g d/”“[g d/‘=fg A

Opmerking:

Op grond van symmetrie kan men ook inzien dat de volgende
bewering Jjuist is:

lgﬁ(fel\q:{; geIE‘E ; =g /u—b,o.,; [gd/a<oo)=> feI® en [fd/ugfgd/u.
In het bijzonder geldt (neem g(w)=0 voor alle w):
16™*(fel®; £20 p-b.o.)pfe I* en [fdu=0.

17 Voor fe 8* en /\e%geldt:

Ant T f;de = . Su f .

p0) s fe)s fraps i) - osup 1(e)

Bewiljs:

De bewering volgt direct uit I6 (met gq(aﬁ =Jkdinf £())) en I6™
e

(met EQQD) = Xke sup £(a)).

I8 (ongelijkheid van Chebyshev). Als feS® en £20 is, dan geldt
voor elke constante ¢>0:

p{ wlf @)z e gfd/u.

Bewijs:
Stel/\zéku{fQﬂ)g<:}, Dan geldt volgens I2 en I7:

jfd/u :ifd/z,w— Ifd/u éﬁ“d/u éﬁ)d/u = C /u (N),

A A A
dus

I9 Als rel™ 3 geS‘:F‘ ; - o<m= inf flo)= M= sup f(w) <oy g=0 is,
dan geldt:

rges® en 3 mzasM en jfgd/uz ajgd/u‘

acR
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Bewijs:

mg =fg =Mg, dus volgens Il en I6 is fgeI™ en, ook volgens I6:

-o=<m jgdfzfmgd/u éfgd/a éﬁflgd/uz Mfgd/,u<co .

Daaruit volgt onmiddellijk de bewering.

I10 j]f!d/uz 0<>f=0 u-b.o.

Bewijs:

[ieep 0 LY pleficen =1} e ufilafe

o@ﬂ({w“f(w){ > 0}) =0&>r=0 u-b.o.

Il

111 fes*—|r| € 5% en
| frap|= ficlap.
Bewijs:

fe SB;E:;SOéffid/,( <co, dus, volgens I5 [f}:f++f—e s* en
}ffdﬂ:lff*d/l—ff'd/ulgff*d/u +ff‘d/u :j]f{ a .

*

|

ges™; reM; [flz ]g[’/u—bﬂo,ﬁfe s*

Bewijs:
Volgens I11: [g[es%, dus volgens I6{f{e 1* en

éﬁf[ d/uéﬂgj d/u<oo 5

dus |fle s*. Bovendien
. o=ris |1
en f'— e M, dus VOlg@ns 16

. M= fl dp < oo,
dus fe g™, “ a

113 feSts fd/uv lim Aa fd/u, met /\a:— {w;}f(w)féa},

a —>Q0

Bewijs:

/\a is een stijgende rij en A ’f/\o :)fwhf(w)j <oo/%. Omdat f e S*

. (.
geldt/u CD) 0. (bv. uit L8) Dan is, met /\n_ \ 4

-

2

/\ voor n >
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en/A’ =.A , en volgens I1 en I2:

n
lim

quz /(f@y E:;j x{ f%y = ii§a>j;;;°'° n~aq3};h d .

14 feIsF;_—ﬁ(V/ gjf‘ol/u Oerf=0 u-b.o. ).

Bewijs:
713 A (£) = fulte)> o} A(D)={wlr@) <0} A%(£)={e|f(@)=0}.
Dan geldt dus

AE% J}Q#y O:x$3/~ fQﬁxz ji qutzo , dus, met I8:
AT(E) A (F)

c>O/U<%'w]f<w)’>"C} )é%%(f) fdp =0 en dus/u({cu]f(w)> O}) =0

Y= - 1
en %pofdﬁqf@w:%%)agjkaMQy: Oendusquﬂfm®<o})=
AT(L)
Dus /u({aﬂf@u)ﬁ O}) =0&==0 u- b.o.
In andere richting is de bewering een direct gevolg van achtereen-

volgens I11 en I10.
115 f,8 &S{ﬁ(fég/u—bco,ér_},\;\/ g fd/ug[gd/u),
€
A A

Bewijs:
"' volgt direct uit I6. Zi}] nuk/ f@fl jQQ/x en

/\,1 {@4f¢p)<:g Qﬁ} A2 S {uﬂf@» > g@u) + E} dan is dus, voor alle

E>0, j;ggefqﬂé lésggdfhﬁiﬁgjg (f- g)qft O en, volgens I7Y

'L%jg(f—g)Qy géﬂ(A25e ), dus /u(,ﬂgjg)ziavoor alle £>0
ﬂd@ﬁﬁ@>g@§“ :O@fég/hbm,

116 fes® o (\7’5>O 5.0 VAé%u{A)cé:?,ufd/uF £).

Bewijs: .

Volgens I11 zijn we klaar als we de bewering bewezen hebben voor



fZz0. Volgens I1% is er dan een a zodat

/]
j fdu< = & ;
%, V=

Voorcue/\a geldt O0<flw)= a, dus met I7;

ffd/u: f £au+ [ tdu < 8 u( AnA )+ ZESap(A) ¥ FE .
A

AnAg AnAg

_.EL. . . . B}
Door’<5<2a te kiezen is dan, als/u(A)<5lso

1 1 1
de/b( éa/U(/\)+—2—€<—2-6 +§5= €.

St. 2.2.9 (gemajoreerde convergentie)q>, Als, voor alle natuurlijke
% . . E:4
n, f o eM gu) en er is een g&€S Qu)g zodat ]fnrég/#-b,o,
voor alle n, dan zijn p= lim inf fn en g = lim sup fn
sommeerbaar en voor alle Ae%‘geldt:

- d éfdl_&:lim inf[f du=lim su]fd gfd é[d .
J gy = ooy £ u P ) Eap =i et
In het bijzonder: als bovendien lim fHQD)/u—bcon bestaat

. , *® n—=
dan is 1lim ff eS8" en

n-—>00
lim £ du= lim f du,
lm»m n n»mAn ﬂ

Bewijs:

Volgens st. 2.1.6 geldt p,qge M-, Verder |pj=g en |q|=g M=b.o. (de
uitzonderings vz is een deelvz van ‘%”lan ]anu)\>»g(a0} =

e
= U &u!{fnﬁaﬁj>gXa0} en dat is een - nulvz.). Nu geldt:
n="1

p" = 1lim inf f5 en g = lim sup £ ;
n n
dus, volgens st. 2.2.4:
1 + f . . + . . 1 + . — +
o' (p )=2" (lim inf fn)c:llm inf 8 (fn)c:llm sup © (fn)c
= . + -, 4y = -
ce'(lim sup £ ) = 8'(q )ce'( jal)ce'(e),
. . H - N
waarbij €'(h) = e(h J,_,)- Dus:

+ . . +
(1) ng@ d/ugllm inf ff d/u <
n
----- Ame b . A , _
e eerste bewering van de stolling komt in de literatuur véor
&1ls net lemme van Fatou,
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ﬁlimsup/ du = /qd/u /Q/:,L<co°
Analoog: A \ _

P= lim sup In en g = lim inf f 5
dus:

0= fq d/,‘<11m 1nfjf d/ufllm sup]f‘ d/u, /p U./,L fgd/u < 0.

Daeru*t volgt, door met -1 te Vcrmpnwwvulalcen
(2) - fgu/u /p dus lim inf (- [fnd/u )=
=1lim sup (L f ~
: A

-y

nd/u)éni\q_"d/ug 0.

Door (1) en (2) op te tellen vinden we dan:

g%/z j;Q/L_llm 1nf}rf q/¢+ lim inf (- j/f %g}llm inf j} d p=

411m supjff d/4<11m sup ] o Qf4+ lim sup (— f’f Q*O<JAQP_£gd/1
A

Daarmee is de eerste bewering van de stelling bewezen. De tweede

bewering volgt nu uit: f= lim fn pM=D.0.=»p=q M-b.0., dus
n—>
jpd/4=‘IQQ/L, dus volgens het voorgaande:

[fd/u fpd/xf.llm 1nf}f d/uéllm supff d/ufqd/u ffd/u.

Dus: lim inf jf Q/x~ lim sup‘ff qft- llm’ff d/x ‘ffdfx.
N

St. 2.2.10 (Lebesgue). Als voor alle natuurlijke n geldt:

®
fneS ; T éfnm M-b.o.; - co<jf d/ué C <eodan bestaat

lim /u -b.o., en voor iedere fe.M met f= 1lim fn/Lb 0,
n-aoo n—0o0
geldt res® en
fdu= lim /} d
frap=1in fo au
Bewijs:
We veronderstellen dat f1 =20 /u—bqo, Dan volgt de Jjuistheid van

de bewering in het algemene geval uit de overweging dat gnzfn—fqg<)
M- b.o. is, terwijl cde ri] gn aan de voorwaardenvan de stelling

voldoet.
Laat £ = 1im ¢ /u—b.o. zijn.
n—Co
Uit 16 en st 2.1.5 volgt £ eI™. Verder, als we de volgende rij vzn
invoeren:
P /\rz{@lf(w)gl”},
dan geldt dat Ar een niet dalende rij is voor r—so en

Ao Tl e) < @} T2AG



Verder is:

/_\OO= {C«)!f(&))= OO} CNU{Q)}VI,>O ﬂn fn(w)>l"} = Nyulim lim M

r»oon-=00 °
met
N ¢ {w\f(w) A lim £ (o) of lim £ _(w) bestaat niet} , dus
n—o n—0o
(=0,
en

Mn,r:{w]fn(w) > r} .

Nu geldt, volgens I8:
/]

C
<< <
/,u(M ) )*_—ff d/u=—- 5
dus

L . . . . C
u5(A)SE 1im lim (M )= lim lim = = 0,
. oo r~;>oon-—>oo/u n.r r—s>mn->w =

Q,
jw
)

wEAL) = 0.

We bepalen nu de trapfuncties tn Zzo, dat (zie opm. 2 en 3 na

st 2.2.8, houd rekening met /u%(;KQD = 0):

2) Yoery t@)=T (@) en t (@)=t () ery, bylw) = o

n+1 @€ Aoo

/]
D) VoorG)EAn geldt f (w)- t ()<= ;
/‘
= - i
c) 0 __[fhd/u tnd/u.<n
Voorageﬂﬁ) geldt nu:
b;>0 EN n:>N:%Jfﬁu)—tn&u)y<5 .

Kies daartoe n.l. N zo groot, dat voor n >N voldaan is eaan:

o}

1° e A
n

00 n—1<.%>ﬁ

3° £ -1 (el 5 £

n

r



Dus, voorcue/sOO geldt:

lim () =f(w).
n-—=a

Verder geldt, volgens I6, voor alle n:

ftnd/ugftn#ld/uéffnﬁ d/“é Cs

dus j%nd/z is een niet-dalende, naar boven begrensde rij en is
dus convergent met eindige limiet. Op grond van st. 2.2.8 (zie
ook opm. na Def, 2,2,7%) geldt dus:

j/fQ/J: lim J’tnd/u .

n-+Co

Maar

/I
0 = /fnqﬁ{_ /knd/4<fgs
dus:
lim [fnd/u = 1lim f%nd/u = ‘[fd/u .

n-—00 n—-Q

G evolgen:

* .
116 Als £ e M voor alle te[«,/aj , he g™, \i% [f(ept)| < hilew),
ft is continu in t:to voor ;x—boaacu , dan is

@(t) dgﬁ[ftgfz

continu in t=t ..

O
Bewijs:
Voor iedere rij reéle getallen tq,tggo,e met 1lim ¢ =tO volgt uit
st. 2.2.9, toegepast op de rij fnzf‘t . n—>®
n*

&

rlaiﬁoocp(tn) = q)(to)a
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A It T TP

Sa e AR P

I17 Als voor zekere b> 0 geldt: fte.M voor alle t e(towb, to+b),

d bestaat in t = t_ voor A-b.a. w, f_ € S, terwijl
dt ° s

~he s* en N met‘wx(N) = 0 bestaan zodat
] 1 e
Jeso  Vwel o< 15! <c = 15 {ft o § (W) - t (w)}{ < h(w),

dan is @(t) ./f du. differentieerbaar voor t = to en
df
¢ () "Jq ] du.
at g
7o
Bewiis: .
Als bij I16+, met de rij £ —c (fto+5 y O) waarbij fénﬁic enéhao.
118 Als u(0) o, f ¢ S voor alle telo ,p], —— f, bestaat voor alle
w en alle

tef,f]; hes, Y, |f (@) 5hw), den is & £ €5* en

at "t
d d
Vel f] F [roge = [Fere-gn -

Voor het bewijs van deze bewering gebruikt men de rij functies

f =(t —t)—q(f -f,) en de stelling van Egorov (zie bv. Zaanen,
n n tn t

Lineair Analysis, pag. 31).

119 . Als Anﬁ gvoor alle natuurlijke n,lAn?,Agﬁ&K)=O; f}%n (3 S*’
en er is een C <co met voor alle n X; £ang®, dan is £ €S* en
lim f@u /f@ £C.
n—-o /\n
Bewijs:

Pas st. 2.2.10 toe op de rij functies fn= f:XA

De stellingen I163 t/m I18 zijn niet zo scherp mogelijk geformu-
leerd. '

Men kan echter in het algemeen niet de voorwaarden afzwakken

tot (bv. in I16%):
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Vé fte:MK, omdat dan in het algemeen de vereniging over t van de
verzamelingen waarop ft niet meetbaar is geen /ﬁ4~nulvz meer zal
zijn.

We kunnen het merendeel van de tot dusver gevonden resultaten
samenvatten door gebruik te maken van terminologie uit de lineaire

analyse. Daartoe voeren we nog de volgende notaties in:
def 3
J ={}}/4({w}f@n¢o}>=o}

I (f,A dgflffd. HE f =1 (£,L02); N “="1 1) .
“( ) ) /U L (f) ( ) ![()})
Dan geldt

St. 2.2.11 a) Sﬁgu) en Sgu) zijn lineaire ruimten.

b) Jcs* Qp) en J is een ideaal.

c) S 5 defg fgu)/J is een lineaire ruimte.

d) ?ﬂ (f, A) is, voor vaste fezsﬁgu), een o-additieve
vzfunctie, gedefinieerd op , die absoluut continu
is tcoov./x, /A(f A) is dan en slechts dan een
maat als £ =0 M= -b.0o.

e) Ifl(f A) en dus ook I (f) en |If)f , zijn constant
op iederef € §. Als we, op grond daarvan, definiéren:

Iu<-fs/\)= I (fs’/\)f I (f): I (f> en I]FN= “fu 3

yoor Te€ S en fe?, dan geldt:
I £l is een norm in S,
)1 f‘<f) is een niet-negatieve, begrensde (dus continue)

lineaire functionaal op S

g) S is volledig t.o.v. IT .

h) de vz T(u)/(JnT(M#)) is dicht in S t.o.v. deze norm.

Bewijs:

a) I4 en I5

b) I1, I4, I5 en f£=0 M-P.0.=>fg=0 u-b.o. voor alle geasx(/ﬂ)
c) Ik, I5 en I1.

d) I1, I2 en voor '"slechts dan"

(
/u(ga))fﬁu)<0})>0==? O/Q-{QWf ) < c}) >O} ;i;g ;}Af,{cgﬁXaﬂéc})<Ou
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e) I% en def. 2.2.7% voor de eerste bewering; verder:
T |=0exf=0 volgens I10;
JaTiu=lal .l Tl volgens I4;
I T+2i= I (if+g1) < T (ﬁsﬂél)ﬂ#(!fl)+I/1(l§l)=ﬂ_.f"u+lléu ,
volgens I6 en I5.
f) lineaire functionaal: I4 en I5;
niet-negatief: 16",
begrensd: I11.
h) st. 2.2.8, opm. na def. 2.2.7" en I3.
g) stel dat, voor alle natuurlijke n fne S en dat
1im ﬂfﬁ—?@ﬁ:o,
n-— .
m-—=

We moeten dan bewijzen dat er een feS is, met

lim M?-fnu = 0,
n—qQ

Daartoe bepalen we eerst een deelri] ék:fﬁ , waarvoor

00 k

k=1

is, op de volgende manier:

— A
- L
fm“ 5 voor alle m>n en

. = 1.k
N - <
voor n de kleinste n>n, _, waarvoor I £ (2)

Stel dan: - lev _
g=§g4-+2§;; 8,178, -

Nu geldt, voor

e Dl k o e
hkzlg1!+';§;;5gn+1_gnl g

Kies voor N4 de kleinste n waarvoor {T
f voor alle m>n

dat

00
. — _ — =
. hk+1’"hk en fhkdf1§§“g4”+gi ”gn+4 gn{§<cm,
zodat we st. 2.2.10 kunnen toepassen:

— — o e — m—- —
geS en‘rgdfz: lim ‘{hkd/u =E!g1N +%§;%“gn+1—gn” .

kK—>
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Kies een ge g, dan geldt voor
Amz{mmywﬂ#<b}

dat
/ux(7%9:,o,

[eo)
® \ is dus > -
omdat g€ S™. Voor'coe/‘&D nzq{gn+1ﬁu) gn(aﬁ} absoluut
convergent. We definiéren:

O voor weA

()= o
g4<aﬁ+—§{;; {gn+1(a0—gn(a0} Voor cu e/\ao.
N=

Dan is feM" en {fl=g fﬁboo,, Dus, volgens st. 2.2.9 is fe SX,
dus TeS en

‘fquzz 1im f{éq +-%§;(§k+q-§k)} du = lim jéﬁ+1d/u .

n—> o n-—>00
Dus:
lim || f-g Il = 0
N —C0
en>omdat

1im 1T -g |l =0
n—sQCQ m n
is, volgt hieruit

1im Ilf—?nﬁ = 0
N—»C0

Hiermee is het bewijs van st. 2.2.11 voltooid.
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We besluiten deze paragraaf met enkele opmerkingen over de relatie
van het hierboven ingevoerde integraalbegrip met dat volgens
Riemann., We herinneren aan de definitie van absolute R-integreer-
baarheid: Een functie f(x) is absoluut R-integreerbaar over een
interval I b (eindig of oneindig) als |f(x)| eigenlijk of onei-

genlijk R- 1ntegreerbaar is over I b*
,

St.2.2.12 Als f(x) over het (eventueel oneindige) n-dimensionale
interval Ia b absoluut R-integreerbaar is, dan is f over
3
I sommeerbaar (t.o.v. de Lebesgue maat fLL) en:

b b
.[ 1 .J ’ [’
.. f(qu--'an)OXq---an= f apy .
a, ‘%,

Ia,b

a,b

In het bijzonder geldt de bewering dus als f(x) over

het eindige interval I eigenlijk R-integreerbaar is.

a,b

Bewljs:

Z1ij f(x ) elgenllgk R-integreerbaar over I_ (-o<a=zb=<o00) en

b
9
laat {I k) een rilj eindige disjuncte splitsingen van I

a,b in
deelintervallen I%k),..,,lék) z1ljn met <5k=mgx /!L(ng));
k
sup £(x)= ?(k); inf f(x)= g(k) en lim.‘§k50. LCan geldt
xelék) § x e 1(kK) s K->
volgens Riemann: § -

J 1..,J : f(x)dx= lim E:: ( )/uL( (k))= 1im EE: iﬂk) /‘L(I(k))'
a

a, k>m § k—>00 ¢ £

Wegens de eigenlijke R-integreerbaarheld van f kunnen we op de
rij trapfuncties

- (%)
t, =
S S

st.2.2.8 toepassen, dus f‘XI bE S(/AL). Volgens I7 en I2 is

2

I(k) (k=1,2,...)
§

verder

&

;f(k Al E'If oy = Z—f /“L(I(k)
a,b

Door de limietovergang k—sc0 uit te voeren volgt de bewering voor
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dit geval onmiddellijk.
Als f absoluut integreerbaar is over I b( -0 =a=b=+00), dan is

er een stijgende rij eindige 1ntervallen I, met 1lim I =T en
k K —» o k "a,b
f(x) is voor alle k eigenlijk R-integreerbaar over I,. Dan volgt

de bewering door successievelijk toe te passen 119 (op | £l ZI

a,b
en de rij intervallen I b)en st.2.2.9 (op szf:XIk met
g= Itl X1 ).

a,b

kUI

Opmerkingen:
1) De eis van absolute R-integreerbaarheid kan niet gemist worden,
zoals kan blijken ult het volgende voorbeeld:

f(x) = é% (x2 sin® X_E)

is over [0,1] oneigenlijk R-integreerbaar, maar niet absoluut
R-integreerbaar. f is ook niet sommeerbaar over [0,1]. Om dit te
bewil jzen toont men eerst aan dat:

( e

A £ ap [ = {H(6n+1)} ,

waarin

nof-

]
ﬁfid/i . éz;j_{nwmq)}“" = o

An = [ﬁ7(2n+ %d}_% ,{7{(2n~ %J}—

is, zodat

[0, 1]

is, dus:
£ & s (ug)

Het is echter wel mogelijk om, net als bij R-integralen, oneigen-

lijke L-integralen te definigren. In dit geval wordt dan

def

Eh/g fa /iL = lim l},ilff d /lL

£ -0

Deze oneigenlijke L-integraal is dus weer gelijk aan de corres-
ponderende onelgenlijke R-integraal.

2) Voor toepassingen in de theorie van de stochastische proces-
sen is de volgende gedeelteli jke omkering van st.2.2.12 van
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belang (we formuleren de bewering voor Rq. Het is echter direct
in te zien dat de bewering juist blijft voor R"):

120 7Zij f sommeerbaar over [a,b] (-co<a=b=c0)

fiA

n

R [f;sq,...,sn] = é;o (sk+1—sk)f(sk);so=a P .. n
é = max { Sk+1‘sk} j

voor O =t =b-a 1is

Ry [f381""’sn1 = R [f;s%,..,,sé] , waarin de getallen

s%,...,sé uit S5 a8y ontstaan door de getallen

sq+t,...,sk+t, sk+q+t-(b—a),...,sn+t—(b—a) (met 8+t = b en

Sk+1+t >b), naar opklimmende grootte te rangschikken.

Dan geldt:

b-a

lim Jf' lRt[f;sq,,,. Sn]

f d at = 0 .,
&0 0 /uLl

&, 1]
Men kan I20, enigszins onnauwkeurig, ook zo formuleren: Voor 5-
klein genoeg is de maat van de vz t-'s, waarvoor de Riemann-som

Ry [f;sﬂ,.g.,snj geen goede benadering is van Jf d up sklein.
[2,B]
Voor het bewijs van I20 verwijzen we naar Doob p.63-64,
3) Als/u een intervalmaat is (zie par.1.5), F een bijbehorende
verdelingsfunctie en f absoluut Riemann-Stieltjes integreer-

baar over I_ (~cosa=b=o00) dan geldt: f is sommeerbaar
3
over I en
a,b
f‘ f d/z = }/ f(x)da F(x)
Ia,b Ia,b

Bewijs: als st.2.2.12.

2,3 Productmaat

We vinden, als bilj meervoudige R-integralen, eerst een voorstel-
ling van de door Def.2.2.2. geintroduceerde productmaat als een
integraal. Ter voorbereiding eerst:

St.2:3.1 Als Gv (»=1,2) ¢ -algebra's van deelvzn van le zijn,
dan geldt:
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B
Ae (61’*?’2)@\7}% €S /\wqégé’ .

Bewl js:

LEWLJS e

Beschouw de klasse J van deelvzn A van (Q,],Qg) waarvoor geldt:
v A e ? &
w,ie,Q,] o 2

Dan geldt:

1° gfis een ¢ -algebra, want:

(7\)@1. = {es ,(w’l’ “p)e 7\—}={w2 | (@, w2)¢ N} = {wgi(w,l,cug)e/\}=7\:{{
dus:

/\e‘gfv"”vw € £ /\a.: G?Edeq E_Q.,] llw,] 6§2M\7’w/‘€

1€ 42 1 “"(7\)""’3652

i
::}?\_GQ}’}

—
met A e J= 'I\wf{”g“w«a’z)é A ={eop) e ep)e At =

k
€9) o
- U fof(@,a,)¢ /\éz]g1 (/\k)%égz‘@ Ne¥

20 gqxggcg, want:

n »
als @ = U L}/k en Wk=(/\;,/\i) met /\kegv,

k=1
dan is:

@w =k£LJL( /\i,metL(w,!):{k[w,]e/\;},

cu,])
dus:

P, =4,
Uit 19 en 2° volgt:

GGy ¢ F
en daarmee is de stelling bewezen,

St.2.§.2 Als de maten /uq en /ug, gedefinieerd op de ¢ -algebrats
B
g,} en 52 g -finiet zijn, dan geldt voor A€ (§1x§2)
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en

95 pupl A, )s esp. g () 80 (A, )

£, GI*(/uq); g, € I*(/xg) en

(e g pd(M)= [, s = fg/\d/“z-

£ (e

Bewijs:
We beschouwen eerst het geval dat /A een aftelbare vereniging van

elementen van (gq><§;) is, Zij:

Q0 v
AU Ty T=(ALAZ) met Akeg»; Kkt = [ nT=o,

K="
dan is
2
Aﬁzzk%Q(wﬂ N, met L(w {k}w eAk}
dus:
A2Y_S 2
@)= Mol /\cuq) e Lo /“2 k)jﬁ\:—; Mol Ay) X’\Q (e

zodat, volgens IO, £ e I(/aq) en
@

= 2 1
jf;\ @ = 2 Pl A e AU A= (g xpup ) U =(py ¢ i ) (A

We concluderen hieruit direct dat de bewering voor eindige
/uq(Slq) en /Jz(flg) ook Jjuist is voor limieten van dalende rijen
vzn van deze vorm(limiet_overgang in het linkerlid volgens
st.2.2.10, in het rechterlid volgens de ¢ -additiviteit) en voor
de complementen van dit soort vzn. (want £ :/U2(§22)~fA ). Dus

de bewering geldt voor alle vzn van de vorm:

oo o8 ~
Py, of ngq 01 P n s met Cpk,n’@fc,n 6%1"‘%[2

Vervolgens veronderstellen we A ¢ ( Aq, A met /uq( A /32 Ay )<co

n=

en Ne ( g X gE . Volgens st.1.4.5 en 2.2.3 bestaan dan vzn
A en A" met
Co /\" c A ch :
(g 2 AT )= x o YN =( g pap ) (AT)
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en
AF%’ Q q);;k ; /\'=Q L}{ Pp x ;,k en By “*%1*?2'
Volgens het voorgaande geldt nu dus:
ff/\u & pg=( o po ) (AG) =y o pro ) (A )=( g x pp ) (AT )= jf/\. d g

en bovendien (uit A" c AcA'):
f

(2) £

A

A

f

1 i

A A A
Dus

2 - — = e = i
f’\‘—f N 0 en ‘f(f/v f/\”)d/u,l O—v’gﬁ ?A” M-b.o.

maar dan ook, volgens (2)
f/\ =f/\' /U-b.O. »
dus

r e S*gﬂq) en

jf/\ ad g = (Mg pp) ()
In het algemene geval splitsen we (ﬁlq,fzg) in disjuncte vzn
(fzﬁ,ﬁzg) met /JD(125)<:QJ, In ieder van die vzn kunnen we boven-
staande conclusie trekken, Lan gebruilken we:

£ =>__ f S
A K,j AN,

en de ¢ -additiviteit van Qﬁ%>7u2) om met behulp van I2 ook voor

dit geval de Jjuistheid van de bewering aan te tonen, De tweede
bewering: </u1>7u2>(A):,/éA d My, volgt direct uit symmetrie—
overwegingen.

B
Gevolg: als N € (gqx gé) voldoet aan Qﬂqxfig)(N)=O, dan geldt

veor /ug—bijna alle w5t /uq(Naé):ou

Bewii%; (/ﬁx/pé)(N)= f>u1(Naé)dfﬂé=O en /uq(Naé)é 0. Laaruit

volgt /uq(Naé):O Mo=b.o..



St.2.3.3. (Fubini) (slv,g;,/# ) (v =1,2) zijn ¢ -finiete maat-
y
ruimten., Dan geldt:
feS( Mox )= eSS p,) po-b.o.; feS us) M-b.O.;
HMax Mo M)l fomPeons Mol MqmPe0.s
3¢ o3
jfd/u,les (ﬂg);]fd/lgeb (/u,]) en
ffd(/u/lx/uz) =jd/u/|{[fd/u2}=/d/ug{[fd/u,‘}.
Bewijs:
We bewijzen de stelling eerst voor sommeerbare trapfuncties. Zij
n
t( wq,wg) =l: dkz k( C'Jqs &)2)
k=" A
een sommeerbare trapfunctié:
k B k
\7{{ N e (€1X§2);(/11x/u2)(,“)>o=> -0 <X LD
k
(/i,lx/ue)( A7) = © =& = 0,

dan is, enerzijds:

jtd</u1x,ug> =5 ol i) (N,

en anderzijds

XAK( Q)/I; 6)2) = >[Akw§ 002)

met (8t.2.3.1 , st.2.3.2 en gevolg st.2.3.2):
v, qu /\ku,] eg’g;} (/12(/\2) >0~ <= < ©) M-b.0.;

(/.12(/\1;]) = Wy, = 0) M-b.o.
Dus, voor M, -b.a. ¢, is teS*(/ug) en

n
- A Y.

jtd/uz go‘k/"z( )

Tus (st.2.3.2):
jtd/uges*(/u,}) en fd/ﬂ{}td/xg}=
n
| =%dk( S x o) (NS = Jtd(/u,]xlug).

>
Zij nu f eS*(’pqzc/zg). Tan is er volgens st.2.2.8 een monotoon
niet-dalende rij sommeerbare trapfuncties {tn(Cuq,Cug)} met :
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lim t (s ws) = F( was wr)s | X Mn)=D.0.,

e see BT %2 1 @2 HMaxH2

lim It a( xu,) bestaat en = de( X Mo) -

ST Rt B k= HMarpe
Stel g (wy) = ftnd M

voor alle cug waarvoor het rechterlid bestaat en
gn( &’2) =0

€
voor die cw, waarvoor qﬁ% 3 (/11). Tan geldt dus, volgens het

bovenstaande, /ug—bao.:

Vn gn( wE) = ftnd/u’l

en
fgnd/"e = fd/“z{ftnd/“ﬂ}z ftnd(/“ﬂx/‘g)’
dus:
. nl_liloo Jgnd/ug =jfd(/1,lx/12)<co
Vn \7'&)2 gn+/|( wg)%gn( C'Jg);
dus
Jgnd/u2 = ffd(/u,]x/ue)<(n .
Dus:

lim g (w,) <® -b.o.
n— 300 n 2 Mo

(vergelijk bewijs van st.2.2.10). Tus de trapfuncties tn’ als
functies van w , voldoen aan (zie gevolg van st.2.3.2):
Voor /ue-b,a, Wo geldt

- 1im t
n—s co

1im jt d < ,
n—-—sCco n /U/]

rﬁ wq,a@) =f1<u1,w2) fq=b.o.

en

Op de rij tn kan dus voor /uz-b.a. Wy st.2.2.8'*toegeva§t
worden: f e S*(/uq) Mo-b.o. en

& ‘fd M =n1—1;noo Jtnd/’l’] =n£1—;noo gn( wg) /Jg—b.o.

Nu voldoet dus de rij functies g, aan de eisen van st. 2.2.10,
zodat geldt:
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lim Ignd /u2 =[1im & d/ug,

et < fors i, fus -

Jopa i frap}-

‘Te tweede bewering van de stelling volgt uit symmetrie over-

dus:

wegingen. Laarmee 1s de stelling van Fubini bewezen. We beslui-

ten deze paragraaf met twee opmerkingen:

1) Te productmaat /u1></u2 van Tef.2.2.2 kan natuurlijk ook voort-
gebracht worden door het product van twee g -additieve inhouden
m, en ms. Stel dat m, en m, g-finiete g-additieve inhouden zijn
op de algebra's en , Terwijl en de uitbreidingen
1 2 = M 2

van m, en m, tot de o -algebra's 4 en 5 zijn. We kunnen dan
%e inhoud m, x ms, Op 51 X gé voortzetten Eot egn maat M oD

( gikx ié) eg ook deBlnhouQ M x o 0D gﬂ x 52 tot een maat »
op g1 x 52)(= ( §1>(§E) volgens pag.7). pen v stemmen
dan overeen op de algebra 1 x4, en zijn dus identiek (st.1.4.4),
Het is dus geen beperking van de algemeenheid om bij het vormen van
een maatproduct van ¢ -algebra's uit te gaan.

2) Stel dat 3 ¢ -finiete maatruimten (£D§,(g )y M ) (»=1,2,3)
» »
gegeven ziljn. Beschouw de maten /u=/u1 x(/ug x/u3) en
y= ( xMno)xM,. MTEsp.p ontstaan door uitbreiding van een
inhoézqog{‘zg /:33(/%’ xg ) resp. B(g x GC.)x(,. Het is direct
1 2% 43 1% 427 43
duideli jk dat de twee inhouden overeenstemmen op de algebra

91 x€2x§3. Ui’;

(G, xG2)x §3) = 18, %G5 % §5)) =

B
= (GrGaxfy)
volgt dat en »al untstaan door uitbreiding van deze op
g1>=52;<95 gedefinigerde inhoud. Ius‘fz=~v, Verder ligt het voor
de hand om de maat die ontstaat door uitbreiding van de product-
inhoud op %HAxgé;cgg te noteren als /uq 5#2x/u3' Hiermee is dus

bewezen:

CHape)xpiy = pax (Mpxpg) = paxpionpass

m.a.w. de vorming van (eincige) maatprocucten is associatief.
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2.4, De stelling van Radon-Nikodym

Z1j v een ¢g-additieve verzamelingsfunctie op een g -algebra
van deelvzn van £) (zie blz.12). Lit houdt dus onder meer
in dat A e g impliceert -m < » (A) = w. We voeren in:

Tef.2.4.1. Te vz Ae g heet positief (resp. negatief) met

betrekking tot de o -add. vz. functie » als voor iledere Ahag
geldt
»(ANA)=0 (resp. = 0),

en bewl jzen:

St.2.4.1. Bij iedere o -additieve verzamelingsfunctie p bestaat

een splitsing van £) in twee disjuncte vzn:
QO -07"v0r,

zo dat S)+ een positieve en Q7 een negatieve vz is met
betrekking tot w (splitsing van Hahn).

Bewiljs.
Zij ® de klasse van alle negatieve vzn uit met betrekking

tot ». oe ¥, dus ¥ 1is niet leeg. Stel B = inf » (A). Kies
_ ex-

een rij vzn {/\n} uit ¥ waarvoor lim »(A_ ) = p . Lan is

Q= U A, een negatieve vz (als"ver€higing van negatieve

n=71
vzn), waarvoor

want voor alle n geldt A cQ7, Anea%r, O e¥, dus:
»(07) =w(A) +v(Q7-A )= w (A,

dus 0- (A )
= 1lin =f3,
v ( ) . 1100 v (A &
en ook - -
»(Q7) =z p (omdat Q" e K7).
Stel Qr-0Q-0-,

en veronderstel dat £2+ geen positieve vz is, dus stel aat
er een AO<:£2+'is met »(A)) < O. A, kan geen negatieve vz
zlijn, want dan zou (O~ L)AO een negatieve vz zijn met

w027 v AL) <8 . Stel dat k, het kleinste natuurlijk getal

/]
is met de eigenschap dat Ao nog eenvdeelvz Aqeagf bevat met
»(A)Z - . Dan is

1
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D(AO"Aq) = v(AO) - D(Aq)é ))(AO)— é& < 0.

Op AO— /\,I kunnen we dan dezelfcde redenering toepassen als op
Ao
1ijk getal k2 zo dat

en we vinden dan een vz A2 c,ﬂo- A1 en een kleinste natuur-

v(A2)£~éé .

Zo doorgaande vinden we een rij van '{An} met:
n--1

A ch - U A
n O

1 k
en P
>
n
Nu geldt: -a><:u(AO);:O, dus voor iedere deelvz A van Ao geldt

[v(A)] <o (want v(A)) =v(A) + v(A -A)). Dus, omdat de vzn
An disjunct zijn en omdat:

@ 0 Qo 1
(U A =5 wA) = >
1 1 1 n
is, moet
lim (- 0

k
n—ao n

zijn. Dus, als we stellen

S9)
r=A_ - EH AN

o) ¢

geldt voor alle n dat FB geen deelvzn meer heeft met

dus Fé heeft geen deelvzn met

»(A) > 0,

dus rb is een negatieve vz. Anderzijds 1is

v(rc')) = u(/\o) —iv(/\n)év(/\o) = 0

. - o . s s - - + .
in strijd met de minimaliteit van Q . TLus {J is een posi-

tieve vz.

St.2.4.2, Als£2.=.fl+ v Q™ =0 ikjfl; twee Hahn-splitsingen
van Q0 met betrekking tot v zijn, dan geldt:
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/\eg = (A )_v(A n_Q:) en vy(AnL))-v(A n_O_:)
Bewi js: '
A ﬂ(Q+~Q:)c/\nQ+———> » (A Nn(L)_ Q: )= o
en
AN Q)eAnQ 5 wAn (- Q' Y=o,
Tus
v(A n (7 Q:))=o
en op grond van symmetrie:
V(A n (_Q: _Q%) -o.
Tus: )
(A NQT) v (ANnL])en(An(Q-Q7) v(An(L] - Q7)) v(AnL)).
Te rest is nu triviaal.

Op grond van deze laatste stelling kunnen we nu de volgende

nieuwe vz functies definigren:

Tef.2.4,2. Voor /\eg is:
S(A) Eu( A QYY) »(n) €y ( ANQT)

en
PJ(A) Y€ vT(A) - »T(A),

als O=Q%, O~ een Hahn-splitsing is.

T -y en |v| zijn maten op met

Y (A)>-co voor alle A e (] .

v(A) = v+(/\) + v (A) voor alle /\e? . (Splitsing

van Jordan).

(A) =»( An ler) +9( A n Q%) =((An Q7)u(AnQ7))
=w(A).

Vv heet eindig resp. o -finiet als v eindig resp. o -finiet is.

Tef.2.4.3. De g -additieve vz functie p heet absoluut continu

t.o.v., de o -additieve vz functie M gedefinieerd

&

op dezelfde o -algebra g, genoteerd

u<</u,
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als geldt:

V/\e%‘ /

St.2.4.4. Als v en M eindige maten zijn, » niet identiek

u(/\): o = V(A)=o0.

0, P<< Mo, dan is er een & >0 en een /\eg met/u(/\)>0
en zo dat A positief is met betrekking tot » - 5/,, .

Bewiljs:
215 Q =7 u Q] een Hahnsplitsing horend bij de o -add. vaz.
functie »p- %/L en stel

@ o) —_—
or-Yors0;- 0 we o -0,

Dus, omdat Q; c Q; voor alle n:

V(- G p)(820) 2 0 — Y0 5.0(Q)) =1 x(Q))=»(Q) = 0,

n

dus 1is + +
v(2]) > 0—s p(€2)) >0,
dus:
+
Brl /u(fzn) > 0,
Neem /\=Q:; en €& =% , dan is aan de bewering voldaan.

St.2.4.5. (Radon-Nikodym). (Q,g,/u) is een g-finiete maat-
ruimte, w» 1is een 0g-additieve vz functie gedefinigerd op g 5
die g-finiet i1s en ))<</u. Dan bestaat een functie £ : QQ SR,
zo dat f‘el%(/u) en

\7/(\65_ ))(/\) - Ifd/u'
Twee verschillende functies die hieraan voldoen zijn M -b.o.
gelijk. Als geldt O_é))é/u dan kan f zo gekozen worden dat
voor alle we Q
O=f(lw) =1
geldt.
Bewi js:

We beperken ons eerst tot het geval dat w een maat is en dat

venﬁ/u beide eindig zijn. Stel dan

H = {f]fel*(/u), VAeg lfd/u é))(/\)}

en
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| o(—fseuge ffd/u .
(# is niet leeg want de functie die overal O is hoort tot
). Laat {fa}aeen rij functies in H zijn met
g, [aip - o
Zij
Bn(w) = max {1 (), .uf (@)},

dan kan voor iedere n en iedere A e g een disjuncte splitsing

van A :

/\: /\/]U /\EU. U/\n

o o

gevonden worden met /\ce g (k=1,...,n) en

gn(aJ) = fk(cu) voor a:e/\k (k=1,...,n).

LCus: n n
g du=2>__ fodus>  w(A) =v(A),
,\/“/u = e e i
dus
gnesgf.
Verder is:
fo(oJ) = sup fk(c») = 1lim gn(a,)
k € N n—Q

en de rij g, is monotoon met begrensde integralen:
feaap 2 v Q)<

dus op grond van st.2.2.10 is fOE:I§(fl) en

Jfod/u= lim (gnd/u <lim v (A) =v(A),
A .

n—s>00 4 n—s-Q
dus
foe,gf
en j .
f duy= 1lim g d s
© /l n—s-o n /i

terwijl (g, e ¥):

| ! %fénQ/i é‘ffkd/u (k=1,...,n),

dus



ot =1im [gnd/u = 1im/fkd/u =X,
dus )
ffOQ/l= o,

Stel nu
v (A) = (M) - ]fod

en veronderstel dat Y, niet identiek O is. Tan bestaat er
volgens st.2.4.4 een &> 0 en een /\eg met/u(/\) > 0 en

(w -e/u)(/\n/\')go voor alle A'e g’ s
aus:

EU( A n N) =Y Nn A) - f- f du.

: AnN © /u

Als g = f_ + &‘{A is, dan is:

{gd/u =[fod/u+ eu( An A'),s
: A

dus (foe #):

Lgd/ué j/\r’fod/x +9(An AY) —[/\n/\' f’od/u =v( An AY) +
+ JN—Ade/u = Anat) +u(A-A) =v( Ar),
dus

g e I,

maar :

ggd/u = Jfod/qua/u(/\) =ot+ & U (A) >

in strijd met gedf. Dus v (A) = O voor alle A, dus:

v (A) = ffod/u.
N
Tat twee verechillende functies die hieraan voldoen /%t—b.o.

gelijk zijn volgt direct uit I 14. TCaar bovendien uit

VA j\fod/u =v(A) < @,

volgt dat |f_| < wis M -b.o., blijkt dat het mogelijk is £,
op een /i-nulvz zo te wijzigen dat fo voor alle w elndig is.
Als w een eindige o -additieve vz functie is volgt de bewering

direct uit:

Y <<= D*<</u en v"<</u,
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Als wen M g-finlet zijn dan bestaat een splitsing
U
Q = 2y

zodanig dat v en M 0oP iedere _flk eindig zijn, zodat voor
de restricties van w en M tot SQ]K er dus een fk bestaat.
Dan is direct in te zien dat de functie f : (2 _y R met

Vk w er=> flw) = fk(w)

voldoet.,
Als tenslotte O;é\)é/u is, kan men in het bewijs de. klasse
J vervangen door

X = {flfel*(/u); \7//\‘5g £fd/uév(/\); v Oéf(w)é’l},

zonder overigens essentigle veranderingen in het bewijs aan

fe brengen. Hiermee 1s de stelling van Radon-Nikodym bewezen.

Opmerking.

Voor het begrip voorwaardelijke waarschignlijkheid is de vol-
gence toepassing van de st. van Radon-Nikodym van belang. ZiJj
G:l,g?,p) een wh-ruimte ( is een g -algebra van deelvzn van
QO , p is een maat op met p(LQ) = 1). Voor iedere Aesg is
pA( AY) def p( A n A') een maat op g met:

Oép,\ = p, dus b, << P.

Volgens R.-N. is er dus een functie fA(OJ) met C)§f’A = 1, en

1) = £ dp.
p( A") f|LAp

A

Als men de zo gevonden functile fA(QJ) wil interpreteren als

de voorwaardelijke kans P {A]cu}. dan moet fA(QJ) bovendien

nog voor iedere vaste w een maat in A zijn. Bij een wille-
keurige ﬁi is het niet mogelijk om aan te tonen dat een

dergeli jke versie van fA bestaat. Als S_de klasse van de Borel-
vzn 1in Rll is, of een g -algebra die aan bepaalde aftelbaar-
heidseisen voldoet dan is het wel mogelijk om aan te tonen dat
er altijd een '"reguliere' versie van f/\ is. We komen hier

later op terug.
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2.5, Maten op productruimten met oneindig veel factoren

We bewijzen eerst de volgence hulpstelling:
Hulpstelling., Als m een inhoud is op de algebra g en voor
h € g , geldt: m( A )

voor alle n impliceert M An # 0, dan is m ¢ -additief
n="1

iedere krimpende rij{'An}(ﬁ met A =& >0

en omgekeerd.,

Bewijs:
Veronderstel dat m niet (T&?dditief is, Dun is er een rij dis-

Jg?cte vzn -{Aﬁ} met A =é;4 A, € g 3OAL € g , zodat
m( A') # m( A). Uit de eindige additiviteit van m volgt

n= n
onmiddellijk dat dan
o .
> m(ar) <m(A)
n="1, n
is. Beschouw nu de rij A = A Y Aj- Tat is een krimpende
rij met B
n 00
m(A ) =m(A)-> m(a)zm(A)-> mlAL)>o0,
n k k
=7 =7
en

A A Ao U Al
gz - B n="1 k ~ ©

Tit geeft een tegenspraak, dus m 1s ¢ -additief,
Anderzijcs, als m g -additief is en.-{An} een rij 1is met Ar1¢,
m( An) =z & >0, can zou de veronaerstelling /\n\b O Vvolgens

st.1.3.4 tot een ongerijmdheid voeren,

In het volgende zullen we onderzoeken onder welke voorwaarden
in een productrulmnte met oneindig veel factoren een maat ge-
construeerd kan worden. Om de samenhang van de verschillende
oplossingen van dit probleem duidelijk te maken zullen we een
formulering geven waarbij de productnotatie vermeden wordt.
Met het oog op volledigheid zullen we ook enkele vroeger al
bewezen resultaten nog eens in deze nieuwe formulering geven
(zie pag. 6 t/m 10).

Z1] X, €en indexverzameling (in het algemeen overaftelbaar),
7{0, %oo’ ¥ ( ]{g', %)(;o’ %x) zijn de klassen van eindige, resp.
aftelbare, resp. alle deelvzn van X (x). Bij iedere pex, is
een volledige maatruimte (KQ?,(;?,/u?) met /L?(SQ?) = 1 gegeven.
Voor alle x e ¥ vormen we de productruimte
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b

£2 9]

= Il
x gex TG
en voor alle )czj%% diaproduct—maatrulmte (.§2x, gxf/“x):
= 7'[ C N =
3 fx by 3 fa =l M
De karakteristieke eigenschappen van productruimten kunnen
we nu foruuleren met behulp van het stelsel afbeeldingen

(projecties)

q7xz: Q

X

) xz——>Qx1 (x1c X, ),

gedefinieerd door:

x
((,0 1&)):&) voor w e L2 . x,<cx , alle ¢ex_.
x, ® IS x, 1 2 1

Leze ¢ heeft de volgende eigenschappen:

x
P1 = identiek fbeeldi
P1 P, N (identieke afbeelding op_(lx)
P2 X, Xg X,
2= CP;’ (PXi = CPx1 (X1 c X, c )cg)
P3 <px: “sz=ﬂx1 (%, c x )
2

Zij W®'c X. Stel x'= SUp,X . Bl] iedere xe ¥ is een

:uxeflx’gegeven met
* Yl y' " X.?. x1
(x, e , X, € >X=K1"K1*°)"—\¢x" wx2=Q0k" (A)x1.
Fan is er, voor iedere X >x'een we_Q_Ymet
b7 ‘
P cw=cw voor alle x € ¥,

— x
Als x = x' dan is w eenduidig bepaald.

P1 t/m P4 volgen vrijwel direct uit de definitie van @ . We

laten het bewijs achterwege. Op grond van F3 induceertcpi2
de afbeelding ( B?x is de o -algebra van alle deelvzn vaﬁ

Q) y
X’:Zf’{’x__.}}?‘tb
)(2 1 -z
die aan een deelvz van _flx de vz van alle originelenin
1
) _ (de cilindervz met basis in () _, asrichting Q)
X, — X, %, - X,

toevoegt:

K:/\z{m‘cp:*we/\} (Acﬂx,)’

1 R X

C = L X c .

el P X7 b, e

Op grond van de constructie van de g -algebra's g (){elﬁo)
13

geldt:



- 1o~
¥, (3 %
C X, < X €

B b, gx1 Fx, (%, cx, €X,)
We voeren nog de volgende notaties in:

x o, ' " " . . .
A ox=f {m'la q)xw:o.) en CPX—K1w =o.)} (K'ICX_,/\C_QX,MGQX X)é

1

< cw"eA -4

s, ey @l AN (ML), ) # =% nK

%a is de vz van alle indexvzn X waarvoor A een cilinder is
met basis in j)W<° We geven nu een opsomming van eigenschappen
van @, Yy en snijding. Waar de bewijzen zonder complicaties
zijn zullen we ze soms weglaten. Leze eigenschappen kunnen
alle bewezen worden met P1 t/m P5, zonder een beroep op de
definitie van @ .

Vx .
ce - =
Le 0y x
s X4 Xy
c3 X X = X ( X, c X, ¢ XS)
X3 X, XS
4 X, . PR
c a) Y _'is een G -homomorfisme
XZ
X - /7 7 ’ 7 ) o °
b) J_'is éénéénduidig
XZ
c) <?xlgereduceerd tot de klasse van cilindervzn,
x

1
Xx‘ﬁais een éénéénduidig o -homomorfisme.
X, 1
Bewijs:
a) direct uit def. (zie opm. op blz.11).

Xi Xz_ X1
b) ¥ A= 0 — A= " o=-0 en y o0=o0.

X, Xy X,
¢) direct uit b).

X X . X X
c5 a) als W = w' (w=12 dan 1is w = w'!
- ¥ Xy C’ox» : ) CPx JUXK, CPx,u x,
b) als %Xn} een stijgende rij indexvzn is en in iledere

L is een punt s gegeven met
X n
m=z=n ﬁ(PXh wm:w“

dan is er in _f}x, met ¥ > X'= sup X, een punt w met
0 ,

>

X
) P W= w
n )(_“ n
Als x = x' , dan is w» eenduldlg bepaald.

Bewijs: direct uit P4.
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cb cp; A als x,c x,c X (a)
1

K:‘./\ als x5¢ x ¢ x (b)

TR 4
CPx Kx/\z X' N al = #
q f Xk1 CPK‘ als x—an X-2 O en }(/IUXECX.

) ~ (e)

_Qx‘ als x40 X, =0, X UXSCHAEO.

Bewijs van de derde bewering: (d)
X

1) w e CP: YA = 3, QO:: w'e/\;cp: ' = w . Dus, voor

1 x 2
w" = <p-:2 w)’( geldt, !
¢2

" X X ¢ x "
NI R ¢, w'=@ |« en w'eA. Dus
X' xz " xl x’l
w € w' ¢ A,
AR M
X, x! Xy
gpx1 b A c h’x1 @A
2) ey PN s PN we P N s T
Kx_, q)x' CP)(‘ C'Dx.' e Prr @ =

Volgens P4 is er dus een w'e _Q.x, met

dus

[y

X X
I= en '= "
Cpx1w ) C'szw o,
Teze ' voldoet aan:
'w" x w'e AN en x !
=C'0){2 (=3 CPK1&)= <&J
dus: X X
> 2
) & (/?x1 Xx A
dus
x' X, x X,
N e AN
X)(_' CP}(' <0X1 X)(,
3) uit 1) en 2) volgt de gelijkheid direct.
" N n
c7 a) y' en «x ech‘f/\._:;?(x'n)c Z 0 en x'n x'"e %A)of
(x'nx" =0 en A=oofQ ).
b) x'e¥, en x'c x,c x'= %4 € BLEA- ( /\CQX")-
x % .
c) (xq e ¥, 5 e As ¢x1m—cpK1w ) = we A

Bewijs van de eerste bewering:

X x' x o x" x ‘
A= v~ A = . A dus als x'n x" O
¥, 9. §, .8, . , nx"# o,
dan is volgens cb6 (c):
Cox'ax" x" x'nx

&A x X A x A . o (ge
=8, Y P @ h= ¥ P &= X 0 eI

Als x'n x" = o, volgens cb (d):
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A:K"'.Q,:.Q als AN#£ 0.
x % %

Bewijs van a):

1) w'e A ¢=_4,>3?e/\(p 33 =¢ en

! )('
KK

§

c8 Voor z c }&K en x'>s>x geldt:
Bewijs: direct uit c4 (a en c).
c9 a) a%,e_fkﬁfv=1,2); XU Ko = X
x .
@xyu)= w,; A cfy met x cx'.
M= () o = |
b) Ace Q5 weQ
X x!

xl

¢

I

X'-x

B o~

(62 )
3 qu\ Ao =
Nu geldt:

) :
w4y

s x'ex HlAw% O=¢we@;A.

= w

¢

CEN s Pr o=l Ben ) wn s i, §=5 = 'e e,

en dus,
Lus:

w'e(A )

“1

2)

#3?'5/\ 35‘ ¢

op dezelfde manler

3 x
“2 = ee A, (‘PK

x'
x1§) =< ’C‘Dx

w

e
c (A

w € (Mg, e,

'_X1
S" = Ok)

%x'-x

%’?CP

Dan geldt voor ?” = q) g
X

x u x'
@, 5" @l '

dus, volgens c5 (a) is ¢" =co.

JC—D(

—CP:‘K. xg)

(l
?6 AR CP;

Daaruit volgt:

X i x' ) 36'
en -
w‘l C,oxz?-CPXlC:CP
¢« Dus,

! *'
S.—.— G 3CPX—X

w'E/\w ,dUS(/\

3) De gelijkheid volgt nu direct.

c10 a) (quye,\
b) (A= y A

A =@

! .
C K/IC.:XE,

s we A

H _ p A
’(Pxﬂa)._q;
a)eilx
A\

X -X
1 8 XI—X‘

<

X,Iﬂ 3(2

Xy

A

w

we O)

P

3(';

-, Cpx‘

Verder: Q?_Xl? GD

samenvattend:

o, o

3 ()

)’- X1 ? € (Ao..)‘,>(&)
'_)(,1 i
(P: % g) = CJ @
¢ =y CP s ?—

XX
a¢'- 2¢,

) ]
‘SJ:&)_

c N
2

o "

/I

w')=>cwel.

x.'.xﬂ
g’ = CL) N

%

', Dan is dus met

cpsc -3¢ g) '=

=0; )&vCX (v=1,2) =

' MW, -2 [

'x,_/\ )‘*’:X
Ne ) s

>y 1=
H,-

Nc Q

« .

4

w 2
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Bewljs van b):

' X x , o
' e | @3?6,\@ 9:@3@7(*129:@ 2’\"39&/\ 3"‘
_ qpx..'xzw - c'e x A iy /\ A '
= Xy b/'x 2, CPX1 = Kx—x = CKX Xz
Anderzijds:
) X4 ' N X RN ' )
w' € Xx-xz N = 395/\ Cpx1 ¢ = Cpxﬂ o . Kies dan,

met P4, een ele Q2 , met:

xX woo o X n
=o' en -
PS5 5
dan is, volgens a):
X XXy X u .
Fe=@p, w=@g peenpeA =p'ech
2] 1 Xy
en dus: ’
w'e A,
Dus:
A :)Xx‘ Al
o e Xz X .
We herhalen nu het procédé om g algebra's in gax(:m ¢3QQ
in te voeren (zie pag. 6 t/m 10).

(3(.') ‘ ! s
Def.2.5.1, g ety g x'e W
x ' o
xl‘ e U x(x')
gx ==:xe&f 2 xe ¥
R ]
57 def g? xeW _ ¥
x x °

H‘L

x
gtm X g x'e W* .
Opmerking: g ( y_ey%) voldoet, met deze defini“ies ook aan
R ’
g;': g; 7

zodat deze gelijkheid nu geldt voor alle x .

s (! (x B
St.2.5.1. a) C(x) is een o -algebra en (] I U o g) ‘
—_——— - ¢ > " >

) (2¢,) :
b) gx ng (xicxzcx)_

¢) C'is een algebra.
dx

(&),
a) ¢=- U . G
X :x@ﬂ%aj =
Bewijs:
),
a) G is een 0‘-algebra volgens ck, Verder, met c¢3 en c3:

(9

ghﬂ b/ g X (Xx xefﬁ?f'gx ) (X x"eﬁi? j:

G-
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(x"

X

=" ' X: gx" . Bx%ije,“' Co:

x"syx
. . % xz
b) direct uit a) en ¥ c X,
c) st. 1.2, 6 (zie OQF bewijs van d, 3° hieronder).

d) Stel w g - ¥ . Dan geldt:
xeﬂ x9

o (') B ( . B [
1 [ = x g 5" g = g .“.‘g Y
LA xeﬁ? >x x n piA
dus
F c gx
' ' (x) D
20. C C}f want : g g -
Jx ’ xe%x * xe.‘ﬁr x %.

. K is een c-algebra: )
') X’ -

1)/\63"€=»3x Xx/\é(g é/\egx_—;*/\egf.

ii) A, e 8‘?(w=1,1,...)_—_—_> \7’7'33‘“

t

o714 ,,/x')
x'= sup xneﬂng.gq//\“e(?x =—_=>L71J/\we?f‘

ej‘f:,‘ n x n "'n

Nu volgt uit 2° en 3°: C(; c ¥,
pi4

dus, volgens 1°: g - I
= .

!

Opmerking: Uit de definitie van G volgt direct dat/\egximpli_
ceert dat Jf niet leeg is. Want:” A e ch =3, x'e ¥ *en E Ne

x ! x . ' 2 t 3“
met A‘b'x N= Nz@_ A= Ny g A =sxel dus - xe’.
De productmaten Mo (>t € X ) voldoen volgens par.2.2 en par,

2.3 aan:
M1 %,

/ux‘(/\) =/uxz(xxa/\) (/\eg:'-,xﬁcxze%o)
en
Mz M () = (A, )d (Ne ; e Xe X

X /"(){,1 [3) /u;;{_;(1 . 2 1 o)’

In het volgunde zullen we ondew~-' 7 ~lran e | ¢t geval
dat we M? - s sie v puval Gat w2z Mz wel gebruiken, Als we

van de ingevoerde maten alleen M1 eisen dan sSpreken we over

consistente maten., Als op gxoaanvankelijk: een maat /uxbgegeven

zou zijn en we construeren met behulp daarvan maten op g (> € ?ff)
door projectie: M, (N)-i, (v /\1 Aan is onmiddelli ik in te

zien dat deze maten con31stent zijn.
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Bij de volgende eigenschappen zullen we steeds expliciet vermel+r -
Gn als voor het bewljs M2 gebruikt moet worden. Voor de maten
geldt: '

juld] /ux,(%:/\) =/ux_(gD;(“ A) (A eg; ; x'en x"e 3@:\)

Bewi js:

Stel x"nx'-x,, Met ¢7(b) vinden we dan: als > 3 o dan is o e B‘E;,

dus b’ CPA=>qDAq>2(cp/\b"cp/\enanaloog
CPAJ q)/\dus met M1:

M (<P AY-p, (fo @, /\)-/'«t,(1(<4(>:,c1 )= (y gﬂ:1/\)=/uxu(q0;"/\).

Als > .0, dan is volgens c7(b) A=00of £)_, “dus zijn linker

en rechterlid van de te bewijzen identiteit beide 0 of 1.

Op grond hiervan wordt door onderstaande Def. 2,5.2 de vz functie
t
m, OP gxeenduldlg vastgelegd:

Def 2.5.2  VYoor /\eg;5 x'e # is

def %
mo (A = (PN
Dan geldt nog:
x x . " e
m2 m (A)=WX'(EX' A):Mx,,(cpx“ /\) met /\egx,xcx 3 eZ‘fA‘
Bewi js:
X o o w, x
Stel /\:X A en kies xeé’f’,dangeldtook xed Ly ¢ N
oy 1 A x' Uy

A,y x' X ]
= = Dus met de def.,:
=Xx‘cpx1gx b’C/?/\XX /\a//\/\,um
My ((\)/ ) /ux1(q);(1x /\) /"3‘.1 ((? /\)" m (/\)
De tweede bewering volgt vrijwel direct uit de definitie als we
weer de gevallen X, N u"-0 en zxoonderscheiden,

n3 (met M2), m<ﬂ)=f"mx_x- (No) bty (0 €Gixe ).

Bewijs:

Kies een xo"e '&’(_’Z . We bewijzen de bewering eerst in twee bij-
zondere gevallen: o
>
1) x'nx"-0.Dan 15 ,volgens c10(b), A = Xx_x' q& A\ voor alle
w e _Qx, , dus, volgens m2,

xll ¢

[W:x_x' (Aw)d/ux'= mx—x'(Km-x' q’x" A)=mx'(q):“ A>: mx(l\)‘
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2) x'c x" Dan is, volgens achtereenvolgens M2 en c10(e)

o () = P (CP:" A)= f/ux"- x'((q’::-- A>m>d/ux' =//ux".x' ((P;(:.i: /\w)d/l’mf
= fmx_x'(/\w) d/uac' 5

omdat x"_-x'e€ 3&’,\; , Zoals men oﬁmiddellijk kan verifié&€ren met
c10(c). :

3) Stel in het algemene geval %,=%'Nx"= 0. Dan geldt dus, als
hierboven: x"-x, € &’ Ao, V00T alle @, e sz en dus, door toe-

passing van de hlerboven bewezen bijzondere gevallen (eerst 2),
dan 1) ), de stelling van Fubini en c9 (a )

m_ (N)= fmx %, wz)d/uxa d/uxz{f'mx ! wz\) ) il x} fmx x'(/\w)d/“

md m_ 1s een inhoud op g .

Bewi js:
Stel ALA,, ... A egﬁ ,met «—#}:}/\%n/\ =0 . Kies een xée%‘f:_ (=15 00y
Dan is volgens CT( ) ¢

m

UX 636 voor K = 1, 4.a,00,

{’

Stel , -

= qpx' /\ ',/\:U /\ 3 /\'=DA. .
%' ¢ ; i
Volgenscl(c) is dus:
/\'=QD::,/\ en /\\ﬁf\/\lzo voor k # J,
aus i
%‘l: mx </\d)=o'§/ix' (/\&) :/'(K' (/\,)z mx (/\)‘

We formuleren en bewijzen nu de twee belangrijkste resultaten:

St 2.5.,2, Als voldaan is aan P1 t/m P5 en M1 en M2, dan is wm
c-additief op gx. Dan is er dus een maat M, 0P gx

x

die een voortzetting is van m . Deze Mo voldoen
weer aan M1 en M2,
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Bewil js:

We zullen de aan het begin van deze paragraaf bewezen hulpstel-
ling gebruik?n. Veronderstel dus, dat{ﬁf}een dalende rij ele-
menten van.gxis, met wB(OV)> € >a voor alle n . Kies, voor n= 1,2

5 e o e

een eé’? en stel o, Ux A N A L NG ER) FE SRR

n 2 1

Dan is dus X e.;ff/\ voor alle n. Stel verder:
l-' {&),W_ (A&)ZE,'}’

dan 1s volgens ™3:
£ m_ (/\‘*) fm (/\d)af/ux1 [ /s/ux1([’)+__,

dus: /uxﬂ( o‘)z._z— > voor alle Je

$*1 4
[—5 is een dalende rij elementen van g%, want /A ¢ A', dus
+ + 1
AT AL Jaus mg ( A31)<'ww (Al)avs [ [ c [ . Volgens de
1
hulpstelling is dus f?f;#=o1 Er is dus een u41zodat co, elﬂ

voor alle j, dus: 87

3V wm n"
[#9]

, N Y1( cu1>‘>:%t'

{A is weer een dalende rij, “uc we kunnen de voorgaande
redenerlng herhalen met {A } x & A R ia in plaats van
respectievelijk {A"},%,e,% , % en v1nden dan:

12 1

3 \7/ m __. (</\°d1/w,_) =>=—E——.\
dus, metc9(a):

S

Zo voortgaande: «
" V= & = ™

Vm E’wmvn 'm__)_{m(/\ = S _ en mMmE=n = CPX W =W

m
W 9 n

Volgens ¢ 5(b)is er dus eenineﬁlx@etqi?akaunvoor alle n.
n
Dan geldt:

n n A n
m,zn(/\w“)?_. £ >0 =N, 5= 0. Dus volgens c9(b) w,¢€ nyﬂ N . Maar
x,e ¥ , dan volgens c10(a)

" x X q n
CPxnweCPx“/\ = w el |

oo
n

Dus ) A" 0o, dus m is o -additief,

M= .
Dat de door wS(voortgebrachte/ux.inderdaad aan M1 en M2 vol-
doen volgt ult "2 en 3, door/qxte approximeren met vnx,vol-

gens pars 1.4,
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Gevolg:

In het geval dat de (th_ ’ng“x) productmaatruimten zijn (voor xe ¥,
/ux=?762;(/u ) is zeker asn de voorwaarden voldaan. Dus geldt:

Als (Q ,g’?,/a?) ma&}truimten zljn voor ¢e > met /a?([)_?)=1 P

~ dan bestaat op _O_X:SJGZ;{OQ? een mast u die voor de cylinder vzn |
met "¢indiz dimensionale" basis gelijk is aan de maat van de

basis.

Voor de nu volgende stelling veronderstellen we dat de Sl?,(?e.xg)
exemplaren van de r~&le as zijn, terwijl de g{) 0 -algebra's
zijn waartoe alle Borel vzn behoren. Dan geldt nog voor de pro-
X
jecties :
jecti qax.

- Y4
P6 Voor mcn'e¥X is @_, continu.
e x!

enh voor de maten /u%:

M3 Voor xeX /\egx;ﬁ;mis er een compacte vz [ met [ c A

en

/u:x(r')>/"(x(/\)"£'

P6 is triviasl un M3 volgt uit het feit dat er een gesloten vz
is met deze eigenschappen ( zie par 1.5 blz. 35 en 36) en dat
er een eindig interval [ a,b |is, zodat voor alle &'>o

M (A _[a’b ]) <&l

We komen nu tot het tweede resultaat:

St 2.5.3 (Kolmogorov). Als de _O_xeindig dimensionale Eucli-

LI}

dische = *=' 7ijn en de Mo zijn intervalmaten
(zodat dus alle Borel vzn van Qm tot gx behoren),
. - . . A :
terwijl de projecties Cpx, en de maten/,uxvqldoen aan
P1 t/m P6, respectievelijk M1 en M3, dan is m voor
alle xe¥r-additief en brengt dus een maat uop g;

voort, Deze /@mvoldoen weer aan M1.

Bewijs .

We gebruiken weer de hulpstelling'en veronderstellen dus dat {Aé}
een 7rimprn”~ rij elementen van gvtis, metwmx(mgga>o voor alle
n. Kies, als in het bewijs van s8c 2.5.2 een stijgende rij{ﬂ}met
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o x X - it . .
xneé‘i’/\fn stel A - @X“An(/\n is dus een basis van/A), dan is:

Mo (An)=pye (A,) 2 € >0,

Op‘ grond van ¥ 1is er dus een compacte A met

AT c A en P, (A7) = /ux(/\)_.f_.
Stel verder: . n N e

A, =yrmal; e 1A s D=, T
Dan geldt: ) .
(1) /_'h c A
(2) : M
(3) /—'n=Am_ U (/\*_A{(),

M-
dit laatste wegens A ¢ A, voork =sn . ([ = ﬂ A=A n()a
n +* L R n 1

m_1

'n_1__ m-1
=A ﬂ by =4, - UA =A - U( -A*)). Uit (3) volgt (wegens de ein-
dlge add1t1v1te1t van m BE

m (I Z'm A =pu_ (O AT 2
= =& 2 __.—.2=.. >
/uac.n (Ah)"‘q* - §=t f& - 3’ L,Ed' £>0.

3 Y
Dus ook /uxh(f"n)—.-wnx ()2 %1e>0 en dus I —+— o . Kies dus,

3
e P en stel voor m > n

- @7

Tﬂ
dan geldt volgens (2), voorm Zn

. mn
voor iedere n, een w
) ™m

-n b4

™m Ao 3 DA, % x 3 3
wie@, =9 ‘meFm=§”anm c cp%r; = c A

™m el

Dus {QI:}.(m=n,n+1, ced) is een rij punten in de compacte vz
ZS: en heeft dus een verdichtingspunt in At}. We construeren
een deelrij n(k) van de natuurlijke getallen met de eigenschap
dat alle rijen {ath&)}- voor k _—seo~ convergent zijn en wel op
de volgende manier:
Bepaal een rij 2 k) , zodat &%“d&) convergent i;nig)dan,
voor 1>1 een deelri {nl(k)}van {nl_q(k)}zodat {a%c } con-
vergent is., Men ziet dan direct dat de rij

n(k)= nk(k)

de genoemde eigenschappen heeft. Stel nu
W’ - Aiom wm%) e AT

M o fsoee M n e

: . . . L S - s
Op grond van de continuiteit van QDX, (¥2)volgt nu, voor mxzn:
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Am 4 x Xy, k) . Xom Aok n(k)
n n 60 | n X, )
) Xnrk) mik) . m(%&) o
= ? ) = y [} = n °
45 o ., mk) k>0 ol

Volgens ¢5(») is er dus een w'e Qx met Cp;:m":w:e A: voor alle
n. Dus geldt: x N

CL)O € 5 " A = A C /\ .

X n n A
Dus /) A #0 . De rest van het bewijs is analoog met dat van
st.2.5.2.
In termen van de bij de intervalmaten /"x(xe :ﬁeo) behorende
verdelingsfuncties F_ (:’Cx)’/“x(I—oo,xx)(ZiG por. 1.5} luidt de
consistentie-eis M1: '
v:or xeH'eW, is F (e )=F . ( gﬂ’gﬁ"“’%’nx’m’ ceiye0 ) s
als Xx-.
){_{y‘,... ’f“x}

De stelling van Kolmogorov zegt dus dat verdelingsfuncties die
aan deze consistentie-voorwsarde voldoencen maat in __Q_x (x eX)
bepalen waarvan de "projectie" op de eindigdimensionale pro-
due matatien samenvalt met de gegeven intervalmaten.
Ten sanzien van de meetbare functies geldt nog het volgende:

St. 2.5.4 Als Lﬂ%u,gx), verbonden door qzr,‘voldoen aan P1 t/m

P5, dan is bij ledere aftelbare vz Qfx-meetbare
functies {f,l,i'z, } een indexvz x‘eﬁﬁ: te vinden zodat voor alle
re€le « en natuurlijke n geldt (5

{w[f“(w)«x}egx .
Bewi js:
Stel /\&;{w}ﬁ(mﬁr} . Dus /\“eq%. Volgens t.2.5.1 (d) is
er ecen x. e ¥ met A () als x'-Ux. , waarbij v
gr - Tee b g e

de rationale getallen doorloopt dan is x “de vereniging van
) A
aftelbaar veel aftelbare vzn, dus aftelbaar, dus x'e X __ .
Dan geldt dus volgens &t.2.5.1 (b )voor alle j en rationale r
.

dat A. € q « €n dus voor alle re&le=en natuurlijke n:
’ (x')
{w{ﬂq(w)<o<}= rU A eg
<A Yy M

r rationaal

Als gx»de g-algebra van alle /uyf meetbare vzt is(dus Q,C gx),
dan geldt nog de volgende stelling.
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St.2.5.5. Bij iedere (i;meetbare functie f bestaat een rij
functies {f } zo dat

Xx
a) f D _meetbaar met x_e¥
n ¢ n- "o

Anders geformuleerd: iedere g;;meetbare functie kan
geapproximeerd worden door functies die van slechts
eindig veel argumenten afhangen,

Het bewijs van deze stelling wordt aanzienlijk vereenvoudigd door
gebruik te maken van het begrip convergentie in maat.

Def,A, De rij /u-meetbare functies {fn}.heet convergent in maat
naar f als geldt:

Vo Yoioodyn> ..—;x,/u({w“fn(w)—f(w)] >el)) <k,

We hebben de volgende eigenschappen nodig:
St.A, Als/u(§2)<:a>is en fn convergeert /u—b.o. naar £, dan con-
vergeert fn in maat naar f.

St.B. Als fn in maat naar f convergeert dan is er een deelrij
{fﬁ} die /u~b.o. naar f convergeert.

Het bewijs van deze twee beweringen zullen we hier niet gé;en.
Bewijs van st.2.5.5: . g

7zij # de klasse van die (§ -meetbare functies waarvoor de stel-
ling geldt en zij {hn} een ?Ej functies uit & met lim hn = h//éib.o.
en he M*(/ﬁx)' Dvs er zijn rijen {gn,k} waarbij iedere Bn,k een gaE
meetbare functie is die van slechts eindig-veel argumenten afhangt,

en zo dat

kl_irgo &n,x ~ Dn MyP-O-

Nu zijn, volgens st.A alle rijen {gn é}en {hn} ook convergent in
3

maat (naar resp. h, en h). Dus:

g, (o] In @y on o= eeen (ol ) g, (@] >ef)<e

als
n>N(E,€') en k>N(&,&';n).
Maar:
() g, (@) > 28'— [Ble)-h ()] > &' of |n (w)-g, ()]> &',
dus

{wllh(w)-gn’k(w)l > 2 a‘}C {w’lh(w)-hﬁ(ou)[ > &‘} v

U] fog(e) g, ()] > e}
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dus, voor n>N(¢g,e') en k >N(&,e';n) geldt

pifo| [n@-e, ()] >2e))<2e.

1

Kies een rij k  met k >—N(1- H-;n), dan convergeert g =g

dus in maat naarh . Dus volgens st.B is er een deelrlg 8n n’kn
die /u—b o. maar £ convergeert. Dus fe # . Dus ¥ is geslo]éen.
Verder is direct in te zien dat d een lineaire ruimte is.
Tenslotte tonen we aan dat alle karaEPeristieke functies vmné?mf
meetbare vzn tot € behoren: Zij Ae , dan zijn er volgens
par.1.h vzan A_e %f (dus cilindervzn met eindig dimensionale

basis) zo dat

/%J/\A A11> = % )

Voor de karakteristieke functies :IA en nﬂn geldt, voor €&'< 1:

fo

waaruit dus volgt dat XA in maat naar X_ convergeert. Volgens

|1, (-1, (w)[>e'}= Aah,

St.B is er dus een deelrij die 2 -b.o. naar X convergeert,
zodat dus X e .

Uit deze drle resultaten volgt dat alle /xx—meetbare functies
tot H behoren, waarmee de stelling bewezen is.

Opmerkingen:

1) A1s €1 (xeJ,) Buclidische ruimten zijn, terwijl ijde a-
algebra is van alle Borelvzn in.flx, dan noemen we een

= x'(x‘ ¢Xf’o) weer een (oneindig-dimensionale) Borelvz,

terwijl de (  -meetbare functies (oneindig-dimensionale)
Baire-functies heten. St.2.5.5 zegt dus voor dit geval dat
een oneindig-dimensionale Bairefunctie /u%fb.o. gelijk is
aan de limiet van een rij eindig-dimensionale Baire-functies.

2) Uit het voorafgaande blijkt dat we voor het bewijs van de
stellingen 2.5.1 t/m 2.5.5 nergens direct gebruik hebben
gemaakt van het feit dat de f]x‘productruimten zijn, behalve
voor het bewijs van P1 t/m P6 en M1 t/m M3. Deze stellingen
blijven dan ook geldig als we uitgaan van een stelsel
Q}eg,x ,/ux) waarin % een parti€el geordende indexvz ¥
doorloopt, met de eigenschap dat er bij ieder tweetal
x'e¥ en x"e ¥ een bovengrens van x' en ' in ¥ i
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(een dergelijke partiéel geordende vz heet een gerichte vz),
terwijl een projectieve afbeelding CP;( x'ox, e X , xe%)
gegeven is met de eigenschappen (nu axiomatisch voorgeschre-
ven) P1 t/m P5, M1,M2 (resp. voor st.2.5.3: P1 t/m P6, M1,
M3). Men kan dan eerst Jfo uitbreiden tot een volledig tralie
¥ dat bestaat uit alle gerichte deelvznXc ¥ (zie b.v.

G. Birkhoff, Lattice Theory,p.58). We definiéren dan de
ruimte Q?( %e¥) als de vz ven alle &'J={cu,x,|x'e X
x'_czT x"€ X —> (;0;:' @
cp;f definigren als @2 @ = {o_ | <& en xeX}en verder
verloopt de theorie als hiervoor. Zie hiervoor S. Bochner,

)

= } . Men kan dan

Harmonic Analysis and the Theory of Probabilifty, in het
bijzonder p. 118 e.v.

C.T. Ionescu Tulcea (Rend.Lincei VII, 208-211) heeft een
stelling bewezen die zowel st.2.5.2 als st.2.5.3 impliceert.
Hij bewijst de ¢ -additiviteit van m_ door uit te gasn van
P1 t/m P5, M1 en een verzwakte vorm van M2 die erop neer-
komt dat er consistente voorwaardeli jke waarschi jnlijkheden
bestaan die de matenvu}tvoortbrengen, precies geformuleerd:
M2 Er zijn functies »(w,A\) (we Qx_x' LN\ e gx , X'cxeXR)
zo dat » sommeerbaar is voor vaste A en zo dat » een maat

is voor vaste w , terwijl D(OJ,IZX) = 1, met

by = [olemap, .

Het bewijs van deze stelling is in grote trekken analoog

aan het bewijs van st.2.5.2. St.2.5.2 is dan een direct ge-
volg omdat voor het geval van productmaten dergeli jke voor-
waardeli jke waarschi jnli jkheden evident bestaan, neem nl.
v(iew, A) =/ux(Aa)). St.2.5.3 volgt ult de stelling van Tulcea
omdat onder de veronderstellingen van st.2.5.3 de existentie
van voorwaardelijke waarschijnli jkheden julst gewaarborgd 1is
(vergeli jk ook de slotopmerking van par.2.4).

De veronderstellingen van st.2.5.3 kunnen verzwakt worden
door uit te gaan van topologische ruimten glx} met o -
algebra's xdie alle open vzn bevatten, terwijl de /xxen
qp;:voldoen aan M3 en P6., Zie hiervoor ook het hierboven
geciteerde boek van Bochner.
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5) E,Sparre Andersen en B. Jessen (Danske Vid. Selsk. Mat,
Fys. Medd. 25 (1948) no.4) hebben met het volgende tegen-
voorbeeld aangetoond dat m)fniet g -additief hoeft te zijn
onder P1 t/m P5 en M1,

Zij C een cirkel met lengte 1, die, als in de constructie
van een niet L- meetbare vz volgens Vitali (zie p.25-26),
gesplitst is in aftelbaar veel dis juncte onderling con-
gruente vzn C,,Cp, eu.. m “is de ultwendige L-maat; g:xis de
klasse van alle Borel-vzn in C ~ (xeen eindige vz natuurli jke
getallen);g== “is ge klasse van alle Borel-vzn in C.
Verder is C, = U C ; ) = C-Co . Voorg},nemen we s

Pex ?; §
G =§An Q) lAeﬂg
a5 { 3 J
Men kan dan vrij gemakkeli jk aantonen (bedenkend datlg
een 0 - homomorf beeld is vang) dat
G g{An ’ G
J}{ = QD{ /\6 (} }'
Verder beschouwen we nog de afbeelding W die aan deel-
oY
verzamelingen A C C deelverzamelingen van C toevoegt:
‘qf/\:{wl(o),.__,o))e/\}.
Deze y is de projectie op ¢ van de doorsnede van A met de
ndiagonaal" van_fle Van dezeyis direct in te zien dat het
een g - homomorfisme is en th bovendien
vGTcg
We stellen voor Ae g
> Lo
//(}t (/\) = ‘'L <-\lf A).

We tonen eerst aan dat /xﬁeen maat is voor eindige x:

d: {cul(cu, o) €AY ﬁ{w[(w,,_,,w}eﬁx} =y ANnAa , met A=Y
us

¢

A)(: {GJI(GJ,)&J) e?z:_l:x(c—c?)}:ypx (C_G?)Z ¢ —G‘x'
Dus,

= (A)= m*(yA'Nn A){)'

Voor de g- additiviteit van/Lxhoeven we dus alleen nog maar
aan te tonen dat m™(A N Ax) g -addititief is voor /\e‘Cofx.
Nu geldt wegens de sub-additiviteit van m™, als A. UA_
K
(A, A, eG kA j=A NA=0) :
M (AnA_Ys 2_m (A N Ax).

Anderzijds, omdat A A meetbare vzn zijn:

I;

x?
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m*(And_)=m™(A n’Axn/\1)+'m*(AnAan1)=
= A NA Y e ARA NAN)+m* (An D AR NA )=
sl »* > b ‘/—\-
== (Agnd )+ m* (A, nA n*Q o)
dus
me*(/\ nNA_)=m™(AnA_) voor alle n,
zodat de o - add1t1v1+e1t direct volgt.
Verder is m (C,)=0 omdat er oneindig veel vzn zijn die dis-
Junct met en congruent met C_ zijn; dus volgt ult
mWAQ=‘%m*(C
dat m*(Ax)zﬂ , zodat

)

po (€2,0) =
Dat de s.aan Qe conS1sLenJ1evoorwaarde M, voldoen volgt uit
'\,\f(b’x/\) {asl\w Lw)ey A} -
{aﬂcp L (o, . ,a{)EA}. {&4(&5.“,QQ€EA}=:MfA.
De ruimten ((AK,gg(yux m:elndig) voldoen dus aan P t/m P5,
M1,
Beschouw nu in £2 (ZK is de vz van alle natuurlijke getallen)
de cilinderwzmet basis Lo in ﬁQ (xeindig) , die bestaast uit
alle punten d1e niet op de dlagonaal van () 11ggen

{GJI vexﬂhex « #:wa}

Dan is dus

dus

P 3¢
Mo (6, )= o (N )= (Y A ) = 0,
terwijl
¥, A Q.
> €indig o
want een punt 1r1_§l}t kan nlet uitsluitend gelijke codrdinaten

i=3

hebben ( wegens et ¢ =0) ., Hieruit volgt dat m_ niet

o -additatief is omdat mx(Qx)ﬂ moet zijn.





