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De fn Fn(a) heet de simultane (of gemeenschappelijk)verdelings-
J_ 

fn der r1 (co). Als /A, een rs -finiete maat is op , dan is C)Ok µ} 

een Ci-finiete maa t op R11 • Is bovendien ,tt, 1 ( Ia, b) = ;i,({ WI a <f (OJ} :Sb}) 

eindig voor alle eindige reele n-dimo vectoren a en b, dan is,))) 

wederom een intervalmaat. 

Bij het verplaatsen van n 
naar R gaat de vector f(~), gedefi-

nieerd op .n , over in een vector f 1 ( y), gedefinieerd op R11 • 

Een mogelijke keus voor f 1 (y) is; f 1 (y)=y. Dit leidt immers 

tot (p ({ y I a < f 1 ( y ) b} ) = (f ( {. y [ a < y ::;; b} ) = { c...1 ! a < f ( w) s b} , met 

fi(y)=yi een~ 1 -meetbare functie van y. Uit de discussie na 

St.2.1.1 volgt, dat ook andere vectoren f 1 (y) mogelijk zijn. D~ze 

wijken echter slechts o~ een vz met /4L 1 -maat O van de hier gevon­

den Bairevector (d.i. eerr vector, waarvan de componenten Bairefn's 

zijn) f'(y)=y af, zoals we al zagen. 

De zojuist besproken verplanting wordt in de whr herhaalde­

lijk toegepast. Zij leidt tot een overzichtelijker tripel 

(R11 , 3 q,, 1 '), dan het o,JrspronkeliJke abstracte tripel (.fl,A,,;,l-). 
0 

Er kleeft bezwaar aan:,~ opX als definitiegebied wordt be-

perkt tot ;tt, op fJ{f als defini tiegebeid. We raken dus iets kwi it, 

We winnen, dat we met een intervalmaat (d.w.z. in de whr: met 

verdelingsfuncties) kunnen werken. 

We kunnen het verplanten herhalen: ui tgaande van , 'JC,;t·, f(w) 

kunnen we met een G-homomeirfe afbeelding cp1 van '.fC,, 1 ( een a-

algebra van deel vzn van 1 ) op en een di tei <p 11 van ?C. 11 ( een 

ti" -algebra van deel vzn van 11 ) op ' eerst verplanten tot 
1 , X. 1 , 1u., 1 ;f 1 (w') en daarna tot 

1'=~n .C•en 11 = ?,~, de klasse ctr 

B) 0 ~ 1 Cp' (ep 11 (.B)) voor alle Bl 

gegeven wordt, dan vinden we voor 

Ff(a) = 

11 , 11 n, f 11 (w 11 ), Alsnugeldt: 

Borelvzn van Rn, terwijl 

Juist door <:p(B)={wlr(c,J)e.BJ 
n op euw (ingeval 

terug, 

spr 

omdat hiervoor alleen de oorspronkelijke maat/Lt en de oor­
BC lijke functie f(~) van belang zijn: voor B d geldt immers 

J,l II ( B) = 
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dat we i.p.v. de X-meetbare f 
l 

Bairefuncties y, 
l 

kunnen bestuderen, als vzn met maat O voor ans 

niet interessant zijn: d.w.z. als we alleen kijken naar die 

eigenschappen van een functie, die deze functie met alle andere 

er .)1-,-bijna overal aan gelijke functies gemeen heeft. 

Op analoge wijze kunnen we aftelbaar veel of zelfs m~~r dan 
T 

aftelbaar veel functiesf (w) verplanten van naar R, waarbij T 
' . d d f ( · ) . t Br ., " l 7 ' B 1 RT oe in exvz ,er t iAJ is. '$ is nu ae _(_as se oer ore vzn van , 

d.w.z. de kleinste ~-algebra, die alle cylindervzn 
l ( , e Rrr . , . h 1 an J met; y ,;;,, , n einoig ge ee en 

2. 1 ( c) C onvergen tie p·-bi ,ina overal 

Met IJ{ -meet bare func ties bi j een maa truimte (.D. , ,.,u,,) kunnen 

allerlei operaties uitgevoerd worden, zonder dat we de klasse X 
verlaten, 

Als r 1(w), r 2 (w), ... , fn(w) -meetbare reele pun 1 s zijn en 

1(y 1,y2 , ... ,yn) een reele Bairefn is, gedef. op Rn, dan is 

g(W)==8 2(f 1(wLr2 (cu), ... ,fn(cu)) een X-meetbare reele puntfn. 

Laat ~ de klasse der Borelvzn van Rn zijn. 

St.2.1.3: Toepassing van een Bairefn op 

levert een 'JC -meet bare reele fn. 

-meetbare reele f 1 s n 

Bew i J s : { w j ( (;J ) S a } = { CJ / ~ ( cl ( W )) 2 ( w ) -' . • n ( W) ) ~s a } . A 1 s . nu 
rp~•. - . 1 JJ i 

B(a)J~1 tYlp(y 1 ,Y 2 , ... ,ynj:::aJ i~, clan is B(a)c ~,_, want,,,,~ is een 

Bair~L~. I 1an is ook {w \g(w) 5 a.~ =-{ GJ \r(w) s B(a)} ~- C }(, als 

f(w) 0 ~ 1 (r 1 (w),r 2 (w), ... ,fn( _is en we gebruik rnaken van het in 

2,1 (b) bewezene. 
{ \ , rv 

[•!Iaar dan is dus ook w g( w) ~ a 5 s. Jl, voor elke 

St.2,1,4: Als f(w) en g(w) -rneetbare reele fn 1 s bij maatruimte 

( , ,)I-,) z i j n, 

f+g_, f-g en 

clan ziJn oak/ r(,cr 
X-meetbare fn I s. 

( rnt:'t n·r: R) 
~--·.._, V ~ - J 

n 

s: pas ,2,1,3 toe. Dat Y1 ,Y 2 )=y 1y 2 een Bairefn op Re is_, 
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volgt uit het feit, dat {(y 1,y2 ) l y 1y 2 s a} een gesloten deelvz 
2 van R is (hetgeen weer volgt uit: y 1y 2 is een continue functie 

van (y 1,y2 )) en dus een Borelvz voor elke re~le a. 

Opm. Ook f+(~)d~f f(OO)+ bf(w)l en f-(w)d~f f(W)-J f(~)I ziJn dus 

X-meetbaar, als f(w) het is. 

St. 2. 1. 5 

Bewijs: 

Als r 1(~),f2 (~), .•• een rij X-meetbare fn 1 s is bij 

maatruimte (.n,'JC,J,L) met lim fn(ll..l)=f(w) voor alle c.u6..A.0 
D➔CD -

met .A e.X en LL( .A )=0, dan is f(G0) op A 'X -meetbaar, o r o - o 
d,w.z.{w\f(w)~a en we.A.0 }e,JCvoor elke aeR. 

definieer r"'(<-v)dtf{ f(w) als CJJE,'A, en r•\~)d;;,f{ f (eu) als 
o n n CJ6':7b 

o als w1c.A. o als 

dan is r*(t!J)= lim r;(w) voor all~ w E- Met We..fi.o 
n ➔ oo 

.A.m,n{a)d~f{w \r~(eu)~ a+~} 
* CD 

dus voor A (a)= n 
m=1 

voor m,n=1,2, ... geldt: .Am n(a)f(..'X, 
* , 

geldt ook A (a) ,z. JC voor alle a€. R. 
I❖ * 1 t,. 'H, Uit f (1.,),:s a volgt f (w) ~ a+ - voor n~ n 0 (m) en blijkt w0 '- ..11..(a). * 7:1 n o m 1 

Uit f (w ) > a volgt r*(w )> a+ - voor n .c: n als m voldoende o n o m o o 
0 j!-

groot gekozen wordt. Dan blijkt ook W0 ¢~(a). D.w.z. voor alle 

a e:. R geldt 
;;. ~ 

A(a) = {oo!r(w) !Sa}, 

zodat { w lr\ll)) s a }€.A voor alle a!(.. R. TJvens is: 11 r''(w) is X­
meetbaar11 equivalent met 11 f(W) is op ..A.0 X-meetbaar". 

Opm. AlsfA-1 geen volledige maat is, kunnen we niet concluderen: 

f(c.J) is X -meetbaar; als fo wel volledig is, gaat dit weL 

Alti,id geldt: behoudens op een vz van de JL-maat nul is f(w)gelijk 

aan een -meetbare fn. 

St,2,1.6: Als r 1(~),f2 (w), ... een rlJ X-meetbare re~le fn 1 s is 

, bij maatruimte (.0. ,X ,_p.) en .A. d~f {w \ lim fn(w) bestaat} , 
n ""CD 

dan is A~ 'JC. 
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CD 0) CO 

Bewijs: controleer A= mQ1 nl.}'1 kQ 1 { W j jrn((l))-fn+k(~)\<; }~X. 
Opm. Ook lim sup fn(w) en lim inf fn(~) zijn X -meetbaar. 

no+co n-+ro 

2.2 _&-integreerbaarheid 

We zullen in deze en de volgende paragraaf de volgende notaties 

gebruiken: 

R is de vz van de re~le getallen. 
R+ is de vz van de niet-negatieve re~le getallen. 

R=R u {-co, +co} is de vz van de gegeneraliseerde re~le getallen, 

waarbij met de getallen +- co gerekend wordt volgens de afspraken: 

a. ( +co)=(.± co). a=+ ro en ( -a H.± co)=(.± co)( -a)=+ OJ voor O < a .:s oo; 

O. (_±co)=O; -co <a< ro voor elke a€ R; 

a+( +oo)=(_±ro)+a=+ro voor a~ R en a I + co . 

R+ is de vz van de niet-negatieve gegeneraliseerde re~le getallen. 

Men verifieert gemakkelijk dat voor ak en bje R+ altijd geldt: 

00 00 CO 00 

( k~ ak)( j~1 b j )= ];1 j~1 ak b j . 

C, resp c+, resp. r;_, resp. c+ is de klasse van de L-meetbare 
Jr ur qr+ il.r -+ 
deelvzn van_R, Aesp.R, resp. R, resp. R. 

Hierbij isl'r== (iru{{ +ro}, {-roH), met de afspraak: 

)1, L( { +oo} )= foL( { -ro} )=0. 

Voor ~ c. C.n.1 , .n 2) vers taan we onder p w ( w1 €. .n.1 ) : 
1 

~ t.,)1 = t w 2 j ( w 1 ' Ol 2 ) ~ ~ } · 

Vooruitlopend op par.2.3, waarin productmaten onderzocht zullen 

warden, zullen we eerst een stelling (2.2.3) bewijzen over de op 

een product van twee maatruimten ge!nduceerde maat. Stel dat 

(.D.y, 1'r't4"'y) (V=1,2) twee r:r-finiete maatruimten lijn. Ioor een 
uitbreidingsprocede als in par. 1.4, zullen we op (&:1 x f 2 ) een 

maa t construeren, die voor productverzamelingen ( A 1 , '/\ 2 ) E.. <j 1 x <j- 2 
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gelijk is aan fl-'1( /\ 1 ) • .fl.'2 ( A 2 ). Vol gens par. 1. 4 is het voldoen­

de op j 1 ic. <j-2 een <r'-additieve, CS" -finiete inhoud m te defini­

eren met deze eigenschappen. Vol.gens st. 1. 2. 5 bestaat ~ 1 K Cj 2 
ui t eindige verenigingen van ( A', A 2 ) met A 1 E: f 1 en A 2 t j2 , 

terwijl een dergelijke vereniging altijd disjunct geschreven kan 

warden. Door de hierboven aan m opgelegde eis is m dus al vast­

gelegd op 51x92 . Voordat we m echter kunnen definieren, dienen 

we eerst de volgende eenduidigheidsstelling te bewijzen: 

, n CO I 1 2 
St.2.2.1: Als p= LJ 'f!k == LJ 'f1 , met '1f'k=(/\k, A k)~11xi2 ; 

k=1 1=1 

"'f'i=(' /\i,' A f)~ G1x ~2; k1fk2~'Vk I"'\ ,Yk =0 en 
_ ef 1 2 

1 1/1 2 ::::::;> o/~ () i/1' ~ =0, dan geldt 
1 2 

n 1 2 OO I 1 I 2 L ;«,1( /\ k) ;,t,2( /\ k)= L P-1 ( /\ 1) ~2( A 1) · 
k=1 1=1 

Als deze stelling bewezen is, is de volgende definitie toelaat­

baar: 

ref. 2. 2. 1: De verzamelingsfunc tie m op ~ 1 )t, f2 wordt gedefinieerd 

door: 

, 

voor 
n 

~== LJ (/\~,/\~)met(/\~,/\~)€. G1 xG2 en 
k== 1 d (J 

Uit st.2.2.1 volgt dan vrijwel direct: 

St.2.2.2: Door def.2.2.1. ism op ~ 1 x CJ,2 eenduidig bepaald; mis 

een <r -addi ti eve, <S'-f iniete inhoud. 

Voor het bewijs van st.2.2.1. hebben we de volgende hulpstelling 

nodig: 

Hulpstelling: Bij ieder eindig stel deelvzn /\ 1, ... , /\n van een 
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vz .0. bestaat een kle~nste systeem c(A1,···,/\n)={r1,···,rN(n)} 
van deel vzn pk van U /\ k met de volgende eigenschappen: 

k=1 
a) de pk zijn disjunct. 

b) iedere /\k is een vereniging van r j Is. 

Bewijs: Zij K(w)= {k \wi-~-:.Jen K(C.0)= £k!c,1.HiAk}. Dan voldoet de 

volgende keuze van de v~n r : 

Want stel w 1 €, r (w), dan vo~gt dat voor k ~ K(w) OJ I 12, .A.k is, 

en voor k e K( w) geldt o.;.' c. A k' dus K( c,J' ) =K( '°) en K( eu' )=K( w), dus 

r(Gv')= r(w). Ius w' ¢ r(w)=>-r(w')nr(c...))=O. Verder is 

/\k= YA p (w). Dat er slechts eindig veel verschillende r I s zijn 
OJ;:., 1 

C 

volgt uit het feit dat de r 1 s een deelklasse vormden van de uit 

2n elementen bestaande klasse van vzn van de vorm 

i n 
( (l /\k )n( n 
i=1 i i=j+1 

0pm. de vzn r 1, ... , rN(n) zijn de atomen van de kleinste algebra 

(en ook: er-algebra) die /\ 1, ... , An bevat. 

We voeren nog de volgende notatie in: 

We gaan nu over tot het bewijs van st.2.2.1: 

m 
u 

k=1 

Bewijs: 

/\)J 
k 

(V=1,2). 

1 2 (~) C:?.. . 1 co 2 °0 00 1 2 
Jl'1( /\ ) · f<-2( /\ ) =:= ( 2-, /!-1( /\ k))' ( ~ .#2( /\ 1) )= L ) .fo1(Ak) .A2(A 1) 

k=1 1=1 k=1 1=1 

2° )'-;( A 1 )._µ- 2 ( /1. 2 /~~J f ;,, ... 1( A ~).ft.' 2 ( /\~L als gegeven is: 
k=1 
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Dus: 

Ius, door tweemaal toepassen van 1°: 

Un 1 2 ffiu t /\ 1 I 2 I A 1 /\ 2 1 2 ' 0 
( /\ k' A k) C ( . k' A k); kfk ::::;;a- ( I\ k' k) (\ ( /\ k I, /\ k I ) :::: • 

k=1 k=1 
>" V >" i,; y 

Bewi j s: Voor C µ=C ( A 1, ... , A n, ' /\ 1, .. , , '/\ m) en L i.J( k) =Le ( A k); 
y y 

L' (k)=Lc (' A k) geldt: 
)i V 

en de eerste vereniging is disjunct. Het bewijs looptmet behulp 

hiervan als onder 2°. 

als gegeven is: 

1 2 UCO 1 2 , ,. 1 t. 2 A 1 /\ 2 Q (A,~ )=k= 1 (Ak,Ak); k/k 9(1\k,1\k)n(nk'' k,)= • 
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Bewijs: Uit 2° volgt onmiddellijk voor alle n: 

Dus: 

( '1) 

µ1(A1).f'J-2(/\2) ~ E: P-1(/1.~).µ,2(/\~). 
k='1 

1<.'1 /\2 0 Voor 1u" 1( ,, ) • ,.µ. 2 ( )=0 is de bewering triviaal, want als bv. 

p,,1( /\ 1 )=0 is; dan ook voor alle k /...t 1( /\~)=0 etc. 

We veronderstellen dus 

en kiezen getallen 

Dan voeren we de volgende vzn in: 

Dan geldt 

voor n ➔ co • 

Dus: 

Verd.er voeren we in de vzn: 

'1 '1 {·n n · Z i j C n =C ( /\ '1 , . . . 3 (\ n ) = r '1 , . . . 3 i N ( n ) _f , Dan g e 1 d t : 

Uit W1f.r~ en w;~r~ volgt 1\~(w 1 )= (\~(w1) (zodat we ook kunnen 

schrijven /\~(k) voor: (\~(w/) met lv1~r~). 
Dus ( w '1 €. r ~ en (,tj '1 €. t:P)::.:.)· r ~ C 6. n J du s : 
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( L a{k L ( "' n) ) n C /J. ' 

n 

Verder volgt direct uit de definitie van ~n; 

/lnc .i\n+'l 

We la ten zien dat fl n t /\ 1 ; 
n '1 

w1e.i\=r(n>N2 (w 1 )::.::>,,«,2 (/\~(w1 )>",\ 2 ) en (n>N 0 ~ Cl.11 ~ U /\k). 
k=1 

Ius w1 e b.n voor n > max { N0 ,N2 (,v 1 )} Dus 

/J.nt /\'1 

Hieruit volgt, dat er ee,n N1 is, zo dat voor n,.. N 1 geldt: 

Kies nu n > N 1, dan ge1dt: 

n 
u (1\~,/\~):; LJ (r~,1\~(k)) 

k=1 k '<- L n 

want: 

p is een eindige disjunc te ver'eniging, dus we kunnen .£ toepassen; 

n 
[ 

k=1 

Nu is /\ ~(k)== i\ ~((.v1 ) voor cv 1 t. r ~ dus w1 ~ An, dus 

fl' 2 ( /\ ~ ( k ) ) > A 2 , Dus : 

JJ 
Dus, voor al1e A1 en ~ 2 met Ay<~v( A ) geldt: 
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, 

zodat 

Door combinatie met (1) volgt de bewering direct. 

n 1 2 co 1 2 U ( /\ k' A k)= U (' I\ k' '/\ k) ( beide verenigingen 
k=1 k=1 disjunct). 

Bewijs: door tweemaal toepassen van 4° krijgen we (schrijf 

'¥ k=( /\~,A~); fk=(' /\ ~,, J\ ~); m( y; )= f"1( /\ 1). ;LJ-2( ;\ 2) voor 
n n CD oo n CD 

f=( A\ /\ 2 )): L m (yrk)= } L m(11rkr\Y,-l)= .'.[ ~ = L m(,p i), 
k=1 k=1 1=1 1=1 k=1 1=1 

Hiermee is het bewijs van st.2,2~ geleverd. 

Bewijs van st.2.2.2; 

De eenduidigheid en de ~-additiviteit zijn een direct gevolg van 

st,2.2.1, Voor het !if"-finiet zijn bedenken we, dat _µ,1 en ;,t,2 
~-finiet zijn, dus dater splitsingen 

zijn met 

co 
.fl ,; = LJ .£1 k 

k=1 y 

co . 

co 0) 

(.n,1,nn)=U U ( 
1 c k=1 1=1 

k 
1' 

een ~-finiete splitsing van ( 1' 

m( ( k 
1' 

1)) = ,tt,. (_nk) 
2 I 1 1 . 

~) 

Op grand van de resultaten in par.1.4 is nu tevens aangetoond: 
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St.2.2.3: Er bestaat een kjasse Yl(<j,,F ~ 2 ) van deelvzn van 

( ..n 1, il 2 ), die ::, (j,, l· <j 2 ) omva t en een op o/i'(fj,1 , ?~) 
gedefinieerde maat die voor de elementen van g1x 92 
met de m van def.2.2.1. samenvalt. 

Als )l1( 11. 1 ). ;(,2 (.D. 2 ) < oo is, bestaat 'jP(g.1, g. 2 ) uit die 

deel vzn van ( Jl 1 , .fl 2 ), die m-approximeerbaar zi jn door 

elementen van 91 x j 2 . Als ,,a.1 (.0~ 1 ). /k2 (.0. 2 )=oo is, 

bestaat ~(~1, J 2 ) uit alle deelvzn van (..0. 1,£'22 ), 

waarvoor geldt dat iedere doorsnede met een 

"f =( A 1, A 2 ) e. ~1 X '12 met m( r) < 00, m-approximeerbaar 

is door een T t <g, 1 x 92 . 

Def.2.2.2: We noemen deze maat de productmaat en noteren hem als 

/U 1 X /t·2 . 

Opmerkingen: Uit de bovenstaande bewijzen is direct te zien dat 

de stellingen juist blijven als men een product van eindig veel 

maatruimten beschouwt. De vraag naar het al of niet associatief 

zijn van het vormen van een maatproduct is met het bovenstaande 

echter nog niet beantwoord. 

We zullen deze productmaat gebruiken voor de definitie van de 

integraal. Daartoe voeren we eerst in ( ( , j, ) is een o -

finiete maatruimte): 

Def.2.2.3: Als f een afbeelding is van in R+ dan is 

8( f) == { ( w, x) I w E, , 0 ::E x < f ( w)} de inwendige 

ordinatenverzameling van fen 

8 ( f ) == f ( w, x ) \ w '£, 0 .$ x '£ f ( c.i ) J de ordinate n v er z am e 1 in g 

van f. 

Voor deze ordinatenverzamelingen geldt: 

St.2.2. 4: 

.@(lim inf f ) C lim :Lnf 8( f ) C lim inf n - n 

8(lim sup f ) C lim sup 8(f ) C lim sup 
(i n - n 

voor iedere rij niet negatieve functies f n 

8(f ) C 8(lim inf f ) 
n n 

8( f ) C 8(lim sup f ) 
n n , 
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Bewijs: 

Zij -+ 
rij, met bkE R voor alle k. ran is: 

en 

Dus: 

ro, lim inf b )= [o, sup inf 
~ n k n ~ k 

En op soortgelijke wijze: 

[o,lim sup bn)Clim sup [o,bn)clim sup [o,bnJ c [o,lim sup bJ. 
Met behulp hiervan volgt de bewering nu direct uit: 

ref.2.2.4: y d f f1 voor 
De functie I[ (w) ~ ) 

A LO voor 

heet de karakteristieke functie van A 

Def.2.2.5; De functies 

met o1- k e:: R en Jf-k-~ ( A_, n A =0 en o< ,f-
J ' 1c J 

ten 

trapfuncties, 

De volgende eigenschappen van trapfuncties zljn vrijwel triviaal: 

T1 Een trapfunctie is dan en slechts dan meetbaar als alle Ak 

meetbaar zi,jn. 
( 

T2 Een functie f(w) is dan en slechts dan een trapfunctie als 

f(w) slechts eindig veel waarden aanneemt. 
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T3 Een functie 

n 
u(w) = ~ ock X Akk.i) 

k=1 

m~t 

is dan en slechts dan een trapfunctie als voor geen tweetal 

waarden k 1 en k 2 geldt: 

en I\ n l\.k I O • 
K1 2 

T4 Voor een meetbare niet-negatieve trapfunctie t geldt: 

8( t) E ~ ;1 ~; C 1( g, ~;) 
en 

8 ( t ) E ~ X 1; C fr( q, -q;) ; 
n 

als t(eu)= L °"k ..{ (C..J), waarbij voor k'fj geldt /\ 1 n /\.= 0 
k=1 /\ k K J 

en niet voor twee waarden k 1 en k 2 geldt: 

k1'fk2 ,o<k 1/o<k2 1 (-l\k 1 )>0, ,r(Ak2 )>0, dan is bovendien 

n 
( I' X f1) ( 8( t)) =(/',/ X /' L) ( e( t) ) = ~ 0\ k /u ( J\ k) . 

De eerste twee beweringen van T4 kunnen gegeneraliseerd warden 

tot alle meetbare niet-negatieve functies: 

St.2.2.5: Voor alle meetbare niet-negatieve functies f geldt: 

e( f) E Cf( ti', G +) en e( f ) E '¥( Q, G. +. ) 
a er a ar 

terwijl bovendien 

)(e(r))= 
L -

X is. 

Bewijs: grond van st.2.2.3 is het nodig en voldoende aan te 
'1)2) . · -

tonen,,dat e(r)n (D.k, [1,1+1)) en 8(f)n (Qk,\c:o}), voor a1le 

1) Waar in het bewijs e(r) geschreven wordt, geldt de bewering zowel 
voor 8(f) als voor e(f).Komen in een bewering meerdere ordinaatvzn 
voor die niet gestreept zijn, bv. 8(f) en e(g), dan is de bedoeling 
dat de bewering zowel geldig is voor e(f) en e(g), als voor 8(f) en 
e( r:r) • oo _ 
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natuurlijke ken 1 geapproximeerd kunnen warden door elementen 

van <; x q;, dus op grand van T4 is het voldoende om aan te tonen 
r: ,.-:,+ dat deze vzn tot ix~r behoren of geapproximeerd kunnen warden 

door ordinaten van trapfuncties. Voor vzn van de vorm 

9(f) n (Dk, {co}) is deze bewering vrijwel triviaal: 

en 

Een trapfunctie t£ f' waarvan de ordinatenvz 9(f)n (.D.k' [1,1+1)) , 
approximeert, construere~ weals volgt: 

Zij: 

/\ V =f •1 •• , , _Qk , l+ (,, - 1 ) , , < f ("' ) < l+ ,, ,, , i ; ,, = 1, . • • , N k ; N k = 1 + r (-~ k ) J J 

, 

1\ . = {w / G.> E S2 1 : f ( w ) > 1 + 1} 
Nk+1 c 

met o<IJ =l+(., -½) c I voor 

En 

, met o< 

VO or V = 1, ... , N 1 • 
1{ 

Dan geldt voor A=8 1 (f) in voor A=8 1 (tE f): 
J 

8 1 
( t ~' f) C AC 8 1 ( t :; f), 

als we onder 8 1 (g) verstaan e(g)n(Dk, [1,1+1)). Ius: 

e I ( f ) L'.I e I ( t E, f ) C e I ( t + f ) - e I ( t ~ J f ) 

/t's 

en daarom (zie T4 hierboven): 
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q;: - + 
rus volgens st.2.2.3 is 8(f)e ~(~,~ r). Daar bovendien 

voor alle E >0, blijkt dat 

zodat 

Def.2.2.6: Het volgens st,22.4 voor iedere meetbare niet-negatie­

ve functie f gedefini~erde getal 

yu ;<i1 L) ( e( f) ) ==1/' x L) ( e( f) ) 

heet d1=:: in tegraal van f over (.fl , ~ 
schreven als: 

) en wordt ge-

Jr 
Uitbreiding van dit integraalbegrip tot willekeurige meetbare 

functies gaat nu met behulp van de splitsing 

f:= f+ - f-

(zie opm. na st.2.1,4). We defini~ren: 

IeL2.2.7; a) een meetbare functie f waarvoor tenminste een van 

de integralen Jr+ eindig ii, heet integreer­

baar, Zijn beide integralen f f-d,r eindig, dan 

beet f sowneerbaar. 

b) voor integreerbare f is: 

def 
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c) voor integreerbare r 1 en r 2 is 

j(r 1+if2)df' d~,f fr 1d/1 + i J f 2 di' . 

We voeren nog de volgende notaties voorverschillende functie vzn 

in: 

M(J.L)= {r If 1-meetbaar}; I0)=[r ! f integreerbaar over (.o,g,.fl)}; 

Sy-t )= { f I f sommeerbaar over (D, q , fl)}; Ty-d= { f / f is een 

sommeerbare trapfunctie] . 

Als dit niet tot verwarring aanleiding kan geven zullen we het 

argument µ weglaten. Bij alle ingevoerde klassen geven we de 
I 

deelvzn van niet-negatieve functies van deze klasse aan met een 
+ + - teken bovenaan: bv. M yu). 

St.2.2.6: 

Bewijs: 

Dus: 

f E Iyc) en 

f E S(;d en 

"';( > + 
'l = 0 ~ ( f ::( )- = 

A A 

/\ E lj ~ f 4'.A E I \)i ) ; 

I\ E=q~ft( E S(}-l) 
+ 1\. + + 

f- ;e,\ -,'> 0 "2 ( f {A)- ~ f-

Daaruit volgt direct de bewering. 

Def. 2. 2. 8: Voor f E I ; A E q is 

J f dJJ d~f ff XA d_fl. 
A 

St.2.2.7: Als /\.keen rij elementen is van een CT-algebra~, 

waarop een maat fl is gegeven, dan geldt: 

j-'-(liminf .!\_n)~liminf14-(An). 
CD 

Als bovendien geld.t /1 ( U /\ 1 ) < CD dan geldt ook 
k=1 <: 
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Bewijs: 

co 
sup fl ( n l\n) < 

k n=k 

En 

co co co 
.u(lim sup/\, )= .u( n U /\n)=inf µ( l) An)> 

1 n I k=1 n=k . k / n=l<: 

Opm.; in een iets andere·versie komt deze stelling in het aparte 

deel Hfdst,1a, van de syllabus als st.51 op blz.79 voor. 

Het verband tussen def,2.2.8 en de ontwikkeling van het integraal­

begrip door limieten van Lebesguesommen wordt gegeven door: 

St.2.2.8: f ES dan en slechts dan als er een rij trapfuncties tn 

bestaat met de volgende eigenschappen: 

1) VCJ lim tn(CA>)=f(w); tn sommeerbaar_; 

2) lim 
n-➔ CO 

D-➔ CO 

bestaat en is eindig. 

Voor een dergelijke rij geldt dan bovendien: 

1 im ft d ,u = ( f ct 1u . 
n-->co n I J 

Bewi j s: We 1:x..:p1..;rk, n ons eer st tot niet-nega ti eve f. Zi j t een riJ n 
niet-negatieve trapfuncties met de eigenschappen 1) en 2). Dan 

geldt volgens st.2.2,J: 

t ) Clim inf e(t ) Clim sup n - n 
e (t )c. n 

dus, daar f als limiet van een rij niet-negatieve, meetbare 

functies zelf niet-negatief en meetbaar is (st.2.1.5), is 
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volgens st.2.2.5. Dusj met st.2.2.7: 

(;ixpL)(e(f)) ~ (;-i:(fL)(lim inf G(tn))-:;; lim inf (fi~l'L)(e(tn))= 

=lim inf f tn ct1µ =lim f tn d~ =lim sup f tn d fl = 

=lim sup Vn<f1L)( e( tn)) ~ \/A x;1L) ( lim sup 8( tn)) < (;1 '1/' L)( e( f)). 

Lus: 

Stel dat f > 0 sommeerbaar is. nu 

Dan merken we eerst op dat de volgende rijen vzn: 

AN = {(~Jx) I N 
< < 

f(c..i)} = X = 

BM [(r.JJX) I 0 < f(c._)) .11 = X < < Mj 

beide niet-stijgend zijnj en dat bovendien: 

verder 

A= lim AN=( {c..-> / f(e0)=00} j { oo}) en B= lim BMc= O • 
N~oo M-oo 

dus: 

lim 
N -> oo 

lim 
M-->00 

Voor alle natuurlijke n is het dus mogelijk de ge 

N(n) zo te bepalen dat 

'1 ) M(n+'1) > M( n) + 15 N(n+1) - N(n)+'1J N( n) > 

2) ) ( ( n)) < 
'1 

L) ( ( n)) < 
1 

X 
Jn 

en 

Be 1 nu de vzn: 

Dan geldt: 

len M(n) en 

'1 
M(n) J en 
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dus. 

dus: 

Nu voeren we in: 

+ X +~ + 
t = N(n) 1lD_ L__ °' 
n 1(n) k=1 k 

met 

J\k = { u I M ( ~ ) + ( k- 1 ) E ~ f ( w ) < M ( ~ ) + k c} ; 

T=1+ [3n,fl(Q3 (n)).(N(n)- Mtn))J ; Tc= N(n)- M(n) ; 

o< + _ 1 - 1 
k - k £ + 1vf(nJ ; o< k = ( k- '1) £ + M( n) . 

Dan volgt direct 

dus 

( 1) 1 
E. < 3 n. /1- (..a.. 3(n)) 

Dan geldt dus voor A= J f ctp - ft~ d? en voor A= J t~ d /'- - }~ df: 

Dus: 

O ~ A < (fl Xj' L ) ( AN ( n ) u BM ( n ) ) + E.. 'f4 ( _Q3 ( n ) ) < ~ 

lim 
n __,.. oo Jt~ d,f' = lim ft~ dj-i = fr d_tl < CX) 

n-:;,. m 

Verder geldt voor n ----i,. co : 

Dus voor iedere CJ met O<f(w)<co is er een n 0 , zo dat voor 

n>n 0 "geldt we:D_ 3(n) en dus: 
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-1-- < 
en O < t~(w) - f(w) = S (n). 

s(n)~ 0 voor n ~co (zie ( '1); fl (S2 3(n)) stijgend), dus voor 

alle ev E-°J(n) geldt: 

lim t-(e-->)= lim t+(ev) -- f (w). n n n-;.oo n._,.,CD 

Voor 6..J met f (w) = CD geldt: 

+ 
lim t-(w )= lim N(n) == 00= f (w); 

n ___,,. oo n n---;> CD 

en voor CJ met f(w)=O: 

+ 
lim t-(w) = lim 0 = 0 == f(w) 0 n n -->CD n-oo 

Hiermee is de stelling voor niet-negatieve f bewezen, Voor wille­

keurige f kan men gemakkelijk met behulp van het bovenstaande en 

met de splitsing f=f+-f- de stelling bewijzen. 

0pm: 

1) tn ~ f. 

2) Uit de constructie van t blijkt dat men altijd een trapfunctie n 
t kan vinden die, bij voorgeschreven s, R, f 

f ES, voldoet aan: 
< f;, a) f(w) < R 2>-0 <: f(e,.))-t ,, n 0 

t:-, _r[ J 1 

b) f(w) > R~t 0 ( C,J) > R 
R, I 

C ) 0 
< 

f d f~ =. v - f' E,.K,_ 

Kies daartoe n.l. n zo groat dat voldaan is aan respectieve-

lijk: 
, '\ 
l; N( n) > R 

ii) 1 < E, 
n 

iii) 1 <E-M(n) 
t 

(-O/n)) > 
1 iv) 3 n. E, 
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3) Tenslotte merken we nog op, zonder nadere uitwerking, 
dat het bij gegeven f en g ES, beide f: 0 en met f ~ g, 

mogelijk is de benaderende trapfuncties t Rf en 
?-" , 

t~,',R',g zo te kiezen dat tE.,R,f = t£.',R',g' 

We geven nu een opsomming van een reeks eigenschappen van 
de door def. 2.2.6 t/m 2.2.8 gedefini~erde integraal. De 
eerste drie hebben betrekking op trapfuncties en zijn tri­
viaal: 
ST 1 Een trapfun~tie 

met: 

k~j 9 ;\k n /\.. j= 0; /\k E: ~- voor alle k, 

is dan en slechts dan sommeerbaar als voor alle k geldt: 

O<k E: R voor j-l ( /\ k) > 0 en )1 ( ;\ k) .(_ co als C\'.k ~ 0. 

tis dan en slechts dan integreerbaar als voor geen tweetal 
waarden k1 en k2 geldt: 

/ ( ,I\ k ) > 0; /.l ( /\ k ) > 0 ; l\'.k = - co ; O(k = + oo . 
1 2 1 2 

Als t integreerbaar is geldt: 
n 

(t dp = ~ 0tk· fl.( /1, k)' 
.., . k=1 

.... 
ST 2 Voor t €:. ST()-l) en a E. R geldt: at E ST(_p-) en 

fat djL =a/ t ~. 

§Li Voor t 1 , t 2 f ST(;-L) geldt: t 1+t2EST~µ) en 

/(t1+t2)~µ = /t1 ~ + .,/t2 o/1· 
00 CO 

I O Als u = L C<k xi\ met Ak(:~ ,en L ~k/!(l\k) is 
k=1 · k k=1 

convergent co( eventueel naar .:t co L dan is u e: I (;-t ) en 
/u dJ-L = L 'Xk ,r (/\ k). Bewijs: triviaal. · 

k=1 

I 1' Voor ff I ~.,fa ) ; N E 9 ; _,µ.(N)=O geldt 
fr gµ.= o. 

N 
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Bewijs: 

g ( r± 1 N) C (NJ [o, sup I f (eu) \ ) ) , 
WEN 

dus: 

(µ.x µ_ )(g(r±1N)) ~f(N). sup lf(c0)I = Os 
I I l c.uea 

dus: I r±df' -o, en dus 

Opmerking: 

( /< 'iJ is een maat die verkregen is door ui tbreiding 

dus volledig (St,1,4.6). Dus geldt I1 ook voor vzn N' 

met fl(N)=0 (anders gezegd: waarvoor r *(N 1 )=0), 

I2 Voor f EI_;; AkE j disjunct; ~ 1 /\ k= /\ :, geldt ~ 

Bewijs: 

van een inhoud, 

waarvoor N \:: Nc:g, 
Ci 

De vzn e(r±J( ) zijn disjunct en 
- I\ 

1 L dus 
A 

k . 

~ J r±all = /r±a ,u. 
k=1 '\: 1 I I 

Als f ES volgt de bewering direct. Als f E. I-S en bv Jr+ dr = co en 

j f-df' <ro, dan is ';{0 
[ r+ dp ~ oo en ':{'°-Jr- df- <OD waarui t volgt 

k=1 k k=1A;k i: { { r+ ct? - { n f'} ~ co • 

Als f ,g EI; f=g f-- b,o, J dan geldt: fdf = jgd/J. 

Bewijs: 

Zij N= {c.,.i jf(w)~g } J dan 1s fl*(N) =0 en 

Volgens I1 en I2 is verder fr+d,r = Jr±ctjl + 

-- ~:':ct/' + lg:':ct f' - Jg±d f' , N ~e N 

dus f fd f, = ) gd f . 

g(C,J) = f(w) voorwEN, 

f_r±_aµ = O + [g±d.,v = 
N I N I 

Naar aanleiding hiervan geven we de volgende aanvullende definities: 
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~(_,,,u)= {r/ J~gt:M (;.t) en f=g _µ-b.o.} 

r*(/1.)= {rL:1ggtIVL) en f=g fr b,o.} 

s*v-d= {r/ 3 gcS~p) en f=g /{-b.o.} 

. , 
; 

* g voor f f I y.t) en g e:: I y-L) met f=g ,i--t- b. o. is 

* St. 2.2.8 

jfdjl d~f f go/L • 

* st.2.2.8 op pag. 112 geldt ook met fES 

i.p.v. f E: Sen lim t (w) = f(w) )-1-b.o. n~oo n 
i. p. v. V 1 im t ( w) = f ( w) • 

w n-> co n 

Bewijs: triviaal. Ook I 2 geldt voor f c r* i,p.v. fEI. 

I 4 Voor f E s* , a E R geldt a f r;, s* en f af~/--l = a/ fdp. 

Bewijs: 

Met st. 2.2.8* vinden we een rij sommeerbare trapfuncties 

ftn} met: lim tn(0J)=f(c_0) ,f-l-b.o. en lim /tn O;P = /rct;i. . 
n-oo n ➔ co 

Voor de rij sommeerbare trapfuncties {atn} geldt dus, met 

ST2: lim atn(w) = af(<-<J)jl-b.o. en -w<lim fatnd;-1= a lim 
n ➔ oo n ➔ OD n ➔ co 

/ tnd_µ < co , dus, weer volgens st, 2. 2. 8*: 

afe:s* en j afciJ1- = lim fat 3/L = a. lim f tn<i;L = a_/ro/t· n ➔ co n n--'>a:> /J. 

.u Als fr:: s*; gfS*, dan f+g E. s* en /(r+g)<y = /rd;t+/gct;-L, 

Be"l'ft~: 

Volgens st, 2.2,8* zijn er rijen trapfuncties {tnr en{un} 

met: 

lim tn(u.>) = f(1,c1) }'-... b.o.; lim un(uJ) = g(,w)ji-b,o.; 
n4co n~co 

lim ft dr = fr o/L en lim fun dJ1 = )(g~u . Dus met ST. 3: 
n ➔ CJD n n .....,, co 

lim (t (u.>)+u ((,.l))=f(t0)+g(w)u-b.o.; - oo-<lim j(t +u )gu _ 
n-,,co n n r n.....,,co n n 

frg;-i- + Jg~< co , dus, weer vol gens st. 2. 2. 8*: 

f(r+g)~ = lim {(t +u ) d,u = /r~ + fgo/L· 
)' n-'l-C()' n n ./ r 
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Bewijs: 

Zij N= {w/f(w) < g(w)} , dan is dus )-1*(:N)=O. Dan geldt, 

voor alle w: 
f > ct r+ v ~ + v r- v < - 1 n XN= g .X.N' us f.-N g r\.N en A..N = g °XN. us: 
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e(f-;( N)c e(g-';{N)-~1-d/~J2,,--.dp<'Xl (omdat jg7L>-coisL dus 

fE 1*. Geheel analoog vinden we: [r+d/< ?;~+d/A 9 dus: 

fad f' ~ ! f+ d r ff-df' ?s ;+ 3/-fo-dj' " Jg d/'. 

Opmerking: 

Op grand van symrnetrie kan men ook inzien dat de volgende 

bewering juist is: 

16*(fEM*., gEI* ~ f ~ g p-b, o.; f gctr<oo)=? fer* en f fdt~!gdf'. 
In het bijzonder geldt (neem g(c....>)=0 voor alle w): 

r6**(fEM*; f~ o p-b,o, )==;:,fE: r* en f fct;,i~o. 

ll Voor f E s* en /\E: 1 geldt: 

;1(A) ,inf f0..,__))-< Jrct;i~ ;1(/\) 
CvE /\ /\ 

Bewijs: 

. sup 
"'-'E /\ 

f (w), 

De bewering volgt direct ui t 16 ( met g1 (w) = 1 . inf f ())) en 16* 
(met ( ) Y . sup f p)), I\ AE/\ g2 C,_) = /LI\ /IE 71 

I8 ( ongelijkheid van Chebyshev). 

voor elke constante c>O: 

f({ wlf(w)> c }) ~Z S fd/L· 

Bewij s: 

* Als fES • en f ~ O is_. dan geldt 

Stel /\ = [c0/f(w)?::: cl. Dan geldt volgens 

J fdj' • J fd f' + l fd/' ea fad ?; fcdf' •• c 

I2 en 17: 

A A A A 
dus 

Als 

dan geldt: 

fgESX en 

(AL 

)~ M= sup f (w) < cq; g ~ 0 is, 



Bewijs: 

mg~fg~Mg.9 dus volgens 14 en 16 is fgE.1* en, ook volgens 16: 

- co < m J gd /1 = f mgd fl 2 ft gd /1 ~ J1gd j! = M f g~ft < m . 
Daaruit volgt onmiddellijk de bewering. 

Bewijs: 

J1r1 '1/' ~o ps ~- \fncN /({ w jlr ('-' JI " ~}) ,oo-fot<fl ~ c'/f (W )/> n:1 1 )~ 
= 04=>f({w!Jr(0.i)\ > o}) =0<: ;>f=O 11-b.o. 

111 r E s*~lrl E s* en 

j Jrctt /~fir) aJ. 

112 

S3E f n ,E I r/ I I b f s* g E ; E r-1 ; ~ g / p- , 0 •~ . E , 

Bewi,js: 

Volgens I11: / gj.s s* .9 dus volgens 16 If{ E en 

O ~~f/ df1 ~ [lg/ dp<co .9 

dus )fl E S3F... Bovendi en 

en E J d-u.s 
o ~- f'.:.. ! r/ 

VO I6; 

dus f Es*. 
n~Jr~ct "§f/rj 

Bewi,js: 

A is een stijgende rij en /\ t /\ a _ a oo 
geldt /-'Jrr"(AJ = 0. (bv, uit 18), Dan 

< 00 -' 

= "\ * lf(c..i)j < cof, Omdat f Es· , 
met 1 = A -A ,,, voor n > 1 n n n- 1 
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en/\~= /\1 , en volgens 11 en 12: 

f fdl' ~ I fdf~ 11: /. rcy, ~ ;=:oo 1L .. . ~ ;~ro JI\, fd I" . 
oo n 

I14 

Bewijs: 

Zij /\+(f) =fuJ\f(w)> o}:; /\-(f)={G.J!f(c,.))<o}; Ao(f)={w)f(c...1)=0}. 

Dan geldt dus 

~E frctfb O ~ j- fd/1 = J_ fd,r =0 , dus., met 18: 
CJ_ 7\ 1'.+(f) /\-(f) 

~>O f({w /r (w) ;,, c} ) 2 ~ {+ ( f) fd/' ~o en dus f' ( {w Ir (w) > o}) ~o 

en Vc>Of1({w/f(C<.l)~-c})~ ~J (-f)d_p= 0 en dus f({wjf(w)< o}) = 0. 

7\-(f) 

Dus 1u ( { w) f ( w) ~ 0} ) = o ~ =;::- f = O 11- b • o . 

In andere richting is de bewering een direct gevolg van achtereen­

volgens 111 en I10. 

I15 f,gES]E ;;:,(f~gp-b.o.< ► 1~Ecf fdr§;fgct;.,1_). 
tf I\ /\ 

B~wijs: 

0 ==;J-1 volgt direct ui t 

dus, voor alle 

c>o: L fdf< [ gdf=,,£ (f-g)dl' 5i O en, volgens I? 
2 .,E 2 .,E 2 .,E 

f"2,t (f-g)df' is'f'(/\2 ,E ), dus /' ( /\ 2 ,E )~,0voor alle E>O--,, 

f1({w/f(0_:,)>g(eu)}) = 0='9f:Sg p-b.o. 

I16 f E s* ~ ( VF O 3 r O \f di\) < S=;,/J~dttl < £ ). 
~ o> /\EfJ. ; 

<r A 

Bewijs:, 

Volgens 111 zijn we klaar als we de bewering bewezen hebben voor 



f ~O. Volgens I-13 is er dan een a zodat 

l fd;i < ~ E; 
/\a 

Voor CJ EA a geldt O ~ f (c,_;) < a., dus met I7; 

f fd/-' ~ f fdf' + j_ fd/' < a f' ( /\nJ\a)+ ic ;,ap(/J.) + i £ • 
A An A.a /\n!la 

Door 6< 2~ te kiezen is dan, als ,f'- (/\)<6 is: 

f -1 -1 -1 
fdj< ~ aj-A(/\)+2 £< 2 E.. +2 €.= c. 

I\ 

St. 2.2.9 (gemajoreerde convergentie)-1). Als, 

n" f n EM*~) e~ er is een g E s"1"(p) _. 
voor alle n_. dan zijn p= lim inf f n 

voor alle natuurlijke 

zodat lrnj~g_?-b,o. 

en q = lim sup fn 

sommeerbaar en voor alle /\c:5, geldt: 

-i gd/' ,; frd/'"' lim inf If n '1/',; lim sup J f nd/' ,; k df ;,fodf' . 
In het bijzonder: als bovendien lim f (w) _p-b.o. bestaat 

n 
dan is lim f e S.:l!E en n-'KD 

n--->oo n 

j1im fn dj1= lim (rn d;U· 
/\ n ~ 00 n ~ CD r 

Bewi,is: 

Volgens st. 2.1.6 geldt p_.qEM31E. Verder !P\~g en lqj&;g f-b.o. (de 

uit:nderings vz His een deelvz van {wj 3n I fn(w)\ > g(w)} = 

= nYi {w{/rn(w)/>g(w)} en dat is eenf- nulvz.). Nu geldt: 

+ 1 . . f f+ + 1 . f + , p = im in n en q = im sup n~ 

dus, volgens st. 2.2.4: 

.§ 1 (p+)=g' (lim inf f~) Clim inf g' (f~) Clim sup 8 1 (f~)c 

C9 1 (lim sup f~) = 8 1 (q+)ce'( \q\)c9 1 (g)_. 

waarbij e'(h) = G(h 1A-N). Dus: 

( 1) 0 ~ fr/ df ~ lim inf f f~ dfl < 
--- --:4-- /\ 

1) De eerste bewering van de st~llin~ komt in de litcratuur vdor 
&ls het lemma van Fatou. 
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= lim inf f 3 n 

0& Jc-1·dr~lirn inf jr~d_µ;£lirn sup i f~dr~ f p-d;i~ lgd/- <00. 

Daaruit volgt; door met -1 te vcrmcni ldi3en: 

(2) --CD~-f.gdf--L~-[ p-d,u~lim inf(-· (f.d,u );';; 
I\ • !"t / )An/ 

;::;lim_sup (:.: j_r~ct_µ) i ·· [q-dj'- ~ o. 

Door (1) en (2) op te tellen vinden we dan: 

-[go/' 2 /pd/'2 lim inf ff~ d/' + Jim inf (-f f~di'/lim inf [r n df'& 

,Clim sup if ndf ,a;lim sup 1 f~ di'+ lim sup <_,I f~ df')& Jqctr~[ gdf' . 

Daarmee is de eerste bewering van de stelling bewezen. De tweede 

bewering volgt nu ui t: f~ lim f n fL-b. o .=9 p=q jl-b. o. , dus 

I n~co 
( pdr = qd jt , dus vol gens het voorgaande: 
~ '{\ 

Jrctfl = [ pd,r ~ lim inf J. f ndf~ lim sup.[ f ndr;afqd;,t= i fdf. 

Dus: lim inf frnd/l= lim suplfnd_r= limffndr=ffdr· 
I\ " A A 

St. 2.2.10 (Lebesgue). Als voor alle natuurlijke n geldt: 

f E S* · f < f fl b . = 1 - .o,; n , n n+ , 

lim fn r-b.o., en voor 
n-,,.oo 

* geldt f ES • en 

ffdJJ = lim frn d,fal . 
n.....;;. co 

- coo/ n dr~ C <oodan bestaat 

iedere f E. M3!c met f= lim fnf-b.o, 
n-,,.oo 

We veronderstellen dat f 1 ~ 0 _p-b. o. Dan volgt de juistheid van 

de bewering in het algemene geval uit de overweging dat g =f 1 ~o n n 
fl - b.o. is, terwijl (!e rij gn aan de voorwaardenvan de stelling 

voldoet. 

Laat f = lirn f r-b.o, zijn. 
n.......,.co n 

Uit I6 en st 2.1.5 volgt fer* Verder, als we de volgende rij vzn 

invoeren: 

dan geldt dat /\ een niet dalende rij is voor r➔ co en r 



Verder is: 

/\ 00 = fw/f(w)= oo} cNu{c0}Vr>O ::ln fn(<:.J)>r} = Nu lim lim M 
r ➔ oo n-oo n ' r 

met 

N c f w \f (CJ) /:- lim f (ev) of lirn f n (c.v) bestaat niet} J dus 
l n-,,.co n n~co 

en 

Nu geldt, volgens I8: 

p (M ) ::£ :l fr ct1u;:; ,Q / nyr r n r 

dus 

µ*( /\ ) & lim lim f (M ) ...c:.. lirn lim ,, oo n r r r--:>co n~oo J r-,,.co n-? co 

C 
== 0 .9 

dus 

We bepalen nu de trapfuncties t zo~ dat (zie opm. 2 en 3 na n 

st 2 .2.8~ houd rekening met /.1.*( /\00 )= 0): 

a) ~El\ 00 

b) Voor<.Jc/\ geldt f (w)- t (G.J)< :l ; 
n n n n 

c ) 0 ~ ff n d;,t - ft n d /vi < ~ 

VoorwE/\ geldt nu: co 

Kies daartoe n.l. N zo groot 3 dat voor n>N voldaan is ean: 

1° C,,_l E ;\ 
n 

0 -1 1 
2 n < 2 t 

3° f(0-)J-fn(wb<; E , 



Dus, voor oJE/\00 geldt: 

lim tn (w) =f (w), 
D ➔OO 
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Verder geldt, volgens 16, voor alle n: 

f tn d ,11-&f tn+1 d/f ~ J f n+1 dr ~ ,..., 
v, 

dus ftnd~ is een niet-dalende, naar boven begrensde riJ en is 

dus convergent met eindige limiet, Op grond van st, 2,2,8 (zie 

ook opm. na Def, 2,2,7z) geldt dus~ 

f fdf~ = lirn f tn d ,r 
n-.+oo 

Maar 

dus: 

lih1 
n➔OO 

Q evolgen: 

I16 

lirn ft d /1 
n-:,,,m n 

ft is continu in t=t 0 voor -b,a. w , dan is 

(j)(,-) f du def! 
I v = t / 

Bewijs: 

Voor iedere rij re~le getallen t 1 ,t2 , ... met lim tn=t 0 volgt uit 
n➔m st. 2,2,9, toegepast op de rij fn=f~ . 

, Ln. 
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/_· . :1.. .. :1 \/ : J .. ' .. ·-.: 

ill Als voor zekere b> 0 geldt: ft£. M voor alle t E: (t 0 ·-b, t 0 +b), 

d f bestaat in t = t 0 voor .fa-b.a. l,.J, ft f_ S, terwijl 
dt t o 

h E SJE en N met ,.f.l*(N) = 0 bestaan zodat 

3C>0 VwEN o<iJl<(.c ~ /cS-1{rt +V (cu) - ft (Lu)}/~ h(,.1), 

def / o o 
dan is cp( t) = ft gµ. diff erentieerbaar voor t = t O en 

J2ewijs; 

cp' ( t O) = I [~ft ] 
L. dt - t=t 

0 

du. 
/ 

Als bij I16½, met de ri j f = t 1 ( ft + 5 -ft ) waarbij /tS / <:: c en 6 ·➔O. n n O (n . 0 n n 

J.:@ A ls _µ(D) oo, ft f. S voor alle t E [ 0< , ft], it ft bestaat voor alle 
,.J en alle 

tE[cx,~]; h E S, t Vt Ir t (0))1 ~h(w L dan is gt ft Es* en 

VtE[cx,pJ ai frtdr = /£f/t·91--L" 
Voor het bewijs van deze bewering gebruikt men de rij functies 

fn=(t -t)-1 (ft -ft) en de stelling van Egorov (zie bv. Z~anen, 
n n 

Lineair Analysis, pag. 31). 

., Als /1.nE." ~ voor alle natuurlijke 

en er is een C <oo met voor alle n 

lim 
n-.cn 

Bewijs: 

1-/ ro/1 = /raF~c. 
n 

n, /\ 1' /\, µ.( /\) =0 ~ f X: E s3E, 
n ' ·lln 

( C ~ 
I fq,µ-~ , dan is f ES · .en 

l1n 

Pas st. 2.2.10 toe op de rij functies f = f X . 
n , /\n 

De stellingen I16{ t/m I18 zijn niet zo scherp mogelijk geformu­
leerd. 
Men kan echter in het algemeen niet de voorwaarden afzwakken 
tot (bv. in I16{): 
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\It ft EM* J omdat dan in het algemeen de vereniging over t van de 

verzamelingen waarop ft niet meetbaar is geen /'t -nulvz meer zal 

zijn. 

We kunnen het merendeel van de tot dusver gevonden resultaten 

samenvatten door gebruik te maken van terminologie uit de lineaire 

analyse. Daartoe voeren we nog de volgende notaties in: 

J d~frf I )13E( f wj f (w)~O} )=0} 

r;-Jr,A) d;>f f rctt'; rf' (r) ct~rr/r,J2); 11r11 ct!"L;,,( )r/), 

Dan geldt 

St. 2.2.'1'1 a) s*~t) en S(r-) zijn lineaire ruimten. 

b) Jc s*v,i) en J is een :.deaal. 

) -3 def 0 1E( ')/J . 7 . . · t 

Bewijs: 

a) I4 en 15 

c = 0 f 1s een ~1nea1re ru1m e. 

d) r11 (f JI\) isJ voor vaste f E s*(ft) J een <T-additieve 

vzfunctieJ gedefinieerd op~ J die absoluut continu 

is t.o.v.r. I/< (f.,, /\) is dan en slechts dan een 

maat als f~0 p-b.o. 

e) Ip (f ,/\) en dus ook I 1/r) en \lfll , zijn constant 

op iedere? E ~- Als we, op grond daarvan 3 defini~ren: 

Ip CL/\)= I;i(f,/\); r,Jr)= Ip(f) en llfll= l\f/1 J 

voor f E: S en f £ f J dan geldt: 

II f II is een norm in S. 

f) I fl (f) is een niet-ne 

lineaire functionaal op 

g) S is volledig t,o.v llf!I. 

i.eveJ begrensde (dus continue) 

h) de vz T(µ)/(JnT(p)) is dicht in S t.o.v, deze norm. 
I 

b) I1, I4.,, IS en f=0 f1-b,o,::=::;:,fg=0 -b.o. voor alle g E.S*(fc). 

c) I43 15 en r1. 
d) I1 3 ·I2 en voor "slechts dan 11 : 

) (T7) - } fi({C,) / f(e,_i)<Or)>O~ 3c-<of\ (,,_Jlf(c.y)~ c}) >0 ~ Ir(f ,f c,._ijt:(c...>~c )<0. 
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e) I3 en def. 2.2.7* voor de eerste bewering; verder: 

11 f 11=0~=0 volgens 110; 

)laf//=/a/.1) f!I volgens I4; 

II f+gll= I_µ (if+g I) & Ip (lfi+ lg I )=I;)l f I )+Ir(/ gj )={if U+ U g II , 
volgens I6 en IS. 

f) lineaire functionaal: I4 en 15; 

niet-negatief: 16**; 

begrensd: 111, 

* h) st. 2.2.8, opm, na def. 2.2,7' en 13. 
g) stel dat, voor alle natuurlijke n f ES en dat n 

lim 1/f-fl/=0. n m n~co . 
ill->CO 

We moeten dan bewijzen dater een feS is, met 

lim llf-f 11 = o. n 
n->CO 

Daartoe bepalen we eerst een deelrij g =f 
k nk 

is~ op de volgende manier: 

, waarvoor 

Kies voor n 1 de kleinste n waarvoor ll f -f l!<-21 voor alle m > n en 
_n _m 1 k 

voor nk de kleinste n>nk_ 1 waarvoor II f n-f mil <( 2 ) voor alle m > n 

Stel dan: 

Nu geldt, voor 

dat 

zodat we st. 2.2.10 

gES en f gdf = 

kunnen toepassen: 

kli~cof hkd,? = l/g11/ + 2co 1Jgn+1-gnl/ 
-,,. n=1 
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Kies een g E g, dan geldt voor 

dat 

co 
omdat g E. s*. Voor eu E~ is dus L{g "'(w)-g (w)} absoluut 

n=1 n+, n 

convergent. We definieren: 

voor w E /\ . 
00 

Dan is f EM* en lfl::::g f-b.o .. Dus, volgens st. 2.2.9 is fe s*, 
dus feS en 

Jfdf' = lim [f g1 + ~ (gk+1-gk)} d/' = 
n-:► oo k=1 

Dus: 

lim \l f-g II = 0 n n-,,.co 

en>omdat 

lim · 11 f -g II 
n-=,,.co m n 

=0 

r,.;~m 

is, volgt hieruit 

lim II r-:fnli = 0 . 
n----,,co 

lim Jg 1d ,u • 
TI--?-CO n+ / 

Hiermee is het bewijs van st. 2.2.11 voltooid. 
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We besluiten deze paragraaf met enkele opmerkingen over de relatie 

van het hierboven ingevoerde integraalbegrip met dat volgens 

Riemann. We herinneren aan de definitie van absolute R-integreer­

baarheid: Een functie f(x) is absoluut R-integreerbaar over een 

interval I b (eindig of oneindig) als lr(x)/ eigenlijk of onei-a, 
genlijk R-integreerbaar is over I b. a, 

St.2.2.12 Als f(x) over het (eventueel oneindige) n-dimensionale 

interval I b absoluut R-integreerbaar is, dan is f over a, 
Ia,b sommeerbaar (t,o.v. de Lebesgue maat fLL) en; 

f b 1 • .J b n f ( X 1 ' • • • , xn ) dx 1 .. • dxn = r f' 

a1 an 1a,b 

In het bijzonder geldt de bewering dus als f(x) over 

het eindige interval I eigenlijk R-integreerbaar is, a,b 

Bewijs: 

Zij f(x) eigenlijk R-integreerbaar over I b ( -oo<a ;;ii b< oo) en 

laa t { Ii k)} een rij eindige disjuncte spf its in gen van I b in 
d 1 . t 11 I(k) I(k) . · t c J.J (I(k))a, ee in erva en 1 , ,.,,? ZlJn me ok=max / L f ; 

-( k) k ( k) f 
sup f(x)= f ; inf f(x)= f en lim i> =0. ran geldt 

xe:rJk) > XE.I(k) -f k~co k 
volg~ns Riemann: ~ 

Wegens de eigenlijke R-integreerbaarheid van f kunnen we op de 

rij trapfuncties 

t = ~ f(k) Y 
k T f /{ I( k) 

) 

( k= 1, 2, .. , ) 

st.2,2.8 toepassen$ dus r)t 1 E S(?L). Volgens 17 en I2 is 
a,b 

verder 

f 
I a,b 

Door de limietovergang k ~ oo ui t te voeren vol gt de bewering voor 
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dit geval onmiddellijk. 

Als f absoluut integreerbaar is over I b(-co =a::= b ~ +oo ), dan is a, 
er een stijgende rij eindige intervallen Ik met lim Ik=I b en 

k--... co a, 
f(x) is voor alle k eigenlijk R-integreerbaar over Ik. Dan volgt 

de bewering door successievelijk toe te passen 119 (op Jrl i 1 
a,b 

en de rij intervallen Ikuia,b)en st.2.2.9 (op fk=f ;{ 1k met 

g= Ir/ Xr ). 
a,b 

Opmerkingen : 

1) De eis van absolute R-integreerbaarheid kan niet gemist warden, 

zoals kan blijken uit het volgende voorbeeld: 

d 2 . 2 -2 
f(x) = dx (x sin x ) 

is over [0,1] oneigenlijk R-integreerbaar, maar niet absoluut 

R-integreerbaar. f is ook niet sommeerbaar over [0,1]. Om dit te 

bewijzen toont men eerst aan dat: 

{ /fl df L ~ [rr(6n+1)/- 1 
n 

, 

waarin 

J\ [[ 1 1 _ _l { 1 } _l_] 
n = 7T ( 2n + 3) r 2 , T[ ( 2n - 3) 2 

is, zodat 

·-. frldfL~y [n:(6n+1)}- 1 ==oo 
[o, 1] n 

is, dus: 

Het is echter wel mogelijk om, net als bij R-integralen, oneigen­

lijke L-integralen te defini~ren. In dit geval wordt dan 

[o, 1_] 
def lim 

E ~ 0 
, f][ f d /'L 

Deze oneigenlijke L-integraal is dus weer gelijk aan de corres­

ponderende oneigenlijke R-integraal. 

2) Voor toepassingen in de theorie van de stochastische proces­

sen is de volgende gedeeltelijke omkering van st.2.2.12 van 
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belang (we formuleren de bewering voor R1 . Het is echter direct 

in te zien dat de bewering juist blijft voor Rn): 

I20 Zij f sommeerbaar over [a, bJ ( -oo <at€; b-. ro ) 

n 
R [r;s 1, .•. ,snJ = ~ (sk+1-sk)f(sk);s 0 ::;;:a~s 1 ~ •.. =sn~sn+1==b; 

6 == m~x { sk+1-sk} ; 

voor O ;;t ~ b-a is 

Rt [f;s 1, ... ,snJ = R [r;s;, ... ,s~], waarin de getallen 
s 1, ... ,s~ uit s 1, ... ,sn ontstaan door de getallen 

s 1+t, .•. ,sk+t, sk+1+t-(b-a), ... ,sn+t-(b-a) (met sk+t ~ b en 
sk+1+t >b), naar op~limmende grootte te rangschikken, 

Dan geldt: 

b-a J I I Rt [r ; s 1, .. • s ] - f d .u L l d t = 0 • 
O n [a., b] 1 

Men kan 120, enigszins onnauwkeurig, ook zo formuleren: Voor d 
klein genoeg ia de maat van de vz t-'s, waarvoor de Riemann-som 

Rt [r;s 1, ... ,snJ geen goede benadering is van fr dfL ,klein. 
[a, b] 

Voor het bewijs van 120 verwijzen we naar Doob p,63-64. 

3) Als ?- een intervalmaat is (zie par.1.5), F een bijbehorende 

verdelingsfunctie en f absoluut Riemann-Stieltjes integreer­

baar over I (-co;;a~b...::.:oo) dan geldt: f is sommeerbaar a,b 
over I en a,b 

Bewijs: als st.2.2.12. 

2.3 Productmaat 

f f(x)d F(x) . 
I a,b 

We vinden, als bij meervoudige R-integralen, eerst een voorstel­

ling van de door Def.2.2.2. ge!ntroduceerde productmaat als een 

integraal. Ter voorbereiding eerst: 

st.2-;3.1 Als G (v=1,2) (f""-algebra 1 s van deelvzn van Q zijn, 
V p 

dan geldt: 
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/\ EC 
w /2 · 1 

Bewi,j s: 

Beschouw de klasse Yvan deelvzn /\ van (.0 1,02 ) waarvoor geldt: 

Dan geldt: 
10 ?f1s een u-algebra, want: 

CJ 2 )E /\}={w 2 j (w1, w 2 )¢ /\} = {wJ(w1,w2 )EA}=/\01 .. 
1 

dus: 

en 

I\ = U A k' met /lk E :f==:::;:;, /1 0 .11= { w 2 / ( w1,w2 )E /\} = f w 2 / 3k( c..i1, w2 )E I\} = 
k=1 

CD CO 
€ ?f 

== k~ 1 f w2 ) ( c..,1' 0 2) E A k1 == ~ 1 ( /\ k \01 E q 2 =;'> 
/\ 

20 C ,, ~ 
a1-"~2C , want~ 

cp n 
1fk=(A~, 2) l) q~, als = 

k½!1 3/ k 
en met k E k 

dan is: 

2 
k, met 

dus: 

E 
2 

Uit 1° en 2° volgt: 
.E, 
( Cj1>< ) C 

en daarmee is de stelling bewezen, 

' 
St.2.3.2 Als de maten j-< 1 en f!- 2 , gedefinieerd op de u-algebra 1 s 

i/1 en 2 0- -finiet zijn, dan geldt voor E 1\ <J,,1 x. 72 ) 
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en 

fl\ EI*(f-"1); gl\ E I~~(JJ-2) en 

( ,r 1 x /1-2) (A)= ff A d l( 1 = f g/\ d f2. 

Bewijs~ 

We beschouwen eerst het geval dat /\ een aftelbare vereniging van 

elementen van (11 :x q2 ) is. Zij: 

A uoo r r· A1 /\2 ;.V q _L r 
I\= k; k=( k' k) met Ilk E ,,; kt-j ~ 1kn ~==O., 

k=1 .,,. 

dan is: 

dus: 

/\C,J = 
1 

We concluderen hieruit direct dat de bewering voor eindige 

;i1( 1 ) en 2 (Il 2 ) ook juist is voor limieten van dalende rijen 

vzn van deze vorm(limiet_overgang in het linkerlid volgens 

st.2.2.10, in het rechterlid volgens de «-additiviteit) en voor 

de complementen van dit soort vzn. (want f;f =,P2 (D 2 )-f/\ ). Dus 

de bewering geldt voor alle vzn van de vorm: 

m n 
n==1 

Uoo ih oo 
~ of U 

k=1 - k,n n='I 

00 n q) '_ J me t cp k n J 9) k n 
k= 1 - k, n -· , - , 

Vervolgens veronderstellen we /\ c ( /\ 1 , A2 ) met j-'1( 

en AE 1\ q1 x q2 ). Volgens st.1.4.5 en 2.2.3 bestaan 

A' en /\ 11 met 

/\" I\ /\' C C ) 

(J11 X}J2)(A' 1 )=(p1 Xjl2)(/\)=(f'1 x;<2)(/\') 

2 )<00 

dan vzn 
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en 

Volgens het voorgaande geldt nu dus: 

fr A" d r1=(f'1 x/'2)(/\~)=(fL1 Xfl2)(A)=(f'1 x;i2HA' )= Jr /\I d ,r1, 

en bovendien ( ui t /\ 11 c A cA 1 
) : 

( 2) f 
I\ 

II 
< f 

I\ 

< f 
f\, I 

Dus 

f -f > O en f ( f · -f ) d ,,u =0- f =f 11 
/\ 1 A" /\ 1 I\ 11 ; 1 - A 1 /\ 

maar dan ook, volgens (2) 

f = f 
I\ f\ l 

f'-b.o. 

dus 

In het algemene geval splitsen we (.{2_ ,,1'{2 2 ) in disjuncte vzn 

(D~,fl~) met rv(_.(2~) <co. In ieder van die vzn kunnen we boven­

staande conclusie trekken. Lan gebruiken we: 

f = 
I\ ) 

en de u -ad.di ti vi tel t van ())1 x ;U 2 ) om met behulp van 12 ook voor 

dit geval de 

bewering: ( 

overwegingen. 

juistheid van de bewering aan te tonen. De tweede 

1 ) (I\)= f gl\ d f'2 , vol gt direct ui t symmetrie-

B 
Gevolg: als N E. ( x f2 ) voldoet aan 2 )(N)=O, dan geldt 

voor )1 2 - bi jna al 1 e w 2 : ji1 ( 1'\,.;2 ) =0. 

Bewi,j s ~ ()11 x ;12 )( N )= f )1- 1( N02 ) d f'2=0 en f1'1( Nw2 ) ~ 0. Laarui t 

volgt /11(N 02 )=0 j-'2 -b.o .. 
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St.2.3.3. (Fubini) 

ruimten. Dan geldt: 

( .0. , C{ , 11 ) ( v = 1, 2 ) z i j n o- - fin i et e maa t -
V (] ~ I µ 

f e s1 fl 1 )( fl 2 ) ~ f e s *( fl 1 ) fl 2 - b. o. ; f € s( f' 2 ) /'1- b. o. ; 

frct /11 ES*( /'2 ); frct/' 2 es*(;i 1 ) en 

f fd( ji 1 x /l2) = f d /'1 { f fd f 2 } = J d fl 2 { f rct /f 1 } . 

Bewijs: 

We bewijzen de stelling eerst voor sornmeerbare trapfuncties. ZiJ 

n 
t( w1, 0 2) =~ o<k 1 k( ev1, w2) 

k=1 /\ 

een sommeerbare trapfunctie: 

Ak E B( q 1 X (j 2 ) ; ( fl 1 XI' 2 )( A k ) > 0 ===}> 

k 
(fl1 Xf'2)( /\ ) = co ~d-k = o, 

dan is, enerzijds: 

ftd( /'1 x /'-2) = 1c:1 o<k( /l1 xj<2)(/\k), 

en anderzijds 
)( k ( w1' CJ 2) = 1 k ( w2) 

A Aw 
1 

met (st.2.J.1, st.2.J.2 en gevolg st.2.J.2): 

Ius (st.2.3.2): 

ftct/' 2 ES*(j-i 1 ) en f d )11{ ftdf 2} == 

n k J =.·~=>:>(k(fl1\µ2)(/\) = td(fl1xfl2). 
k=1 

-CO<o< ..C.CO• k , 

Zij nu f ES*( f 1 x ,f'- 2 ). Ian is er volgens st.2.2.8* een rnonotoon 

niet-dalende rij sornmeerbare trapfunc ties f tn ( c..., 1 , w 2 )} met: 
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n~ii~mftnd()1 1 xj-t 2 ) bestaat en= Jrct(j' 1 x/' 2 ). 

Ste 1 gn ( w 2 ) = j t n d j11 

voor alle w 2 waarvoor het rechterlid bestaat en 

gn ( w2) = O 

voor die w 2 waarvoor tn1- S~f( p 1 ). Ian geldt dus, volgens het 

bovenstaande, ? 2-b.o.: 

en 

dus: 

en 

dus 

Dus: 

V n gn ( w2 ) = J t n d /' 1 

fgnd f2 = Jct /'2 { Jtnd /11}= ftnd( )'1Xf' 2), 

lim 
n---?oo 

1 im gn ( w 2 ) < CD fl 2 - b . o • 
n---3>00 

(vergelijk bewijs van st.2.2.10). Ius de trapfuncties t, als n 
functies van w, voldoen aan (zie gevolg van st.2.3.2): 

Voor ;i 2-b.a. w 2 geldt 

en 

lim 
n~oo 

lim 
n-➔oo 

tn ( w1' l:.J2) = f ( ~1-' w 2) ?1- b. o. 

Jtndf'1 <oo. 

Op de rlJ tn kan dus voor f' 2-b.a. u.)2 st.2.2.3*toegei,.,ast 

worden : f E S *( )'- 1 ) j'- 2 - b. o. en 

( f d fl 1 = 1 im Jt n d /' 1 = 1 im gn ( w 2 ) /'2 - b. o . 
J n~oo n ~m 

Nu voldoet dus de rij functies gn aan de eisen van st. 2.2.10, 

zodat geldt: 
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li,,1 f gnd /'2 = f lim gn d ;,2 , 

dus: 

re tweede bewering van de stelling volgt uit symmetrie over­

wegingen. Iaarmee is de stelling van Fubini bewezen. We beslui­

ten deze paragraaf met twee opmerkingen: 

1) re productmaat /11 x /1 2 van Ief.2.2.2 kan natuurlijk ook voort­

gebracht worden door het product van twee (f"-additieve inhouden 

m1 en m2 . Stel dat m1 en m2 o--finiete o--additieve inhouden zijn 

op de algebra I s q 1 en q 2 , terwij ~ ,P 1 en ,,f 2 de ui tbreidingen 

van m1 en m2 tot de er-algebra I s ~ 1 en 1.12 zijn. We kunnen dan 

~e inhoud m1 x m2 op q'1 x f2 voortzetten iot ein rnaat f'- op 

( 91 x £2 ) e~ ook deB inhoud fl 1 xf'- 2 op ~ 1 x q2 tot een maat )) 

op -"( 'q 1 x ~ 2 )(= ( 11 xq2 ) volgens pag.7). j-l en v stemmen 

dan overeen op de algebra q1 xf2 en zijn dus identiek (st.1.4,4). 

Het is dus geen beperking van de algemeenheid om bij het vormen van 

een maatproduct van <T-algebra 1 s uit te gaan. 

2) Stel dat 3 o--finiete maatruimten ( D, r: , ,u ) ( ))=1,2,3) 
., o'v / v 

gegeven zijn. Beschouw de maten fl=j1 1 x(,,µ 2 x;;- 3 ) en 

v= ( /l 1 xt 2 ) x fl 3 . fl resp. v onts taan door ui tbref ding van een 

inhoud op 11 x .B(q 2 xi3 ) resp. 8(q 1 x~2 )x~3 . Het is direct 

duidelijk dat de twee inhouden overeenstemmen op de algebra 

q 1 x q 2 x fj J. Ui t 

1\ 1\ g 1 X j 2 ) X ~ 3 ) = ( q 1 X B( q 2 }( ~ 3 ) ) = 

= J"( g1 x q2 X f 3)' 

volgt dat? en v al ~,ntstaan door ui tbreiding van deze op 

q 1 x q2 x 13 gedefinitjerde inhoud. Ius f'- = v . Verd.er ligt het voor 

de hand om de maat die ontstaat door uitbreiding van de product­

inhoud op q1 xfj2 xq3 te noteren als ,P 1 x/'2 x/'3 . Hiermee is dus 

bewezen: 

m.a.w. de vorming van (einoige) maatprooucten is associatief. 
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2.4. De stelling van Radon-Nikodym 

Zij v een (f'-addi tieve verzamelingsfunc tie op een er-algebra 

q van deelvzn van __Q_ (zie blz.12). Iit houdt dus onder meer 

in dat /\ E g impliceert -CD < v (I\) ;:;. oo. We voeren in: 

fef.2.4.1. re vz /\E g heet positief (resp. negatief) met 

be trekking tot de o- -add. vz. func tie )) al s voor iedere /\' E. CJ­

geld t 
"l>( A n A' ) ~ o (resp.~ o), 

en bewijzen: 

St.2.4.1. Bij iedere o--additieve verzamelingsfunctie ~ bestaat 

een splitsing van il in twee disjuncte vzn: 

li= .. n.+un- , 

zo da t ..0. + een posi ti eve en .fl - een nega ti eve vz is met 

betrekking tot v (splitsing van Hahn). 

Bewi.js. 

Zij 'le - de klasse van_ alle nega ti eve vzn ui t fi met be trekking 

tot lJ. OE 'le-, dus 1? is niet leeg. Stel A= inf v (/\). Kies r l\e '1,?-

een rlJ vzn {/\ } uit )f waarvoor lim v ( I\ ) = A • Ian is oo n n ,-
_n- = U An een nega tieve vz ( alsn~~niging van nega ti eve 

n=1 vzn), waarvoor 

want voor alle n geldt /\n c.D.-, l\nE:'Jf-, ..o_-E'JC, dus: 

))(fl-) = ))( /\n) + ))(...Q- - An)~ lJ ( An) , 

dus 

en ook 

Stel 

-v ( l2 - ) :s 1 iill )) ( /\n) = (3, 
n~oo 

p ( D. - ) ~ p ( omda t D. - E J{ - ) • 

_n_+=_Q _ __Q-, 

en veronderstel dat _o+ geen positieve vz is, dus stel aat 

er een /\ 0 c i2 + is met "\.> ( A0 ) < O. A0 kan geen negatieve vz 

zijn, want dan ZOU n- u Ao een negatieve vz zijn met 

~(..Q- u 1\0 ) <~ . Stel dat k 1 het kleinste natuurlijk getal 

is met de eigenschap dat /\ 0 nog een deelvz /\ 1 E ~ bevat met 

))( A1 ) ~ :k~ . Dan is 
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Op A0 - A1 kunnen we dan dezelfde redenering toepassen als op 

A0 en we vinden dan een vz /\ 2 c I\ 0 - /\ 1 en een kleinste natuur­

lijk getal k2 zo dat 

Zo doorgaande vinden we een rij van [An} met: 
n-1 

An c /\o y /\k 

en 

Nu geldt: -c.o < u ( A ) :C O, dus voor iedere deel vz /\ van /\0 geldt . 0 

lv(A)j <CD (want v(/\0 ) = ))(/\) + v(/\O-A)). Dus, omdat de vzn 

/\n disjunct zijn en omdat: 

is, moet 

CD CD CD 1 
).) ( U /\ n ) = ~)) ( /\n ) ~ L - ' 

1 1 1 kn 

lim 
n~CD 

1 = 0 
kn 

zijn. Dus, als we stellen 

r = A 
0 0 

CD 

- U An 
1 

geldt voor alle n dat r0 geen deelvzn meer heeft met 

))(/\) ~ k ~1 ' 
n 

dus ~ heeft geen deelvzn met 

)) (/\) > 0, 

dus r0 is een negatieve vz. Anderzijds is 

CD 

v(r;) =v(A0 ) -Lv(/\n)~l>(/\0 ) < 0 
1 

in strijd met de mini111ali tei t van ..Q - • Lus fl+ is een posi­

tieve vz. 

St. 2. 4. 2. AlsD =.fl+ u _Q_ - = fl ~ u _Q~ twee Hahn-spli tsingen 

van ...0 met betrekking tot v zijn, dan geldt: 
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Bewi.Js: 

en 

I\ n (..0-t- - __Q.~) C /\ n .D.~ --9 v( I\ n en+_ ..o: )) ~ 0 . 

rus 

))( /\ n (D.-t-- n; )) = 0 

en op grond van symmetrie: 

Lus: 

v { /\ n .D. -t-) = v ( /\ n iY ) + v( I\ n ( .D. -t-_ r;y )) _ .> ( A n ( l2 + _ ..D. ¼" )' = v ( !\ n .fY ) . 
1 1 1 'J 1 

re rest is nu triviaal. 

Op grond van deze laatste stelling kunnen we nu de volgende 

nieuwe vz functies defini~ren: 

Lef.2.4.2. Voor A e q is: 

-/ ( /\) d~f )) ( A n _Q +) ; 1) - (A) d~f )) ( I\ n.fl- ) 

en 

)vj(/\) d~f ))+(/\) _ ))-(/\), 

als .0 = D + u fl - een Hahn-spli tsing is. 

St.2.4.3. ))+,-))-_en )vj zijn maten op 1 met 

a) )) (A)>-oo voor alle /\ eC 
b) v(/\) = u+(/\) + v-(/\) voor <falle AE j . (Splitsing 

van Jordan) . 

Bewi,is: 

a ) )) - ( A ) = )) ( /\ n D - ) > - oo . 

b) ))+(/\) +).)-(A)= v( An _o_+) + V( An _o_-) =))((l\nil+)u(!\(n.0.-)) 

=))(/\). 

v heet eindig resp. CT -finiet al s v + eincUg resp. o- -finiet is. 

Ief. 2. 4. 3. De er -addi ti eve vz func tie l.> heet absoluut continu 

t.o.v. de ~-additieve vz functie p gedefini~erd 

op dezelfde a- -algebra ~ , genoteerd 

))<<j-1-, 
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als geldt: 

\/AE{-j /t,<(.A)=o ~ v(A) = o. 

St-.2.4.4. Als v en p eindige maten zijn, v niet identiek 

0, Jil < < )-'- , dan is er een e > 0 en een /\ e ~ met J.J. (/\) > 0 

en zo dat A positief is met betrekking tot~ - cl"'-. 

Bewi,is ~ 

Zij .0. = _Q + u Q - een Hahnspli tsing horend n 1 n 
functie ~- nf'- en stel 

(X) 

bij de CT -add. vz. 

(X) 

_a+= u.o+ 
o n=1 n 

. .a- = no-- n- _a+ ' o n=1 n' dus o = o· 

Dus, omdat n-. C D - voor alle n: o n -

dus is 
l)(_Q;) + > o ~ ;-d..00 ) > o, 

dus: 

3n ;i(.0;) > o. 

Neem I\= n+ n en 1 dan is aan de bewering voldaan. E = - , n 

St. 2. 4. 5. ( Radon-Nikodym). (D, ~ , j-'-) is een <J"-finiete maat­

ruimte, µ is een ~-additieve vz functie gedefini~erd op~, 

die Q"-finiet is en l> <<.fl. Dan bestaat een functie f : f2 ~ "R , 

z o da t f E I*( fl ) en 

V l>(A) = frdf'· Ae} A 
Twee verschillende functies die hieraan voldoen ziJn )-'- -b.o. 

gelijk. Als geldt O < u< J-1 dan kan f zo gekozen worden dat 

voor alle w '= .0. 
0 ~ f ( Gd ) ~ 1 

geldt. 

Bewi,is: 

We beperken ons eerst tot het geval dat u een maat is en dat 

)) en,,/' beide eindig zijn. Stel dan 

'Je = { r I r e r* ( ;,< ) , 
en 

V 
/\e~ 
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cl-.. = sup J f d J.J. • 
f E ~ / 

( 'Jl is niet leeg want de functie die overal O is hoort tot 

';;Je). Laat { fn}' een rij functies in ';Je zijn met 

1 im fr n d )1 = o< • 
n~m 

Zij 

dan kan voor iedere n en iedere /\ E 5'. een disjuncte spli tsing 

van /\ : 

"= f\ V j\ U V /\ 1 2 · · · n 

gevonden warden met /\k E ~ ( k=1, ... , n) en 

gn ( w ) = f k ( w ) v o or w E /\ k ( k = 1 , . . . , n ) . 

I;us: 

dus 

Verder is: 

f ( w ) = sup fk( w ) = 
o k € N 

lim gn ( c....> ) 
n.-m 

en de rij gn is monotoon met begrensde integralen: 

f gn d ,P & v ( D ) < CD , 

dus op grond van st.2.2.10 is f 0 e:r"'(p) en 

dus 

en 

f E. 'Jf 
0 

t e rw i j 1 ( gn E ';ff ) : 

o'- ~f gnd/' ~ J f kd/A 

dus 

( k= 1, ... , n) , 
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o<. Glim f gndf ~ lim f fkd f = o<, 

ff od/1 = c< • 

l>o ( /\) = l> ( /\) - £ f o d / 

en veronderstel dat v 0 niet identiek O is. Ian bestaat er 

volgens st.2.4.4 een E>O en een /\E:~ met~(/\)> 0 en 

())0 - EJJ-)(1\ nl\') ~ O voor alle /\' 1:: j, 
dus: 

E-f'( An A') <-v( /\/\A') - ( f d µ. 
J A"/\' o / 

Als g 

+ EJJ-( I\ fl A'), 

dus ( f O E 'Jr! ) : 

[ gd .f'- ~ lr f O d fl + }) ( A n I\ 1 ) - ( f O d ,f' = )) ( I\ n I\ 1 ) + 
A' /\' )/\ nA' 

+ f f d µ ~ :v( /\ () A I ) + )) ( /\ I - A ) = V ( A I ) , 

A' 0 / _(\ 

dus 

maar: 

sgd~ = Jr 0 d;t+ cf-(/\) =«+ Ejl(./\)>-c,(, 

in strijd met g E"J/!. Dus ))0 (/\) = 0 voor alle /\ , cl.us: 

).)(/\) = f fod f-. 
(\ 

rat twee verschillende functies die h~eraan voldoen JJ- -b.o. 

gelijk zijn volgt direct uit I 14. Iaar bovendien uit 

V 
A 

volgt dat lf 0j < CD is f' -b.o., blijkt dat het mogelijk is f 0 

op een 11-nulvz zo te wijzigen dat f 0 voor alle weindig is. 

Als v een eindige a- -addi tieve vz functie is volgt de bewering 

direct uit: 

:.v < <f ~ ))-r<<JJ- en v- < < )' 
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Als )) en /-' c:r-finiet zijn dan bestaat een spli tsing 

co 

D = k~ Qk' 

zodanig dat 1J en ,P- op iedere Dk eindig ziJn, zodat voor 

de res tric ties van )) en ~ tot Dk er dus een f k bestaa t. 

Dan is direct in te zien dat de functie f ; Q ~ R met 

voldoet. 

Als tenslotte O -ce::.)) ~ ~ is, kan men in het bewijs de. klasse 

'Jf vervangen door 
' 

'Jf O ~ {r If EI'(f' ); \IA•g [ fd/'< v (A); \fw O,scf(w),s 1}, 

zonder overigens essenti~le veranderingen in het bewijs aan 

te brengen. Hiermee is de stelling van Radon-Nikodym bewezen. 

Opmerking. 

Voor het begrip voorwaardelijke waarschiJnlijkheid is de vol­

gende toepassing van de st. van Radon-Nikodym van belang. Zij 

(D, q, p) een wh-ruimte ( q is een a- -algebra van deel vzn van 

.0, pis een maat op~ met p(.Q) = 1). Voor iedere AEgis 
pl\( A') d~,f p(/\n/\') een maat op CJ met: 

O :o; p 2 p, dus p < < p. 
- {\ I\ 

Volgens R. -N. is er dus een functie fl\ ( w) met O ~ f /\ < 1, en 

PA( A')= f 
/\' 

f dp. 
A 

Als men de zo gevonaen functie f (w) wil interpreteren als 
I\ 

de voorwaardelijke kans P { /\ I c....J} dan moet f /\ ( w) bovendien 

nog voor iedere vaste w een maat in A zijn. BiJ een wille­

keurige g is het niet mogeliJk om aan te tonen dat een 

dergelijke versie van f A bestaat. Als CJ. de klasse van de Borel­

vzn in Rn is, of een er -algebra die aan bepaalde aft el baar­

heidsei sen voldoet dan is het wel mogeliJk om aan te tonen dat 

er aJ_ tijd een "reguliere" versie van f A is. We komen hier 

later op terug. 
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2.5. Maten op productruimten met oneindig veel factoren 

We bewijzen eerst de volgende hulpstelling: 

Hulpstelling. Als m een inhoud is op de algebra ~ en voor 

iedere krimpende rij f /\ n} ch met /\ n E q , geldt: m( An) ;;;: e. 
voor alle n impliceert n /\n f O , dan is m a- -addi tief 

n=1 en omgekeerd, 

Bewi.is: 

Veronderstel dat m niet ~-additief is, DJn is er een riJ dis-
CD 

j:cte vzn { /\~} met A =n~ A~ E g ; A~ E i , zodat 

~= 1 m( /\~) ~ m( /\ ) . Ui t de eindige addi ti vi tei t van m vol gt 

onmiddellijk dat dan 

co 
/ m( A ' ) < m( A ) 
n=1 n 

n 
is. Beschouw nu de rij 

rij met 

A = A - U A'. rat is een krimpende 
n k=1 k 

n oo 
m( An) = m( A ) - ~ m( A');;;; m( /\ ) - ~ m( /\k) > O, 

k=1 k k=1 
en 

(X) 

n An= 
n=1 

co 
A- U 

n=1 
/\ I 

k = 0 . 

fit geeft een tegenspraak, dus m is er -addi tief. 

> 0 

Anderzijcs, als m cr-add.itief is en f /\11.} 
m( /\n) ~ E > O, c_an zou de veronc~erstelling 

st.1.J.4 tot een ongerijmdheid voeren. 

een riJ is u1et /\ n -1,, 

/\ n J,, o vol gens 

In het volgende zullen we onderzoeken onder welke voorwaarden 

in een productruimte met oneindig veel factoren een maat ge­

construeerd kan worden. Om de samenhang van de verschillende 

oplossingen van dit probleem duidelijk te maken zullen we een 

formulering geven waarbij de productnotatie vermeden wordt. 

Met het oog op volledigheid zullen we ook enkele vroeger al 

bewezen resultaten nog eens in deze nieuwe formulering geven 

(zie pag. 6 t/m 10). 

Zij x een indexverzameling (in het algemeen overaftelbaar). 

le , ';f,f0 
, -X( Je\ "jfx. , "'Jtx.) zijn de klassen van eindige, resp. 

0 CO O CD 

aftelbare, resp. alle deelvzn van K.0 (x). Bij iedere )ex0 is 

een volledige maa truimte ( D , G , µ. ) met µ_ ( Qc:>) = 1 gegeven. 
f ,f I f . . I ? > 

Voor alle x. E '1f. vormen we de productruimte 
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D=TfD. 
X )'EX. ) 

en voor al 1 e )C E Yeo de pro due t-maa truimte ( Q , (: , J.,l ) : 
B X. ifX. / x 

C - rr c_ . j). -rr,ll_ 
a x. - > e x. a ? > / x. - '.5'e X/ S" · 

De karakteristieke eigenschappen van productruimten kunnen 

we nu for1i1uleren met behulp van het stelsel afbeeldingen 

(projecties) 

-➔ .fl x~ 
gedefini~erd door: 

.> 

Ieze ~ heeft de volg~nde eigenschappen: 

P1 
X (identieke afbeelding op D. ) cp = l-

X X )C 

P2 Xi_ X.1 X:; 
( X C x.3 ) cp )(_ (/) = Cf X. X. 2 C I 

X 1 i 1 1 

B. cpx,.. J]_ _Q ( X C )(2) 
)(.1 )(_ 2 x., i 

P4 Zij 1-f'c 'Je. Stel x'= SUP. X . Bij iedere XE':fif 1 is een 
X. e :<('' 

wx~n. gegeven met 
X X 

( X E '1( 1 
, X 2 E "j( 1 

, X "= ),(_ fl X. =/= 0 ) ==;>, Cf :2. ~ = 
1 1 2. x" x. 2 

ran is er, voor iedere x::) x' een w E._Q met 
x x 

cp w=C.J voor alle x E 'Je'. 
)C X. 

Als x = x' dan is c-<> eenduidig bepaald. 

P1 t/m P4 volgen vri jwel direct ui t de def ini tie van Cf. We 
x 1 laten het bewiJs achterwege. Op grond yan F3 induceert cp 
X. 1 

de afbeelding ( df is de er -algebra van alle deelvzn van 
X. 

il)(: ) 
xf 'Jf 'Jf t )(_ : )(1 --';;> ){'.Z. :, 

2. 
die aan een deelvz van _Q_ de vz van alle originelen in 

)(1 

_Q (de 
X1 

toevoegt: 

of 

c1 

cilindervz met basis in _Q_ , asrichting il ) 
X 1 X 2 -X 1 

(X. C ){_ ). 
1 1 

Op grand van de constructie van de o--algebra 1 s qx. ( xe:.Ye 0 ) 

geldt: 
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0 : 1 g X 1 C q X 1 
:z. 

We vaeren nag de valgende nataties in: 

/\ d.~f fw'l3 c:.pxc..>"=w' en cp_x c...1"=c..>} (X cX;/\c_O. ;w6U x),; 
w c.J''EA )(1 1<-X ➔ 1 X X- 1 

I O f 0 
'J,f cl. e.f { }( I y X. cp }(. /\ = A} ( A C Sl I ) ; "Jf d-e 'J-e n "JI{ ' 

" Ox, ){ x. "- 11 

'Jf is de vz van alle indexvzn X waarvoar A een cilinder is 
A 

met basis in __()__x:. We geven nu een opsomming van eigenschappen 

van cp, 0 en sniJding. Waar de bewijzen zonder complicaties 

zijn zullen we ze soills weglaten. Leze eigenschappen kunnen 

alle bewezen warden met P1 t/m P5, zander een beraep op de 

defini tie van Cf. 

c2 

c4 a) 
){ 

0 11 s een <T -homomorf i sme 
)(2. 

b) 

C) 

0x 1 is eeneenduidig 
)(_2 

q;,x1 gereduceerd tot de klasse van cilindervzn, 
)( 1 

6 x1 'Je'k:i s een eeneenduidig er -hamomorfi sme. 
><;i 1 

Bewi,js: 

a) 

b) 

c) 

c5 

direct uit def. (zie opm. op blz.11). 
X a 1 /\ 

><.1. 
= 0 

direct ui t b). 

a) als ())='1,2) 

b) als 

...Q~ 

een stijgende rij indexvzn is en in iedere 

is een punt w n gegeven met 

dan is er in 

y 

)(,.,,, 

m ~ n ==> cp 
x"t\ 

J2 , met X :::i X 1 = 
)( 

w. 
Y) n 

sup 
n 

Xn een punt w met 

Als x = x' , dan is w eenduidig bepaald. 

Bewijs: direct uit ?4. 
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c6 
.1,,. 

Cf\_ A 
1 

als X1 C )(.2 C }( (a) 

als ){ 2 C K. 1 cK (b) 

als x' = x.1 n ><-2 f o en x 1 ux2 c. )(. 
(c) 

fl 
x., 

als X1() X:2 =O, x 1 u X 2c X, A / O • 

Bewijs van de derde bewering: (d) 

1) )( )(2. A -::J )( ){ ' D 
6J E cp ¥ ,, ~ ..::i • (/J w' E /\ ; r.p w = w • us, voor 

X1 X W X.a. )(.1 

w 11 = t.p>< w' geldt, 
X2 

q> )(.z 11 )( I >c, )(. I ><1 ti A 
c,.) ,,. cp_ c.v = cp cp G<.) = rn u.J en w ~ . Dus 

x, x' )(. • le:,. ....,, x' 
X I ){ )( I X 

w E ~ Cf 2. c.v" C if c.p 2. A ~ 
• )C1 x.· >C1 >e' 

dus )(. x x' x 
ro Y2.Ac~ cp~A. 
T x1 U x. ><-1 ><. 

2) x' X X ><2. X X w E '£ ro i A ~ ro , w E rn I\ ~ 3 /\ ro 1 w = cp 2. w" . 
o )(., 'x.' --r x' ...., x.• w"E< -rx.• x' 

Volgens P4 is er dus een w' E: _{)_ , met 
X. 

X. cpx '-w" cp CJ.J'= Gu en Cu - • 
)(, 1 )(.2. 

reze (,.)I voldoet aan: 

CJ"= cpx eu' c A en cpx. w'= w 
X1 x., 

dus: 

dus x' x >c. 
Ox

1 
cp / /\ C cpx 1 

)( 

~ J. /\. 

l(. 

3) uit 1) en 2) volgt de gelijkheid direct. 

c7 a) )( 1 en x 11 E "Jf" ~( x' n x. 11 =} o en 

( x.' n x. " = o en /\ = o of .D.. ) • 
X. 

x., n x. 11 \S. 'Je ) of 
A 

b) x.' e ';ff!, en x' c. 
A 

c ) ( X1 e. <ff" ; w' E A ; 

x 1 c x 11 ~ X1 E ~ " • ( A C. ..D.)l.,) • 

cp x. w = cpx. w' ) ~ w ~ (\ . 
)(_1 X1 

Bewijs van de eerste_ bewering: 

x' x x' x x" x 
/\= y cp t\ = l/' ro Y cp /\ 

0 x. x• u x --r x' ox. :re• 
,dusals x.'nx"=} o, 

dan is volgens c6 (c): 
'" x' x'nx." x." x x'/l x" )( 
/\:, 0)(. 0 x' cpx•nx" (p)(" A= a X. cpk'(I)(" A ~ x' fl x"e. ':if:,... 

Als x'n x 11 =0,volgensc6(d): 
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x' n ..1. 
/\ =- y i2. = .J..L als /\ r O. 

(j X X' X 

c8 Voor J c 'Jex, en x.' '.J X geldt; 

Bewijs: direct uit c4 (a enc). 

cg a) 

X. cp 0.) = 
),(l) 

A c_D_ ,met 
)( 

){ C X 1 , Nu geldt: 

)( 

b) A c ...Q )(; w E. .Dx, ; x. 1 c x. en (\ w -/ O ~ w E cp X' /\ • 

Bewi j s van a) : 

1) 

2) 

X II :x.' f 

cp X r = cp X )" = Cu1 
1 1 

dus, volgens c5 
'.l<. '-X1 

= cp :X'-X ) ::: vJI 

en mx' CJ 
'1x•-x. ) 

= w'. Dan is dus met 

I I I I e l1 X 11 :X I X - X 1 X 1 )(. - )( 1 _ 

cp x. ~ = cp x \ = cp x cpx' v <; = c.p x f - w:2. , 
2. l. 1 --"-1 - ll. 

( ) x' ' ::><.'-X1 -x' r a is (.) 11 = w. Verder~ cp_ P cp m 0 
) x-x. 1 ) = x'-x '1')( 1-X1 )"' 

~ Dus, samenvattend: 

){ I I XI I I 

~
1f /\ ; cp ){ ? =: w j c.p X -X (; := W • 

Daarui t vol!~t: w' E: /\w , dus ( /\ ) c /\ . 
u.)1 w2 w 

3) De gelijkheid volgt nu direct. 

c10 

als: 
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Bewijs van b): 

Anderzijds: 

vJ' € y X1 /\' ~ :3 cp-X p: cp'X-X2. v-.>' 
0 ?C- X2 f'~ /\ X1 ) -X.-1 

. Kies dan, 

met P4, een ,r" E: fl x, met: 

Cf.. :x. f":: w' en Cf. :lC r "= w .:> 
X-~ X2 

dan is, volgens a): 
X :X-'X.2. 1 X II 

Cf__, f -= cp w == cp__ f en f e /\ ~ f '' e /\ 
-"-1 :x1 :x.1 

en dus: 

Dus: 

(A)' ~ I\ 
C...l 

A :X1 1 
I\ .::) y I\ • 

CJ O X-:X.1 
We herhalen nu het procede om <r algebra I s in 

in te voeren (zie pag. 6 t/m 10). 

Def.2.5.1. x' {? 
t x. 1:x.• 

(X'.) gx 
I 'VAX 

)( E .A 
Q 

.XE 'Je 

X.E'Jf_J{, 
0 

X 
x'E'Jrt . 

Opmerking: qx ( x e:: ~o) voldoet, met deze defini ":.ies ook aan 

qx = B q~ > 

zodat deze gelijkheid nu geldt voor alle ~. 
(X ') c(x•) _ BU (X") 

St,2.5.1. a) q x is een o- -algebra en tx - qx. x"e:tex' 
0 

b) 
q (X1)" C C (X2.) 

x dx (X C 
1 

.X2 C )(.). 

C) ~~ is een algebra. 
(-:x,') 

d) ix= u gx X'E.':Je.x 
00 

Bew!i.,js: 
(X') 

a) g is een o--algebra volgens c4. Verder, met c8 en c3: 

r,<'Y..'): x' C = :x' Br,'= B( x' LJ JG' (?CK."J)- B( ")(' U x'' ) 
d'?<. Ox (J:x' 0-x d:x• 4:x. -x"e.::fe ix' - Yx-x"eltx'Ox·~x."= 

0 0 
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- B u X.' V x" f, _. B u • 
- X "e 'Ye Q X. 0 X" - :X."€ 'Ye x 

0 I) 

b) direct uit a) en '.1ex.1 c Je½". 
0 0 

c) st. 1.2.6 (zie ook bewijs van d, 3° hieronder). 
(X ') 

d) Stel U :x. C = 'Ji? • Dan geldt: 
x•e: '1fca d -x 
(.X.') & (X'? e, (X") 

10 • ix = :x~ Y(0x' 1 x C: ~!J"Jf,;x. ix = B ~~ = ~x , 
dus 'Je c ~ -:x.. 

, ~, (X~ 2°. (; c. 'Jf , want: = V x (; c (J x 
U X :X X ~ 'Je0 7f X. :>c. E. 'Jtc,0 

3°. ;Je is een a--algebra: 
(.X.') ('X') 

i) /\ c. £ ~ 3 , -.x. A f£ f, ~ I\ E Q ~ /\ E 'Je. 
xe~~ 6~ o:x. 

, (X ) (~') 
ii) I\ E df(-n.,1,2.,.,.)~ 'ef 3 ,.,.,:x. /\ E (:..., n ~\:II\ Er, 

'Yl .,, :x.'l'l e J\oo 1"l d' .,,. .,, ,, 7f '.>( , 

~ . ':X') 
.:x' =- sup :x e Y{ =='> U /\ E l./. ~ U A E di:. 

'n 1'I 00 "fl Yl (f"X. -,, Y1 

( :x. ') g :x. = :Je. 

Nu volgt uit 2° en 3°: 

dus, volgens 1°: 

Opmerking: Uit de 

ceert dat Jf: niet 
;x_' I 

met /\=Ox /\ ~ 

I I 

definitie van q:. vol~~ direct dat /1. <: ix.impli-
leeg is. Want: /\ E Li ==. 3 :x' e 'Xx.en 3 f\1 €.r, 

d :x :x' o /\' ?~• 
/\.

1 = cp x. A ~ I\ = v x• r_" I\ ~ x 'E 'Jf dus .x' ~ ~ 0 • 
X Q :X. :X' I\ I\ 

De productmaten /'-:x. (-x e '1(0 ) voldoen volgens par .2 .2 en par. 

2.3 aan: 

M1 
( /\E:.f? ,;.X-C.:XE.:fe) 1 . 1 2.. 0 

1 

en 

M2 /--'x (/\) = f f<x1 (Aw) df'x_x1 (/\ E q,; '.>\ C::. :X. E :feo). 

In het volgLnde zullen we on<1P.,..,- -' ·· · ~,~,.,,,_ .,_,lP"' ~ •• 1c't geval 

dat we M? -- ____ --~ _ 0 .._. ,d.L ud-C ,,:J M~ wel gebruiken. Als we 

van de ingevoerde maten alleen M1 eiseri dan spreken we over 

consistente maten. Als op q;x,
0
aanvankelijk een maat ?:)(."'gegeven 

zou zijn en we construeren m~t behulp daarvan matE,n op qx ( :x, ~ )i) 
door prG jec tie: j-J--:,i. ( /\ \.., Jl" (Y /\), r19:1 is onmidde lli ik in te 

Zien dat deze maten con~is'te'nt Zijn. 
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Bij de volgende ei~enschappen zullen we steeds expliciet verme~ 

den als voor het bewijs M2 gebruikt moet Worden. Voor de maten 

geldt: 

m1 
I 

( /\ e. g x ; :x:' en ;x," e ~; ) . 

Bewijs: 

Ste 1 .x' n x "= :X.,y . Me t c 7 ( b ) vi n den we d an : a 1 s x 1 =I= o d an is x 1 e ';fl~ , 

X1 X l(. 'X X 'X :X. :X. 
dus: /\ ; 0 cp I\ ==;,- cp ., I\ = cp_ , 0 1 cp_ I\ =Y 1 cp_ /\ en analoog 

. :X. X. 1 :X. X X X1 0 X • X 
X x :;l( 1 

m A=')( 1 ro /\,dus, met M1: 
IX'' -Ux .. 1x 

( ;,,~ /\)- ( x1 mx /\)- (mx /\) ( :x 1 x ) ( )( ) 
/'-x• 1 x 1 -J'--x• 4x• 1 x 1 -",?--x-1 ':X.1 =;.;-x" 1x" <fx/\ -=/-x" <fx"/\ · 

Als :x1 = o , dan is volgens c7(b) A: o of .n:x., dus zijn linker 
en rechterlid van de te bewijzen identiteit beide O of 1. 

Op grond hiervan wordt door onderstaande Def. 2.5.2 de vz functie 
I 

-m op r: eenduidig vastgelegd: 
:x. ?x 

Def 2.5.2 Voor 
I 

A eqx,; x'e 'Je; is 

'm X ( /\) d.ef. f'1'x• ( cp :. A) . 

Dan geldt nog: 

m2 met 11 Q 

/\~ _;XCX';x.''E'Jl. 
:x. A 

Bewijs: 
I ){ 0 0 'X 'X- 1 

Stel A =-0:x· A en kies :x.1 i:: 'JfA, dan geldt ook x 1 ~ 'Jf11 , : 0 x: c.px
1 

/\
1 = 

:X1 X' X X1 X :X :X.1 X X I 
= y cp v I\ = Y Cf I\ = V V Cf_ /\ :: Y A = I\ . Dus met de def • : 

0 x' :X1 0-x' IJx• X1 0 :x' Ox X1 0-:x.• 
:)(. '.)(.' :x. ) X. ) 

m~,(i-:x.,/\)=f"'x1 (Cfx 1 6:x.,I\ "'ft.x 1 (Cf-:x/\ "'"mx(/\). 
De tweede bewering volgt vrijwel direct uit de definitie als we 

weer de gevallen :x n :x"=o en =1:oonderscheiden. 
1 

m3 (met M2). 

Bewijs: 

Kies een :x." E 'Je.; . We bewi j zen de bewering eers t in twee bi j­

zondere gevallen: 
:x." ::,{ 

1) :x'nx",., a.Dan :!s ,volgens c10(b). A = V ro I\ voor alle 
c.u 0:><-x''-f".x" 

w e. Q , > dus, volgens m2, · 
:x. f x'' :x -x 

'm:X-X' (Aw)d.,P:x,,= 'YYlx_:x.,Co'J<_X' cp:x" A):::-m:x.'(<.[Jx" A)-:mx(A). 
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2) x' c x" Dan is, volgens achtereenvolgens M2 en c 10(~) : 

Yn x ( /\) ==;t ~., (Cf:,, I\)== r /J-x"- x' ((Cf:., /\ ),~_J d.J-'x, = [/':x#- x• ( <f':,,~:: /\w)ci })--x,,= 

= f-.,.,:X-X' (Ac..J d..p-y_, :, 

omdat x"_ :x' E d!!A:, zoals men onmiddellijk kan verifieren met 

c10(c). 
3) Stel in het algemene geval .x2 = :x'n x" =I= o. Dan geldt dus, als 

hierboven: :)( " - .:x2 E 'Je/\0 voor alle Cu,2. E Q en dus, door toe-
W,2. :X.z 

passing van de hierboven bewezen bijzondere gevallen (eerst 2), 
dan 1) L de stelling van Fubini enc9(a) 

m-x ( /\) = fn-x _xJ. (/\ w:) d.f'-x,.·-= f d.JJx,. [ f m')(._:x• (( ACo.lJa3) df':){.'-:X1} = f mX-:><.' ( Ae,Jcl.;,<-')1 

-mx is een inhoud ·op S~· m4 

Bewijs: 

Stel /\1 ./\,_ •... J\n E 1 ~, met ---! =/: J =='?;\,,/l n f'J = o 
Dan is volgens c7(b) 

. Kies e en :x. e 'Je O 
( j = 1, ••• , n). 

J I\ J 

Stel 

Volgens c4 ( c) 

flus;: 

'YI 0 

:x '= U x. € cJe voor k = 1, ••• , n. 
J="' <I "* 

I\ '. :a :x /\ 
d cp x' J 

is dus: 

I\'= rnx I\ en 
y :x' 

/\' n /\' 
i J = 0 voor k /. j, 

'Y1 Tl 

~m (/\.),,.~f'- ,(/\ 1.)=v. ,(A')=m (I\), 
d"1 x a a=1 ~ d ; x :i-c 

We formuleren en bewijzen nu de twee belangrijkste resultaten: 

St 2 .5. 2, Als voldaan is aan P1 t/m P5 en M1 en M2, dan is mx 

(f'-addi tief op {j~. Dan is er dus een maat f'-x op q.:x. 
die een voortzetting is van Yn. Deze LJ. voldoen 

:x. F :x. 
weer aan M1 en M2. 
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Bewijs; 

We zullen de aan het begin van deze paragraaf bewezen hulpstel­

ling gebruik~n. Veronderstel dus, datf A,..,}een dalende rij ele-

menten van ~xis, met m-:x(/\")~ 1:. >o voor alle n • Kies, voor n= 1,2, ••• 
• I f'\/0 O 'n I ~ II II I eenJ£ Ed'C. 11 en stel x =U:x.. ;x ::x_x _;x :::X _:x (n>1):,·X =X =:x:.. 

'YI n n J-1 n ll "' 'n rt YI - '1 '1 1 'f 

Dan is dus :>(n e. ;Jl!. 0 voor ~lle n, Stel verder: 

. A Y) ~ = { Cu I Yn J{1 (I\~ ) ~ i } , 
dan is volgens ~3: 

"'" 'Yl'>"' (AJ) = f-m,,, (Ill) d/'x, = £ . /4 ;§ /'x, ( rJ) • i , 
J J 

,u ( r. ) > E- , voor alle j. / x.., J 2. 

dus: 

J+1 J 
{. ~} i~ een dalende 1:'i j e l_ement:n van g~, want I\ C /\, dus 

/\~:~c At ,dus -m- (/\J+1>~ -m_ (Ai),dus /'. 1 c ri. Volgens de 
x1 ~ :x.1 c,..J d + 1 a 

hulpstelling is dus /) r. =I=- 0. Er is dus een w 1 zodat c.v1 e. rJ. 

voor alle j, dus~ 
j=1 J 

[ I\ : 1 } is weer een dalende ri j, r 1.1J"'. we kunnen de voorgaande 

redenering herhalen met f /\:J ,X1 , "t", ::-< , x 2 in pleats van 

respectievelijk f/\,.,},:x.,e.,:x1 , :x1 en vinden dan: 

3 , l( m _ 1( I\:, 1 ) ~ .§... , 
c..J1 " x 2 \ 1 '"'"'1'w{ <i 

dus , met c 9( a) : 

Zo voortgaande: 
V 3 \/ -m_ (/\Y1 );;_L en 

m c..J,.,, 1'I X,,., wm l -m 

J{_ 

Volgens c 5(b)is er dus eenCJ~O. rr<::t cp_ c,->= w,,voor alle n. 
:x. :x,.., 

Dan geldt: 
'n 'r\ ')'(_ /\ YI 

-mx., (Aw.,,)~ ;;, >o ~Aw.,, -::::1= O. Dus volgens cg ( b) w-n E c.p x.,., . Maar 

x,..,~ ';J-1!~ , dan volgens c10(a) 
Y> 

Dus 

Dat 

X :X. TI 'Yl 
cp_ w E cp /\ ~ C,,J E: A . 

00 :x.,. :x,., 

n /\Yl :,!: 0 , dus m is er -addi tie f. 
~•1 X 

de door m:x voortgebrachte ?x :tnderdaad aan ~1 en M2 vol-

doen volgt ui t "T2 en ~- 3, door v. te approximeren met m , vol-
/ X ~ 

gens par,, '1.4. 
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Gevolg: 

In het geval dat de (D.. r, ,u) productmaatruimten z1Jn (voorxe'.:fe0 , 

:X > (:x'/ X 

f l = Tr _µ ) is zeker aan de voorwaarden Voldaan. Dus geldt: 
:x $"EX f 

Als ( _Q'f, fj'i' ,&) ma~truimten zi jn voor f E x 0 met ?-r(~) = 1 , 

dan bestaat op S1x
0
= fx

0 
I)_? een maat /'- die voor de cylinder vzn 

met n<:;indig dimensio~ale 11 basis gelijk is aan de maat van de 

basis. 

Voor de nu volgende stelling veronderstellen we dat de Q f (<; E :X.0 ) 

exemplaren van de r"ele as zijn, terwijl de {jp er-algebra's 

zijn waartoe alle Borel vzn behoren. Dan geldt nog voor de pro-
.:x: jecties rn • 'r J(. I • 

P6 'X 
Voor :x.. c x'E. )f is ro cont inu. 

o 'x' 

eh voor de maten /1-:x: 

M3 Voor :x e 'Jt0 ; /\ E q-x ; E > o is er een compacte vz 

en 

r met r C A 

P6 is triviaal '":n H3 volgt ui t het fei t dat er een ges lot en vz 

is met deze eigenschappen ( zie par 1.5 blz. 35 en 36) en dat 

er een eindig interval [ a, b J is, zodat voor alle c' > o 

?-x ( I\ - [ a, b ] ) < E. , • 

We l-rnmen nu tot het twi;;ede resul taat: 

St 2 .5 .3 (Kolmogorov). Als de ll:i( eindig dimensionale Eucli­

dis che ·- .., •·-' -~- '7.i jn en de JJ...-x zi j n intervalmaten 

( zodat dus alle Bore 1 vzn van _Q_ tot r: oehoren), 
J'( o:x 

terwiJ 1 de projecties r-r/:x. en de maten 1.). voldoen aan 
'i :x.' I ::X. . 

P1 t/m P6, respectievelijk M1 en M3, dan is mxvoor 

alle ::x1::1ftr-addi tief en brengt dus een maat ll op r. 
/ X d:x 

voort. Deze /J-x voldoen weer aan M1. 

Bewijs; 

We gebruiken weer de hulpstelling 
1
en veronderstellen dus dat {An} 

een l,,__:'impr>i_y' ~. ri j e lementen van q -xis, met m:x (/\J~ c.> o voor alle 

n. Kies, a ls in het bewi js van s c 2. 5. 2 een s ti jgende ri j1){Jmet 
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"-/{) 0 ;t ")( ,i ( . * I\ ) xn E dT../\ en stel /\,,,= Cfx. .11n /\,, is dus een basis van h , dan is: 

'l'l n 

-mx (!\.,) =f<x.,, (!\:) ~ E > o. 

Op grond van ~/T ' is ;r d1:s een compact; 6.,: E g-xn met 
'1 c ./\" en M (fl· ) :::: Ll. ( I\* ) - ..L . 

'YI YI / :X-,-, 'Yl / :){'l'l YI L/" 
Stel verder: 

Dan geldt: 
r* C .6,.~ ( 1) 

(2) 

( 3) 

h ,-, 

r c r 
'h-t1 n'l'l.-r 

rr. = 11-vi - *s ( A¾ _ ll-r) > 
'Yl '1'1-1 

di t laatste wegens Li C /\., voor k ~ n . ( r = n b..p ::= /j n n b.p =-
,., ~ Tl 1 II" Yl 1 -K 

~ 'Yl-1 '11-1 

= b,. _ n fl__,_ == 6 _ U Ll_,=ll _ U(l\,_l!. \). Ui t ( 3) vol gt ( we gens de ein-
n 'I ·,r "fl 1 "K YI -f ,"Jf !/f 

dige additiviteit van m ): 
'Yl.1:x. .,,_, 

'WI (r)~'YYl (~ )-Lm (A._fJ.)=JJ. (!1'J)-?-- ,u (/\':_6.~)~ 
~ YI ?( YI J=, :X ci J / '.X-n 1'1 · J =-1 / ::X j d q 

r.-1 O<> 

::> /,I. (I\.,. .. )- JL _ ~ ~ ~ €. _ E ..L = .2,.. E. > 0. 
/ :x,.. 'YI liv, J=1 Lr• J="1 l.f<t 3 

,-,* 
Dus ook .f':x. (, ... ~) ='YYl-:x (,:) ~ ! £> o en dus I..,, -==f=. o . Kies dus, .,, 

,, !~ 

voor iedere n, een w -n E ~ en stel voor m > n 
w-, -:x,., .,.,, 

C0 =Cf c..> 
YI ,{YI 1'n , 

dan geld t volgens ( 2), voor m ~ n : 
= ':)(...., r * x...,. x r x r :>{ r ~f ~~ 

W'Y>Ecp:x m=cp:x. <p:x. .,..,.=(f)-:x mC(f}'X -n==r-n C.i::i.'l'!. 
Y> Y-, ,.,.. YI 71 

Dus { w :;'} ( rn=n, n+1, •.. ) is een ri j punt en in de compac te vz 
A* * 

D'Yl en hee ft dus een verdic htingspunt in !:, 'n • We cons trueren 

een deelrij n(k) van de natuurlijke getallen met de eigenschap 
d t 11 . " { 'Yl(-1<)} k t . . 1 a a e r1Jen w TI voor ➔<>~ convergen ziJn en we op 

de volgende rnanier: 

Bepaal een rij n1 ~) 

voor 1>1 een deelrij 

vergent is. Men ziet 

\ 'Yl1 (-f< )} , zodat 1 w.., convergent is en dan, 

{n1 (k)}van {n1 _1 (k)}zodat {0;c(~>} con­

dan direct dat de rij 

ll ( 1C) = nk ( 1a{) 

de genoemde eigenschappen heeft. Stel nu 
0 P. 'YJ({) A* 

W =-'WYYIW Eu.. 
'YI ic-4-0Q 'Yl Yl 

}( 
Op grond van de continui tei t van <p_ , ( F~) volgt nu, voor m ~ n: 

:x 
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0 /\ X o o A~ is er dus een u> E ~.t.x met cp eu ::cw ~ il 
:x,n n n 

voor alle 

Dus n I\ :::f:. o . De rest van het bewijs is analoog met dat van 
n 

nt.2.5.2. 

In termen van de bij de intervalmaten J-)-x(XE 1t10 ) behor.ende 

verdelingsfuncties F (-:x.. )::LI. (I )(zio p.or. 1.5) h.tldt de 
X X /. ·x -oO,:X: 

consistentie-eis M1: x 

voor x c ::x.'E :ft'0 is Fx (x. f= F , ( ~ , t , ... , i , e<> •••. , oo) , 
:X X f1 r,_ '-7.,,x. 

als )<:{~, ... ,f }· 
1 '1'1:x_. 

De stelling van Kolmogorov zegt dus dat verdelingsfunctiesdie 

aan deze consistentie-voorwaar_de voldoenoen maat in .il.x (x e 'Je) 

bepalen waarvan de "projectie'' op de eindigdimensionale pro-

due ··:·.: ·. 1t;c!n samenval t met de gegeven intervalmaten. 

Ten aanzien van de meetbare functies geldt nog het volgende: 

St. 2 .5 .4 Als (_(l C ) , verbonden door ro x, voldoen aan P1 t/m 
:x > Q x. 'i' x' 

PS, dan is bij iedere aftelbare vz /; -meetbare 
:x. a~ 

funct ies {f 1 J r 2 ~ ••• 1 een indexvz :x 'E. '.:fe 00 te vinden zodat voor al le 

reele ~ en natuurlijk~ n geldt 
(X') 

[ C,._) I f 'Yl Cw) < °'} E g -x • 

Bewijs: 

Stel /\. =fc:u)f.cw)<r} . Dus /\. E f? • Volgens ;.;t.2,5.1 (d) is 
6.r- d 4°'r ? x 

x C ex.,.,..) er een x. E 'Jc. met /\. E _1 {• • Als :x.'=- U x J waarbij r 
J,I' oo J,1" (J X ; ,r- <)," 

de rationale getallen doorloopt dan is X.' 6 de vereniging van 
I "@'),(. 

afte lbaar vee 1 afte lb are v zn, dus afte lbaar, dus x E n o0 • 

Dan geldt dus volgens s,t .2.5 .1 (b )voor alle j en rationale r 
( :x. ') 

dat /\. E q en dus voor alle reele o< en natuurlijke n: 
11' X 
«• (X~ 

fw I f (w) < o<} = U I\ E (; . 
YI r <.ot.. 'Yl,1" cf :>t, 

r rationaal 

Als qx•de <T-algebra van alle JJ-x- meetbare vz·,1. 

dan geldt nog de volgende stelling. 

is(dus{t c CJ.), 
(J'.){ (J X 
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St .2· .5 .5. Bij iedere q;-meetbare functie f bestaat een rij 

functies ff nt zo dat 
(xn) x 

a) fn (jJ<. -meetbaar met XnE "Jf0 

b) f = lim fn f'-x- b.o. 
Anders geformuleerd: iedere gx-meetbare functie kan 
geapproximeerd warden door functies die van slechts 
eindig veel argumenten afhangen. 

Het bewijs van deze stelling wordt aanzienlijk vereenvoudigd door 
gebruik te maken van het begrip convergentie in maat. 

Def.A. De rij fl-meetbare functies frn} heet convergent in maat 
naar f als geldt: 

V E.>O VE. 1 > 0 3Nn > N ~ f ( { w I If n (w) -f (w) I > E. '}) < E.. 

We hebben de volgende eigenschappen nodig: 

St.A. Als,11-(D.)<cois en fn convergeert ,P-b.o, naar f, dan con­
vergeert fn in maat naar f. 

St.B. Als fn in maat naar f convergeert dan is er een deelrij 

{ f n 1 die f'--b. o. naar f convergeert. 

Het bewijs van deze twee beweringen zullen we hier niet geven. 
Bewijs van st.2.5.5: "":(~f 

Zij :Je de klasse van die qx-meetbare functies waarvoor de stel­
ling geldt en zij {hn} een rij functies uit ';ff met lim hn = h ;t..,zb .o. 

en rt E M"'( J-lx) • I)i_,q rr zi j n ri jen {gn, k} waarbi j iedere gn, k een ~ x 
meetbare functie is die van slechts eindig•veel argumenten afhangt, 
en zo dat 

Nu zijn, volgens st.A alle rijen fgn,k1en fhnJ ook convergent in 
maat (naar resp. hn en h). Dus: 

als 
n >N( E., £ 1 ) en k> N( c, E. 1 ;n). 

Maar: 

jh(c.>).:gn,k(eu)j > 2c 1~ lh(w)-hn(w)I >£.'of jhn(eu)-gn,k(w)j> e. 1 , 

dus 
' 

{wjlh(c.J)-gn,k(vJ)j >2 E- 1}c {w/jh(c..,)-hn(w)/ > c:.'} u 
u{c..,/•lhn(w)-gn,k(w)/ !). s'}, 
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dus, voor n>N(E..,£ 1 ) en k >N(c,£ 1 ;n) geldt 

p_Jfw / /h(G.>)-gn,k(w)/ >2£'})<2C. 

Kies een rij kn met k > N( 1, .1 ; n), dan convergeert g = g k n n n n n, n 
dus in maat naar n . Dus volgens st .B is er een deelrij g n 
die µ-b .o. n.aar f convergeert. Dus f e. 'JI!. • Dus 'Je is ges lo~en. 
Verder is direct in te zien datdf een lineaire ruimte is. 

Tenslotte tonen we aan dat alle karakteristieke functies van i'X­
meetbare vzn tot "JI! behoren: Zi j /\ E C , dan zi jn er volgens 

I dX 
par.1.4 vzn /\nE qx (dus cilindervzn met eindig dimensionale 
basis) zo dat 

Voor de karakteristieke functies ~/\ en l_"n geldt, voor £ 1 < 1: 

{w j)(/\ (w)-1/\ ~c:v)!>c'}= A /).An , 

waaruit dus volgt dat )(/\ in maat naar 1 convergeert. Volgens 
n /\ 

St .B is er dus een deelrij die f'-:x.-b .o. naar ~ A convergeert, 
zodat dus ::{ E 'Jt.. 

/1. 
Uit deze drie resultaten volgt dat alle fl:x.-meetbare functies 
tot ;ff behoren, waarmee de stelling bewezen is. 

Opmerkingen: 
1) Als f2:x(xE.Jt0 ) Euclidische ruimten zijn, terwijl qxde er­

algebra is van alle Borelvzn in D , dan noemen we een 
X /\ Er. (:x.' ¢ 'Jr. ) weer een ( oneindig-dimensionale) Borelvz, ax· O 

terwijl de qx,-meetbare functies (oneindig-dimensionale) 
Baire-functies heten. St.2.5.5 zegt dus voor dit geval dat 
een oneindig-dimensionale Bairefunctie 1-'x-b.o. gelijk is 
aan de limiet van een rij eindig-dimensionale Baire-functies. 

2) Uit het voorafgaande blijkt dat we voor het bewijs van de 
stellingen 2.5.1 t/m 2.5.5 nergens direct gebruik hebben 
gemaakt van het feit dat de f2 productruimten zijn, behalve 

X , 

voor het bewijs van P1 t/m P6 en M1 t/m M3. Deze stellingen 
blijven dan ook geldig als we uitgaan van een stelsel 

(.D.<DC' q:x ,f'-) waarin x een partieel geordende indexvz 'Je 0 

doorloopt, met de eigenschap dater bij ieder tweetal 
x' E Jf'0 en x" E Je0 een bovengrens van :X. I en )(1 in :ie iS 

0 
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(een dergelijke partieel geordende vz heet een gerichte vz), 
:x· 

terwijl een projectieve afbeelding cp (::x.'.::>:x.., ::><.1 f: 1t ,xe"ff.) 
X O -o 

gegeven is met de eigenschappen (nu axiomatisch voorgeschre-

ven) P1 t/m P5, M1,M2 (resp. voor st.2.5.3: P1 t/m P6, M1, 
M3). Men kan dan eerst Jf 0 uitbreiden tot een volledig tralie 
le dat bestaat ui t alle gerichte deelvzn St c ~o ( zie b .v. 
G. Birkhoff, Lattice Theory,p.58). We definie'ren dan de 
ruimte ..0_( :x.. e Jf) als de vz van alle w = { w ,j x 1€ x ; 

X :x" 'X 
:x.' C X"E X ~ cp . C.J " = w ' } . Men kan dan 

=-:-r :X:-:-,X X 

c.p-:_ definie'ren als cp;eu =fwxlwxe.Ct> en :xe:x}en verder 
verloopt de theorie als hiervoor. Zie hiervoor S. Bochner, 
Harmonic Analysis and the Theory of Probability, in het 
bijzonder p. 118 e.v~ 

3) C.T. Ionescu Tulcea (Rend.Lincei VII, 208-211) heeft een 
stelling bewezen die zowel st.2.5.2 als st.2.5.3 impliceert. 
Hij bewijst de c:r-additiviteit van mx door uit te gaan van 
P1 t/m P5, M1 en een verzwakte vorm van M2 die erop neer­
komt dater consistente voorwaardelijke waarschijnlijkheden 
bestaan die de maten u voortbrengen, precies geformuleerd: * r-x 
M2 . Er zi jn functies -:v {w,/\) ( eu E: D , ., A E (? , :),( 1 c. :x e:. 'X ) 

:X-X O:X. 0 

zo dat v sommeerbaar is voor vaste A en zo dat v een maat 
is voor vaste (,..) , terwijl l) ( 6J, .D. ) = 1, met 

)(. 

u (A) = f-v(c.J ,/\)du • 
F·:x I :X.- X' 

Het bewijs van deze stelling is in grote trekken analoog 
aan het bewijs van st.2.5.2. St.2.5.2 is dan een direct ge­
volg omdat voor het geval van productmaten dergelijke voor­
waardelijke waarschijnlijkheden evident bestaan, neem nl. 

))(W, /\) = f'-x( Ao.J. St.2.5.3 volgt uit de stelling van Tulcea 
omdat onder de veronderstellingen van st.2.5.3 de existentie 
van voorwaardelijke waarschijnlijkheden juist gewaarborgd is 
(vergelijk ook de slotopmerking van par.2.4). 

4) De veronderstellingen van st.2.5.3 kunnen verzwakt worden 
door ui t te gaan van topologische ruimten Q , met cr- -

X 

algebra's qx die alle open vzn bevatten, terwijl de /Lxen 
~Dxvoldoen aan M3 en P6. Zie hiervoor ook het hierboven 
'i' X' 

geciteerde boek van Bochner. 
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5) E.Sparre ~ndersen en B._Jessen (Danske Vid. Selsk. Mat. 

Fys. Medd. 25 (1948) no.4) hebben met het volgende tegen­

voorbeeld aangetoond dat m x niet cr-addi tief hoe ft te zi jn 

onder P1 t/m P5 en M1. 

Zij C een cirkel met lengte 1, die, als in de constructie 

van een niet L- meetbare vz volgens Vitali (zie p. 25-26), 

gesplitst is in aftelbaar veel disjuncte onderling con­

gruente vzn c1,c 2, •.•. m ;f is de uitwendige L-maat; ~ >\s de 

klasse van alle Borel-vzn in C x(~een eindige vz natuurlijke 

getallen); g = Cj. .f1} is de klasse van alle Borel-vzn in C. 

Verder is C x = ~~x c7 ; f\,= C-Cf • Voor q S' nemen we: 

q f = { /\ n _o_? / A E g } . 
Men kan dan vrij gemakkelijk aantonen (bedenkend dat q~ 
een CT- homomorf bee ld is van q) dat 

q :x = [ I\ n n:x j /\ E g x } . 

Verder beschouwen we nog de afbeelding 1jf die aan deel­
-x. 

verzamelingen Ac C deelverzamelingen van C toevoegt: 
y /\ == r wj (Cu, ... J w) E: /\}. 

Deze y is de projectie op C 1 van de doorsnede van/\ met de 

11 diagonaal II van ..Ox. Van de ze y is dire ct in te zien dat het 
een er- homomorfisme is en dat bovendien 

y gx C <i . 
We stellen voor A E G 

"if /ix (I\) = i1. * ( y A). 

We tonen eerst aan dat P, een maat is voor eindige x: 
/IEC ~3, :x A== i\'~.O. ===;r'f"I\= 1wj(w., ... ,ew)E/\ 1 nD:x}= ax AE~ x l 

= f wlcw, ... , w) E /\'} n f wj(c.J, ... ,w)E Qx} ""¥ /\' n ~x" met ~x=YS2.x:o 
dus 

[l =={wl(w, ... ,w)ET[_ (C-Co)}= n (C_Cn)= C _c . 
X ~x , ~x J X 

Dus, 

Voor de~- additiviteit van 1u hoeven we dus alleen nog maar 
X X 

aan te tonen dat m *( A n 6x) a-- -addi ti tie f is voor /\ E. CJ . 
Nu geldt wegens de sub-additiviteit van m *, als /\ = U A-n 

(/\ ,A.,,E.~::-kfj=91'_kn~=O): 
' m"'(/\n/),.x)& ~YY1~(/\nnf1x). 

Anderzi jds, omdat /\ ,/tn meetbare vzn zi jn: 
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-m~(/\ nl1x)= m*(/\ nL\xnl\) + rri*(/\ nb.xn/\1 )= 

= -m*(I\ n 1\-x.} r m*(A n~-x n/\ 2 ) + 'WI*(/\ n 8 x Ai\ n 7\)= 
~ ~ -

:=: ••• = L. 'YYl*( AJ)_ n l1 ) -j- YYl~(.1 () I\ n n /\*), 
~=1 -x.· :x -:){ -/i:=1 

dus 
Yl & 'YYl,1<·(/\{ n 11x) ~ 'Yl'l* (An ~x.) voor alle n, 

zodat de CJ- additiviteit direct volgt. 

Verder is m*(cx)=0 omdat er oneindig veel vzn zijn die dis­

junct met en congruent met C x ZiJn; dus volgt uit 

m * ( l\) = 1 -m * ( C ::) 
dat m*(l\ )=1, zodat 

:)C 

Jlx ( _Q X ) =1 0 

Dat deu aan de consisten~ievoorwaarde M1 voldoen volgt uit 
I x x' ) [ I -x' t Y('lf /\ = C,___J (w, ... ,w)E 'I Af= 

X J{ :x I } 
= {c...ilcp-x,(w) ... >w)E/\}={C,J (w, ... ,eu.)E/\ = yA. 

De ruimten (_Qx, q -x ,,Py,) ( x eindig) voldoen dus aan P1 t/m P5, 

M1. 
Beschouw nu in 12 ( X 0 is de vz van alle natuurli jke getallen) 

XO 
de cilindervzrret basis /\ , in __Q (xeindig) , die bestaat uit :x '.)(_ 
alle punten die niet op de diagonaal van.0 liggen: 

A - f eu I 3 3 CJ =t= w }~ 
'.}(- VE:X AE.:X ).) ,I 

Dan is dus 

,Ir I\ =0 
T -::>( J 

dus 

terwiJl 

u' ox/\ =D. " 
X emdig XO -x :Xo 

want een punt in .0.. kan niet ui ts 1 ui tend ge li jke coordinaten 
-:x"/\ 

hebben ( wegens t I _Q n =0) • Hierui t volgt dat m ::>C. niet 
S"EXC l 

a--additatief is omdat m..,... ( ..(} )=1 moet zijn. 
J'-c ::X..o 




