






























































































































































STICHTING 

MATHEMATISCH CENTRUM 
2e BOERHAAVESTRAAT 49 

AMSTERDAM 

AFDELING MATHEMATISCHE STATISTIEK 
S 308 A 12 

Het toetsen van hypothesen 

omtrent kansen en verwachtingen 

In veel steekproefproblemen wordt niet gevraagd een onbekende 

fractie of een onbekende verwachting te schatten (zie hiervoor de 

Memoranda S 308 - A 4, A 5 en A 6), doch is het juist vereist een 

bewering omtrent zo'n fractie of die verwachting aan de hand van de 

steekproefresultaten op zijn juistheid te onderzoeken. 

A 

De bovenbedoelde bewering noemt men de nulh~pothese, H0 . Het verge­

lijken van de nulhypothese H0 met de steekproefresultaten noemt men 

toetsen en de daarbij gebruikte procedure de toets. 

De eenvoudigste toetsen leiden 6fwel tot het resultaat, dat de 

nulhypothese verworpen wordt, 6fwel tot de conclusie, dat deze 

hypothese niet verworpen kan warden. 

Wordt er bij het toetsen voldoende argument tegen H0 gevonden, 

dan aanvaardt men een alternatieve hypothese, H1 . Het is niet noodza­

kelijk dat de alternatieve hypothese slechts een mogelijkheid omvat. 

Hierbij dient te word1;::n opgemerkt dat "niet verwerpen" niet 

betekent "aanvaarden". "Aanvaarden" is sterker dan "niet verwerpen". 

Veel toetsen warden dan oak uitge~oerd in de hoop dat men de nul­

hypothese H0 kan verwerpen en een alternatieve hypothese H1 kan aan­

vaarden. 

Het eventueel bij het toetsen gevonden argument tegen H0 is nooit 

geheel steekhoudend, aangezien bij de boven genoemde toetsen ook onder 

H0 alle steekproefresultaten mogelijk zijn; deze zijn echter niet alle 

even waarschijnlijk. Vinden we dus een steekproefresultaat dat onder 

H0 zeer onwaarschijnlijk is, dan verwerpen we H0 ten gunste van H1 , 

echter met het voorbehoud, dat we een kleine kans maken een foute 
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beslissing te nemen. Deze kans a op een foute beslissing is de 

onbetrouwbaarheid a van de toets. De fouti H0 te verwerpen terwijl H0 
juist isv wordt de fout van de eerste soort genoemd. 

Anderzijds kan het voorkomen~ dat het. steekproefresultaat onder 

H0 niet onwaarschijnlijk is,-te~wijl toch H1 de juiste hypothese is. 

Dan wordt H0 dus ten onrechte niet verworpen. De fout, H0 niet te 

verwerpen terwijl H1 juist is, wordt de fout van de tweede soort ge~ 

noemd en de kans op die fout wordt aangeduid met$. 

Er zijn dus vier verschillende situaties mogelijk, welke in 

onderstaande tabel schematisch zijn weergegeven. 

Tabel I 

Mogelijke situatiea bij het toetsen van een hypothese 

H0 juist H0 niet juist 

HO niet verwerpen terecht fout 2e soort 

HO verwerpen fout le soort terecht 

De betekenis van de kansen a en 8 op fouten van respectievelijk 

de eerste en de tweede soort kan als volgt warden weergegeven. 

Indien de toets vele malen wordt toegepast zal in een fractie a 

van alle beslissingen H0 ten onrechte verworpen worden en in een 

fractie 8 van alle beslissingen ten onrechte niet. 

V66rdat de toets wordt toegepast dient de grootte van a te 

worden vastgesteld. Men neemt hiervoor veelal 5% en indien men voor­

zichtig wil zijn 1%. Het bepalen van de waarde van 8 heeft alleen zin 9 

wanneer men de alternatiE1.,ve hypothese H1 nauwkeurig kan specificeren. 

Voor uitgewerkte voorbeelden verwijzen wij naar Memorandum S 308 - A 13. 

Het bovenstaande zullen we nu verduidelijken aan de hand van het 

toetsen van een hypothese omtrent een kans en een hypothese omtrent 

de verwachting van een kansverdeling. 
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Het toetsen van een hypothese omtrent een kans 

Stel dat de nulhypothese luidt p = p09 of anders geschreven 

Men veronderstelt dus dat een fractie p0 van bijvoorbeeld allege= 
k 

boekte posten fout is. De f:ractie f = - aan fouten in de steekproef 
- n 

behoeft 9 ook wanneer de nulhypothese juist is 9 niet precies gelijk 

te zijn aan p0 • In principe zijn zelfs alle waarden 

1 2 
Q p ~ V - p oeo ? 1 

n n 

mogelijk 9 doch zij zijn onder H0 niet alle even waarschijnlijk. 

Wanneer men de toegestane onbetrouwbaarheid heeft vastgesteld 

kunnen grenzen f en f berekend warden zodanig~ dat een procedure 9 
1 r 

waarbij men H0 ve:rwerpt indien f < f off~ f is 9 een onbetrouw-
"" 1 r11 ) 

baarheid heeft, welke hoogstens gelijk is aan a.·,. 

In figuur 1 is een en ander in beeld gebracht. Bij een gegeven 

onbetrouwbaa.rheid a. zijn f en f zo bepaald 9 dat 
1 r 

z 
0---➔----'1----------<i--------"t"'-- r -4 - - .. 
0 f 1 

r 

Figuur 1 

Kritieke zones bij H : p = p 
-----------10------0 

bij gevonden fracties, liggende in de intervallen Z en Z 9 dus tussen 
1 r 

Oen f 1 en tussen f:r en 1 (f1 behoort tot z1 en fr tot Zr) 9 de nulhypo-

1) 
Wegens het discrete karakter van de kansverdeling van! is het 
niet altijd mogelijk de grenzen f 1 en f zo te kiezen 9 dat de onbe­
trouwbaarheid precies gelijk aan a is. De werkelijke onbetrouw= 
baarheid mag echter nooit grater dan a zijn. Men spreekt dan van de 
"onbetrouwbaarheidsdrempel" a. In deze Memoranda wordt geen onder­
scheid gemaakt tussen onbetrdluwbaarheid en onbetrouwbaarheidsdrempel. 



4 

these H0 verworpen moet warden. Men noemt de intervallen Z en Z 
l :r 

respectievelijk de linker en rechter kritieke zone van de toets. 

t · t t l . 'd d d d Voor gro en en nie ever van 2 verw1J ere p0 wor en e 

grenzen f 1 en fr van de kritieke gebieden gegeven door 

.

. \~1 
fl= Po= ~a~~ - 2n (1) 

en 

(2) 

waarbij ~a gevonden wordt uit onderstaande tabel II. 

Voor zeer grate n mogen de zogenaamde "continu'.tteitscorrecties" 
1 

+.-2 verwaarloosd warden. Deze correcties zijn aangebracht omdat de 
- n 
discrete verdeling van de fractie f benaderd werd door een (continue) 

normale ve11Meling. (Zie ook de Memoranda S 308 - A 2 en A 3)" 

a 
0,20 

0,10 

0,05 

0,02 

0,01 

Tabel II 

Waarden van~ en~ ----------2ee-
~a 

1,282 

1,645 

1,960 

2,326 

2,576 

E -· ·2a 
0,842 

1,282 

1,645 

2,054 

2,326 

Is de nulhypothese juist, dan heeft men een kans a om voor f 

een waarde in een van de krmtieke zones te vinden en dus H0 ten 

onrechte te verwerpen. Wanneer men H0 verwerpt geschiedt dit ten 

gunste van de alternatieve hypothese H1 : p ~ Pa: Vinden we een 

fractie in z1 , dan concluderen we tot H1 : p < p0 ; ligt de fractie 

in Zr' dan besluiten we tot H1 : p > p0 . 

De bovenomschreven toets is een zogenaamde tweezijdige toets. 

We toetsen H0 : p = p tweezijdig, omdat zowel H : p < p als 
0 1 0 
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H1 p > p0 als mogelijke al ternatieven gezien worden. 

Luidt de nulhypothese niet p = p0 , maar bijvoorbeeld 

dan passen we een zogenaamde rechtseenzijdige toets toe, Onder deze 

nulhypothese kunnen namelijk fracties kleiner dan p0 nooit onwaarschijn­

lijk zijn en zal dus een linker kritieke zone Z ontbreken, De nul-
l 

hypothese wordt dus alleen verworpen voor grate waarden van f. Ook hier 

kan een grens fr berekend warden zodanmg, dat H0 verwerpen voor 

f > f leidt tot een onbetrouwbaarheid a van de"methode, Voor grate n = r 
1 . 'd d en niet te ver van 2 verwiJ ere p wordt f weergegeven door (2), 

0 r 
waarbij nu echter niet , maar de 

a 
in Tabel II bij a gegeven waarde 

ingevuld moet warden. In figuur 2 is de situatie in beeld gebracht. 

z 
r , i-----="'--~---"-"'----------------4 

0 

Figuur 2 

f 
r 

Kri tieke zone bij H : p < p ----------------11--------' ......... 0 

1 

Vinden we in de steekproef een fractie fin Zr, dan wordt H0 verworpen 

ten gunste van H1 : P > Po• 

De nulhypothese kan ook luiden 

HO:p>p. = 0 

In dit geval wordt een zogenaamde linkseenzijdige toets toegepast. 

Nu kunnen alleen kleine fracties onder H0 onwaarschijnlijk zijn en 

zal een rechter kritieke zone Zr ontbreken. De bovengrens f 1 van 

de linker kritieke zone z1 wordt weer berekend met (1), waarbij ook 

nu weer in plaats van i=;a de bij a in Tabel II gegeven waarde ~2 a 

ingevuld moet warden. In figuur 3 wordt deze situatie weergegeven. 

Zl 
1--------·---+.a..."""'--........ ----t,-----,---
o £1 

Figuur 3 

Kritieke zone bij H 
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Vinden we in de steekproef een fractie fin z1 , dan wordt H0 verworpen 

ten gunste van H1 : P < P0 , 

Het toetsen van een hypothese omtrent een verwachting 

Laten wij aannemen dat een stochastische grootheid een kansver­

deling bezit (zie Memorandum S 308 - A 2) met verwachting pen standaard­

afwijking o en dat de grootte van o bekend is. Omtrent de verwachting 

luidt de nulhypothese, dat µ = µ0 , dus 

Het steekproefgemiddelde x zal nu, indien de nulhypothese juist 

is, in het algemeen niet veel van µ0 afwijken, In principe zijn echter 

bij de meest voorkomende kansverdelingen onder H0 alle waarden van x 

mogelijk, 

Wanneer men de onbetrouwbaarheid a heeft vastgesteld kunnen weer 

grenzen x 1 en xr berekend worden zodanig, dat een procedure, waarbij 

men Ho verwerpt indien X < xl of X > X' precies een onbetrouwbaarheid a 
- - r 

heeft. In figuur 4 is de situatie geschetst. z1 en Zr zijn de linker en 

zl Zr 

~------_-,_---------~----------➔ 
X µO X 

1 r 
Figuur 4 

Kritieke zones bij H0~ __ µ,___~µ0 

rechter kritieke zones, Vindt men iri de steekproef een gemiddelde x, 

dat in z1 of Zr ligt, dan verwerpt men H0 , 

Bij normale verdelingen (zie Memorandum S 308 - A 3) voor iedere 

n en bij willekeurige verdelingen voor grote n warden de grenzen 

x1 en xr van de kritieke gebieden z1 en Zr gegeven door 

(3) 

en 
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Vn 

waarbi · ~ gevonden wordt in Tabel II 
'> Cl 

Is de nulhypothese H0 juist dan heeft men een kans Cl om voor x 

(4) 

een waard in ~en van de kritieke zones te vinden en dus H0 ten onrechte 

te verwerpen. Wanneer men H0 verwerpt geschiedt dit ten gunste van de 

alternatieve hypothese H1 : µ ~ µ 0 Vindt men een steekpr e1gem ddelde 

x in z1 dan concludeert men wee tot H1 µ < µ 0 ; ligt x in Z , dan 

beslu t me t t H1 
Hierboven werd een tweezijdige toets beschreven, omdat ook ie 

zowel H1 : µ < µ 0 als H1 : µ > µ 0 als alternatieven beschouwd worden. 

Rechtseenzijdige en linkseenzijdige toetsen worden toegepast bij 

respectievelijk de nulhypothesen H0 : µ ~ µ 0 en H0 : µ ~ µ0 , dit dus 

geheel analoog als bij het toetsen van een kan. B'j de rech seenzijd ge 

toet wordt de rechter kritieke zone naar beneden begrensd door x ; biJ 
r 

de linkseenzijdige toets wordt de linker kritieke zone naar boven be-

grensd door x1 . Bij de berekening van x 1 en xr worden weer de formules 

(3) en (4) gebruikt, waarbij in plaats van~ de bij Cl behorende waarde 
Cl 

~2Cl ingevuld dient te worden. De grootte van ~2Cl wordt gevonden in 

Tabel II De figuren 5 en 6 geven de betreffende situat1es weer. 

z 
r E,-------------i-------1 -·- - - - - - > 

Figuur 5 

Kritieke zone bij H0 

Figuur 6 

Kritieke zone bij H0 

X 
r 
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Meestal zal de grootte van de standaardafwijking a niet bekend 

zijn, Voor grote n kan dan in de formules (3) en {4) in plaats van 0 

de schatting 

s = vn~l 
= v.~1 

ingevuld worden. 

Voorbeelden 

{(xl 

'( 2 l X 
1 

- 2 - x) + (x2 

2 
+ x2 + ... 

- 2 
- x) + 

x2) + -n 

"'< 
-2 

nx } 

, 
+ (x - x)} = 

n 

(5) 

I. De directie van een firma is van mening, dat de fractie foutief 

berekende verkoopfacturen ca. 0,05 bedraagt. Men neemt hier genoegen 

mee omdat a. het mpeilijk is beter personeel aan te trekken en b. er 

betrekkelijk weinig klachten van clienten binnenkomen, Een accountant 

wil deze mening van de directie op haar juistheid toetsen. 

De nulhypothese luidt dus p = 0,05. Omdat zowel p < 0,05 als 

p > 0,05 juist kan zijn dient tweezijdig getoetst te worden. De 

accoum.tant kiest een onbetrouwbaarheid van 1 % en beslui t een steek­

proef van 400 facturen te nemen. Met p0 = 0,05, a= 0,01, ~a= 2,576 

en n = 400 worden f en f met de formules (1) en (2) berekend op 
1 r 

respectievelijk 0,0219 en 0,0781. 

De fractie fouten in de steekproef bedraagt 0,0802 en de accoun­

tant verwerpt dus de nulhypothese ten gunste van de alternatieve 

hypothese dat de fractie foutief berekende verkoopfacturen meer dan 

0,05 bedraagt, 

Indien een fractie tussen 0,0219 en 0,0781 gevonden was, zou de 

nulhypothese p = 0,05 niet verworpen zijn. Bij een gevonden fractie 

kleiner dan 0,0219 zou de nulhypothese verworpen zijn ten gunste van 

de al terna ti eve hypo these p < 0, 05. 

II. De directie van de vorengenoemde firm~ leeft ook nog in de over­

tuiging dat de fractie foutief geboekte facturen niet grater is dan 0,02, 
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De accountant heeft echter de indruk dat deze fractie hoger is en wil 

een en ender toetsen. Hij dient nu een rechtseenzijdige toets 

toe te passen. 

De nulhypothese luid t p ,:f. 0, 02. Al s onbetrouwbaarheid word t weer 

1% gekozen en men neemt een steekproef van 900 facturen. HoewPl 0,02 

vrij ver verwijderd is van 0,5 kan toch formule (2) toegepast worden 

omdat n groat is. Met p0 = 0,02, a.= 0,01, , 2 0. = 2,326 (!) en n = 900 
2) 

wordt f met formule (2) berekend op O, 0314, . 
r 

De fractie fouten in de steekproef blijkt nu 0,0236 te bedragen 

zodat de nulhypothese niet verworpen kan warden. 

III. De directie van een groothandel beweert, dat het brutowinstper­

centage in het afgelopen boekjaar ca. 35 is geweest. De accountant 

wil deze bewering op haar juistheid toetsen door middel van een 

steekproef. 

De nulhypothese luidt nu µ = 35, Omda t zowel µ < 35 als µ > 35 

juist kan zijn, dient tweezijdig getoetst te warden. Men kiest een 

onbetrouwbaarheid van 5% en besluit een steekproef van 625 guldens 

uit de verkoopfacturen te nemen (vergelijk Memorandum S 308 - A 11). 

Omda t de standaardafwijking cr van de popula tie van winstpercentages 

per gulden niet bekend is kunnen de grenzen x 1 en x r van de kri.tieke 

zones pas berekend warden wanneer de steekproef is uitgevoerd. Uit de 

steekproef wordt s met formule (5) berekend op 4,15%. 

Met µ 0 = 35, s = 4, 15, a. = 0, 05, ~a = 1, 960 en n = 625 warden 

x en x met de formules (3) en (4) berekend op respectievelijk 
1 r 

34,675 en 35,325. In de steekproef wordt een gemiddeld percentage 

van 34,316 gevonden en de nulhypothese moet dus verworpen warden 

ten gunste van de alternatieve hypothese, dat het brutowinstper­

centage kleiner is dan 35. 

2 ) Hoewel de waarde 0,02 niet dicht bij een ½ ligt, is toch de op de 
normale benadering berustende formule (2) toegepast. Deze benadering 
ts~ge6oridofd aangezien n = 900. De exacte waarde van f bedraagt 
0,0311, zodat de benaderde waarde tot in 3 decimalen nat:wkeurig is. 
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Indien in de steekproef een percentage tussen 34,675 en 35,325 

was gevonden, dan had de nulhypothese niet verworpen kunnen worden. 

Bij een percentage in de steekproef, grot r dan 35,325, was de nul­

hypothese verworpen ten gunste van de alternatieve hypothese, dat het 

brutowinstpercentage grater is dan 35. 

IV, Bij Voorbeeld III zou het kunnen zijn, dat de accountant verwacht, 

dat het opgegeven winstpercentage van 35 te laag is. Hij verwacht dan 

de nulhypothese µ ~ 35 te kunnen verwerpen ten gunste van de alter­

natieve hypothese µ > 35 en moet daartoe een rechtseenzijdige toets 

toepassen. Met dezelfde gegevens en dezelfde onbetrouwbaarheid als in 

Voorbeeld III berekent hij ( ,2 = 1,645 !) x met formule (4) op 
o. r 

35,273. 

In de steekproef wordt een gemiddelde brutowinstpercentage 

van 35,412 gevonden. De accountant verwerpt dus de nulhypothese 

ten gunste van de alternatieve hypothese, dat bet winstpercentage 

groter is dan 35. 



STICHTING 

MATHEMATISCH CENTRUM 
2e BOERHAA VESTRAAT 49 

AMSTERDAM 

AFDELING MATHEMATISCHE STATISTIEK 

S308 - A 13 

De fout van de tweede soort bij 

het toetsen van hypothesen 

Bij het toetsen van hypothesen omtrent onbekende kansen of ver= 

wachtingen speelt de fout van de tweede soort een belangrijke rol; zie 

Memorandum S308-Ai2o 

Onder de fout van de tweede soort verstaat men de fout~ de nul= 

hypothese H0 niet te verwerpen terwijl de alternatieve hypothese H: 

juist iso Het vooruit bepalen van de waarde van de kans Sop een fout 

van de tweede soort heeft~ zoals in genoemd Memorandum wordt opgemerkt~ 

alleen zin, wanneer men de alternatieve hypothese H 1 nauwkeurig kan 

specificereno We zullen hieronder een en ander eerst bespreken aan de 

hand van het toetsen van een hypothese omtrent een kanso 

Stel dat men de hypothese H0 wil toetseni dat een onbekende kans 

gelijk is aan Po~ dus 

De alternatieve hypothese luidt bijvoorbeeld 

met p 1 > p0 o 

Voqrdat de steekproef wordt genomen warden zowel de onbetrouw­

baarheid ~ als de kans op een fout van de tweede soort S gekozeno 

Eil!BLIOTH!iEK. MATHEMATISCH CENTRUM 

·~ - AMSTERDAM --



Omdat p 1 > p0 is ligt het voor de hand alleen een rechter kritieke 

zone Z te kiezen metals ondergrens f o 
r r 

We zullen nun en f zo kiezens dat aan de eisen betreffende de r 
kansen a en 8 op fouten van de eerste respo tweede soort is voldaano 

Het verband tussen p0 , a~ n en fr wordt gelegd door formule (2) van 

:Memorandum S308-A12, waarbij ~a vervangen wordt door , 20 : 

• 
De continuiteitscorrectie -2; 2s hierin verwaarloosdo . n 

Een fout van de tweede soort wordt gemaakt indien men, als H1 

juist is~ tech in de steekproef geen fractie in de kri ti eke z.one Z 
r 

( 1) 

vindt en de kans hierop meet hoogstens gelijk zijn aan So Hieruit kan 

men voor grote n en p 1 niet te ver verwijderd van~ afleiden~ dat moet 

zijn voldaan aan 

(zie figuur 1)o 

0 f 
r 

F . 1 2guur .. 

Een eenzijdige toete voor H0 : p = Po met 

als alternatief H 1 JP = p 1 .;;., 

(2) 

De grootte van n berekent men uit de formules (1) en (2) door de 

rechterleden aan elkaar gelijk te stellen: 



=3= 

n = 
( E.2a ~ + E.28 ~)

2 

(p1=Po) 2 
(3) 

waarin q0 = 1=po en q 1 = 1=p 1, De waarden van ~2a en r.28 vindt men in 

Tabel Io Vervolgens wordt f gevonden met behulp van formule ( :)o 
r 

Tabel I 

Waarden van F;2a en E.28 

a , !3 '2a i E.213 

0~20 01)842 

0 s 10 '1@282 

0~05 1~645 

0,02 29054 

Os01 2~326 

Indien p 1 <Pois~ dan wordt een linkseenzijdige toets toegepast® 

met een linker kritieke zone z1 o Oak dan kan formule (3) toegepast 

worden om de vereiste steekproefomvang te berekeneno 

Uit formule (3) blijkt» dat n groter is naarmate het verschil 

tussen p0 en p 1 kleiner iso Het is ook intu:i'.tief duidelijk 9 dat bij 

een kleiner verschil tussen p0 en p 1 een grotere steekproefomvang 

nodig is om tussen deze twee kansen te kunnen beslisseno 

In veel praktijksituaties kan men wel de nulhypothese expliciet 

formuleren~ maar niet de alternatiiveo Men stelt dan dat de nul­

hypothese p = p0 getoetst moet warden en dat men een bepaalde afwijking, 

bijvoorbeeld p ~ p "zeker" wil ontdekkeno Ook in deze gevallen vult 
1 

men de waarde van p 4 in for mule ( 3) in o De kans op een fout varF-d,e' tweede 
' 

soort bedraagt dan S voor p = p 1 en is kleiner dan S voor p > p 1o 



Bij het toetsen van een hypothese omtrent een verwachting (zie 

Memorandum S308-A'12) speelt de fout van de tweede soo:rt eveneens een 

belangrijke rolo 

Stel dat een stochastische grootheid een normale verdeling heeft 

met bekende standaardafwijking o (zie Memorandum S3Q8,z;A3) en dat men 

de hypothese 

wil toetsen tegen de alternatieve hypothese 

H g " = u 'j ,. " 1 

met µ 1 > µ0 o Allereerst warden weer de onbetrouwbaarheid a en de kans 

op een fout van de tweede soort f3 gekozeno Men zal een rechts~~nzijdige 

toets toepassen en er is dus slechts een rechter kritieke zone Z met 
r 

als ondergrens x o r 
De vrijheid in de keuze van x en n gebruikt men weer om te vol-r 

doen aan de eisen, gesteld ten aanzien van de kansen op fouten van de 

eerste ·en de tweede soort o Bij gegeven a~ S ~ µ0 ~ µ 1 en er zal n nu 

moeten voldoen aan 

(t;2a + '2sf 2 
n = (J 

? 
( µ < = µ0)-

0 

(4) 

De waarde van x volgt uit formule (4) van Memorandum S308=A12~ 
r 

waarin f; vervangen is door E; 
a 2a 

X r 
(5) 

De situatie wordt ingewikkelder~ wanneer men a niet kentID niet 

weet of de stochastische grootheid normaal verdeeld is, of wanneer ook 

de standaardafwijking ender de nulhypothese verschilt van die onder de 

alternatieve hypotheseo Ook dan bestaan er echter voor tal van gev-allen 



toetsingsmethoden, welke analoog verlopen aan de boven geschetste 

procedureo 

Indien een steekproef uit een willekeurige populatie wordt 

genomen~ zal vocr grote steekproefomvang n het steekproefgemiddelde 

x bij benadering normaal verdeeld zijn met standaardafwijking 2,.,, ~ 
• o O O O O o Vn 

waarblJ a de standaardafw1Jk1ng van de populat1e 1s0 Deze a wordt 

geschat door de grootheid s (zie Memorandum 8308=A6)o Voor grate n 

wordt dan dezelfde toetsingsprocedure toegepast als hierboven werd 

beschreven (zie voorbeeld II)o 

lndien µi < µ0 is wordt een linkseenzijdige toets gebruikt met 

een linker kritieke zone z1 o Verder verloopt de toets op dezelfde 

wijze als in het geval µ, > J.1 0 0 

Tenslotte merken WlJ op~ dat de grootheid 1=6 het onderscheidiB,g!!_= 

vermogen van de toets met betrekking tot de alternatieve hypothese H1 
s 

genoemd wordto 

Voorbeeldeno 

Io De directie van een firma is van men1ng® dat de fractie foutief 

berekende verkoopfacturen cao 0~05 bedraagto De accountant is echter 

van mening~ dat deze fractie zeker o.rn bedraagt en wil een en antler 

toetseno 

De nulhypothese luidt dus p0 = Oi05 en de alternatieve hypothese 

luidt p 1 ! 0~10o De accountant kiest een onbetrouwbaa:rheid van 1% en 

een onderscheidingsvermogen van 95%0 De steekproefomvang wordt met (3), 

waarin a= 0 11 01 5 t;2a = 2$326® 13 = 0,05. ~26 = 1~645 9 p0 = 0,05 en 

p 1 =0 11 10, berekend op 400~30 Voor n = 401 wordt hierna met (~)de 

grootte van f berekend op 0t0753o r 
Wordt in de steekproef een fractie kleiner dan 0,0753 gevondeni 

dan wordt H0 niet verworpeno Indien een fractie gelijk aan of grater 

dan ?J0753 gevonden wordt~ dan verwerpt men n0 ten gunste van de 

alternatieve hypothese H1o 



IIo De directie van een firma beweert® dat het brutowinstpercentage 

in het afgelopen boekjaar minder dan 35 is geweesto De accountant wil 

een en ander toetseno Hij vermoedt dat dit percentage hoger is en wilj 

behoudens een kleine kans, de nulhypothese verwerpen als het percentage 

37 of meer bedraagto 

De nulhypothese luidt nuµ~ 35 en de alternatieve hypothese 

luidt µ ~ 370 De accountant kiest een onbetrouwbaarheid van 5% en een 

onderscheidingsvermogen van 95%0 
Omdat de standaardafwijking a van de populatie van winstpercen= 

tages per gulden niet bekend is, neemt hij een voorlopige steekproef 

van 200 guldens uit de verkoopfacturen (vergelijk Memorandum S308-A11)o 

Hieruit wordt s berekend op 8 9 25%0 

Uit formule (4) volgt, met a= 0~05~ 8 = Oi05j ~20 = ~28 = 1~645~ 
dat n ~ 184~18 gekozen moet wordeno De voorlopige steekproef behoeft 

dus niet verder te warden uitgebreidc 

Met formule (5) wordt, met n = 200~ x bepaald op 35,9600 Wordt er r 
in de steekproef een gemiddelde~ kleiner dan 35,960 gevonden, dan wordt 

H0 niet verworpeno Wordt daarentegen een gemiddeld brutowinstpercentage 

grater dan of gelijk aan 35,960 gevonden ~ dan wordt H 1, geaccepteerdo 

typo RMW 
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De kans op het bij een steekproef­

onderzoek ten onrechte accepteren 
' van populaties 

Bij het steekproefsgewijze controleren van een lijst met posten 11 

bijvoorbeeld een accuratessecontrole, zal men de lijst in het algemeen 

slechts dan accepteren, wanneer bij de gegeven steekproefomvang het 

aantal gevonden fouten niet boven een zeker toelaatbaar geacht maximum 

ligto Wordt in de steekproef hieraan niet voldaan, dan gaat men tot 

integrale controle van de lijst overo 

Stel dat een steekproef van n posten of guldenswordt genomen en dat 

hierin k fouten worden gevondeno De lijst wordt afgekeurd indien k > k0 
.' • • < en goedgekeurd indien k=k0o De grootte van de afkeurgrens k0 hangt ender 

andere af van de steekproefomvang n en de maximaal toelaatbaar geachte 

fractie fouten p0 in de populatieo 

Indien nu de werkelijke fractie fouten pin de populatie grater is 

dan p0 , dan is er tech nog een kans B om in de steekproef k0 of minder 

fouten te vindeno Deze ~ans Bis de kans op het ten onrechte accepteren 

van de lijst en hangt af van de grootte van n, k0 en p0 o Terloops merken 

wij op, dat het ten onrechte accepteren geheel overeenkomt met een fout 

van de tweede soort bij bet toetsen van een hypothese; vglo Memorandum 

S308-A 130 

Gewoonlijk wordt de k.ns B niet achteraf berekend, maar eist men 

bij voorbaat, dat deze kans hoogstens s0 (bijvoorbeeld 0,01 of 0,05) 

B)BL!OTHEEK MATHEMATISCH CENTRUM 

··~.. - AMSTERDAM -
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mag bedrageno Bij gegeven steekproefomvang n stelt men dan vast waar de 

afkeurgrens k0 gekozen moet worden om aan deze eis te voldoeno 

De grootte van k0 wordt, voor grote n en p0 niet te ver van 0 9 5 

verwijderdj berekend met formule {1)g 

E;28 ° 
0 

( 1) 

Hierin wordt ~28 gevonden in Tabel Io Formule (1) mag slechts ge-
0 bruikt worden als de omvang van de populatie zeer groot iso 

Tabel Io 

Waarden van ~28 
0 

80 ~28 
0 

0.20 0&842 

o, 10 1,282 

0.05 1$645 

0,02 2t054 

0,01 2,326 

0,005 2,576 

0,001 3,090 

Bij de berekening van k0 met formule ( 1) zal men meestal geen ge­

hele waarde vindeno Men rondt dan naar beneden af tot het grootste ge­

hele getal k0 1 i dat kleiner is dan de gevonden waarde k0 o Dit houdt 

echter in 9 dat de maximale waarde van 8 in werkelijkheid kleiner is dan 

de in formule (1) gebruikte waarde S0o Wanneer men vast wil houden aan 

de oorspronkelijk gekozen waarde s0 , dan kan men dit bereiken door 

de steekproefomvang n te verkleineno Om di~ waarde van n te vinden die, 

samen met k0 1 het maximum van 8 gelijk aan 80 maakt, vult men in for= 

mule ( 1) in het linkerlid k0 1 en in het rechterlid Po en E;28 in en 

lost men vervolgens n weer opo Zie ook Voorbeeld Io O 
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1) 
Voor kleine p0 en grote n wordt k0 gevonden in Tabel Ile '- Indien 

in deze tabel een streepje (-) staat, betekent dit, dat voor het bijbe­

horende produkt np0 zelfs de kans op' geen enkele fout in de steekproef 

grater is dan de bijbehorende S0 a Ook hier is bij een gekozen steek­

proefomvang n de maximale waarde van 8 soms lager dan de gekozen waarde 

van s0 , zodat ~et mogelijk 1s n kleiner te kiezen zonder dat k0 van 

waarde veranderto Zie ook Voorbeeld IIo 

Men dient geed onderscheid te maken tussen een uitspraak in de vorm 

van een betrouwbaarheidsinterval (zie Memorandwn S308-A4) en het type 

uitspraken~ zeals hierboven behandeld iso Geeft men een lange reeks be­

trouwbaarheidsintervallen op met een onbetrouwbaarheid a, dan betekent 

dit, dat in een fractie a van alle uitspraken een interval gegeven wordt, 

dat de ware fractie p niet zal bevatteno Formuleert men de conclusie in 

de vorm van het goed- of afkeuren van partijen en eist men, dat de kans 

een "slechte" partij goed te keuren hoogstens gelijk aan S ist dan be­

tekent dit, dat van die gevallen, waarin de partij "slecht" is~ hoogstens 

een fractie S nie ontdekt zal wordeno In het eerste geval betreft het 

aantal onjuicte uitspraken dus een fractie a van alle uitspraken en in 

het tweede geval een fractie,8 van alle uitspraken, waarbiJ een "slech­

te" partij betrokken iso 

Bij een controle op ernstige fouten eist men meestal, dat geen 

enkele.fout ·gevonden mag wordeni dus k0 = Oo Dit geval eist echter een 

uitvoeriger behandeling, welke plaats vindt in Memorandum S308-A15o 

Voorbeelden 

Io Bij een groat bedrijf met veel weekloners wordt de lijst met bere­

kende weeklonen iedere week voor de uitbetaling steekproefsgewijze ge­

controleerdo Een fractie fout berekende lonen van 5% wordt nog juist 

1) Deze tabel is berekend, gebruik makend van de benadering door de 

Poisson-verdelingo 
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acceptabel gevonden en men wil maximaal 1% kans lopen een niet accep­

tab,ele lij st goed te keuren o. De afkeurgrens k0 wordt bij een steek­

proefomvang van 200 met formule ( 1) bepaaldo Met n = 200 il Po = 0 ~05, 

So= OilOi en ~2S = 2,326, vindt men k~ = 2,33, dus ko 1 =,2o 

Alleen wanneer meH minder dan drie fouten vindt zal men de lijst dus 

acceptereno 

Nu is echter het maximum van Slager dan s0 = 0~01o Om dit maxi­

mum te vinden vult men in formule (1) voor k0 , n en p0 espectievelijk 

in 2t 200 en 0,05 en lost men , 28 opo Men vindt t 26 = 2,433, het-
0 0 

geen overeenkomt met s0 = 0,0750 

Vindt men het niet nodig, dat s0 daalt to 0,0075 en wil men dus 

vasthouden aan a0 = 0,01i dan kan met een kleinere steekproef worden 

volstaano De kleinst mogeliJke steekproefomvang bij p0 = 0,05, s0 = 0,01 

en k0 = 2 wordt gevonden door deze waarden in formule ( 1) in te vullen, 

n vervoleens op te lossen en dan af te ronden tot het dichtstbijgelegen 

grotere gehele getalo In ans geval leidt formule (1) tot n = 189,61 en 

er kan dus warden volstaan met een steekproef ~an 190 weekloneno 

IIo Bij een accuratesse-controle van een lijst met een zeer groat aantal 

posten accepteert men deze lijst indien deze maximaal 1% fout berekende 

posten bevato Men neemt een steekproef van 700 posten en wil maximaal 

1% risico lopen de lijst ten onrechte te acceptereno In Tabel II vindt 

men, met np0 = 7 en s0 = 0,01, k0 = Jo De lijst zal dus aanvaard war­

den wanneer men niet meer dan een fout in de steekproef vindto 

Bij n = 700 en p0 = 0,01 is de kans op minder dan twee fouten in 

de steekproef gelijk aan 0 9 0073, dus veel minder dan de gekozen s0 o 

Deze kans op minder dan twee fouten wordt grater indien de steekproef­

omvang kleiner wordto Uit Tabel II blijkts dat voor n = 665 nag geldt 

k0 = 1o In dit geval is de kans op minder dan twee fouten in de steek­

proef gelijk aan 0,0099, dus bijna gelijk aan de aangenomen S0 o 



npo 

< 21130 

2,35 t/m 2,95 

3,00 " 3,85 

3,90 

3,95 t/m 4,60 

4,65 " 41)70 

4,75 " 5,30 

5,35 II 5,80 

5,85 II 6,25 

6,30 " 6i6o 

6,65 

6,70 t/m 6,90 

6,95 7950 

7,55 7,75 

7,80 I 7 95 
8,oo " 8,40 

81145 " 9,05 

9, 10 If 9, 15 

9,20 

9,25 

9,30 t/m 10,00 

10 ,05 I! 10, 50 

10 ,55 
10,,60 t/m "1 1 , 20 

11 ,25 !I 11 , 60 

11 , 65 11, 75 

n 11 80 

5 

Tabel II 

Waarden van k0 voor kleine 

waarden van p0 

So = 0,001 0,01 0,02 

- - -
- - -
- - -
- - -
- - 0 

- 0 0 

- 0 0 

- 0 0 

- 0 1 

- 0 1 

- 1 1 

- 1 1 

0 1 1 

0 1 -

0 1 2 

0 1 2 

0 2 2 

0 2 3 
0 2 3 
1 2 3 
1 2 3 
1 3 3 
1 3 3 
1 3 4 

2 4 

2 4 

2 4 4 

0,05 0, 10 

- -
- 0 

'- 0 

0 1 

0 1 

0 1 

1 1 

1 2 

1 2 

2 2 

2 2 

2 3 

3 
2 3 

3 3 

3 4 

3 4 

3 4 

4 4 

4 4 

4 5 
4 5 

5 6 

5 6 

5 6 

6 

7 
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Tabel II - Vervolg 1 

npo So = 0,001 0 !101 01102 0,05 0, 10 

11,85 t/m 12,00 2 4 4 6 7 

12 ,05 II 12 .95 2 4 5 6 7 

13il00 II 13,05 2 4 5 6 8 

13, 10 3 4 5 6 8 

13 11 15 t/m 13,40 3 5 5 7 8 

13,45 !! 14,20 3 5 6 7 8 

14 ,25 " 14 ,40 3 5 6 7 9 

14 ,45 II 14 ,55 3 5 6 8 9 

14s60 II 14 11 75 3 6 6 8 9 

14,80 4 6 6 8 9 

14 ,85 t/m 15,40 4 6 7 8 9 

15,45 " 15, 70 4 6 7 8 10 

151175 II 15,95 4 6 7 9 10 

16~00 II 16 9 15 4 7 7 9 10 

16,20 Ii 16,45 4 7 8 9 10 

16,50 II 16,55 5 7 8 9 10 

161160 " 16,95 5 7 8 9 11 

17 ,oo II 17 9 -+0 5 7 8 10 11 

17 1145 II 17 i50 5 8 8 10 11 

17 ,55 " 17 975 5 8 9 10 11 

17,80 " 18,05 5 8 9 10 12 

18, 10 " 18,20 6 8 9 1 12 

18,25 " 18,75 6 8 9 1 , 12 

18 ,80 6 9 9 11 12 

18,85. t/m 18,95 6 9 10 11 12 

19,00 " 19 ,4o 6 9 10 11 13 

19 !)45 " 19~60 6 9 10 12 13 

9,65 II 20,00 7 9 10 12 13 

20,2 " 20,6 7 10 11 12 14 
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. Tabel II - · Vervolg 2 

npo s0 = 0,001 0,01 0,02 0905 0, 10 

20t8 t/m 21 to 7 10 11 13 14 

21,2 8 10 1 1 13 14 

2.1 94 8 10 1. , I 13 15 

21 ,6 t/m 21 i8 8 11 12 13 15 
II 22,4 8 

:\ 

22,0 n 12 14 15 

22116 8 11 12 14 16 

22,8 9 11 13 14 16 

23,0 9 12 13 14 16 

23,2 t/m 23,6 9 12 13 15 16 

23,8 9 12 13 15 17 

24 1 0 9 12 14 15 17 

24,2 10 13 14 15 17 

24,4 t/m 24,,6 1 13 14 16 17 

2498 " 25,2 10 13 14 16 18 

25,,4 10 13 1. 16 ) 18 

25i6 t/m 25118 11 14 '1 17 18 

2610 II 26$4 11 14 1 17 19 

26,6 11 14 16 17 19 

26,8 t/m 27,0 11 15 16 18 19 

27,2 II 27t6 L 15 16 18 20 

27,8 12 15 17 18 20 

28,0 12 15 17 19 20 

28,2 t/m 28!)4 12 16 17 19 21 

2896 " 2808 13 16 17 19 21 

2990 13 16 18 19 21 

29,2 1. 16 18 20 21 

29,4 t/m 29,8 13 17 18 20 22 

. 0 ,o 14 17 18 20 22 
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Controle op ernstige fouten 

Bij een controle op ernstige fouten zal men meestal eisen, dat 

in de steekproef geen enkele fout mag worden gevonden. De in 

Memorandum S308-A14 ingevoerde afkeurgrens k 0 is dan dus gelijk 

aan 0. Vindt men een of meer fouten, dan gaat men tot integrale 

controle over. 

Wanneer men geen enkele fout in een steekproef vindt, dan kan 

men altijd de bovengrens berekenen van het betrouwbaarheidsinterval, 

waarin de ware fractie fouten behoudens een onbetrouwbaarheid or. 

ligt (zie M.Qmorandum S308-A4), 

In veel gevallen is men echter meer gefnteresseerd in de kans 

een slechte populatie goed te keuren dan in een betrouwbaarheids­

interval voor een onbekende fractie fouten. Een slechte populatie 

is bijvoorbeeld een populatie, waarin meer dan een fractie p 0 van 

de posten fout geboekt is, of meer dan ee~ fractie p 0 van het opge­

geven totaalbedrag niet gedekt. De ka.ns /3 op goedkeuren is gelijk 

aan de kans geen enkele fout in de steekproef aan te treffen en men 

is dus vooral in deze kans gefnteresseerd wanneer de onderzochte 

fractie pin de populatie groter is dan p0 . 

Op intuftieve gronden kan men inzien, dat de kans S afneemt 
• 

naarmate de fractie p groter is en ook naarmate de steekproefomvang 

n groter wordt. In figuur 1 is~ voor enkele waarden van de steek-
1 

proefomvang n geschetst als functie van de fractie fouten p. Omdat 

S!fl.LIOT!-lli.EK MA TH El1A TISCH 

-------.__ - AMSTERDAM --
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f, van p afhangt schrijven we ~(p) in plaats vanr,. Uit de figuur 

blijkt, dat (!>(p) inderdaad sterk afneemt voor toenemende pen 

toenemende n. 

Aangezien de waarde van n nog niet vastligt, kan men eisen, 

dat deze z6 gekozen wordt, dat d.e kans ~(p) voor p = p0 , dus f3(p0), 

niet groter mag zijn dan een zekere waarde f3o· Hieruit vol~t dan 

de minimaal vereiste omvang van de steekproef. 

f'(P) 

o,3 

o,, 

F£wuur 11 

De kans p(p) op het niet ontdekken van een fout als 
i 

functie van de werkelijke fractie fouten pen van de 

steekproefomvang n. 
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In Tabel I wordt deze omvang voor enkele waarden van p0 en130 

gegeven voor het geval waarin de steekproefomvang klein is ten 

opzichte van de omvang van de gehele populatie. Uit figuur 1 

blijkt dan, dat ~(p) voor p) p 0 zeker kleiner is danf3(p0 ). 

Tabel I 

Minimale waarden van n voor verschillende 

waarden van p0 en r-,0 

~ 0,05 0,02 0,01 0,005 0,001 
0 

0,05 59 77 90 104 135 
I 

0,02 149 194 228 263 342 

0,01 299 390 459 528 688 

0,005 598 781 919 1058 1379 

0,001 2995 3911 4603 G5996 6905 

Men leest uit Tabel I af, dat (30 nog aanzienlijk verlaagd kan 

worden zonder een al te grote toename van de steekproefomvang n, 

maar dat men bij hogere eisen ten opzichte van p0 zeer omvangrijke 

steekproeven moet gaan nemen. 

Wanneer een aselecte steekproef van omvang 459 wordt genomen 

en men een populatie niet accepteert en dus tot volledige controle 

overgaat als in de steekproef een of meer fouten gevonden worden, 

dan is de kans, dat een populatie met een fractie fouten groter 

dan 1% niet geheel wordt onderzocht, hoogstens 0,01. Anders gezegd: 

wordt de bovenomschreven controlemethode toegepast, dan zal in een 

lange reeks controles hoogstens 1% van de gevallen, waarin de 

werkelijke fractie fouten groter is dan 1%, niet worden ontdekt. 

Overeenkomstige uitspraken kunnen gedaan worden, wanneer men 
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steekproeven neemt van een andere in Tabel I vermelde omvang. 

Heeft men eenmaal een bepaalde omvang van de steekproef geko­

zen, dan is het uiteraard niet alleen van belang te weten hoe 
' groot ~(p) is voor een bepaalde waarde van p, maar dan is men ook 

gefnteresseerd in het verdere verloop vanp(p) als functie van p. 

Voor een veel gebruikte waarde van n, nl. n = 459, wordt in 

Tabel II de waarde van (3(P) voor enkele karakteristieke waarden van 

p gegeven. 

p 

0,0001 

0,001 

0,005 

0,01 

Tabel II 

Waarden van f(P) voor n = 459 

en verschillende waarden van p. 

p (p) p p (p) 

0,9552 0,0~ 94. 10-6 
' ' 10-8 0,6318 0,03 85. 

0,1002 0,04 73. 10-10 

0,0099 0,05 60 . 10-12 

De bovenbeschreven methoden kunnen worden toegepast, zowel op 

lijsten, opgevat als een populatie van posten, als op lijsten, op­

gevat als een populatie van guldens. De lijst dient uiteraard 

"volledig" te zijn. Bij een postensteekproef dienen alle posten, 

bij een guldenssteekproef alle guldens aanwezig te zijn, omdat een 

niet aanwezige post of gulden niet in de steekproef opgenomen en 

op juistheid gecontro~eerd kan worden. 

Laten wij nu aannemen, dat de ernstige fouten slechts kunnen 

bestaan uit het opschrijven van te hoge bedragen, het toevoegen van 

niet bestaande posten, het opschrijven van hogere totaalsommen dan 

de werkelijke of het verkeerd transporteren van deeltotalen. 
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Toepassing van de bovenstaande gedachtengang op deze situatie heeft 

tot een controlemethode geleid, welke in de literatuur bekend is 
1) 

geworden onder de naam Guldenrangnummermethode ·. 

Stel dat de te controleren lijst bestaat uit. N posten met een 

totaalbedrag van T guldens. Uit de lijst warden n guldens aselect 

aangewezen en men gaat na of hier foute guldens bij zijn. Men con­

troleert echter niet alleen de aangewezen guldens maar tevens de 

gehele posten of de gedeelter van de posten waartoe deze guldens 

behoren. Grotere posten hebben een grotere kans om aangewezen te 

warden en kunnen zelfs verschillende malen aangewezen warden. Men 

controleert dus hoogstens n posten. Zadra een "ernstige fout" 

gevonden wordt gaat men alle posten controleren. 

Omdat niet alleen de aangewezen guldens, maar t~vens de gehele 

posten of gedeelten van posten, waartoe zij behoren, warden gecon­

troleerd, wordt er meer gecontroleerd dan alleen den getrokken 

guldens. De kans op het niet ontdekken van ernstige fouten is dan 

oak in het algemeen kleiner dan·de bovenstaande tabellen vermelden. 

Behalve fouten in posten warden bij deze controie oak fouten 

in optellingen en fouten, gemaakt bij het transporteren, steek­

proefsgewijs gecontroleerd Zo vindt men een fout in een optelling 

van een pagina wanneer bijv. de 6 650-ste gulden zich in de 

steekproef bevindt en bij het opzoeken blijkt, dat de bladzijde, 

waarop bovenaan 6,000 en onderaan 6 800 is geschreven, in werkelijk­

heid deze 6.650-ste gulden niet bevat omdat de optelling slechts 

tot bijv. 6,500 loopt. Op de bladzijde bevindt zich dan een volledig 

gefraudeerde "post van 300 gulden'. Een fraude, gepleegd door fout 

te transporteren, zal men ontdekken wanneer bij het zoeken naar 

bijv. de 6.530-ste gulden blijkt, dat de ene bladzijde met 6.500 

eindigt en de volgende met 70000 begint. 

l) A. VAN HEERDEN, "Steekproeven als middel van accountantscontrole", 

Maandblad voor Accountancy en Bedrijfshuishoudkunde 35(1961), 

pp. 453-475. 
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Voor het aanwijzen van guldens gebruikt men aselecte getallen 

(zi-e Memorandum S308-AB). Dit aanwijzen wordt vereenvoudigd, 
l 

wanneer men beschikt over lijsten met naar grootte gerangschikte 

· aselecte getallen, welke getallen alle liggen tussen Oen het 

totaalbedrag T van de lijst Kiest men voor p0 en p0 de waarde 0,01, 

dan dienen er minstens 459 (zie Tabel I) aselecte getallen op zo'n 

lijst voor te komen. Het risico een fout van 1% van het totaal­

bedrag Tin een enkele post niet te ontdek~en kan ge~limineerd 

worden door in die gevallen, ~aarin de sprong tussen twee in 

grootte opeenvolgende getallen meer is dan 1% van het totaalbedrag 

T, aselect een getal bij te loten tussen de twee reeds aanwezige 

aselecte getallen in. Hiervoor zijn in het algemeen slechts enkele 

nieuwe aselecte getallen nodig, terwijl men de mogelijkheid uit­

sluit, dat een fout van meer dan 1%" van T :j..n .een enkel,e, post niet 
[' 

wordt opgemerkt. ,.! ,: . 
;" . ~' 

Lijsten van aselecte getallen van het bovenbeschreven type 
2) 

werden reeds elders samengesteld Ze bevatten elk ongeveer 500 

getallen tussen respectievelijk Oen 15.000, 0 en 20 1000, 0 en 

25.000, 0 en 30.000, 0 en 40.000, 0 en 50,000, 0 en 60.000, Oen 

70.000, 0 en 80.000, 0 en 90.000 en O enl00.000. Deze lijsten 

kunnen ook gebruikt worden indien het totaalbedrag T meer dan 

100.000 gulden is. Bij bijv. T = 200.000 gebruikt men dan de lijst 

van O tot 20.000 en wijst men tientjes aan in plaats van guldens. 

Gaat men bij het gebruik van deze lijsten uit van bekende 

subtotalen voor het opzoeken van de guldens, dan dient men steeds 

vanuit de subtotalen verder te tellen; terugtellen is dus niet 

geoorloofd. 

De boven beschreven methode is natuurlijk niet slechts toepas­

baar bij een controle op ernstige fouten. Ook als het accuratesse­

fouten en dergelijke betreft, kan de methode warden toegepast, In 

2) Nederlandse Accountants-Maatschap, Afdeling Administratieve 

Organisatie en Mechanisatie, Rotterdam. 
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die gevallen zal men echter de afkeurgrens k6 niet altijd gelijk 

aan O willen stellen, maar kunnen ook andere waarden van k0 in 

aanmerking komen. 

Voorbeelden van toepassingen 

Van de controles waarbij de guldenrangnummermethode toegepast 

kan warden, warden hieronder enkele genoemd: 

uitbetalingen bij een verzekeringmaatschappij (zie Memorandum 

S334-B3); 

declaraties van onkosten, waarbij de verschillende onkosten 

op een declaratie als posten warden gezien; 

loonbestanddelen bij een loonadministratie, waarbij dan de 

loonbestanddelen als posten warden gezien; 

de afloop van debiteurensaldi. 
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Steekproeven uit eindige populaties 

In de voorgaande Memoranda werd vrijwel overal.verondersteld~ dat 

een steekproef genomen werd uit een oneindig grote populatieo In werke­

lijkheid zullen populaties steeds een eindige omvang bezitten en bij­

voorbeeld uit N posten bestaano Van deze N posten zijn er een aantal, 

bijvoorbeeld M, 11 fout 11 en wij trachten nu de fractie: te schatten met 

behulp van een aselecte steekproefo Deze kan op twee manieren worden 

genomeno 

Steekproef met terugleggingo Er wordt aselect een post aangewezeno 
. . M 

De kans dat d1t een foute post 1s 1 be~raagt Na Na het constateren of de 

post al dan niet fout is, wordt deze "teruggelegd"i waardoor de oorspron= 

kelijke samenstelling van de populatie is herstelda Bij de tweede trek­

king is de kans op een foute post weer 'N en deze kans blijft bij voort­

durende teruglegging even groat bij elke volgende trekkingc 

Steekproef zonder terugleggingo Er wordt aselect een post aangewe­

zeno De kans dat dit een foute post is, bedraagt 'No De post wordt niet 

"teruggelegd11
9 waardoor de samenstelling van de populatie veranderd isc 

De kans op een foute post is bij een volgende trekking afhankelijk ge= 

ijjS!.lOTliEEK MATHEMATISCH CENTRUM 
·,__ - AMSTERDAM -
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warden van het resultaat van de eerste trekking en deze eigenschap hand= 

haaft zich bij alle volgende trekkingeno 

De kans op k foute posten in een steekproef van n posten is dus bij 

een steekproef zonder teruglegging niet gelijk aan die bij een steek= 

proef met terugleggingo Het verschil wordt echter kleiner naarmate de 

omvang N van de populatie en het aantal foute posten M grater zijn ten 

opzichte van de omvang n van de steekproefo Het 11uitlichten11 van een post 

verandert dan weinig aan de samenstelling van de populatie en de kansen 

op een foute post veranderen eveneens weinig bij den opeenvolgende 

trekkingeno 

Bij een oneindig grate popu.latie verandert een trekking zonder 

teruglegging niets aan de samenstellingo In dat geval zijn de resultaten 

bij een steekproef zonder teruglegging precies gelijk aan die bij een 

steekproef met teruglegging. 

Hierboven werden schattingen van fracties gemaakto Eenzelfde rede= 

nering geldt voor het schatten van verwachtingeno 

In de voorgaande Memoranda (met uitzondering van Memorandum S308-

A11) werd steeds verondersteldi dat de populaties oneindig groat of 

zeer groat waren. Indien aan deze voorwaarde niet is voldaan ondergaan 

sommige formu.les enige wijzigingi welke hieruit bestaat, dat standaard-

. . . ~N-n 1 • . N=n . . afw1Jk1ngen met N:T, dus var1ant1es met w:Ti warden vermen1gvuld1gd 

(voor de begrippen standaardafwijking en variantie zie MemoraudUin S308= 

A2) o 

N=n . . . . De factor w:T wordt de correctiefactor voor e1nd1ge populaties 

(engels: finite population correction, fopoco) genoemdo Hij kan oak ge-
. n-1 schreven warden als 1-g, waar1n g = w:,o 

Wij zullen nu eerst nagaan welke situaties zich kunnen voordoen 

wanneer de populaties niet oneindig groat zijn; 

a)o Steekproef met teruglegging: het maakt geen verschil of de populatie 

eindig of oneindig groat is; de steekproefomvang n kan die van de 

populatie N zelfs overtreffen; het resultaat is hetzelfde als met 

een steekproef zonder teruglegging uit een oneindig grote populatie, 

de in de voorgaande Memoranda gegeven formules blijven onveranderdo 

-·· 
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b)o Steekproef zonder terugleggingg uit een eindige populatie terwijl de 

verhouding i klein is 0 zeg < Ot1~ de situatie verschilt weinig van 

die bij een oneindig grote populatie en de formules in de voorgaande 

Memoranda vormen in het algemeen dan ook goede benaderingen van de 

exacte formuleso 

c)o Steekproef zonder teruglegging: uit een eindige populatie terwijl de 

verhouding i groat isi zeg ~ 0~1: nu moeten alle standaardafwijkingen 

met de genoemde correctiefactor voor eindige populaties warden ver= 

menigvuldigdo 

Hieronder warden voor alle voorgaande Memoranda de veranderingen 

in de gegeven formules nagegaano Oak de gewijzigde ~ormules gelden slechts 

voor grate steekproefomvang n en dus grote populatieomvang Ne 

De grenzen voor een betrouwbaarheidsinterval voor een onbekende 

kans worden 

* p = f + t 0 

# - a 
1ff:n1 
V N=T 0 

en de onnauwkeurigheid gaat over in 

Voor zeer kleine fracties f kan Tabel II slechts dan gebruikt 

worden indien de verhouding i klein iso 

S308=A5 

Bij een steekproef uit een normale verdeling wordt impliciet altijd 

verondersteld dat de populatie oneindig groot is en de formules onder= 

gaan dus geen wijzigingo 

S308=A6 

De grenzen voor een betrouwbaarheidsinterval voor een onbekende 

verwachting luiden nu: 
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en de onnauwkeurigheid wordt 

S308=A7 

De steekproefomvang n kan weer bepaald worden door de onnauw= 

keurigheid van de schatting gelijk te stellen aan de maximaal toe= 

gelaten onnauwkeurigheido Bij de schatting van een onbekende fractie 

met absolute onnauwkeurigheid v wordt n gevonden met 

(vglo A7 9 2) 

Bij de schatting van een onbekende fractie met relatieve on= 

nauwkeurigheid 0 wordt n gevonden met 

n > - ( vglo A7, 4) 

Indien de fractie f dicht bij O of 1 ligt kan de vereiste steek= 

proefomvang n niet met een eenvoudige formule bepaald wordeno 

Bij de schatting van de verwachting uit een normaal verdeelde 

populatie is er nooit Sprake van een eindige populatieo Dit kan wel 

het geval zijn bij de schatting van de verwachting van een wille= 

keurig verdeelde populatieo 

Voor een maximaal toegestane absolute onnauwkeurigheid d wordt n be= 

paald met 

n > - (vgL A7, 9) 
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Indien de standaardafwijking a van de popu.latie niet bekend is~ 

wordt a door de schatting s van ·a vervangeno 

§d2_8;-~2 
Bij de toepassing van de in dit Memorandum behandelde methoden 

dienen zonodig dezelfde correcties aangebracht te warden als in de 

Memoranda S308=A6 en A7, 

S3O8=A11 

In dit Memorandum is met de eindigheid van de popu.laties rekening 

gehoudeno In de formules (5) en (6) herkent men gemakkelijk de correc= 

tiefactor voor eindige populaties, 

S308-A12 

De formules voor de grenzen van de kritieke gebieden bij het toet= 

sen van een hypothese omtrent een onbekende kans gaan nu luideng 

fl = p = ~a 
~ N=n f 

1/ p (i-p )' 
=- ; (vglo A12; 1 ) 

N=1 ° 
I o o 

2n 0 , n 

f + E; 0 W, \ 
po( 1=Po) 1 

( vglo A 12, 2) = p .i.!.SUJ,W., + ~ 0 

r 0 01, 
0 n 2n 

Bij het toetsen van een hypothese omtrent een onbekende verwach­

ting van een willekeurige eindige populatie luiden de formules voor de 

grenzen van de kritieke zones 

v--= 
E; 01, 

N-n a (vglo A 12; 3) xl = µ = N=T 0 v;;:i 0 

= 'jN=n i a (vgL A12; 4) X = µ + ta. 0 \~ 
0 Fn r 0 · N=1 

S308-A 13 

Bij het toetsen van een hypothese omtrent een onbekende kans wordt 

de steekproefomvang n nu bepaald met 
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(vglo A 13; 3) 

Bij het toetsen van een hypothese omtrent de verwachting van een 

normale verdeling wordt de steekproefomvang n steeds bepaald met formule 

(4) van Memorandum S308-A13o 

Voor de berekening van de grenzen van de kritieke zones warden bij 

het toetsen van een hypothese omtrent een kans de gewijzigde formule8 

(A12; 1) en (A12; 2),en bij het toetsen van een hypothese omtrent een 

verwachting van een willekeurige verdeling de gewijzigde formules (A12; 3) 

en (A12; 4) toegepasto 

S308-A14 

Voor p niet te ver van 0 9 5 verwijderd en voor grate steekproef­
o 

omvang n wordt de afkeurgrens k gevonden met 
0 

Voor kleine p en grote n mag Tabel II slechts gebruikt worden indien de 
0 n verhoud1ng N zeer klein iso 

De in dat Memorandum gegeven Tabel I geldt in feite voor oneindig 

grote populatieso Bij eindige populatieomvang N kan met kleinere waar= 

den van de steekproefomvang n voJ_ · aan worden o In Tabel (A 15; I) worden 

deze waarden van n voor verschillene1e waarden van N vermeldo 

Er dient nog op gewezen te worden 1 dat voor steekproeven zonder 

teruglegging uit een populatie met kleine omvang N waarbij dus ook de 

steekproefomvang n klein is, de hierboven gecorrigeerde formules niet 

meer geldeno In het algemeen ziJn er dan geen eenvoudige formules meer 

beschikbaaro Wel bestaan er tabelleni waarvan men in vele gevallen ge= 

bruik kan makeno 

--



~ 0 

0905 

0,02 

0,01 

0,005 

09001 

0,05 

0,02 

0.01 

0,005 

0,001 

0,05 
0,02 

0,01 

0,005 

0.001 

0905 

0.02 
0,01 

Oi005 

0.001 

7 

Tabel (A 15 i I~ 

Minimale waarden van n voor ver­

schillende waarden van p, B en Na 
0 0 

0,05 

I 
0,02 0,01 0,005 

N = 1a000 

56 73 85 98 
137 175 203 230 
257 322 367 409 
449 541 600 652 
949 979 989 994 

N = 2a000 

57 74 87 100 
142 184 215 245 
276 353 409 463 
516 646 736 820 

1552 1716 1799 1858 

N = 5a000 

58 75 88 102 
146 189 222 255 
289 374 437 500 
563 722 839 952 

2252 2712 3008 3265 

N = 10a000 

58 75 89 102 
147 191 225 258 
293 381 447 513 
580 750 877 1002 

2587 3236 3688 4111 

0.001 

125 

289 

496 

747 

998 

130 

314 

581 

995 
1936 

132 

330 
642 

1204 

3742 

133 

336 
664 

1287 

, 4985 
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~ 0~05 0~02 0901 0.005 0~001 

0 

N = 200000 

0,05 58 76 89 103 134 

Oi02 147 192 226 260 338 
0,01 295 385 452 520 675 

0~005 588 765 897 1029 1331 
0,001 2780 3551 4111 4652 5838 

N = 500000 

0,05 58 76 89 103 134 

0&02 148 193 227 261 340 

Ot01 297 387 456 524 682 

0,005 594 774 910 1045 i359 
Oi001 2906 3761 4397 5024 6448 

N = 750000 

0,05 58 76 89 103 134 

0002 148 193 227 261 341 

0 ,o 1 297 388 456 525 684 

0~005 595 776 913 1049 1365 
0,001 2935 3809 4464 5 n2 6595 

N :::: 1000000 

Os05 58 76 89 103 n4 
0,02 148 193 227 261 341 

0;01 297 388 457 525 684 

0,005 595 777 9i4 1051 1368 

0~001 2949 3834 4498 5'157 6671 



~ 
0,05 0,02 

0 

0'105 59 77 

0,02 148 193 

0,01 296 385 

0,005 586 761 

0,001 2715 3442 

0,05 59 77 
0,02 148 194 

0,01 297 387 

0,005 592 771 

I 10,001 2850 3666 

i 
' i 

0,05 59 77 

0,02 149 194 

0,01 298 388 

0,005 595 775 
I 

Oj001 2907 3762 

0,05 I 59 77 
I 

' 0,02 ! 149 194 

0,01 298 389 
0,005 596 778 

0,001 2950 3835 

0,01 0,005 0,001 0,05 

N = 150000 

90 103 135 59 

227 260 339 148 

452 518 672 296 

892 1021 1317 589 

3964 4462 5534 2781 

N = 30.000 

90 104 135 59 
228 262 340 149 

455 523 680 297 

905 1039 1347 594 
4268 4855 6168 2885 

N = 500000 

90 104 135 59 
228 262 341 149 

457 525 683 298 

911 1046 1360 596 

4398 5025 6449 2936 

N = 100.000 

90 104 135 59 
228 262 342 149 

458 526 685 299 
915 1052 1369 598 

4499 5158 6672 2995 
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0,02 

77 
193 

386 

766 

3552 

77 
194 

388 

773 

3725 

77 
194 

389 

777 
3810 

77 
194 

390 
781 

3911 

.5 '2.oa - A 16 

\,',,)i~f<..l<..i-9- (ZC..H I EP 

0,01 0,005 0,001 

N = 200000 

90 104 135 

227 261 339 
453 521 676 

898 1030 1332 
4112 4653 5839 

N = 40.000 

90 104 135 
228 262 341 

456 524 682 

909 1044 1355 
4348 4960 6342 

N = 75.000 

90 104 135 
228 262 342 

457 526 685 

914 1050 1366 

4465 5113 6596 

N = "" 
90 104 135 

228 263 342 

459 528 688 

919 1058 1379 
4603 5296 6905 
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Het AOQL-keuringssysteem voor populaties 

In de Memoranda S308-A14 en A15 werd een keuringssysteem besproken, 

waarbij op grond van het aantal fouten kin een steekproef van de om­

vang n werd besloten de betreffende populatie goed of af te keuren. 

Ligt bij dit systeem k boven k0 t dan wordt de populatie afgekeurd, het­

geen volledige controle tengevolge kan he~ben; is k ~ k0 , dan wordt de 

populatie goedgekeurdo De grens k0 wordt zo bepaald, dat de kans op het 

goedkeuren van een populatie met een fractie fouten groter dan of gelijk 

aan p0 niet groter is dan 80 • 

In de bovengenoemde Memoranda was het slechts de bedoeling te on­

derzoeken of de fractie fouten pin de aangeboden populatie groter of 

kleiner is dan een van te voren bepaalde fractie p0 • Indien populaties 

regelmatig op deze wijze worden gekeurd en slechts goedgekeurde popula­

ties worden "afgeleverd", dan weten we zeker, dat van de populaties met 

een fractie fouten groter dan p0 maximaal een fractie s0 ten onrechte 

wordt goedgekeurd en afgeleverdo 

Het AOQL-keuringssysteem 

Naast situaties, waarin de bovengenoemde 'methode goed aansluit bij 

hetgeen men nastreeft, komen ook situaties voor, waarin men meer gein­

teresseerd is in de gemiddelde kwaliteit van alle doorgegeven populaties 

dan in de kwaliteit van de individuele, goedgekeurde populaties. Onder 

BIBUOTHEEK MATHEMATISCH CENTRUM 
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"kwaliteit" wordt hier verstaan de fractie goede elementeno Het is daar­

bij niet zo erg~ dater wel eens een populatie van slechte kwaliteit wordt 

doorgegeven» mits daar populaties van zeer goede kwaliteit tegenover 

staan, waardoor op de lange duur de gemiddelde kwaliteit aan een van te 

voren bepaalde minimumeis voldoeto 

Deze situatie doet zich onder andere voor wanneer de gekeurde po­

pulaties naderhand bij elkaar gevoegd worden en daardoor hun identiteit 

verliezeno Het kan dan van belang zijn te kunnen garanderen, dat de ge­

middelde kwaliteit van de door het bijeenvoegen verkregen populatie 

aan de genoemde minimumeis voldoet, 

Indien het mogelijk is gevonden fouten alsnog te verbeteren kan men 

een keuringssysteem toepassen van de volgende form: 

1eo Trek een aselecte steekproef van n elementen uit de populatie 

en bepaal het aantal foute elementen k; 

2eo Keur de populatie goed indien k < k0 en controleer de popula­

tie volledig indien k > k0 ; 

3e. Verbeter alle in de steekproef of tijdens de volledige controle 

gevonden foute elementeno 

Uiteraard kan dit systeem slechts dan toegepast worden indien de keu­

ring van een element niet destructief iso 

Bij deze methode worden alle aangeboden populaties, partieel of 

integraal gecontroleerdt doorgegeven terwijl men er door de keuze van n 

en k0 voor kan zorgen dat de gemiddelde kwaliteit van de doorgegeven 

populaties niet lager ligt dan een van te voren vastgesteld niveau K. 

De keuze van n en k0 hangt naast Kook af van de omvang N van de popula­

tieso 

Stel dat deter keuring aangeboden populaties alle dezelfde omvang 

N bezitten en alle dezelfde fractie p aan foute elementen bevatten. 

Kiezen wij bepaalde waarden voor n en k0 , dan kunnen wij ons afvragen 

hoe groot de gemiddelde fractie fouten pin de afgeleverde populaties 

bedraagto Deze gemiddelde fractie p, de "Average Outgoing Quality" (AOQ) 

genoemd, hangt bij gegeven IT, n en k0 nog af van p, zoals in figuur 

1 wordt weergegeven. 
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Bij kleine waarden van pis de kans op meer dan k0 fouten in de 

steekproef~ en dus de kans op integrale co~trole 5 kleino De gemiddelde 

fractie fouten pis dan slechts iets kleiner dan de fractie fouten p 

voor de inspectieo Bij grotere waarden van p wordt de kans op meer dan 

k0 fouten in de steekproef groter en wordt dus een grotere fra:ctie van 

de aangeboden populaties integraal gecontroleerd en verbeterdo Het ver­

schil tussen pen p wordt dan grotero Bij waarden van p dicht bij 1 

wordt de kans op meer dan k0 fouten in de steekproef zeer groot, de 

kans op volledige controle dus ook en de gemiddelde fractie fouten p 
van de afgeleverde populaties dientengevolge zeer kleino In het geval 

p = is p gelijk aan Oo 

in % 

0 

= 
,:,ac"""',..,.. ____ _,,.,..,,.,... .... = 
"""'er_.,c-c"'""o=<'o._ = 

--- ------ - -

Figuur_l 

De gemiddelde uitgaande kwaliteit pals functie 

van de aangeboden kwaliteit p 

AOQ zonder inspectie 

AOQ met inspectie (N = 1000 ,n = 70, kO = 0) 

AOQ met inspectie (N = 1000, n = 145, kO = 1) 



In het algemeen is de waarde van p niet bekend en kan p dus niet 

worden opgegeven~ wel echter de maximale waarde p die p aan kan nemen. 
m 

Deze maximale waarde p wordt door p bij een bepaalde waarde, zeg p' $ 
m 

aangenomen en wordt de "Average Outgoing Quality Limit" (AOQL) genoemdo 

De minimale gemiddelde kwaliteit van de afgeleverde populaties is dan 

gelijk aan 

latie isc 

p i wat ook de kwaliteit 1 - p van de aangeboden popu­
m 

Heeft men de minimaal toegelaten uitgaande gemiddelde kwaliteit 

K. vastgesteld, dan kunnen bij gegeven populatieomvang N combinaties min 
van n en k0 berekend warden waarvoor K. wordt bereikto Dit is onder 

1 ) min 
andere gedaan door DODGE en ROMIG · o Men vindt in hun tabellen voor 

iedere populatieomvang N en verschillende waarden van p zes paren 
m 

waarden van n en k0 ( = c in de tabellen) .. Bij ieder van deze zes paren 

waarden (n; k0 ) wordt aan de gestelde e1s ten aanzien van pm voldaano 

Een keuze uit deze paren (n; k0 ) heeft alleen zini wanneer iets 

bekend is omtrent de (gemiddelde) fractie foute elementen pin de 

aangeboden populatieso In de tabellen wordt dan dat paar waarden gegeven, 

waarvoor het gemiddeld te inspecteren aantal elementen minimaal iso 

In Tabel I wordt voor p = 0~01 ( 1 % AOQL) de door DODGE en ROMIG 
m 

gegeven tabel weergegeveno Uit deze tabel is af te lezen, dat niet al 

te grote fluctuaties in de omvang N van de populatie geen invloed hebben 

op de keuze van n en k 0 , Verandering in de kwaliteit van de aangeboden 

populatie beinvloedt hoogstens de optimale keuze van n en k0 , niet de 

grootte van po 
m 

Voorbeeld 

Bij een grote '.Jnderneming warden iedere week Cao 900 weeklonen bere­

kendo Men wenst deze lonen iedere week steekproefsgewijze te controleren 

en daarmede te bereiken, dat gemiddeld minstens 99% van de uitbetaalde 

lonen correct is berekend, 

Bij toepassing van het AOQL=keuringssysteem met pm= 0,01 vindt men 

in Tabel I de volgende paren waarden voor n en k0 : 

(35;0), (80; ) en (120;2). 

1} H0Fo Dodge en H,Go Romig, "Sampling Inspection Tables", John Wiley and 

Sons, New York, Second edition ( 959) 1 pp. 97-2040 



Indien niets bekend is omtrent de gemiddelde fractie gemaakte bereke­

ningsfouten kaI1 elk paar gekozen w:irdeno Men weet echter uit ervaring, 

dat cac 0~75% van de lonen fout berekend wordto Om nu het gemiddelde 

aantal te inspecteren weeklonen minimaal te maken wordt n = 120 en 

kO = 2 gekozeno 
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Tabel I 

Waarden van n en k0 bij pm= 0~01 

p tussen (in %} ➔ 0 .oo - 0 .02 0.03 .:.·0~20· · 0~21 ·-·o~4o .. 0 ~41 .:. 0 .60 O ~61 = o'.80 O.B1 - 1.00 

N n kO n kO n kO n kO n kO n kO 

1 - 25 alle 0 alle 0 alle 0 alle 0 alle 0 alle 0 

26 - 50 22 0 22 0 22 0 22 0 22 0 22 0 

51 - 1 00 27 0 27 0 27 0 27 0 27 0 27 0 

101 - 200 32 0 32 0 32 0 32 0 32 0 32 0 

201 - 300 33 0 33 0 33 0 33 0 33 0 65 1 

301 - 400 34 0 34 0 34 0 70 i 70 1 70 1 

401 - 500 35 0 35 0 35 0 70 1 70 1 70 1 

501 - 600 35 0 35 0 75 1, 75 1 75 1 75 1 
0\ 

601 - 800 35 0 35 0 75 1 75 1 75 1 120 2 

801 - 1 oOOO 35 0 35 0 80 1 80 1 120 2 1,20 2 

10001 - 20000 36 0 80 1 80 1 130 2 130 2 180 3 

20001 - 30000 36 0 80 1 80 1 130 2 185 3 235 4 

3.001 - 40000 36 0 80 1 135 2 135 2 185 3 ·295 5 

40001 - 50000 36 0 85 1 135 2 190 3 245 4 300 5 

50001 - 70000 37 0 85 1 135 2 190 3 305 5 420 7 

70001 - 100000 37 0 85 1 135 2 245 4 310 5 430 7 

10.001 - 200000 85 1 135 2 195 3 250 4 435 7 635 10 

200001 - 500000 85 1 135 2 255 4 380 6 575 9 990 15 

500001 - 1000000 85 1 135 2 255 4 445 7 790 12 1520 22 
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AFDELING MATHEMATISCHE STATISTIEK 

S308 - A18 

Het verband tussen het toetsen van 

hypothesen en het opstellen van 

betrouwbaarheidsintervalleno 

Tussen het toetsen van een nulhypothese en het opstellen van een be­

trouwbaarheidsinterval bcstaat een nauw verbando In dit Memorandum wordt 

deze samenhang aangetoond en met numerieke voorbeelden geillustreerdo 

De bedoelde samenhang wordt uitvoerig besproken voor het geval, 

waarin fracties of kansen in het geding zijno Aangezien het verband bij 

verwachtingen van normale of willekeurige verdelingen geheel analoog is~ 

wordt hierop slechts summier ingegaano 

Toetsen en betrouwbaarheidsintervallen betreffende kansen 

Toetsenc In de Memoranda S308-A12 en A13 wordt het toetsen van een hypo­

these uitvoerig behandeldo v66rdat een steekproef is getrokken wordt reeds 

een hypothese H :p = p opgesteld, Verder bepaalt men de toee;estane kans 
0 0 

a op een fout van de eerste soort en de omvang n van de steekproefo De 

grenzen f 1 en fr van de kritieke zones vole;en dan uit de formules 

B!BLIOTHEEK MATH EMA TISCH CENTRUM 

-----.. - AMSTERDAi"J -

A 
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( 1) 

(2) 

Bij een eenzijdige toets wordt slechts een van deze grenzen berekend, 

waarbij dan [,a wordt vervangen door ; 2a.o De bij a behorende waarden van 

[, en E, 2 warden gevonden in bijvoorbeeld Tabel II van Memorandum 
a. a 

S308-A12o 

Vervolgens wordt een aselecte steekproef van de omvang n getrokken 

en de fractie fin de steekproef bepaaldo De nulhypothese H wordt ver­
o 

worpen indien fin een van de kritieke zones ligto 

Betrouwbaarheidsintervalleno Het opstellen van betrouwbaarheidsinterval­

len voor een onbekende kans wordt.besproken in Memorandum S308-A4o Men 

begint met het vaststellen van de toegestane onbetrouwbaarheid a en de 

omvang n van de steekproef Daarna wordt de steekproef getrokken en be­

rekent men de fractie f met het gezochte kenmerk in de steekproefo De 

grenzen van het betrouwbaarheidsinterval VJOr de onbekende kans p volgen 

voor grate n uit de formules 

(3) 

p = f - [,ct~• # a y __ n __ _ (4) 

Bij een eenzijdig betrouwbaarheidsinterval wordt slechts een van 

deze grenzen berekend, waarbi'j dan [,a door i:;2a wordt vervangeno De bij 

a behorende waarden v.an E, en 1; 2 worden in bovengenoemde tabel vermeldc 
a a 

Met een onbetrouwbaarheid a ligt de werkelijke waarde pin het zo bepaal-

de intervalo 

Onderling verband tussen toets en betrouwbaarheidsinterval bij kanseno 

Stel dat de stochastische grootheid ! in een steekproef van de om­

vang n de waarde f heeft aangenomen en dat men een betrouwbaarheidsinter-



val op wil stellen voor de onbekende kans p met een onbetrouwbaarheid Cl.a 

De vraag is dan welke waarden van pin dit interval moeten worden opgeno­

meno Om deze vraag voor een bepaalde waarde p van p te beantwoorden 
0 

kijken we nu naar hetgeen wij zouden doen als wij de nulhypothese H0 :p = p0 

zouden hebben getoetsto Deze nulhypothese zou zijn verworpen wanneer f 

in de kritieke zone (berekend met dezelfde waarden van a en n) ligt en 

-niet zijn verworpen wanneer dit niet het geval is, Wij besluiten nu p0 

in het eerste geval niet en in het tweede geval wel in het betrouwbaar­

heidsinterval op te nemen, Dezelfde vraag wordt vervolgens beantwoord 

voor alle andere mogelijke waarden van p, waarbij de in de steekproef ge­

vonden waarde f wordt vastgehoudeno 

Het bij de gevonden fractie f behorende betrouwbaarheidsinterval 

voor de onbekende kans p wordt op deze wijze dus gedefinieerd als de ver­

zameling van alle waarden van p ~ waarvoor de nulhypothese H :p = p0 niet 
0 0 

wordt verworpeno 

Bij het bepalen van deze verzameling behoeven WlJ de beschreven me~ 

thode niet steeds voor alle waarden van p afzonderlijk toe te passeno 

Immers, als wij de waarde van p groter maken, dus in figuur i b) naar 
0 

rechts verschuiven, dan zullen ook de kritieke waarden f, en f naar 
I }: 

a) 

b) 

c) 

d) 

e) 

gevonden fractie r 
p in betrouwbaarheidsinterva~ 

0 

f 
I 
I 

voor p I 
r-

bovengrens van*betrouwbaar-

I 
I t 1 
' po r 
I 

heidsinterval I 
r 

ondergrens van betrouwbaar- I 

I 
I i r fi 

~o I,,, r 

heidsinterval 
I 
I= fl betrouwbaarheidsinterval I ~o 

I I 

I I 

f I 

1r I 

I 
voor p 

½-
I 
I I 
• I 
f pk 

Figuur 1 

De constructie van een tweezijdig betrouwbaarheidsinterval 

voor een onbekende kans p 

I 
I 

1 
I 
I 

1f 
I 



rechts verschuivenc Valt f bij een bepaalde p reeds in de linker kri­
o 

tieke zone~ dan zal dat voor alle waarden p > p ook het geval zijno De 
- 0 bovengrens p van het betrouwbaarheidsinterval is dan ook die waq.rde van 

p, waarvoor r 1 juist sarnenvalt met de gevonden waarde f; vergelijk de fi­
~ 

guren 1 c) en e)o Om deze p te vinden stellen wij in formule (1) p0 ge--lijk aan p en f 1 gelijk aan L Dit geeft een vierkantsvergelijking in 

- - 1) p ~ waaruit voor p volgt 

-p 

2 (. nf + 12 ). + J. F 
2 ""a + E;, C 

Cl. 
~ ) ( n - nf - ~ ) + a E;, 2 

Cl. 
(5) 

n 

De ondergrens van de bovenbedoelde verzameling waarden van p is de 
- 0 waarde p , waarvoor de fractie f precies samenvalt met de ondergrens f 

r 
van de rechter kritieke zone;. vergelijk de figuren, d) en e)o Voor de 

berekening van p,_ dient in formule (2) fr door f en p0 door p~ vervangen 

te wordeno Dit geeft weer een vierkantsYergelijking,; nu in p_, waar-

ui t volgt 2 ) ; 

(nf - ~) + 

Bij de gevonden fractie f wordt geen der hypothesen H0 ;p = p0 ,, met 

** p0 tussen p- en p , verworpeno Een nulhypothese H ;p = p j met p i p _ . o __ o o 

of p0 ; p wordt wel verworpen.o Het interval p- - p is een betrouw= 

baarheidsinterval voor de onbekende kans p, behorende bij de gevonden 

fractie fo 

De hierboven bij de constructie van het betrouwbaarheidsinterval ge­

toetste nulhypothesen bezaten alle dezelfde kans a op een fout van de 

eerste soort, dat is de kans, dat onder H de fractie fin een van de 
0 

kritieke zones terecht komt0 Deze kans a is dan echter ook de kans, dat 
## 

het betrouwbaarheidsinterval p## = p niet de ware waarde p bevat en is 

dus de onbetrouwbaarheid van de methodeo 

1) -Zander bewijs vermelden we 11 dat voor p de grootste van de twee 

wortels genomen moet wordeno 

2 ) Voor p- moet de kleinste wortel genomen wordeno 
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De formules (5) en (6) wijken op het oog sterk af van de formules 

(3) en (4)o Men kan echter aantonen® dat ze voor zeer grote n practisch 

dezelfde uitkomsten geveno Beide paren formules geven slechts benaderingen 

voor de exacte g:renzen van het betrouwbaarheidsinterval~ doch de formules 

(5) en (6) geven betere benaderingen dan de formules (3) en (4), Beide 

paren formules gelden verder slechts voor steekproeven met teruglegging~ 

of voor steekproeven zonder teruglegging uit zeer grate of oneindig 

grote populaties, 

Eenzijdige toetsen en eenzijdige betrouwbaarheidsintervallen bij kanseno 

Evenals in het boven behandelde tweezijdige geval$ bestaat er ook 

verband tussen de eenzijdige toets en het eenzijdige betrouwbaarheidsin­

tervalo De afleiding van dit eenzijdige begrensde interval uit de een­

zijdige toets is geheel analoog aan die van het tweezijdig begrensde 

interval uit de tweezijdige toetsa Men beperkt zich nu echter tot e§n 

grenso 

Een nulhypothese van de gedaante H :p < p Wbrdt een rechtseenziJ0 
-

0 "" 0 

dige toets genoemd en bezit een rechter kritieke zone Z o De ondergrens 
r 

fr van deze zone wordt gevonden met formule ( 2), waarbij E;,a door E;, 2a. ver-

vangen dient te wordeno Indien de in de steekproef gevonden fractie fin 

deze zone ligt, dus indien f ~ fr' dan wordt H"' verworpen met een kans 

a op een fout van de eerste soorto 

Willen wij op grand van dezelfde n~ a en f een eenzijdig betrouw­

baarheidsinterval voor de onbekende kans p opstellen;; dan kiezen we hier-

a) gevonden fractie 

b) p in betrouwbaarheids­
o 

interval voor p 

c) ondergrens van betrouw= 

baarheidsinterval 

d) betrouwbaarheidsinterval 

voor p 0 
Figuur 2 

~o 
I 

f 
I 

f 
1r 
I 

f 

r 

De constructie van een linkseenzijdig begrensd betrouw-
1 

baarheidsinterval voor een onbekende kans__E 
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voor weer de verzameling van waarden pi waarvoor de hypothese H0 :p ~ p 
0 - 0 

niet wordt verworpeno Ook hier behoeft dit niet voor iedere p afzonder-
o 

lijk te warden nagegaano Aan de hand van hetgeen bij tweezijdig begrens-

de intervallen is gezegd, verifieert men eenvoudig~ dat het betrouwbaar­

heidsinterval nu alleen een linkergrens p"'"""' heeftt welke dezelfde is als 

de in formule (6) gegeven grens~ mits men ta. door ,; 2a. vervangt; verge­

lijk figuur 2o 

Het bij de gevonden f behorende betrouwbaarheidsinterval luidt dus 

p- < P ~ 1, Men noemt het een li.nkseenzij:lig begrensd betrouwbaarheids­

interval of kortheidshalve een linkseenzijdig betrouwbaarheidsintervaL 

Bij een rechtseenzijdige toets behoort dus een linkseenzijdig betrouw­

baarheidsintervalo 

Het verband tussen een linkseenzijdige toets met een linker kritieke 

zone en een rechtseenzijdig betrouwbaarheidsinterval wordt op dezelfde -wijze gelegdo Voor de bovengrens p van dit betrouwbaarheidsinterval 

0 ~ p < p ~- vinden we dan de p - van formule ( 5), met t;,a. vervangen door 

,; 2a." ]_fj een linkseenzijdige toets behoort dus een rechtseenzi,jdig be­

trouwbaarheidsintervalo 

Ook in het eenzijdige geval is de kans a op een fout van de eerste 

soort gelijk aan de onbetrouwbaarheid a van het bijbehorende betrouwbaar­
* ~ heidsinterval Voor het verband tussen p* en p#* en tussen p en p geldt 

hetzelfde als in het tweezijdige geval is opgemerktc 

Voorbeeldeno 

Io In een steekproef van de omvane; n == 300 vindt men een fractie f' = 0,200 

met het gezochte kenmerk Leidt men met de formules (5) en (6) een twee­

zijdig betrouwbaarheidsinterval af met een onbetrouwbaarheid a= 0,05 

(~ = 1,960), dan luidt dit 
a 

Volgens de voorgaande theorie betekent dit dus, dat alle hypothesen 

H ;p = p met p tussen 0,157 en 0®251 niet verworpen warden~ wanneer 
0 0 0 

men toetst met een onbetrouwbaarheid a= 0,05 en in een steekproef van 

de omvang n = 300 voor f de waarde 0,200 vindto 
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Berekent men het interval met behulp van de formules (3) en (4)$ dan 

1.s het resultaat 

p (7) 

Het interval is dus iets naar linlrn verschoven en iets korter gewordeno 

Bovendien gaat het genoemde verband met het toetsen niet steeds meer op0 

De waarde p0 == 0,156 zou bij toetsen warden verworpeni terwijl deze wel 

1n het betrouwbaarheidsinterval (7) ligt, Dit wordt dus veroorzaakt door­

dat bij de afleiding van de formules (3) en (4) een benadering meer wordt 

gemaakt dan bij de afleiding van de formules ( 5) en ( 6) ,, Het is eenvoudig 

in te zien, dat het ook kan voorkomen, dat bij toetsen een zekere waarde 

p0 niet wordt verworpen (bijvoorbeeld p0 = 0,250) terwijl dezelfde waarde 

desondanks niet in het interval (7) ligto 

IL In een steekproef van de omvang n = 300 vindt men een fractie f = 0,200 

met het gezochte kemnerk, Leidt men met formule (6) een linkseenzijdig 

betrouwbaarheidsinterval af met een onbetrouwbaarheid a= o.05 (~20 = 

= 1®645), dan luidt dit 

0' 163 < p ,,;, 1 

Dit betekent dus, dat alle hypothesen E :p < p met p > 0,163 niet ver-
o ""' 0 0 

worpen worden ID indien men toetst met een onbetrouwbaarheid a = 0 i05 en 

1n een steekproef van de omvang n = 300 voor f de waarde 0,200 vindto 

Berekent men het interval met behulp van formule (4), dan is het re­

sultaat 

(8) 

De ondergrens is dus iets naar links verschoven en het interval is wat 

langer gewordenc Verder gaat het genoemde verband met bet toetsen niet 

steeds meer ope De ondergrens p_, = Oi 63 van het hier gevonden eenzij­

dige betrouwbaarheidsinterval ligt hoger dan de ondergrens p- = ojl157 

van het in Voorbeeld I gevonden tweezijdige betrouwbaarheidsintervala Dit 

betekentj dat bijvoorbeeld een nulhypothese H ;p = 0, 1 60 bij tweezijdige 
0 

toetsing niet en een nulhypothese H ;p < O,. 60 bij rechtseenzijdige toets-
~ 0 -

ing ~ verworpen zou worden, bij dezelfde onbetrouwbaarheid a= 0,05 

en dezelfde in een steekproef van 300 stuks gevonden waarde f = 0,2000 
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De rechtseenzijdige toets leidt voor waarden van f, grater dan 0~ 160 
dus eerder tot verwerping dan de tweezijdige toets, Voor de linkseenzij­

dige toets ge1dt een dergelijke conclusie met betrekking tot waa:rden van 

f ~ kleiner dan O, 160,, 

.Toetsen en betrouwbaarheidsintervallen betreffende verwachtingen, 

Het verband tussen het toetsen van hypothesen omtrent verwachtingen 

en het opstellen van betrouwbaarheidsintervallen voor onbekende verwacht­

ingen is geheel analoog aan dat bij kanseno We nemen voorlopig aan'.> dat 

de standaardafwijking o van de populatie~ waaruit een steekproef wordt 

getrokken~ bekend isu V66rdat de steekproef wordt getrokken wprdt een 

nulhypothese H ~µ == µ opgesteldo Daarna wordt de toegestane kans a. op 
0 0 

een fout van de eerste soort en de omvang n van de steekproef bepaaldo 
-De grenzen x1 en x van de kritieke zones warden gevonden met de fqrmules 

.. r 

' C 

a (9) xl = µ '{ff') 0 a 

' 0 

0 ( 10) X ::::: µo + - • r a ~ 
Uit de steekproefuitkomsten wordt tenslotte het gemiddelde x berekendo 

Ligt x in een van de kritieke zones, dan wordt de hypothese H verworpeno 
0 

Heeft men omgekeerd.uit de steekproefuitkomsten het gemiddelde x be-

rekend en wil men, met onbetrouwbaarheid a$ een betrouwbaarheidsinterval 

voor de onbekende verwachting µ opstellen, dan bepaalt men de verzameling 

waarden µ ~ waarvoor de hypothese H ;µ = µ niet wordt verworpen0 De onder-
o O 0 

grens m. van deze verzameling vindt men, door in formule (rn) x door x 
* r 

en µ 0 door m.., te vervangeno Oplossing van m~ geeft direct 

m 
* 

a 
·- X = ;a o \[ii' 1 

Op eenzelfde wijze vindt men de bovengrens 
,:;.:;., CT 

m = X + r 

tr" '"a 

De formules ( l 1) en ( 12) zijn precies 

geven in de Memoranda S308-A5 en A6, 

~. 

m met formule ( 9) ; 

de2,elfde fornules als 

( 1 'i ) 

( 12) 

diell ge-

Oak hier geldt weer, dat de onbetrouwbaarheid a van de schattings­

methode gelijk is aan de kans a op een fout van de eerste soort bij de 

toetso Verder bestaat oak hier hetzelfde verband tussen eenzijdig begrens-



de betrouwbaarheidsintervallen, In het eenzijdige geval wordt f; vervan= 
a 

gen door f; 2a c 

Indien de standaardafwijking o niet bekend isi dient deze eerst op 

de bekende wijze geschat te warden met de grootheid so In de formules 

wordt dan o doors vervangen; vergelijk Memorandum S308-A5o 

Voorbeeldeno 

III, In een-steekproef van de omvang n = 00 uit een normale verdeling 

met bekende standaardafwijking, groot 5~ ;v, werd een gemiddelde x = 25,40 

gevondeno Bij een onbetrouwbaarheid a van:% (f; = 2i,576) warden met de 
a 

formules (11) en (12) de grenzen van het betrouwbaarheidsinterval voor 

de verwachting µ berekend: 

24,08 c µ < 26,72. ( 13) 

Een hypothese H :µ = µ , met µ 0 tussen 24,08 en 26,72, zal dus:1 bij 
0 0 

het vinden in de steekproef van een gemiddelde x = 25~40i niet verworpen 

wordeno Om een dergelijke hypothese te toetsen berekenen we met de formu­

les (9) en (rn) de grenzen van de kritieke zones: 

X 1 = µ - 1~32; i = µ 0 + 1 32, 
1, o r 

Het is gemakkelijk in te zien, dat x = 25,40 voor alle µ 1 s in het inter­

val (13) tussen x1 en xr ligt en dat deze µ 1 s bij toetsing dus niet ver­

worpen zullen wordeno 

IVo Met de gegevens van Voorbeeld III berekenen we vervolgens. met behulp 

van formule ('12), de bovengrens m* van het bij x = 25i40 behorende rechts­

eenzijdige betrouwbaarheidsinterval voor de onbekende verwachting 

idt;2a = 2~326): 

Een hypothese H0 µ ~ p05 met µ0 kleiner dan 26,59, zal dus, bij het 

vinden -in de steekproef van een gemiddelde x = 25~40, niet verworpen warden~ 

Om zown hypothese te toetsen berekenen we met formule (9) de bovengrens 

x1 van de linker kritieke zone: 

x1=µ0- .19, 



0 -

Het is weer gemakkelijk in te zien,, dat voor alle µ 1s kleiner dan 26,,59 

het steekproefgemiddelde x = 25,40 altijd groter is dan x1 en dat deze 

µ s bij toetsing dus niet verworpen zullen worden0 

Opmerkingenc 

I, Hoewel een betrouwbaarheidsinterval geconstru.c_:::d wordt met behulp 

van de toetsingstheorie, is het opstellen van zo 1n interval niet equiva­

lent met het toetsen van een hypothese, Bij het toetsen van een hypothese 

wordt ook nog rekening gehouden met de kans op een fout van de tweede 

soort, terwijl een hiermede corresponderende kans bij een betrouwbaarheids­

interval ontbreekt ,, 

II~ De omvang n van de steekproef wordt bij een betrouwbaarheidsinterval 

bepaald aan de hand van de toegelaten onnauwkeurigheid, dus door de toe­

gelaten lengte van het interval (zie Memorandum S308-A7)a Bij het toetsen 

van een hypothese wordt deze omvang bepaald door de eisen inzake de kansen 

a en Sop fouten van de eerste, respectievelijk de tweede soort (zie Me­

morandum S308-A13)c 




