STICHTING

MATHEMATISCH CENTRUM
2e BOERHAAVESTRAAT 49
AMSIEE_DAM

AFDELING MATHEMATISCHE STATISTIEK

S 309

Enige voordrachten over de zadelpuntmethode

door

W. Molenaar

e

Mei 1963



S 309 Enige voordrachten over de zadelpuntmethode.

W. Molenaar

0. Inleiding en samenvatting.

De zadelpuntmethode is een techniek om asymptotische
ontwikkelingen van zekere complexe integralen met para-
meter te vinden. Aan de hand van het boek van DE BRUYN [1]
wordt in dit rapport een inleiding met eenvoudige voor-
beelden gegeven over dit ook voor de waarschijnlijkheids—
rekening nuttige hulpmiddel. Geringe voorkennis van analyse
en functietheorie is wel, enige voorkennis van asymptotiek
niet verondersteld. _

Het is volstrekt onmogelijk het uitgebreide gebied
van de asymptotische ontwikkelingen in dit korte bestek

uitputtend te behandelen. Een uitvoerige toelichting op
een beperkt gedeelte werd verkozen boven een korte opsom-
ming van veel resultaten, omdat Jjuist de rekentechniek in
dit terrein van groot belang is. Het rapport is dan ook

een eerste inleiding; voor meer details en voor dieper lig-
gende stellingen wordt verwezen naar de literatuurlijst [1],
(4] en [7].

Een opsomming van definities en eenvoudige eigenschap-
pen vindt men in § 1. In ¢ 2 wordt de methode van Laplace
besproken om re&le integralen asymptotisch te ontwikkelen
naar een parameter, als de integrand voor toencmende para-
meterwaarden steeds meer een piek-vorm krijgt. $ 3 begint
met een intuitieve inleiding over de keuze van een optimale
integratieweg. Daarna wordt de integratie langs deze weg
teruggebracht tot een toepassing van § 2. Tot slot volgen
drie voorbeelden, waarvan het laatste op een statistisch
probleem betrekking heeft.
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1. 0O-symbool, asymptotische reeksen.

Definitie 1.1 (0O-symbool van Landau-Bachmann). Als S een ver-
zameling is, en f en g zijn re¢el- of complexwaardige functies
gedefinie&rd op S, dan betekent

(1.1) £(s) = 0 (g(s)) (se8)

dat er een (van s onafhankelijke) constante A > O bestaat, zo-
dat voor alle s£& S If(s)lsa lg(s) ] is.

Definitie 1.2. f(s) = 0 (g(s)) (s »so) betekent: er is een
omgeving U van s  zodat f(s) = 0(g(s)) (s eU).

Tenzij uitdrukkelijk anders is vermeld, zal het definitiege-
bied S van alle voortaan beschouwde functies (een deelver-
zameling van) de re¥le as zijn.

Voorbeeld 1: e =~ =0 (1) (x *=), want

. ‘s ~a -X
neem n.l. a willekeurig positief, en A =e T e X is monotoon

dalend.
Opmerking 1 : Als g(s) £ O is voor alle seS, betekent (1.1)

dat é%g% begrensd is op S. Als gegeven is f(x) = 0 (g(x)) (x »=),

f(x) en g(x) continu en 8(x) # 0 op [0, =), dan is f(x)=
= 0(g(x)) (0 <x < «), want er is een a zodat de bewering juist

is voor a <x < = , en op LO,a] is f/g continu dus begrensd.

Opmerking 2 : Het gelijkteken is in de boven gegeven definities

niet transitief : e * = 0(1) en x-q = 0(1) (x » =) maar

e X 4 x“q.
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Wel geldt: als (a) f(x) = 0(g(x)) (x =+=) end) g(x) =
= 0(h{x)) (x » =) , dan is (c¢) f(x) = 0(h(x))  (x =+ =).

Als hierbij h{(x) # 0(g(x)) (x + =), heet (c¢) een verfijning
van (a).

Voorbeeld 2 ¢ 2x + x sin x = 0{x) (0 «x - =) kan niet ver-
fijnd worden want het linkerlid schommelt tussen X en 3X.

Voorbeeld 3 : ¢ > = 0(x™™), (0 <x * =), voor gehele niet-

s -X _m m _-m
negatieve m, is juist wegens: max e X =m e

io’ r)
vervanging van m door m+1 geeft een verfijning.

°
k]

fg(x) + 0(h(x)) (xe3) betekent
g(x) = 0(h(x)) (xe8).
0(g(x)) + 0(h(x)) (xe8) betekent:

Definitie 1.3. f(x)

£(x)

f(x)

]

er zijn positieve constanten A en B zodat voor alle
xeS if(x)lshA lgx)! +B in(x)!
Soms wordt met » O(g(x))" yeen willekeurige
functie £(x) met f(x) = 0(g(x)" bedoeld; dit zal uit het
verband duidelijk zijn.

Stelling 1.1. Als S een gesloten verzameling is en k een posi-
tief getal, dan is voor alle functies f en g gedefinie&rd op S

if(x)+g(x)? k_ o( if(x)} k)+ o{ {g(x)}k) (x €8).
k . o}
Bewijs-schets: |f+g! «i2 max ([|fl, ig]i )}ké 2Kmax (§f§k,§g§k)é
+§g§k}, dus is
ik

£(x)+g(x) 1 s Al £x)F + Blg(x) ¥ (xe8);

merk op dat A en B van k afhangen.

Voorbeeld U4: Toor k- Q is

k Lk C%f 1 & s
{E= ) - (1ex o).

X + k



..3;..
2 2 .
Immers x~ + kK = (x- k) + 2kx 5 2kx , dus is

"K
L 1 .-k
2[ K <* -
L J (2x)

Merk op dat deze O-relatie voor elke k met dezelfde constante
A=1 geldt: zij is uniform voor alle k 0. Spreken we bi}j

Def. 1.2 van jyuniform in de parameter k " dan moeten zowel de
omgeving U als de constante A onafhankelijk van k zijn.

Definitie 1.4, f(x) = o(g(x)) (x +x ) betekent: llm ~%~% =0,

£(x) o g(x) (x *xo) betekent: 1lim E%E% =1,

X XO

Er gelden o.a. de volgende direct te controleren relaties,
waarin de variabele X en de bepaling x-*xo resp. x € S gemaks-
halve zijn weggelaten:

0(0(g)) = 0(g)

0{o(g)) = o(0(g)) = o(o(g)) = o(g);
0(g) + o(g) = 0(g) + 0(g) = 0(g);
0(g) 0(h) = 0(gh);

0(g) o(h) = o(gh);

f= 0(g) = f . o g a) voor alle a - o.

Definitie 1.5. {gk(x)% ;=o heet een asymptotische rij voor

X *X als voor iedere gehele k >0 geldt

Bruq (%) = 0 (g, (X)) (x+x).

Definitie 1.6. De formele reeks zcj gj(x) heet een asympto-

tische ontwikkeling tot N termen voor x PXy van de functie
f(x), als {gj(x)i een asymptotische rij is en bovendien:

N

£(x) - o cy 85(x) + 0 (gy 4(x)) (x -x,).
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Geldt dit wvoor elke N, dan spreken we van een asymptotische
reeks of asymptotische ontwikkeling ) en noteren we:

38
=

fx) =« e, g.(x (x x_).
(x) 2 jio 3 EJ( ) ( o)
De co&ffici&nten cj zijn uniek: als ook f(x)= ¢ djgj(x) en
k = min {j | c # dj} , dan zou gelden

o = (Ck- dk) gk(x) + 0 (gk+q (X)),
in strijd met het gegeven 8141 (x) = o (gk(x))a

De reeks behoeft niet te convergeren {vaste X N o+ =); wij
hebben voor elke N een’uitspraak voor X +xo,

© 1.2 1.2
Voorbeeld 5: r - u - X
j e g du%e § {%—%+1°g_1'3r}51‘..'}
X X X X
(X-Q L

Dit kan worden bewezen door parti&le integratie. Merk op dat
de reeks voor vaste X divergeert.
Zelfs als de asymtotische reeks convergeert kan de som ongelljk
aan f(x) zijn: zo is
e F% 0.1+ 0.x 1+ 0.x° 4 ... (x ).
Wel is een machtreeks & aj zj (z complex) met positieve con-
vergentiestraal R steeds de asymfotische ontwikkeling van
zijn som voor z » Oz voor alle n is | aan 2™ <A, dus

2 zd | §§Z§n+1 1 R)—n-1 T A N c..)=0(2z
n¥1 1 2 2" %

4

A( n+4)

(1215 7 R).

#) De termen zijn van Poincaré. Vroeger sprak men van semi-

convergente reeksen.
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Is de functie f{x) willekeurig vaak differentieerbaar in x=o0,

dan is .
s = f{n}
fix) ~

n=0

(o} n C
Lol w0,

d.w.z. de Taylor-reeks is steeds de asymuwofische ontwikkeling

voor X = 0. Immers de restterm van de Taylor-ontwikkeling die

afbreekt na n=N is O(xn+4)

*

We kunnen voor asymtotische reeksen operaties invceren: we

beperken ons tot het type 2 e, xY s X+ 0,

J

J

~

De klassen van alle formele reeksen A: I anJ, B I b,X" ete.
oJ

vormt een commutatieve. ring met een eenheidselement

T = 140.% + 0.%X° + oo als ag # o0 is, bestaat er precies #£én

c:a"" met AC=TI. Verder definisren we A(B), als b_=0,

als volgt: stel in aol + an + a282 + oelt aan heeft xk

de co&ffici&nt ckno Dan is ck,k = ck,k+4 = Ck,k+2 = .6y
noem d4dit ek“ Dan is

n n n+1 n+2
aOI+ ow,+anB = cnx + ¢ X + cn+2,nx +ocos

It =3

n+i.,n
O 3
a.xY

J

c XJQ De formele reeks A=
j=c 9

18 i

en we defini&ren A(B) =

or~-1 8

differenti&rend vinden we A' = ¥ jaj XJ_qo
t‘

Stelling 1.2, Als voor de functiesA(x) en B{x) geldt: A(x)as A =
J

3 en B{x)a B : &b %9 {beide voor x »0), dan is

J
Alx) + B{x) & A+B; A(x) B{x)a AB; als ag # o is geldt

ZA{X}E”ﬂ A Nl 5 voor b_ = o is A{B(x)) gedefinie8rd

La. x
J

voor voldoend kleine x en is A(B(x)) ~ A(B); alles voor X *o0.
Bewijs: De beweringen over som en product zijn vrij triviaal.
We bewijzen het geval A(B). Voor het inverse element kan men

daarna A”] = P(Q) stellen met P an'4(1+x+x2+...) en

-1
Q = aO (aO“A)-

&
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Voor A(B) is gegeven bo= 0, terwijl uit de gegevens van de
stelling volgt: N

k N4

(1.2) A(y) = 1 a3 +o0o(y ) (y > 0)

k=0
en

N ; N

(1.3) Bl = by X+ 0 M &0,

: N
immers b = 0. Nu is 1lim ; by XY = 0, terwijl uit de

° x~+0 an J

bewering over producten AB volgt dat voor elke N en ks N

geldt: P

N k

) =1 ) oboxd |+ o™ (x-o).
Li=a 3]
Dus is ’
N 102
A(B(x))=a +a, | Db xJ + a § ? p xd | 4 +
(B( o™ L 7y N NS
[N 1N |
| J N-+1 N+1y
+ a, iqu byx + (aqte..tag) O(x ) + O(x )=
N .
=7 e, x9 + O(xN+1),
j=0 Y

waarin cj de co&ffici&nten van A(B) zijn. Q.e.d.
Differenti&ren is niet steeds geoorloofd: wel is

exp (- % ) sin exp % = O+Oxx+0.x2+... (x »40,x-» 0),

maar

x “exp(- % ) sin exp % - X-2 COS exp %‘ﬁ 0.1 + 0.2x +

+ O.3x2 +... (x>0,x +0).

Wel is juist dat als A(x) = agt aqx + ee.(x+0) en = ¢
bO + byX + .. (x *0) geldt, daaruit volgt bj = (j+1) 2444

(3=0,1,2...). Om dit te bewijzen voeren we in

def 1 2 1 n
gn(X) = A(X) - bOX -5 b1 X =eoom n bn_1 X

.
3
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dan is 821(X) = 0(x™) dus gn(x)—gn(o) = O(xn+1) (beide: x +0),
dus A(x)~ A{(Q0) + b x + o, x° +... (x +0), en de co¥ffici&nten
o) 2 1

van de reeks voor A(x) zijn uniek.
Integreren is zonder meer toegestaans uit A(x) =~ | aij(x » 0)
volgt , °

X 1 2 1 3

);/ A(t)dt = a X +t 5 ax + 3 a,X” +... (x+0).

O”.

Immers voor |[t| <k 1is

[A(t) - ag - a1t = eeem @09 tn_1 f: K. }tin,

waarna we voor |xi<k links en rechts van O tot x mogen
integreren.

2. Methode van Laplace.

We gebruiken in deze paragraaf de volgende bekende formules:

(2.1) / e B K ax = r(k+1) £7E7 (Re t > 0);
. O-
(2.2) oj 17" XK ax| = r(e+1) (Re £) 7571 2 o (Re t) 7T
(Re t > 0);
, o 5 ( 0 als k oneven is
/ -tx" k J
(2.3) e x dx = Kj‘
= 58 :I‘ 1 2 \ ‘!“‘"
LT 2 r(n+ 5 )= (2n): = —  als

17
n! ¢tz 27

k=2n even is en Re t > 0O;

N A
(2.4) ] | ldx = O((Re t)~ §(k+")) (Re t > 0).
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Een asymptotische ontwikkeling voor een integraal, waarvan

de integrand van een parameter t afhangt, kan dikwijls ge-
vonden worden door herhaalde parti¥le integratie. Een uit-
voerige bespreking van deze methode vindt men in hoofdstuk II
van ERDELYI (zie literatuurlijst).

Wij laten dit gebied terzijde en bespreken nu ter voorbereiding
van de zadelpuntmethode een andere techniek om asymptotische
ontwikkelingen te krijgen.

Deze methode van Laplace geeft een schatting voor F(t) =
(24

=([ ¢ (t,x)dx die voor t »= steeds beter wordt, als ¢(t,x) als
fﬁ%ctie van x met stijgende t steeds meer de vorm krijgt var een
sScherpe piek. De bijdrage van deze piek overheerst dan die van
het verdere integratie-interval.

We geven eerst een voorbeeld:

(73
e
F(t) = J[ e X log (1 + x + xe) dx (t ree&l).

=00

Voor grote t is alleen de omgeving van x=0 van belang; laat nu

(== ,- %) en ( %, » ) weg en ontwikkel de logarithme op[— %, %E

in een machtreeks. Na verwisselen van sommatie en integratie
integreren we tenslotte toch weer over (-« ,« ), omdat de toe-
gevoegde stukken weer heel klein zijn. Een iets snellere aan-
pak is de volgende:

Voor - 5sXs5 is log(1+x+x°) = log 7:%—: X+ 5% - 3x3+ o(x4).
Nu is
R(x) def log(1+x+x2)— x - % x° + % x0 = O(XA) (-= <x<= ),

want voor -lxﬁf >%vis b.v. log(1+x+x2) < log 7x2< 7x2< 28X4f’/ﬂ

2 & 2
x° - % Xj) e U % ax +./'R(x) et dx;

) “477. p@x; Pleg

-
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Als |R(x) | < A xa {-= <« x < =) is, is de laatste integraal in
absolute waarde kleiner dan A_;,‘fi“x)+ exp(—txg)dx, dus met
-1 <1 <1 is wegens (2.3) en(2.4):

. 3 5
é’;:ﬁ:ﬁ _ 2 R /:/ 3] _ 2 - - ) s ?
F(t) = 1 Vj xPe " ax + v a y x4e tx dx = 1 2 + 0(t )
2 J J )
B ).
1. 1 2 T J
Algemener: als voor - 5 sX ¢ = geldt log(1+x+x") = ¢ X7,
dan zien we net als boven dat A : 3=1
2M-1 .
1og(1+x+x2) - cij = O(XQM) (- =< xco ),
J=1
Hieruit wvolgt dan: .
M-1 1 | 1
F(t) = § e, t 0 2 r(n+ 1) + 0(t M 2) (¢ - =),
L 21 2
n=1
dus .
F(t) v J co £ 5 f(nt ) (t > )
vk 21 2

n="1

is een asymptotische ontwikkeling van F(t).

Stelling 2.1 (Lemma van Watson). Als f(z) analytisch is voor
z=0; terwijl voor elke n ff(z). z 1 begrensd is voor alle
resle z, dan geldt:

o) 2]

2 o T
STtz az w ) ey (3 £7E (v 0w,

- J=0

als a de co&ffici&nten zijn van de machtreeks waarin f£(z)

rondom z=0 kan worden ontwikkeld.
Bewijs. We hebben
2n-1

w 3 ‘
f(z) = jio aj z% + Ry, (z),

waarbij

, 2n
lim =z . (z) = 1im (&, + g Z+ ... )=
2.0 Fon Z 20 %n 2n+1 8on

een %indig getal is.
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Nu is g(z) dgf 5 =20 Ren(Z) op de gehele re&€le as begrensd
door een constante M, want voor z < & 1s er een bovengrens
as, + €, en daarbuiten een bovengrens
2n-1
-2n _ -2n
sup lz |77 |r(z)| + gia lal 5/

Dus is

* 2 2n-1
oof e-tz {f’(z)— % a zj} dz ; <

(>~
< jﬁ e n-l
S e P27 2 gz o 0(67PTE)  (t o ee),

waarbij (2.4) is gebruikt. Met (2.3) volgt nu direct:

oo -’tz2 n--1 “j-l
S e syan - = ey, D)
j=0

- s
+ O(t 2) (t“’w)ﬁ

waarult het gestelde blijkt. We merken nog op dat de grootte
van de fout blj afbreken na n termen afhangt van de bovengrens

MO

Geval 2.1: inwendig maximum.

We onderzoeken het asymptotische gedrag voor t—=ee van
o
F(t)= djneth(x)dx,

waarbij h(x) re&l en continu is, en maximaal voor x=0. We
kunnen zonder beperking h{0) = O stellen: zo nodig gaat men
over op H(x) def h{x) - nh(0) en voegt een constante factor
exp (th(0)) toe. We nemen aan: x#0 = h(x)< 0 en
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(2.5)  Jyso Jeso [I¥I>c>n(x)<-b].

Verder eisen we dat de integraal convergeert voor voldoend
grote t; laat b.v. gegeven zijn dat
©o

[ exp n(x) dx

—00o

onvergeert. Tenslotte moet h'(x) bestaan in een zekere omge-
ving van x=0 en moet h''(0) bestaan en negatief zijn.

Nu is h'(0) = O. Verder is
v5>0 3q_(8)>o[‘g<m<°° = h(x) < "1];

dit volgt uit (2.5) als § >c, en anders voegen we [-c, -8]
en [&c] toe waarop de continue functie h een lhegatief) maxi-
mum aanneemt., Dus is voor t >1

(]-S +gf°°) PP (%) gpe (L"f) C(t—1)h(x) Qh(x)dx <

= OO

< el [Ty et e [ (Fa.

- GO

(2.6)

Defini&er g(x)= h(x)- % x© h't(0), dan is g(0)= g'(0)=g"''(0)=0;

g'(x) bestaat in een omgeving van x=0, Uit

lig g'(x)-g'(0) =g't'(0) =0
X = X

volgt g'(x) = o(x) (x-0) Volgen=z de middelwaardestelling
is g(x)-g(0) = xg'(Jx) = x e(x) = o(x2) (x>0). Kies nu ¢
zodat 0<3e <|h''(0)|, dan is er op grond van het voorgaande
een 8>0 zodat

Kigd > [n(x) - 3x°n11(0)]< ex”.



Hieruit volgt

5 . 5
jaexp {%tx“(h“?(o)mﬁe)} dx < ufexp{th(x)} dx <
¥ %
(2.7) 5
< ¢ exp{% £x° (h' (0} + 2&)} dx.

Wanneer we in (2.7) juilst over (- e,-8) en (§, =) integreren,
ontstaan voor t>1 alleen bijdragen Ofexp(-t«)), waarin «>0
wel van ¢ en d maar niet van t afhangt. Voor het middelste 1id
volgt dit uit (2.6). Voor het rechterlid is wegens h''(0) -3¢

-3 o0 ’
(_J +sf )exp {%txg(h”(O)V&E)} dx <
< ([+[)exp{—(t~1}%x2£} exp {«%xgs}dx <
2 2]
< exp {»(tuﬁég E} fexp {«%xee}dx =
= Vggzexp {%Szi} exp {=t§522} = O(exp(-t«)) (t>1).
De afschatting van het linkerlid gaat analoog.
Uit (2.7) en (2.3) met k=n=0 blijkt dat
2o . 1 T -t
[T By < (2m)E (cnrr(0)-2e )E e 0(e ) (>1),

zodat voor voldoend grote t geldt

1

F(t)<(27)8 (-n'1(0)- 3¢)7F 472

Natuurlijk is er een soortgelijke ondergrens vocr F(t)o Omdat
¢ willekeurig klein mag zijn concluderen we:

i

(2.8) Fﬁﬂ%gwjﬁgh“ddxM(2W)%(mh“(OH“%tm (t > o).

=D

&
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Geval 2.2: randmaximum,

Wanneer het maximum van de integrand op de rand van het in-
tegratieinterval wordt aangenomen, mogen we niet concluderen
dat h'(0) = 0 is, zoals in geval 2.1. We beschouwen nu

G(t) = ofweth(x) ax,

waarbij h(x) re&l en continu is, h'(0) bestaat en negatief is,
terwijl voor alle x>0 geldt h(x)< h(0). Verder is gegeven:
voor x » e h(x)=-e, en Of“exp h{x)dx convergeert.

Wegens het bestaan van h'(0) is er voor iedere ¢>0 een §>0

zodat
Ix|< 8 = |n(x)-h(0)-xn'(0)|< ex.
Kies nu ¢ zodat 0<2¢ <€ -h'(0), dan is

§
exp{th(O)}_sf‘gexp{‘tx(h'(O)-E)} dx<8fexp{th(x)} dx <

(2.9) 5
<exp {th(0)} Jrexp {tx(n*(0) +¢)} dx;

voor t >1 leveren de integranden van (2.9) een bijdrage over Ix(2$
0(e "), met «>0 onafhankelijk van t en afhankelijk van

§ en £. Dit bewijst men analoog aan het geval van het inwen-
dig maximum. Uit (2.9) blijkt:

a(t) < PO =T(nr(0)- ) N 0(e T} (£ >1);

dus 1is
a(t) < &BO) =1 (hi(0)-2¢)"

voor voldoend grote t. Er is een soortgelijke ondergrens voor

&
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G(t), en ¢ is willekeurig klein, dus geldt

(2.10) a(t) « POV =T ot (6~ ).

Geval 2.3: verdere ontwikkeling.

Wanneer het gedrag van de integrand nauwkeuriger bekend is

dan in de gevallen 2.1 en 2.2, kunnen we proberen behalve de
in (2.8) en (2.10) gegeven kop-term ock de volgende termen
van de asymptotische ontwikkeling te bepalen. We zullen ons
beperken tot een inwendig maximum; een randmaximum is nog iets
gemakkell jker en komt ter sprake aan het eind van § 3.5
(Toelichting 2).

Beschouw

H(t)= f#é(x) eth(x) dx .,

Laat voor zekere &3>0 gelden dat h{x) voor Ix|<§ de som is

van een convergente machireeks:

hix) = 32}(2 + 833(3 + oooes

met a,< 0, terwijl de integreerbare functie g{x) voor |x|4§

de som is van een tweede convergente reeks:
= b _+b, ¥ NP
g{x) = b_+b,x + 5

beide reeksen zijn voor [x|<$ absoluut convergent. Verder
nemen we aan dat voor alle gehele positieve M geldt:

(2.11) (_l—i‘gw) g(x) eth(x)dx = O;t-M) (t—o0).
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Tenslotte kunnen we een positief getal W vinden zodat geldt:

(2.12) Ixjl¢d§ = h(x)<_le29

Bij deling van de integrand door exp (ta X2) blijf't over:

2
(2.13) P(txj,x)%gf g(x) exp {th(a3+a4x+a5x2+oa.)};
we schrijven dit als een dubbele machtreeks in th en X, die
zal convergeren voor |X|[<g $ en willekeurige tng
(-~ oo n
(2.14) P(txj,x)= Z 2 Crn (th)mx ,
m=0 n=0

waarin de co&ffici&nten Cin niet van t of x afhangen. We wil-
len P uniform benaderen door parti&le sommen van de reeks en
beperken ons daarom tot ltx3|$ 1. Voeren we in ©°&f t_% s
dan is dus [x]| < 7. Laten we aannemen dat t > §0 is, dan

geldt T < $.

Bij vaste gehele N >0 en vaste v1>0 beschouwen we voor t>1

Qfa;xp (- thg)xN dx.

Wi

Wegens X2 7= ¢ is xgtxg, zodat triviaal gedlt

(2.15) XN= O(exp("; nx)): O(GXP(%YltXE)) (n-[‘g.xgcwa £> 1),

Verder is t(x2~12)>>t(x~T)T > X-T voor x » T, zodat

f“;xp{-%qt(x2—12)}dx <

(2.16) -
<J€xp%%“x»ﬂ}mc=2 ﬁ4i
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Uit (2.15) en (2.16) volgt:

ad 2
Tféfﬂtx Nax = O(exp {—%nt'tg} x
(2.17)
xr[ exp{-1nt(x°- ¢ )}ax)= O(exp{-#qt’}) (t>1).

Evenzo is
-'t‘_ . o) N ,
(2.18) [ Nax = o(exp -2t}) (6 >1);

Uit (2.12), (2.17) en (2.18) vinden we, omdat g(x) op PJ,5]
begrensd is, ’

T § ,
(2.19) ( 5[ +Tf ) g(x) Py o 0(exp{-int’})

voor t > max (1, 5~3)°
Voor elke positieve gehele A defini&ren we

PA(txj,x)= ZA cmn(txj)mxn,

waarin ZA de sommatie aanduidt over alle m3>0 en n3>0 met
m+n £A. Voor elke dubbelsom 2 ¢ nym
|y1<2R. |z <28, geldt ¢ = O(R™™s™™) uniform in m en n. Als

nu ZAo“ de sommatie is over m>0 en n> 0 met m+n>A, dan geldt

n ..
z die convergeert voor

voor |y| < iR en |z]|< }S:

Ty o™ = o(2 13 [27) -

mn

o (zl |k lyl . lzl| A+1
“o(Z (E-g) - offy ) -
= o( {ly] + 1=z -0 M) + 0 (P

zie voor het laatste gelijkteken St. 1.1. We passen dit toe
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voor ]x|<:5 en (tx31< 1:

(2.20) P-P, = 0 ()Y 4o (M

'75 3 1
geldt dan eerst voor lx}é-g en |tx \<:3’ maar wegens de
continufteit op compacte intervallen (Opm. 1, pag. 1) ook
voor [x|gé en [th\sﬂ.

Op -T€<x< 7T willen we P door PA benaderen. We merken nog op

dat uit (2.17) en (2.18) met n= - a, volgt:

2

-t e A \ 2
(2.21) ( f + [ ) PA exp(tagxg) dx = 0(¢t exp(;agt ))
- T

(e <]

(t = ).

Nu is

o 4
H(t)= fg(t) e?h(x)dx = (_[ +8/.) g(x)ePh(X)dx +
-'r‘w é -~ T
+(8/ + /h) g(x) th(x)dx + /-(P—PA)exp(tagxg)dx +
T -7
_( j:+-Jf) Py exp(tagxg)dx + /-PA exp(tagxg) ax.

Voor de eerste term zorgt (2.11) en voor de tweede (2.19). De
derde is wegens (2.20)

—4n_

()Lﬁpr(tagxg) (lex (x| )dx) = 0(t

('C"""’),

zie ook (2.4). Voor de vierde term geldt (2.21), terwijl de
vijfde wegens (2.3%) gelijk is aan

(2.22) Zy e % t“%(m+n+1)(-a2)_%(3m+n+1)[ﬂ(%(3m+n+1)),

waarbij amn 1 is voor even m+n en 0 voor oneven m+n. Het ver-
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schil tussen H(t) en (2.22) bestaat slechts uit orde-termen
4

O(t_M) en O(t—iAuq) (t »«), waarin A en M willekeurig groot
mogen zijn. Dus geldt (met m+n= 2k)

(2.23) H(t) = 2 dkt";'"k (t > =),
d_ = (-a )—k-% %% c (-25) " [ (m+k+3)
= 78 2 °m,2k-m' %2 z

is. Voor g(0) # 0 is de eerste term van (2.23)

-3 g4 -1 2T
(2.24) (—ag) 50 [(32) t7*= g(0) \/j—gi;;%g; .

3. Zadelpuntmethode.

3.1. Intuftieve inleiding.

We integreren de functie ¢@(z) def g(z) exp.{th(z)} langs een

weg K in het complexe vlak; g en h zijn analytische functies
en t 1s een groot positief getal. In vele gevallen kunnen we
het asymptotische gedrag vinden (voor t - <°) van de integraal,
die we met F(t) zullen aanduiden.

We omschrijven eerst ons doel in vage termen. Laten we pro-
beren een bovengrens voor |F(t)|aan te geven, b.v.

|F(t)] < 1 m;x o (2)],

waarin lK de lengte van K is. Volgens de hoofdstelling van
Cauchy mogen we de weg K vervormen. mits we binnen het ge-
bied blijven waar ¢ analytisch is. We trachten nu een weg
C te vinden die binnen dit gebied verlocopt en max l? (z)| Z0
klein mogelijk maakt. Bij de meeste door ons C beschouwde

functies zal dit maximum bij vervorming van de weg veel
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sterker veranderen dan de weglengte. Als we nu nog zorgen,
dat het gedeelte van de weg C waarop l?l zijn maximum bena-
dert zo kort mogelijk is, komen we tot een vrij goede schat-
ting voor |F(t)|. Het zal blijken, dat F(t) bij integratie
langs deze speciale weg in vele gevallen een asymptotische
ontwikkeling toelaat van de in § 2 beschreven soort.

Het zoeken van de speciale integratieweg is een kwestie van
proberen en handig kiezen; daarna blijft een zuiver mathe-
matisch probleem over. Bij elke toepassing van de zadelpunt-
methode zijn deze twee stadia te onderscheiden . In navol-
ging van DE BRUIJN [1] lichten we het eerste stadium toe aan
de hand vaﬁ een meetkundige interpretatie.

In een driedimensionale x-y-w-ruimte beschouwen we het opper-
vliak w = |Q(x+iy)l. Het trivale geval van constante ¢ wordt
bij deze uitgesloten; verder beperken we ons tot punten
Z=X+1y waar q(z) Z 0 is. Het oppervlak heeft een horizon-
taal raakvlak dan en slechts dan als

D19l = 0 en IL%;%— = 0.

Uit log ¢ = log |9| + i arg ¢ volgt:

PRe logg _ _1 Dle| DRe loge _1 DIp|
(3.1) % =TT X en —= =5 vy

Voor de wegens @# O analytische functie log ¢ gelden de ver-
gelijkingen van Cauchy-Riemann :

(3.2) dlog¢ _DPRe log¢ _ i‘DRe log¢
) dz =~ ?x DYy ’

Uit (3.1) en (3.2) volgt voor ¢# O:

dz DX O

TR PR D
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We gebruiken nu de volgende hulpstelling uit de functie-
theorie: _
Stelling 3.1. (maximum modulus principe). Als f(z) analytisch

in in een gebied g, en voor alle z in een tot Q,behorende
omgeving van een punt «e § geldt [f(z)/< |[f(«)| , den is
f(z) constant op G. Dezelfde conclusie geldt als in de ge-
noemde omgeving |f£(z)| > |[£(x)| >0 is.

Het bewijs van deze stelling vindt men b.v. in [8] s pag.
78-79. Omdat wij het geval van constante @ hebben uvitgesloten,
kar een horizontaal raakvlak in een punt I met @ (§) # O en
Q'(E) = 0 niet betrekking hebben op een relatief maximum of
minimum van w = |@(z)|: { is een zadelpunt (saddlepoint, col)
van dit oppervlak. Wanneer daarentegen q(g) = 0 is, heeft de
niet-negatieve grootheid w uiteraard een minimum.

We kunnen ons een man voorstellen, die door een bergachtig
landschap van A naar B moet reizen, maar die wegens zijn ge-
zondheid zo min mogelijk op grote hoogten wil vertoeven. Hij
heeft daarentegen geen bezwaar tegen grote omwegen of tegen
herhaalde klimpartijen op lager niveau. Zo'n wandelaar zal
een pad zoeken, waarvan het hoogste punt zo laag mogelijk
ligt. Is er een pad waarvan één der eindpunten het hoogste is,
dan voldoet dit aan zijn eisen, omdat hij deze hoogte in elk
geval niet kan vermijden. Maar het kan zijn dat A en B in
verschillende dalen liggen; hij moet nu via een zo laag mo-
gelijke pas (zadelpunt) reizen.

Het zou denkbaar zijn dat een steeds grotere omweg hem steeds
verdere besparing van hoogte zou opleveren; in dat geval is
er geen optimaal pad. Als het hoogste der beide eindpunten A
en B op een niveau ho ligt, kan onze wandelaar voor elke
h:;ho het gebied Gh van alle punten niet hoger dan h beschou-

wen. We weten dan A€G,_ en B éGh; de vraag is of er een pad

h

tussen A en B is dat geheel tot Gh behoort. Zo nee, dan

stijgt het optimale pad tot boven h; zo ja, dan is een hoog-
te < h voldoende. Elk pad dat hoort bij de kleinste h waar-
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voor het antwoord bevestigend is, heet een optimaal pad.
Zo'n optimaal pad van A naar B zal zeker een zadelpunt
of eindpunt tot hoogste punt hebben: anders kon een omweg
de maximale hoogte van het pad nog doen afnemen. Een even-
tueel zadelpunt zal inderdaad overschreden worden, d.w.z.

de wandelaar ziet in een omgeving van de pas zowel links als
rechts van zijn pad hogere punten dan de pashoogte.

Het optimaliseren van een pad, of zelfs het minimaliseren
van een hoogte h, is in het wiskundige probleem niet steeds
uitvoerbaar. Maar het zal blijken dat het opzoeken van de
hoogten van een aantal zadelpunten in de omgeving vaak al
voldoende is om het probleem op te lossen.

Ons berglandschap w = |p (x+iy)| kent wegens St. 3.1
geen "toppen". Een gesloten pad dat een zadelpunt overschrijdt
en ter plaatse geen dubbelpunt heeft, kent steeds punten
die hoger liggen dan het zadelpunt (we beperken ons tot pa-
den binnen het gebied waar ¢ analytisch is). Immers binnen
het gesloten pad, waarvan we triviaal kunnen aannemen dat
het helemaal geen dubbelpunten heeft, is elk punt niet ho-
ger dan het hoogste punt op het pad. Er is dus een omge-
ving van dit hoogste punt H die aan één kant van het pad
geen hogere punten bevat. Zou H een zadelpunt zijn dan ko-
men we nu in strijd met het begrip "overschrijden® van twee
alinea's terug.

Laat een pad zonder dubbelpunten van A naar B, nog
steeds in een landschap zonder toppen of singulariteiten,
een zadelpunt overschrijden en geen hogere punten bevatten
dan dit zadelpunt. Nan is dit pad optimaal; immers keren we
langs een ander pad% van B naar A terug dan hebben we een
gesloten weg, zodat uit andere pad minstens één punt van min-
stens de gegeven hoogte bevat - zelfs van meer dan die hoog-
te als het andere pad ons zadelpunt vermijdt. We behoeven
ons dus maar met één pad bezig te houden: een pad zonder

&
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dubbelpunten van A naar B waarvan het googste punt &f een
eindpunt is &f een zadelpunt dat wordt overschreden. Dit
pad is dan zeker optimaal,vtenzij het niet binnen het ge-
bied van analyticiteit in de oorspronkelijke integratieweg
valt over te voeren; dan moeten we &f residuen bepalen o6f
een beter pad zoeken.

3.2. Steilste afdaling vanaf een inwendig punt.

Gegeven is een pad van A naar B, waarvan het tussen A
en B gelegen zadelpuﬁt Z het hoogste punt is. In een omge-
ving van 7 is ¢@(z) # 0, zodat we daar mogen stellen
log ¢(z) = qf(z), waarbij we een willekeurige tak van de
logarithme kiezen. Het gegeven QV(Z) = 0 is dan equivalent
met'Y”(Z) = 0. We nemen als "hoogte van het landschap" nu
niet meer \?(z)l maar Re y(z). Omdat dit een monotone func-
tie van Iq(z))is blijven de argumenten van de vorige para-
graaf juist. Re y(z) is eenwaardig, tenzij ¢(z) meerwaardig
is.

Als Y'zg niet constant is, bestaat er een kleinste m>?2
waarvoor m (Z) # 0 is. Wij zullen steeds m=2 veronderstel-
len. De situatie m>2 treedt zelden op en is niet essen-
tigel lastiger; er zijn dan alleen meer dan twee "dalen"
die in het zadelpunt beginnen. Voor m=2 dus geldt in een

omgeving van Z

¥'2) = y(3) + 1y (2-D)7 ...
We defini&ren de as van het zadelpunt Z als

V = {z I \¥"(Z) (z-Z)2 re8el en < O}.

Triviaal is Z € V. Verder zijn

&
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arg y"(Z) + 2 arg(z-{)= T + 2k (k geheel)
en

{r-arg ¢"({)} + kT

Wl

arg (z—?) =

equivalent, zodat de as een rechte lijn door Z is. Het argu-
ment van de as is §{T - arg-y“(Z) , afgezien van een veel-
voud van T. De punten z waarvOor‘\y'"(Z)(z—Z)2 re&el en

>0 is, vormen blijkbaar een rechte 1lijn door Z loodrecht

op de as.

Op de curven Re.y(z) = Re yV(Z) is \}/"(Z)(Z—Z)2 nage-
noeg zuiver imaginair, dus arg (z-{) = + %: - 2arg y" (Z);
zij maken hoeken j;%? met de as. Zij verdelen de omgeving

van Z in vier gebieden: in de gearceerde gedeelten is

Re y(z)> Re ‘Y(Z)’ in de overige is Re y(z)<Re q/(Z). Op
de curven Im y(z)= Im'y(Z),
in de figuur met stippel-
lijnen aangegeven, is
qﬂ(Z)(z~Z)2 nagenoeg regel.
Z1iJ raken in Z aan de as of
aan de loodlijn op de as.

Fig. 1

Wanneer de integratieweg niet één der curven Re y(z) =
= Re Y(Z) is, kunnen we hem vervormen tot hij in een Z om-
vattend gebied langs de as loopt; in het verder van Z ver-
wijderde gebied zal Re w{z) meestal veel kleiner zijn. Wan-
neer we vanaf het zadelpunt langs de as gaan lopen, daalt
Re'y(z) sneller dan bij enige andere wandeling vanuit Z H
we noemen de as daarom een pad met steilste afdaling

(steepest descent). Meestal is het niet nodig de as zelf
als integratieweg te kiezen; elke weg die met de as een
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hoek 77<-_,;,77-' maskt voldoet, als Vv maar niet nadert tot 7
voor onbeperkt toenemende parameterwaarde t.

Verloopt de integratieweg langs een curve Re y(z) =
= Re y(Z), dan kan men de door ons niet besproken methode
van de stationaire fase gebruiken. Dikwijls is het een-

voudiger om de weg te veranderen op een in § 3.4 te be-
spreken manier.

5.3. Steilste afdaling vanaf een eindpunt.

Laat het eindpunt A het hoogste punt van de weg zijn.
In het geval yﬂ(A) = 0 is A een zadelpunt en gebruiken we
het zojuist besprokene. Als -y”(A) £ 0 is, geldt in een
omgeving van A

y(z) = -Y(A) + (z-A) y'(A) +...

We defini&ren de as als {z|(z-A) y'(A) re&el en < 0}; dit

is nu een halve lijn door A. De curve Re y(z) = Re y(A)
staat loodrecht op de as en verdeelt de omgeving van A in
een gebied Re\y(z)<:Rewy(A), aan de kant van de as, en een
gebled Re y(2)>Re y(A) aan de andere kant. Ons pad betreedt
dit laatste gebied niet omdat A zijn hoogste punt is. De
steilste afdaling is weer langs de as.

3.4, Pad op constante hoogte.

Wanneer alle punten van een zeker pad tussen A en B
dezelfde hoogte hebben, is het pad in elk geval optimaal.
We verdelen zo'n pad in trajecten, zo dat elk traject be-
gint en eindigt in een zadelpunt (of in A of B), terwijl
binnen é&én traject geen zadelpunten optreden. Laat AkAk+1
zo'n traject zijn, met parametervoorstelling z = f(s),
0<s <1, £ continudifferentieerbaar, £'(s)# 0 voor 0<s <1,
£(0) = Ak’ (1) = Ak+ﬂo

" Wanneer we de intergrand weer door @(z) = exp y(z)
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voorstellen, geldt voor 0<s<1

dy _ dy
ds dz ° £'(s) # 0,

Omdat er geen zadelpunten zijn. Volgens het gegeven is de
hoogte Re y constant, dus is i %g' re&el, continu en on-
gelijk aan nul op O0<s<i1. Het teken van i~%§ is daarom
constant, laten we zeggen steeds een min-teken. Maar dan
is Qaéﬂgﬁ > 0. Als we nu in een willekeurig inwendig punt
van het traject een positieve u-as loodrecht op de boog
naar links kiezen, volgt uit de vergelijkingen van Cauchy-

Riemann voor de variabele s+iu dat geldt:

ODRey _ _ 2InY¥ .,
2u B DS ’

Aan de "linkerzijde" van ons pad is Re y dus kleiner dan

de constante waarde die op het pad wordt aangenomen; we

noemen de linkerzijde de lage zijde van het pad. We kiezen

dat bij de eindpunten

nu een nieuw pad van Ak naar Ak+4’
volgens de steilste afdaling het lage gebied in gaat en
daartussen dicht bij het gegeven pad in het lage gebied
loopt. We zeggen "dicht bij" omdat de negatieve afgeleide
in de u-richting alleen dan garandeert dat Re'Y'kleiner is
dan op het gegeven pad.

Als we zo bij elk traject de lage zijde bepalen, cnt-
staat er een nieuw pad, dat het gegeven pad bij elk zadel-
punt ontmoet en tussen de zadelpunten links of rechts van
dit oude pad verloopt al naar gelang het lage gebied links
of rechts ligt. De oorspronkelijﬁgs{gdnu asymptotisch ge-
1lijk aan de som van de "bijdragen® wvan Aon’A4:°°°’An = B,
Immers op de tussengelegen delen is de intepgrand exponen-

ti8el klein; dit wordt in de volgende paragraaf toegelicht.
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3.5, Tweede stadium.

Wanneer we een optimale weg hebben gevonden en we

hebben deze zo vervormd dat in eindpunten en zadelpunten

de steilste afdaling wordt gevormd, dan zullen we proberen
van de integraal een asymptotische ontwikkeling te geven.
Dit zal alleen slagen als y" (Z) ~resp. y' () voor eind-
punten - groot is, zodat we op onze weg alleen grote waar-
den van [9(z)| = exp Re v(z) aantreffen in de directe om-
geving van zadel- en eindpunten. De integrand is in deze
omgeving ongeveer van het type exp (_052) resp. exp(-cs);
hier is ¢ een constante met een groot en positief re&el deel

en s een r&€le parameter die de integratieweg langs de as
beschrijft. De in § 2 beschreven methode van Laplace leidt
dan tot een asymptotische reeks.

Toelichting 4.

Gegeven is een enkelvoudig samenhangend gebied D in
het compleie vlak. De niet van t afhankelijke functies g(z)
en h(z) zijn analytisch binnen . Indd zijn drie niet van
t afhangende punten A,B en Z gegeven, zodat er een optimaal
pad voor de functie exp {th(z)} van A via I naar B bestaat,
waarvan § het hoogste punt is. Daarbij is h'(Z) = O,
h"(Z) # 0, en t is een re¥le positieve parameter. Gevraagd
wordt het asymptotische gedrag van

B .
F(t) = _[ g(z) eth(z) dz (t =» o),
A

Hoewel Z geen zadelpunt is van g exp (th) maar van
exp (th), zal blijken dat het punt toch beschikbaar is. De
situatie voor |exp(th)| is zoals in § 3.3%: er is bij elke
van t onafhankelijke § met O<3<1;,T- een getal p>0 zodat er
rondom de as van ¢ symmetrische cirkelsectoren met hoek
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3w 28 en straal p bestaan, waarbinnen geldt Re h(z)<
Re h({). Immers in de gebieden

(1) 0<lz-Zl<p, larg(z- 0+ im + targ h"(y)| < im-4
(i) 0 <12-71<p, |arg(z-3)- 4T+ targ h"(])] < 474,
geldt

|arg { (2702 n' (Y| < 3w _2d
dus

Re { ~(z-D% n"(DY > 12-71 % |"(7)] sin 2§,

waaruit volgt

Re h(z)- Re h(l) = LRe n"(2) (z-2)2 + o((z-Z)j) <
< —{Iz—Z]th"(Z)l sin 26 + O ((Z—Z)B),

en dit laatste is negatief als p voldoende klein is. De
keuze van & en p is onafhankelijk van t.

Wij kiezen nu § zo groot dat het gegeven pad binnen
de sectoren (i) en (ii) komt. Laat A, op het pad en in (i)
liggen, B1 op het pad in (ii). We vervangen nu het via 7
en binnen P verlopende weggedeelte Aqu door het volgen-
de pad: A,T wordt verbonden met een punt A2 dat binnen (i)
op de as ligt, vandaar gaan we langs de as naar een punt
B2 binnen (ii) en van B2 naar Bﬂ. Op AﬂAE en BZB1 heeft
Re{h(z)—h(Z)} een negatieve bovengrens -c, en de analyti-
sche functie g(z) is begrensd; de bijdrage van deze stukken
aan de integraal is

O(e—ct+tReh(Z))_

Op A2B2 stellen we z =Z+°¢x, a<Xx<b, waarin

o= exp +i(m -arg h"(7)) en -p «a<0<b< L is - de te-
kens van a en b zijn bepaald omdat A, in (i) 1igt en B, in
(ii). We moeten nu berekenen
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. v
o }r g(?+«x) eth(§+otx) dx.
a

Nu is h(+ox) = h({J) + 1 n"() o2x° +..., waarbij h”(Z)a2<fO
is. We kunnen dus de methode van Lapléce toepassen en vinden
volgens (2.23)

o

4 _
eth(Z) 2 dkt z k,
k=0

o

We noemen dit de bijdrage van het zadelpunt. Uiteraard keert
deze bijdrage om van teken als we het zadelpunt van 32 naar
A, overschrijden. Als g(l) # 0 is, wordt de eerste term van
de asymptotische ontwikkeling, volgens (2.24),

« &MOgy [- Pur(pye] Foem)t -
(3.3) 7y, -1

= «V2T g(7) |n"(7) | i ogth(Dgnt

Wanneer het gegeven pad het zadelpunt Z overschrijdt in de
richting Aqu, en het maximum van Re h(z) is voor z op de
trajecten AA1 en BﬂB kleiner dan Re h(Z), dan is de laatste
uitdrukking asymptotisch gelijk aan de gegeven integraal F(t)

voor t -+ oo,

Toelichting 2.

Voor dezelfde integrand beschouwen we nu het geval, dat
A het hoogste punt van de integratieweg is. Laat gegeven zijn
g(A) # 0 en h'(A) # 0, terwijl het pad in een omgeving van A
langs de as loopt (steilste afdaling). In deze omgeving geldt

h(z) = h(A) + (2-A) h'(A) +...
Voor punten # A op de as is de tweede term van de reeks regel

en negatief, op een zeer klein imaginair deel na, dat ontstaat
doordat we de as volgen en niet de curve Im h = ¢. We voeren
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nu in « qgf exp (im -1 arg h'(A)); dan zal n def _o h'(A) po-
sitief zijn. Voor een later te kiezen » >0 nemen we nu als
parametervoorstelling van het pad nablj A aan 2= A + ax
(0<x sJo). Dan is

F(t) &F JAW g(z) €M) 4z —a j g(a+ o) SRIAT OX) gy

d.w.z. F(t) =oexp {th(A) ' J als we invoeren G(x) g(A+<xx),
H(x) 9&f p(as wx)- n(a) = ach'(A) + «Exgh“(A)h“ en
g def J G(x) exp { tH(x)} ax

5 ,

Voor de asymptotische ontwikkeling van J gebruiken we
een vereenvoudigde versie van Geval 2.3. We schrijven n.l.

P .
J= [T prex® %) ax,
0
met

P(tx sX) = G(x) exp {tx « ( hW(A) “Xhz;q(A):oa,)}.

Er bestaat nu een &§>0 zodat voor O sxsg geldt

(3.4) P(txg,x) 2: 22 c (txg)mxna

m=0 n=0

Wanneer we ons beperken tot tx2 £1 en tot t > 3_2, geldt ana-
loog aan (2.2Q) voor 0£x < & en Oétxg\’i

2 A+ﬂ A+

P-P, = O((tx )+ o(xT ),

A

Als PA weer de parti¥le som van (3.4) is beperkt tot alle m

en n met mn<A. We splitsen nu als volgt

o %0
F -txn }J -txn -txn
J= P-P e dx - p, € dx + | P, & dx,
o[ (P-Py) A 0[ A x

Wegens de schatting voor P-PA is de eerste term voor vaste
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positieve p<é van de orde van

o

fp{(txg)AM N XAM} e-txn ix <

-

©o - [-=]
< tAM f X’2"4.'-\+2 e-txm ax + j X;4A+"’1 e-txn dx =
0 0
=L(2n+3) WA S A2 pipso) TR B2 oy
(E=»e).

-A-2y

-4
Wanneer we t zo groot kiezen dat t *<p en t>1 is, wordt de
tweede term een eindige som van bijdragen

5] co
L t"%/ N et BEM gy < A er_-(t-’i)xq e~X"M ..N ix <
2

€

<th exp (—’qtj" + t_%) (n+1) Q_NJ‘ =0 {exp(-—q’c%)} (t - =),

want m en N zijn begrensd: m<A en N<2A. Als we sommatie
over alle m en n met m+n <A met ZA aangeven, geldt dus

m oo
J= Zi ¢ n b of L2MH ombXT o O(t-A—E) (t > ).

Omdat dit Jjuist is voor elke A, concluderen we:

oo [\ <]
J= 2. 2 Cn lem+n+1) W—Emm—’tt-m-n—ﬂ (t > o),
m=0 n=0

De eerste term van J is ¢ ['(1) T{—’Tt —4‘9 zodat de eerste
term van F(t) =oexp {th(A)} J wordt

(3.4) -g(r) €A fnray }e,
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3.6, Voorbeelden.

©o
Voorbeeld 1: 0’[ exp t(z+iz-z3) dz.

Voor h(z) def ,i1z-23 1s h'(z)= 1+i—322 en h''(z) = -6z. Aan

h'(z) = O voldoen twee zadelpunten [ en - [, waarin

i _L 4 1
7 98F (141)7372 = 27 377 exp T | Omdat +{ dichter bij de
integratieweg ligt zullen we eerst dit punt onderzoeken.

Uit arg ¢ = -é-ren h"(7) = -61

volgt ag h'"(7) = %;fo Het argu-
LA _
ment van de as 1is 5 - %i,k'n’-
P ¢ = - g5 + kT Als 1 de 1ijn is
= __ die O met { verbindt, dan is
285 % aprg 1 = gf, zodat 1 een hoek
ghm— 3
-
5 76”<E' met de as maakt. Een pa-
rametervoorstelling van 1 is
i
Fig. 2 Z=X €Xp g, -0 <X <Lo; in elk
punt van 1 is
h(z) = (x V2 - x3) exp 3%}- 5
dus

Re h(z) = (x V2 - x3) cos '38": .

1

Uitg—i(x\ré‘—XB)'—? \(_é__3x2=ovolgtx =+ 2% 372, d.w.z.
de punten + Z
42

——2—(x\/_2_-x3) = -6x%
dx
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is voor positieve X, negatief, zodat Re h(z) op de 1lijn 1 zijn
maximum aanneemt in z='§ en zijn minimum in z= - Zo

We mogen de re€le as als integratieweg vervangen door 1.
Immers

def

B

R exp
j exp {th(z)} dz

R

T
IBD exp {tiﬁeiq + Ret? L RBeBi?) iReT? dqv\ <
0

%TR exp ’{t}Ro Em?PXSg ‘(cosp- sin:f?- R2 cos 3‘{?)

Voor Oé?ég 1s cos¢ - sin¢<1 en cos 3p>cos %20,36;

dus 1s voor R>%—

vld%f m%n (Rgcos 3¢ - cosg + sing ) > 0,36 R® - 1>0,

en vl nadert niet tot O voor R — oo, Dus is

lim B € lim J Re tH1 - 0.

Het gedeelte van de weg 1 waar b.v. XX+ 1 geldt, levert
een exponentié€el kleine bijdrage vergeleken met het zadelpunt,
ook al is de weg oneindig lang. De integraal zal asymptotisch
gelijk zijn aan de bijdrage van het zadelpunt bij overschrij-
ding van links naar rechts. Nu is

wjw

h(Z) = 27 377 exp 3—? ;

n'(7) = 6= - 2F 3% exp B
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en « = exp(- %%)0 Volgens (3.3) van § 3.5 is de bijdrage dan

3

2

4 L
37% W2 ¢ 3md

texp—a— °

1 1
8 -2

Z2 -
exp {—%+2"3

Voorbeeld 2:

F(t) = f‘);"(z;t) dz; met £(z,t) = exp {1t(3z-22)} .

Langs de hele integratieweg is lf(z,t)l constant; we zullen
§ 3.4 toepassen. Voor h(z) = i(3z—23) is h'(z)= 31 - 3iz2,

zodat de zadelpunten ih + 1 liggen. Op de trajecten (-00,-1),
(-1,1) en (1, e©) moeten we onderzoeken wat de lage zijde is.

Substitutie z=X+1ly geeft
Re{1t(3z-22)} = t(-3y-y°+3yx°) = t {3y(x*-1)-y° } .

Voor |x| < 1 is dit negatief voor kleine positieve y en voor
IxI >1 is het negatief voor kleine negatieve y. We zullen ons
nieuwe pad tussen -1 en 1 even boven de re€le as leggen en
elders even er onder.

Uit h"(z)= -61iz volgt a~g h"(1) = —g', arg h'"(-1) = g_e De

as van het zadelpunt 1 heeft dus een argument'%TF+£ﬂ'= %Fj,

en die van -1 een argument %lo

as

P
—

/7

Fig. 3
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We kiezen nu voor vaste ¢ >0 een pad P van -1-g¢-ie naar
-1+ €+1i¢ en van 1-¢ +1€ naar 1+ € -1i¢ ; het pad wordt afge-

maakt met lijnen evenwijdig aan de re&le as (zie fig. 3).
def

Wanneer we afkorten w =" 1+&-1¢ , dan is voor alle x >1+¢
f{x-ie, € :
H—i—l, - exp (=356 {x2- (1402} <

flw,t)
£ exp { -6et(x-1-¢) },

oo - L€
\ j( flz,t)dz
W

Nu is Re {i(Bw-wB)}<:O, zodat lf(w,t), exponenti&el klein
is vergeleken met ]f(1)fe Soortgelijke redeneringen gelden
voor de andere trajecten, waarult volgt dat de integraal langs
de weg P convergeert en dat zijn gedrag voor t o alleen be-
paald wordt dcor de som van de bijdragen.

Bij constante t >0 gaan we na of het geoorloofd is de
re8le as als integratieweg door P te vervangen. Kies een groot
positief getal M, dan geldt volgens de stelling van Cauchy

Daarom is

< Je(w,t)] (6¢et)7]

-Maie -M ™ fﬂ-is o it

I L L A R

P ~co. i€ -M-ig -H i M-i¢

Wegens de convergentie van f naderen de eerste en de laatste
b 2
integraal tot nul als M- ee. Voor M -1>¢ 1is, na substitutie

u = - Im 2z,

M-1i¢ £ _ ) 3 1
< -t{3uiM 1)- du < T s
IM \ 0‘r oxp (-t{za( 1w} Jau 2t (M°-1)

dus de vierde integraal convergeert naar nul voor M — eo.
Dezelfde redenering geldt voor de ftweede integraal; dus con-



_35=

vergeert de integraal langs de re&le as en is gelijk aan de
integraal langs P.

We moeten nu alleen nog de bijdragen van de zadelpunten
berekenen. In z = =1 volgt uit h(z) = i(}z—zj), h"(-1)= -61,
o= exp %%’voor (3.3) van § 3.5

-4
2

e \ oy Ti
(2m* (6t) * exp(-2it) exp o ;

in z = 1 ontstaat juist de toegevoegd complexe uitdrukking.

Dus is
5 \/’f oo Ty -3 e
F(t) = 3% cos (2t- T + 0(t *) (t »e),

Het zou onjuist zijn te schrijven

F(t)«~ 2 \}%%~ cos (2t- %@ (t = oo),

want de nulpunten van de cosinus vallen niet noodzakelijk
samen met die van F(t), zodat het quotient van linker- en
rechterlid niet naar 1 behoeft te convergeren vocr t —>oo.
Alleen als we van deze nulpunten verwijdert zijn, domineert de
de eerste term de rest van de asymptotische ontwikkeling.

Voorbeeld 3.

Toepassing van de zadelpuntmethode op statistische pro-
blemen vindt men o.a. in [2], [3], [5], en [6].
Wij bespreken hier in het kort het voorbeeld van DANIELS [2].
Gegeven is een stochastische variabele x met verdelings-
functie F{x) en verdelingsdichtheid f(x), zodanig dat de
momenten - genererende functie

o)
mie) BF @2 L [ ™ r(x) ax

convergeert voor alle re&le t in een zeker de corsprong be-

&
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vattend interval van positieve lengte. Laat (-04,02) het
grootste open interval met deze eigenschap zijn; dan geldt
O<c, <= (i=1,2) en ey tey,> 0,

Gevraagd wordt, een asymptotische ontwikkeling voor
n —~o op te stellen voor de dichtheid g,(y) van het ge-
middelde m vann onderling onafhankelijke waarnemingen
van de variabele X.

De karakteristieke functie v (t) van m_ is

y(t) =£exp(it_rgn) = cl?,exp %zﬁj -
o
= ;Z; £ exp %% Xy = M* (%E)q

Volgens een bekende omkeerstelling is dan de dichtheid

: [+ -]
1 -iyt it
g, (v) = 55._&[ e Y y(t)dt = (5F = 2)
{eo
n n -Nnyz
- @) e e -

Leo
n n{K(z)-yz}
e az,

-i6d

(3.5)

als we de kumulanten-genererende functie K(z) = log M(z) in-
voeren. We bestuderen het gedrag van deze integraal, als y
een vast re&l getal is en n onbeperkt toeneemt. Voer daar-

toe in
def
h(z) = K(z) - yz;

voor de zadelpunten is h'(z) = K'(2) - y = 0.
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Stellen we 2z u+iv, dan is voor elke vaste u e(~01,02)

il

Lim leh(z)l = |%£E= | M(utriv) | T
[+

= e 1im [ eIVX JUX f(x)dx = 0,
|risee _co
volgens het lemma van Riemann-Lebesgue, immers euxf(x)-e
e L'(-o, ). Dit geldt ook voor u = 0, al zou ¢, of ¢, nul
zijn. Verder is triviaal',M(u+iv)] < M(u). Zcu voor zekere
u e(-cﬂ,cz) en zekere v # O gelden |M(u+iv)|= M(u), dan was
er een re&le o met

[o}

fe(u+iv)x dr(x) = el M(u),

- 6O

(-]

—leux {4~cos (yx-Q)} dF(x) = O.

Dit kan niet het geval zijn, aangezien er een dichtheid f(x)
bestaat. Dus is voor alle u 6(-01502) en alle v # O

/exp h{u+iv)/ < fexp h(u)/.Dit geldt ook weer voor u = 0. Bij
het zoeken naar relevante zadelpunten kunnen we ons daarom
beperken tot re&le wortels z van K'(z) = y.

Voer in a en b (eventueel -e resp o), zo dat F(x)= O
voor x<a, 0<F(x)<1 voor a<x<«b en F(x) = 1 voor x>b.
DANIELS bewijst nu dat K'(z) = y voor elke y € (a,b) precies
één enkelvoudige re&le wortel Z heeft, en dat bovendien
K"(Z)>0 en -c, < Z<02 geldt. Voor c,< e (dit impliceert
a = - %) resp. Cp <o (impliceert b = o) moeten we als extra

eis opleggen

lim K'(t) = a resp 1lim K'(t) = b.

't‘*—c,7 t”Ce
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Wij zullen dit bewijs overslaan (zie [2] p. 637—659).

Het argument van de as in het zadelpunt Z is
g - arg h"(Z) ='g , wegens K"({)>0. De imaginaire as wordt
nu 2ls integratieweg in (3.5) vervangen door de verticaal
Re z = Z. Dit is geoorloofd omdat geldt

l+iv _
f Mn(z)e 24z
iv

-—

14
f ,Mn(u+iv)l e Way
0

voor vaste n en vaste Z € (-cq,cg)rconvergeert de laatste
integraal naar nul voor |[vr]>e (lemma van Riemann-Lebesgue
voor de integrand en ételling der gemajoreerde convergentie;
gebruikt /M(u+iv)/ < M(u) ).

Uit bovenstaande overwegingen volgt, dat de integraal
(3.5) asymptotisch gelijk is aan de bijdrage van het zadel-
punt 2 1) Substitutie van z ={+ is in

h(z) = h(]) + (2-1)° -_-S_l+ (z-0)° D—"-'-iﬁll-+

geeft: Z+16 o k(2
5%{ f[ nh(z) l% enh(Z)sjﬂe—ns v P ds,
met oo oo
(3.6) P =2 Z L (ns?)Ms" =
:-:.O ﬁ
: gy (5) (6) ( }2( )2
= q1- 1K?H n55+ Lﬁi— HSES-{— Q;K,T___nsjsz_ K6 nSBSB K" ns3 +..
3! H- 5 ' 2! (31)

1) DANTIELS gebruikt bij het motiveren van deze conclusié dat
M(u+iv)= O(v‘ﬂ)(lvtatw), Dit is echter onjuists yoor de1
[-verdeling met vrijheidsgraad 4, d.w.z. f£(x)=T e~ x ?
(0gx «99) en f{x)=0 (x<0), is ¢, =09, ¢, = 1, maar
M{u+iv) = (1-u-iv) 1 0 (v a) (Ivl=so0). Ik dank prof.

RUNNENBURG, die mij op dit tegenvoorbeeld attent maakte.

&
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het argument Z van de afgeleiden van K is gemakshalve weg-
gelaten. Volgens (3.3) van § 3.5 is (3.5) voor n-» e asymp-
totisch gelijk aan

nh(2) _ _
ne V 2 {f + £4n T4 o(n 2)} (n - ),
2 nk'' © ©

geeft

substitutie van de uit {3.6) gevonden co&ffici&nten ¢

]
i

L= eqq 2 EN LD ey 220D =

= K(M)(K")_E Z—E-g—- - K(6)(K”) =3 5(;2549 .

Na invoering van AJ(Z) %Sg K(j)(Z)(K"(C))— %' vinden we

- D 54
K(7) 11y
G.7) g, (y) =K1 —Es) o{ﬁn (e~ - )~

+ O(n_g)} (n = eo).

Noemen we het gedeelte van het rechterlid védér de accoladen
Xn(y), dan is nu bewezen
g, (v) A(y)

PAC I

De fout bij vervanging van g door y is dus O\n ), en niet
o(n~ ’) zoals bij de centrale llmletstelllng De grootheid
A(y) is immers onafhankelijk van n; via de bepaling van

uit K*(Z) = y hangt A van y af. DANIELS onderzoekt nu, voor
welke typen verdelingen een vaste keuze van A voor alle

ve (a,b) mogelijk is. Ook bepaalt hij met de zadelpuntmethode
de omkeerintegraal van de karakteristieke functie (a) voor
het gemiddelde van een discreet verdeelde grootheid en (b)

&



-40-

voor het quoti&nt van twee stochastische variabelen.

In de artikelen [5], [6] van GOOD die op het werk van
DANIELS aansluiten, wordt o.a. een dubbele omkeerintegraal
asymptotisch ontwikkeld om een simultane verdelingsdicht-
heid van twee variabelen te benaderen.
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