STICHTING

MATHEMATISCH CENTRUM

2e BOERHAAVESTRAAT 49
AMSTERDAM

AFDELING MATHEMATISCHE STATISTIEK

Rapport S 311

Simultane verdelingen en correlatiecoéffici&nten

bij gegeven marginale verdelingen

door

.F.W., Steutel

GJMC>

April 1963



Inleiding en samenvatting

Hoewel de vraag, in hoeverre een simultane verdeling
bepaald is, als de marginale verdelingen gegeven zijn, in de
practijk niet zo vaak voorkomt, bestaan hierover toch ver-
breide misverstanden. Zo wordt vrij algemeen gedacht, dat
iedere twee-dimensionale simultane verdeling, waarvan de
beide marginale verdelingen normaal zijn, normaal is. Tegen-
voorbeelden hiervan zijn gegeven door Fréchet EB] en [4},

Het algemenere probleem: welke n-dimensionale ver-
delingsfuncties zijn mogelijk, als de één-dimensionale mar-
ginale verdelingsfuncties voorgeschreven zijn, is voor n=2
behandeld door Fréchet’L4] en [5] voor n=3 door Féron LE]
en Dall' Aglio [1] . In dit rapport vermelden we een aantal
van hun nog weinig bekende resultaten, waarbij we ons in
hoofdzaak bezig houden met het geval n=2. In §1 geven we
na hzt overzicht van het probleem voor willekeurige n een
‘afleiding van Fréchet's resultaten, die slechts weinig van
die in [4] verschilt. Met behulp van deze resultaten wordt
in é? onderzocht in hoeverre de correlatieco&fficient
wordt beperkt door het voorschrijven van de marginale ver-
delingen. In é} geven we een aantal voorbeelden.

1. Simultane verdelingen

Gegeven zijn n verdelingsfuncties F, (x ),...,F (x ).
We defini@ren«%; als de verzameling van alle n- dimensionalp
verdelingsfuncties H(x ...,xn) die Fq(x )""’Fn(xn) als
marginale verdelingen hebben, dus met de eigenschap

(1) H(o@w..,@@,xj,m}...,m) = F (x ) (3=1.2,...,n).

9? is niet leeg, immers de verdelingsfunctie TT: F (x ) is
een element van ﬁ?. Voor alle He %’ geldt =1
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- pd . £ & =
H(xq,o..,xn)— P{’§ﬂ$'xﬂ""’§n§ Xn} P{:§j4 Xj} Fj(x )
voor alle j dus ook H(qu.,.,xn)é min LFﬂ(Xﬂ)"“’Fn(Xn)
Anderzijds is 4-H(x430..,xn)= P<{niet (§1§Ax4,...,§né xn)f

£ P={§4> xﬁ}+.,.+P=i§n> xn§ = n—‘éFq(x1)+.--+ Fn(xn)},dus
H(xq,...,xn) > Fq(x1)+..o+Fn(xn) - n+1.

Omdat ook steeds H(x4,..,x )20 is, geldt H(x1,...,xn)>
2 max!iF1(x1)+...+Fn(xn)—n+1,0] . Samenvattend hebben we
dus voor alleI{eﬁg.

(2) max [Fq(x4)+...+Fn(xn)—n+1,0] £ H(xq,...,xn)é[hin Fq(xq)

,...,Fn(xn)] .

Met enige moeite toont men aan, dat min [Fﬂ(xﬂ)""’Fn(xn)j
voor alle n een verdelingsfunctie 1 is (zie [2] voor n=3)
en dns het grootste element wvan %;, d.w.z.: voor iedere
}169% geldt H(x1,...,xn):§ min EFﬂ(xq),...,Fn(xn)] voor alle
(xq,..,xn).Voor n» 3 zijn er voorbeelden (zie [2] ), waarbi]
max £F4(x4)+°..+Fn(xn)—n+1,o] geen verdelingsfunctie en dus
geen element van %; is, terwijl bij ieder punt (fq,...,XA)
een element Héi%% bestaat met H(iq,...,xé) = max [Fat...+
+ Fn—n+ﬂ,O] .
Voor n#% 3 bevat %& dus in het algemeen geen kleinste element.
In [41 wordt een noodzakelijke en voldoende voorwaarde
gegeven, opdat ﬁ% een kleinste element heeft.
We beperken ons verder tot n=2 en schrijven x,y,F,G en &f
in plaats van XqsXps F1,F2 en Q;.

Definieert men

[ Hy(x,7) = F(x)G(y) )
(3) % Hq(st) = max [F(x)+G(y)-1,0j
| () = min [F(x),0(5)] ,

dan geldt dus voor iedere H@?fen alle x eny

Yy
(2" Hy(x,5) € H(x,¥) ¢ Hy(x.¥).

= > o> = m m = ows m = m =

1) Zie Appendix a).



a.j...
H, en H, zijn elementen van & : zij voldoen aan (1) en men
gaatugemakliedlJk na, dat zij serdelingsfuncties zijn. Hy en
Hy
element van o .

) i
Ieder element van Qf voldoet aan (2 ). Omgekeerd is

zijn dus respectievelijk het kleinste en het grootste

iedere verdelingsfunctie, die aan (2') voldoet een element
van #, omdat uit (E') volgt, dat H can (1) voldoet. We heb-
ben dus

Stelling 1: %?bestaat uit alle verdelingsfuncties H(x,y),
die aan de ongelijkheid (2‘) voldoen.

Als (x ,y) de verdelingsfunctie H(x,y) heeft, dan is
Pk, €XEx, en < YTy | e HOpYp) HRg, ) -Hx )+
+ H(xﬂsyﬂ)f We beschouwen Hg(x,y) en kiezen
(xy55,) ¢ { (7)1 F(x) <G(y)§ (J=1,2; k=1,2). Nu is de
kans, dat (52,22) - met verdelingsfunctie H,- in de recht-
hoek met hoekpunten (x ,yk) ligt gelijk aan
Hy (%5555) -Hy (%55 74) -Hp (x4,57,) +H(%4, 74 ) =F (x5) -F(x,) -F(x4) +
+F(x4) = 0,
Hetzelfde geldt voor een rechthoek met hoekpunten in

{(xjy)g F(x) > G(y)} . Als F en G continu zijn en

stijgend 2), dan worden de gebieden waar F(x)< G(y) resp.
F(x)> G(y) is gescheiden door de continue kromme 2)
F(x)=G(y). Uit het bovenstaande volgt nu, dat in dit ge-
val het punt (gggzg) met kans 1 op de kromme F(x)=G(y)
ligt. Een analoge redenering geldt voor het punt (§ﬂ,yq)
met verdelingsfunctie Hﬂ. We vinden zo

Stelling 2: 2zijn F en G continu en stijgend, dan ligt het
punt %x4,¥4) met kans 1 op de kromme -
F(x)#G(y)= 1 en het punt (X,,¥,) met kans 1 op
de kromme F(x)=G(y).
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E)We beperken ons hierbij tot het gebied waar O0<F <1 en
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Opm.: voor algemenere verdelingsfuncties geldt een analoge
eigenschap; de formulering wordt dan echter veel minder
eenvoudig.
Zoals we al zagen bevat &£ altijd het element Ho(x,y)=
= F(x).G(y). Als x of y univalent is d.w.z. met kans 1
constant is, dan is H het enige element van af immers als
(bijv.) P = X } 4 is, dan is

max [F(x)+G(y)—1,0]= min [F(x),G(y)] = F(x)G(y) =

{O als x.<xo

G(y) als x> X,

dus H1=H2=HO , in ovefeenstemming met het feit, dat een paar
stochastische variabelen onafhankelijk is, als één van beiden
univalent is.

Is omgekeerd bijv. H1=Ho en is y niet univalent, dus is
er een y_ met O <G(y0)‘<1, dan geldt

F(x) < 1-G(y, ) => H (x,y,)=0 = F(x)3(y )=>F(x) = 0
F(x) z 1-G(y ) = F(x)+G(y ) -1=F(x) G(y )=>F(x)= 1,

dus x is univalent. Een sanadoge redenering geldt als H2=Ho
is, dus geldt

Stelling 3 : x of y is univalent<=H,=H <>l = HO@ Hy=

= Hy, = H.
3)

2 Correlatieco&fficienten

Analoog aan de formule

(4)  fx= - jo F(x)dx+fw{’i—F(x)}dx +)

~aD

geldt voor €x y de relatie

O - G G50 W e Cm e - G o

3) We beperken ons in het volgende tot verdelingen met een
eindig tweede moment.

L) Zie Appendix S).
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j'%G(y)—H(X,y)} dx]dy+J/jf1 -F(x)-G(y)+H(x, yl}dxdy

ey

en dus met (4)

G @ ,
(6) txy -fx Cfy-= j j[ ﬁH(x,y)-F(X)G(y)} dxdy
)
Uit (6) volgt, dat de correlatieco#fficient f gedefinieerd

(voor positieve s(x) en &(y)) door

Exy -Ext&y

s(x) ¢&(y)

groter (kleiner) wordt, als H(x,y) wordt vervangen door een
verdelingsfunctie, die voor alle x en y groter (kleiner) is.
Het is duidelijk, dat Hy de kleinste correlatiicoéfficient
P4 levert en H2 de grootste 92 Zijn H en H elementen
van &? met correlatleceéff101enten~f* en f “ dan is

H=2H + (1-A) H *¢# voor alle 0¢ A ¢ 1, terwijl voor

de correlatieco¥fficient ¢ van H geldt p= xf?+ (1—th*%

Zo leveren de verdelingsfuncties AH1+(1—AQHO alle negatieve
correlatieco&fficienten ( 2 fﬁ) en de verdelingsfuncties
XH2+(1-%JHO alle positieve (¢ fg)' Resumerend hebben we

Stelling 4 van de elementen van 5@ heeft H1 de kleinste
correlatiecc®8fficient fH en H2 de grootste
fo- I8 een ¢ gegeven met p,«p¢f, dan 1s er een
element van & met correlatieco¥fficient 2

Opm.: als een der marginale verdelingen de verdeling van een
univalente variabele isgzijn X en y onafhankelijk en
zou men pg= jz_o kunnen defini&ren. Er zijn echter,
zoals uit het vclgende zal blijken, minder triviale
voorbeelden waarbij p,> -1 en/ofifgé.ﬂ is. In het al-
gemeen wordt dus de correlatieco&fficient door het
voorschrijven van de marginale verdelingen wezenlijk
beperkt.
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Het is bekend, dat de correlatieco&fficient dan en alleen dan
1 of -1 is, als (x,y) met kans 1 op een rechte lijn (niet
evenwi jdig aan één der coBrdinaatassen) ligt. Het triviale
geval, dat x en y beide univalent zijn moeten we hierbij uit-
sluiten. Opdat fﬂ=-4 is, is het dus noodzakelijk en voldoende
dat F en G zodanig zijn, dat voor een re&le a< 0 en een reéle
b een simultane verdeling mogelijk is, waarbij y=a X + b is
met kans 1, dus dat P {x ¢x} =P {y?a;wb} is voor alle X,
d.w.z. F(x)=1-G~ (ax+b) 5). Als bijv. F=G en F symmetrisch is,
dan is aan deze voorwaarde voldaan. Analoog vindt men voor

fo =1 de voorwaarde F(x)=G@x+p) (& >0).

In het speciale geval, dat F en G continu en stijgend zijn
vinden we in overeenstémming met het bovenstaande, dat
F(x)+G(y)=1 en F(x)=G(y) rechte lijnen moeten voorstellen
(zie St. 2). We formuleren tenslotte

Stelling 5 : als F(x) en G(y) niet beide verdelingsfuncties
zijn van een univalente variabele, dan geldt:
Opdat fq=-1 is, is het noodzakelijk en voldoende
dat er re&le a <0 en b bestaan met
F(x)=1-G~ (ax+b). Opdat f,=1 is, is het nood-
zakelijk en voldoende, dat er re€le & > 0 en g
bestaan met F(x)=G( aax+ ).

3 Voorbeelden.

1) F(x) =x (0gx&1), G(y)=y (0gys1).

(x,y) ligt met
kans 1 op dik
aangegeven lijn.

Hq(x,y)=max(x+y-4so)
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Hy(x,y)=min (x,¥)

f2=1
ey )
p=0

/%

',:s. :

2) F(x)=1-e X (x20), G(y)=1-e™¥ (yz0).
y
4
Hq(x,y)gmax(ﬂ—eﬁx—e—y,o)
fq = 1- 3% = -0,645
y

Hy(x,y)= 1-max (e™*,e™y f

fo=1

3K

3) F(x)=x (0¢x¢1), G(y)=y° (0¢ye1).

H, (x,y)= max (x+y2—4,0)

-2

f1= 5 6 = —0,98

(x,y) ligt met
kans 1 op dik
aangegeven 1lijn,



| 2 (x,¥y) ligt met
Hy(x,y) = min (x,¥7) vans 1 op dik
2 aangegeven 1lijn.

fo= -5' 6 = 0,98

9 /
4)Gumbel [6] geeft de volgende klasse van verdelingsfunc-

ties (elementen van ;?)aang

(7) H (x,¥)= F(x) G(¥y) [1+a { 1-F(x)} £1—G(y)}]v(-1é a$1),

Uit (6) en (7) volgt voor de correlatiecoefficient fa

[ ET%T%%§7 _[m F(x){w-?(x)} dxqu(y){ﬂ-ﬁ(y)}dy,

”?ﬁ’uit men kan afleiden dat ﬂ fa fsag- 1ss De waarden '%p en
- 3 vorden bereikt, als F en G homogene verdelingen vocr-
Ssitelien,

Zijn F en G gestandaardizeerde normale verdelingsfuncties,
dan geeft differentiatie van (7)

. _X2+ 2
2
(8) h(x,3)= y5y BY)= e © [1+2 { 2r(x) -1

met ‘F=;% . De verdelingsdichtheid (8) geeft een voorbeeld
van een niet-normale verdeling met normale marginale ver-
delingen. Een ander voorbeeld hiervan levert de verdelings-
. P+ ‘
functie ;j:ﬁgp - waarbij het punt (x,y) met kans 1 op het
. 2 .2
1lijnenpaar X =y =0 ligt.

5) Door Runnenburg en Steutel i?] worden voor het geval F=G
verdelingsfuncties van de gedaante

(9) H(x,y)=A(x) B(y)+ C(x) D(y)

beschouwd.
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Omdat de verdelingsfuncties (7) een deelklasse vormen van de
klasse, die door (9) wordt aangegeven is het duidelijk, dat
met de functies (9) hogere correlaties kunnen worden be-
reikt dan met de functies van Gumbel. Zo vindt men voor de
functies (9) als uiterste correlatieco&fficienten bij de
marginale verdelingen uit de voorbeelden 1) en 2) -3/4 en
3/4 resp. 0,648 en -0,480. De functies van Gumbel hebben
het voordeel van hun bijzonder eenvoudige gedaante.

Appendix

a) Volledigheidshalve geven we hier een definitie van het
begrip verdelingsfunctie (in n variabelen):

een re&le functie H(xq,..,,xn) is dan en slechts dan een
verdelingsfunctie, als de volgende voorwaarden vervuld zijn:

1) H is continu van rechts, d.w.z. lim H(x1+é1,...,xn+ﬁn)=
440, .. 40
n
- EE(X,',-..,Xn).

2) lim H(xq,...,xn)=0 (i=1,2,...,n)

X - -

%) 1lim H(xq,.,,,xn)f?°
X4 ® .. X b 00

4) voor alle % <a, & bi< © geldt
H(bq,.,.,bn)—={H(a1,b2,a,.bn)+..,+H(b1,.,.,bn_1,an)%
+.a.+(—)nH(aﬂ,.,.,an) > 0.

Voor n=2 wordt voorwaarde 4) dus H(bq,bg)—H(aq,bg)-H(bqga2)+

+H(a1,a2) z 0.
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b) Voor differentieerbare F(x) geldt &x = I,+ I, , waarin

[¢] [+9)
I,,=“£) x F'(x) dx en I, -] x F'(x)dx . Nu is

i,'-:lim { igx F'(x) dx;% = lim i[x F(x)] i/F(x)dx =

T < 0o

- fF(x)éx,

omdat lim T F(-T) =,%im T./DF (x)dx ¢lim —J}x F (x)=0
is, als g; bestaat. Analoog bewijst men dat 12 Jq1 -F (xZ}dx,
zodat &x = j? F(x)dx + ]n{ﬂ F(x)} dx.

In het algemene geval bewijst men (4) evenals (5) metxbehulp
van de stelling van Fubini Dbijv.: Ig‘p/X dF(x)= e/ ‘/ dy dr(x)=
8

= Jﬁ/ dF(X) dy = /{4 F(Y)} dy.
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