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Colloquium Waarschijrlijkheidsrekening
c.l.v, Prof.Dr. J.Th. Runnenburg

1063/64

Random walk problemen

Literatuur: Kemperman, The passage problem for a stationary
Markov chain, speciaal blz 44-47, Univ. of Chicago Press,
1961,

Beschouw

(1) S.= 5,7X

ﬂ+§2+°"+£n (n=0,1,2,...)

met onderling onafhankelijke stochastische variabelen
S5,:%qsXpse-. €N gelijkverdeelde XqsX55.0. mel

®
(2) P{§n:j}=pj, j35a3p°=4°

Ook 5, neemt per definitie slechts gehele waarden aan. Voor
|w|=1 voeren we in

def n X 3
() ‘-’/(Wj = Ew = J“—*Z(Dpa w,
zodat
(4) @ = 3= p (M)
{‘f’ w } - j=-oopj w
voor n = 0,1,2,... met
(n) P{x,+...+x =]} als n3»1,
(5) pj‘ ) ) als n =20
jo L = °

In feite hebben we hier te doen met een speciale statio-
naire Markov keten:

( =4 = s — e, -3 3
(6) P{§n J ‘ﬁo R §n-2 n-n’Zn-q l}

=P{§n=j'§nF4ﬁi} Pyt
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Bovendien geldt, onafhankelijk van k geheel 20,

-1l - | _ ioile o(0)
{7) P{Sn+k = jlﬁk h l} B P{§k+1+"°+§k+n = 1}” Py-1-
Beschouw voor |z|< 1

(8) P,(z) def ;O;O p§“>zn . Fy(2) dif}(f f’gn)zn,
n=0 n="1

met (onafhankelijk van i)
(n)def . e L Cle a1
(9) £ P{§4#l+j’§2¢1+3"'“’§n—1#1+3’§n=l+J{§o"l} .

Wegens ,

(10) pgn) - P{ J[s —o Z P{s,,;ég,...,_s_if,,aéj,_sii:j en
sp=3[8,=0}= Z P{84%0, A0, 08y _1#0.84=0] 5,20},
Plages]egms) - éfﬁ;”pé“ Y

geldt voor Jj#O

_ <= _(n) = (1) (n-1)y,n
(1 Ry = 3 et = S (> £y ey )z

- > (i (n=)pny (82 b (2)F (2,

terwijl voor Jj=0

B (n)_n
(12) Po(z) =1 + gz% P, ‘'z =1+ Po(z)Fo(z)
Blijkbaar geldt dus P.(z)
_FJTET voor J#0,
(13) Fj(z) = ©
1- i voor Jj=0
Po(z

De reeks voorﬂy(w) is uniform convergent voor (w|=1,
zodat’
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1 ~k-1 . ) 3-k-1
(1) =3 |w|=1{w(w)}nw = j:;oo Eﬁfp§n w dw=
NG

Daar ’Y(W),$1 voor |w|=1, volgt voor |z|<
= (n) X 2" k-1
(15) P2) = 3 oM = 3 gE ing‘ ()} Mo E aw =

A g,
emi 1-zyw)

Voorlopig meken we de volgende veronderstelling: er bestaat

een positief geheel getal r met

(16) pJ=O voor j< -r, p_r£ 0.
Dan 1is dus

o J
(17) yw) = > p.w

J=-r Y
voor 0 £|w[<1 continu en éénwaardig, voor 0<|wlcl1 is (w)
holomorf,*) In O heeft (w) een pool van de orde r.

Lemma 1. Voor elke z met 0<|z| £1 heeft w(w) = z‘/I Juist

r wortels ?1(2), iz(z),,,., gf(z) in {w|< 1. Meervoudige
wortels dienen hierbij meervoudig geteld te worden. Er geldt
O<9§o(z)l<1 voor 1< p<4r,

_,
Bewijs: Wemens |w™ y(w){ < |w'z™ {voor |w] =1 heeft whw(w)+

r,~1 volgens de

—wrz_/l evenveel nulpunten in |w| <1 als w
stelling van Rouche ("als f(z) en g{z) binnen een contour
holomorf zijn en op en binnen de contour continu, terwijl
[f(z)}é.[g(z)g op de contour, dan hebben g(z) en f(z)+g(z)
evenveel nulpunten binnen de contour"). Omdat w' z ' als

functie van w r nulpunten in |w| <1 heeft, is dit ook het
geval met wny(w)-wrz_q. Omdat O géén nulpunt is van de

#) Complex differentiserbaar in een omgeving van elk punt
van het beschouwde (open) gebied.
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‘laatste functie, heeft ook'y%w)—z_q precies r nulpunten
in |w]<1, die ongelijk 0 zijn, en geen andere.

We kunnen voor willekeurige gehele n de pgn) invoeren
via
l °
n
ps )WJ

L

M8

(18) frof™ =
=-rn

althans voor voldoende kleine |w| >0. Voor nx0 houden we
dezelfde pgn) als voorheen.
Pk(z) kan door residuberekening verkregen worden. Er

geldt

(19) Pk(z) = (res in 0 + res in ?1+,..+res in ?r) van

f1-z pon} W ET,

met

(20) 4, (z) def res in 0 = é%{ _fhgﬁ—Z'w(w)}-qw—k-qdw=

m ) — -— — - —
£ f ey e« S
N= N=

Speciaal geldt dus

(21) Ak(z) = 0 voor k<r.

. . ) afk
Voor het residu in 53: fk(z) vinden we, als §4,§é,.,.,§
verschillend zijn

(22) res in },ﬁ = 571 f {"—Z\V(W)} —"W_k—qdw =

=Ll et » k-1
= lim (o & = - e :
w 1-2 y (W) zy' (§,)

We kunnen het bewezene aldus opsommen:
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Lemma 2. Voor elke z met 0<|z|< 1, waarbij Fq,ig,.oo,Ef

verschillend zijn, geldt
?—1{-—’!

r
(23) P (2) =4,(2) - 3 —F—— .
= ZV{\/@)
Opmerking: als |z| dicht bij O gekozen wordt, dan moet
y(w) voor een nulpunt van'w(w)— % een grote waarde aan-
nemen. Als het om voldoende kleine 4z§ gaat, volgt uit

W(W)" % = 0 de relatie p_rw—r- %»zo of

emip \Y
%;oze T jp_rz! voor 1< p<r. Alle wortels zijn dan
dus verschillend (hun volgorde is hier arbitrair gekozen).

We voeren verder in voor gehele 1 en k en niet-nega-
tieve n en A

(24) (n)(A) defP{s =k, precies A der s I -PRR

zijn Oﬁgomi}

o S
’=n

en

(25) qin)(,y gef 55? a{M ).

Als a, het aantal "stappen" is, nodig om toestand O
voor het eerst te bereiken vanuit toestand i#0 en b het
aantal stappen is, ncdig om in toestand O voor het eerst
terug te keren vanuit toestand 0, dan geldt voor i#0 en
M2

(26) TN () = > T Bfa =3 Damiqse oD, 4=
4 J +31+»=.+j/u«_=n _____ -
32133 u 3, 421,020 :J/ﬁ_,i,ﬁn::k}z

“— — 21
JotdqFFamn . (j )
. \ _
J >"’Jz‘>4 ;Jﬂ_qéq:;‘ao \\ -J/« 1}131{

Dan is
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1) = AP0 = 1 () fF @) R () -
N=

i(z)

-t e XS

het eerste en het derde 1lid zijn ook aan elkaar gelijk
voor 1i=0.

Trekken we van dit resultaat het overeenkomstige met
A+ 1.p.v. 4 af, dan volgt (met A i.p.v. «)

(28) ZQ(H)(A)zn=f_‘i~_(.E_).{1_ 1 }H P, (2)
=0 Po(2) P (2) P (2)

voor A>1. Dit resultaat is &8k correct voor i=0 .
Voorlopig nemen we

(29) r = 1.

Dan geldt voor O« |w| <1
0 .
(30) y(w) = 2 pw,
j=-1 9
terwijl de vergelijking-y(w) = % voor elke z met O<|z]<1
precies één wortel in [w| < 1 heeft, die we met § of $(z)
aangeven. De toevoeging z — ?(z) is zelfs eeneenduidig.
Altijd is § #0 en voor O«|zj<1 geldt 0<|¥(z)|<1. Met
lemma 2 volgt

k-1
—zp(n)z 'i_———’

(31) P (z) =
k 2 ‘P'(f)
zodat
-1
(32) P (2) = - 4—0 .

z v' (%)
We kunnen voor alle gehele k op grond van (31) schrij-
ven, met (32),

E



™ . -1 : 0
(n),n _ n) n s (n) n _ P ( -k
(33) ;%é p, 'z nz_k pp Yz o+ é&bpk z JS2)f .

Het rechterlid van (28 kunnen we op dit ogenblik
als functie van z en }(z) aitdrukken. Maar ook § (z) is
voor voldoende klsine |[z| een machtreeks in z, want er
geldt

. p_
(34) | ~§1 +p, + p1$ Fouo = %
of
(35) Z = 5 s

p_,'+po§+p,,$2+,..°

zodat z een holomorfe functie van }'is in een cirkel met
§=O als middelpunt. Dan is }een holomorfe functie van z
in een cirkel met z=0 als middelpunt. Tevens geldt

(36) ; 2 D _4%

voor voldoende kleine z (of §). Elke gehele macht van §
bezit dus een Laurentontwikkeling naar z in O<:|z|<8'voor
een §>0.

Lemma 3. Er geldt

(37) {?(z)}k = g%; % pE§>zn + ay
. n#o
me
k .,
(38) akdgf - 5%.1. wo ¥ (w) g
=g YO0

Dit bewijzen we door de co&ffici&nten uit de Laurentreeks
stuk voor stuk te berekenen. Voor n#0 geeft integratie
over |[z|=¢
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_ Z=¢
- -alE el en e el -
= 3 R = E s d fv) ey -
_k _(n)
= n Pk

Als n< k, n#0, dan is pEE) tengevolge van onze definities
0. Voor n=0 geldt, wegens

(40) 0 =21 =L 2y(}(2) = w(§(2) + 2 ¢ (§(2)).

¥ (2),
dat .

() e - - mrffie THEL e -

i, ¥ (3(2))

1 ¢ (%)

T
Voorbeelden

I. Neem 4=1, 120, k>0. Dan geldt volgens (27)

(42) g nen o L)
n=0 Po(z)

met volgens (31) en (32)

(43)  P_y(2) = P (2){§(2)}", P (2) = P (2){§(2)}F +

k -
- > ol n),-n
n="1

zodat
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00 _ -
(44) gz% Q§£)(1)Zn _ PO(Z>{§(Z) 1 k
:f ol ™Mb ()}t -

Q

00 : k
4 i 'h) "h i (m) m ©
2 p(p:) 2" 2 p( z > =p'.’z als i>1,
n=i-k %71 h=a K —pm o
= o0 ) k {-
s p{Ma" 5 plz Z o™z b (2)
n"—""'k =ﬂ
als i=0.
We vragen in Let bijzonder naar
(45) a0y = p{®) _ g, (M (),

zodat K
) P p{"M)p(h) 415 150 en k>0,
(46) Q. (o) ={ "

ik

0 als ik = 0.

Het resultaat Qgg)(o) = 0 voor i=0 of k=0 of beide is tri-
viaal.

II. Neem 4=1, j<0, 1<0. Met i=-1 en j=-k volgt uit (42)
en (27)
(n) _ ( (n) \n) (n)
- o{M (o)
Algemener geldt voor alle 1 en k, voor alle n>1 en
voor alle A >0

(48) Py = o2 .

Dit zien we zd: een "pad”, dat in n "stappen" van i naar k
voert, gaat in een pad met dezelfde kans van optreden over,
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dat in n stappen van -k naar -i voert, door de sprongen
van het eerste pad in omgekeerde volgorde uit te voeren.
Voorbeeld: als i< j<1l<k, dan heeft het pad, dat in 3
stappen van 1 over J over 1 naar k voert kans

pj—ipl—jpk-l' Het pad in 3 stappen van -k over -1 over -]j
naar -i heeft kans P 1P1-4Pj1° Hieruit volgt dr juist-
heid van (48).

III. Neem A=1, i3> 0, k< 0. Dan geldt

P_y(2)P (2) i@

(49) g ol (1)z" -

P (z) 2
00 .
- 2 RN
zodat
i -k
(50) a{p) (1) = 12E pln)

Kemperman geeft nog enige speciale gevallen.
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2. Keilson's benaderingswijze (eerste methode)

Literatuur: Keilson, Green's function methods for bounded
processes, speclaal blz. 19-22, Univ. of Birmingham
lecture notes 1963,

Het bestuderen van sommen

(51) 8,F Bt ST X

voor n=0, 1, 2,... 1s niets anders dan het analyseren
van een stochastisch proces met '"discrete tijdparameter".
Een reallisering van g}t proces kan voor tzO door
een trapfunctie SO+ﬁZ;.XkL(t_k) weergegeven worden,
Alleen in de equidistante punten 1, 2,...van de "tijdas"
verandert de trapfunctie van waarde. Een nauw verwant
proces wordt verkregen, door de tijdstippen waarop de
trapfunctie van waarde verandert, stochastisch te nemen,
terwlijl de oorspronkeli jke beschrijving der sprongen
gehandhaafd blijft.

Laat g(t) voor tzO een stationalr Poissonproces zijn,

zodat voor een positieve constante v geldt

n
(52) P{n(t) = n} = vt ;F (n=0, 1, 2,...).
Beschouw voor t20 t)
(53) s(t)9eh s Z
waarbilj Sor Xq5 Zose s als eerder onafhankelljke stochas-

tische variabelen zijn, dle slechts gehele waarden aan-

nemen, en de X, alle dezelfde verdelingsfunctie bezitten met

(54) py= P{zna]} ; Z py=".

J=-00
Het Poissonproces is onafhankelil jk van de S5 X495 Eose s
zodat s(t) voor t2 0O een welgedeflnleerd stochastisch

proces is, met! oontlnue tlgdparameter
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Keilson heeft zich voornamelljk met s(t) bezigge-
houden, zonder zich veel om 5, te bekommeren, Bij het
onderzoeken van een samengestelde functie h(x)=f(g(x)
kan het verstandig zljn, als we met vrij ingewikkelde
f en g te doen hebben, h rechtstreeks te onderzoeken.
Maar als de eigenschappen van f en g bekend zijn en
bijvoorbeeld g vrijwel triviaal 1s, dan kan de studie
van h beter gezien worden als de studle van f met een
kleine complicatie. Op grond van wat Kemperman gedaan
heeft, kunnen we dan ook tal van resultaten van Keilson
afleiden en soms eenvoudiger formuleren. Om het contact
tussen de verschillende behaderingswijzen duideli jk te
laten uitkomen, geven we nu eerst enige door Keilson
berekende grootheden, zoals die ult Kemperman's resul-
taten volgen.

Voer in voor alle gehele 1 en k en alle tz20
(55)  Cq() € p{s(t)=k | s(0)1},

dan geldt wegens (53)

(56) o f0)= 2 ot e-'»t@g\n

en voldoet

# defs
(57)  Cp_s(%) ‘e;fe_TtCk_i(t)dt (Rets 0)
0

aan
(58) of ()= 5 plf) () - b (%)
2 k-1'"/7 V4T nEp Pr-1 (v+"r; ) T ovtT k-i‘v+t/”

Als eerder beperken we onsg tot pjfs, die voldoen aan

(59) pj=O voor j < - ﬂ,vp_1$(l



13

A, Neem i< O, Voor k<O en t 2 0 voeren we in

(690) Pik(t) def P{g(t)=k enymax. é(u)<‘01_§(0)=i} .

Dan geldt

(61) Pikm:% @.<“>(o)e“"t(%,E>n
n=0 :
Met (48) en (46) volgt

€9) 1 n
9% (F, s e g

(62) Byl

Laat vy de tijd zijn, nodlg om voor het eerst een
niet~-negatieve toesgtand te bereiken, als het proces op

tijdstip O in toestand 1< 0O begint, zodat

O<tg v

(63) %@§v}={3t E(t)?()IEKO):i}'

Dan geldt voor

1 — 1
analoog aan (72)
. -1 @
(65) v, (t)=v kZ.OO ;L;O Py (E)D, .

B. Neem 1> 0O, Voor k>0 en tz» O voeren we 1in

def

o

(66) P, (t) P{s(t)=k enggip.e(u)> 0] s(0)=1} .

ik(

Dan geldt (61) ook voor deze Pik(t) en volgtq) met (46)

. & k i ~-h n+h) -vt (pt)"
(67)_ Fyl®)= 2 (2 g oy eld e L)
1) In feite geldt Pik(t)=P_k _i(t), analoog aan(48).
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Laat Us de tijd zijn, nodig om voor het eerst een
niet-positieve toestand te bereiken, als het proces op
tijdstip O in toestand 1 begint, zodat
0st< u
(68) {u; ¢ u} ={ 3, s(t)=0| g(0)=t} .
Dan geldt voor
def
( e
(69) U (t) °2 P{uist}
analoog aan (72) en met gebruik van (61)
H

D
(70) Uy (t)= v P (t)p_,= Vp_1§: Qgﬁ)(o)e"

Met (67) volgt

(17) 0, (00 vp g B e ) el T e )
- % iqu) _Vt(%)i £ ot}

Keilson geeft voor geval A een met (62) vergelijk-
baar antwoord en (65), voor geval B geeft hij (71).
Echter ontbreekt in de gegeven afleidingen de "Keilson-
filosofie". We keren daarom terug tot (53) voor een
rechtstreekse studie van sg(t) voor t 3z O.

Voor Ck_i(t)=P{_g(t)=kls(0)=i}gelden a4 +a Feller

de relaties

K+
(72) Gk_i(t+dt)=(1~ vdt)ck_i(t)+udt¥§;m Ch_i(t)pk_ﬁo(dt),
zodat
d k+7
(73) g& Cp-{t)=-ve s (t)+y hg_oopk_hch_i(t) (i en k geheel).

Bij vaste 1 geeft (56) de enige rij functies {Ck_i(t)} s
die aan (73) voldoet met Ck—i(O)ZJik en die bestaat uit
voor alle t7 O differentieerbare, niet-negatieve, tot -

sommerende functies, Dit kunnen we als volgt inzlen:
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Voer in voor t3 0 en |w]|="

(74) ol defz L8
kz—w
Dan voldoet

(15) e feTotumar (mev>0)
o)

volgens (73) aan

76 T+v)e (T, w)- > = 1,
(16)  (3+v) ‘”)h‘ikz:h o0 (T)

zodat volgt

“ 1
(77) C (.U W) 'c+v_.yw( ))
in overeenstemming met (56).
Als nu
(78)  a, %&F p{s(0)=1},
dan voldoet
def &~
(79) D, (t)“E P{_s_(t)=k}=i§_w Cy-1(tlay
aan
(80) '%tDk(t) = -v¥D (t) +l'§f SO (t) (k geheel).
h=-w
Met
o0
(81)  D(t,w) 2. D () (t30, {w]=1)
k=0
en
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volgt analoog voor elke geschikte rij { Dk(t)} , die aan

(80) voldoet met Dk(O)=qk

1

k
T+Y -vy(w) k .

W

™s
8

(83)  D(v,w)= a,

De door (79) gegeven D, (t)'s, lineaire combinaties der

1

Cj(t)is, vormen dus de énige oplossing van (80) met voor

ons interessante functies (niet negatief, differentiedr-
baar, enz.), want (79) is equivalent met (83).

A, Neem i< O. Beschouw voor k < O en t2 0

(84) P, (t) "€ P {s(t)=k engpaz.s(u)< 0 | 5(0)=1}.
Nu geldt
K+
thhg;a) P (t)p, _*
(85) Pik(t+dt)=(1—vdt)Pik(t)+ +o(dt) (k< -1),
K
vdtﬂzza) Pin(E)py*

+o(dt) (k=-1),

zodat

1
P, (t)= - P, (t)+¥ %:
£

(86) L(B) +

a o P
) k- h 1

vdJd P, (t) (k<0).

k+1,0 P-1710

Hoewel Pio(t) in (86) niet werkelijk optreedt, blijkt
uit (84) dat Pio(t)=O moet gelden. Voor vaste 1 geeft
(86) met de extra conditie

(87)  P,o(t) =0 (t%0)

een deel van het stelsel (80).
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Het is niet uitgesloten, dat de door ons voor vaste 1< 0
en willekeurige k < O gezochte Pik(t) aangevuld kunnen
worden tot een voor alle gehele k gedefinigerde rij
functies {Pik(t)} , die aan (80) voldoet en waarvoor
(87) geldt. Sterker nog: een oplossing van (86), die
aan (87) voldoet en uit functies met de gewenste eigen-
schappen bestaat, kan gebrulkt worden om een oplossing
van (80) te construeren met eigenschap (87). Wellicht
kan de door ons gezochte rij functies ook als rij van
linealre combinaties der Cj(t) geschreven worden. Hoe
kunnen we dit nagaan? Er blijken tal van bruikbare
identiteiten te bestaan, die we eersf afleiden.

Uit definitie (74) volgt voor O< |w|<€1ent >0

(89) 2=y KO, (6)n = 281

- ytk_g-:-oo hg;oo (k"h)pk-hch(t)Wk_1
of
(90) kC, (t) =vt h;m(k—h)pk_hch(t) (k geheel).
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Verder geldt voor elk natuurlijk getal m met voor O<]w}<1

convergerende reeksen

(97) kgg e nht) o, (6)w T =
=h§: %h(t)wh 1 Z: Qj - i'V(W)} Egigﬁﬂl

-t 2 2 (ken)py e (o)

of
2 = (m+1)
> (m) YR > ke
(92)  So PPeln Cn(P)= 559 nfmoe (k-DIpy, Oplt
(k geheel).
Uit (90) volgt met k=0
>
(93) O=h=,q3 hph C_h(t):
zodat met
[e4]
: hp c.(t)
el = Z. ~4-ﬁ' [® L )=~ k‘4
(94’} P”':;k(t) h=—CO p#/} Jk~h<u) ""—‘1'_:5”——: (k geheel)

een oplossing van (86) is gevonden, die aan (87) voldoet

en waarvooer

S



-19-

| o
(95) g p(0) = -5 = dy 0 (k<O)

geldt. Is dit nu de gezochte rij functies?
Om te controleren of P_, (t) voor k€0 en t>0 aan
het stelsel (86) voldoet, behoeven we slechts na te gaan,

PN T T O S k Ck(t)
of dit met — het geval is. Dit blijkt zo te zijn

(gebruik 73)).

Is P-ﬂk(t) nu de gezochte kans? Dit kunnen we
nagaan, door te onderzoeken of het gevonden resultaat
overeenstemt met de in (62) gegeven uitkomst. Dat is in-
derdaad het geval (gebruik (48) en (46)).

Het is onbevredigend voor de controle van Keilson's
ultkomsten die van Kemperman te moeten aanvullen. Dit
is echter altijd nog beter dan dat géén controle mogelijk
is. We zien verder van deze controle af. |

Keilson vindt P (t) voor ig-2 door alle speciale
gevallen van (90) en (92) met k=0 en mg-i-1 te combine-
‘ren. Dit geeft -i lineaire vergelijkingen voor de
-i"onbekenden" cﬂ(t), Cg(t),..., c_i(t) als alle

1(t) oo (t),... als "bekenden" worden opgevat en wel

®
6 h (m) t) =0 (0€msg -i-1
(96) hgioa Py Cplt) (0 ¢ me -1-1)

of
p_1C1 (t)'—'pqc_q (t)+2p2C~2(t)+o ° o

(97)2p_p Ple, (t)+p_y Bloq (1)=p, Bl _ (6142082 c_, (£)+.

(-1)p!~H) .(t)+.;.+pfﬁi)64£t)#p§“i)g1(t)+2p§'i)c_2(t)+a..

(1) _(p )™ £ 0 1s, kan ¢_ () 1n C_y(t), C_,(t),...
uitgedrukt worden.

Daar p:.L
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De relaties

@ , .
hebben we Jjuist nodig, want voor vaste i< 0 voert
de keus '
o8]
(99) Pipe(t) = Cp_;(8) - ?:_‘4 %3 Cpog(t)  (k geheel)

tot een rij functies, die aan (80) en (87) voldoet
met Pio(ﬁ) =0 voor t 2 O en

®
Pik(o) =Jk-i - 52;:4 % Jk—J =Jk-i voor k< 0. We heb-

ben reeds gevonden
. ip.
R U5 | _
(100) %_q,3 P (J=152,444).

Wegens (58) volgt uit (98)

101) LA Y v_ %% P (=) i < 0)
( v+t -1 G=) = = o %3 T-3\Urm (1<
of
foe v
(102) P~i(z) = Eéa “ij P_J(z) (1<0 en |z|<1).

Met Kemperman's benaderingswijze, speciaal lemma 2

(zie (23)), volgt

| -1
(-h) _-h 1 1 J+1
10 = !
(103) éé% Py 2+ ZW;(3)3—1+1 zy (?) ;z% “13 §
of
, 09 j-1 1 - —h) ~-h+1 t
(0h) 2 g5 s — + 2oe g My -

1 =1 (-n
- p{ U ).
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Nu is wegens (4)

-1 -1 ™
(-n)d 1, (P gy (), g1

(105) h; B Py {V(;)} h; j=Z p Py Jpyl )53

zodat
S p (), ()

(106) “ g =1 Z B (1< 0 en 3>0).
Met i = -1 vinden we (100) terug. Tevens hebben we
aangetoond

-1 p (h)p () -1 als J=i, 1<0

(107) 2 = 24 ={ |

h=1 0 als i,3< 0, J#i.

Het rechterlid in (104) bezit volgens de gegeven af-
leiding een machtreeksontwikkeling naar ?. Gebruik -
- makend van de definitie vanlAk(z) in (20) kan men

bewijzen
-1
(=h) h-1 .,
(108) + hé Py AW} w(g) =
W = e v' (%) dw (i< 0),
oni 'Wl=1 W 'T+'1{‘F(?) W(W\

het rechterlid geeft een machtreeks in bij reeks-
ontwikkeing der integrand naar machten van'y(w) en
term voor term integratie (en bevestigt het voor-
gaande: in het bijzonder is bliJjkbaar de overgang van
(98) naar (101) verantwoord).

Het is mogelijk, de identiteiten in (96) te ver-
vangen door equivalente relaties voor het oorspronke-
1ijke proces met discrete tijdparameter. Een analuvge
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bewijsmethode levert

(109) fﬁ h p_ (m) ph(ﬁ) =0 (m,n = 0,1,2,...).

h= -0
Ook volgt (109) uit (96) door na vermenigvuldiging

met th de coefficient van (vt n in linker- en
n.
rechterlid te bepalen.

Gevonden is nu (vergelijk met (62))
4 g (M) 1()
(110) Py (8) = ¢, () ,2; AZ; G5 (t)

(1<0, ks 0)

Hetblijkt dus mogelijk de Pik(t) als lineaire com-
binatie der C.(t) te schrijven en wel van

ck_i(t), Ck-q(t)’ Ck_g(t)"" met alleen van i

(de uitgangstoestand) afhankelijke co&ffici&nten.

- oA, -
massa ij J

massa - oL,  =—>» 2
i2

—> 1

massa - ®
i1

=i
"
massa 1 -3 i

De kansen Pik(t) (met vaste i< 0, willekeurige k € 0)
worden dus gegenereerd door op t = 0 met massa 1 van-
uit i, met massa - uij vanuit j = 1,2,... hgt "onbe-
perkte" proces met overgangswhn Ck_i(t) = P{g(t) =

= k‘§(0) = ipr te laten starten en op tijdstip t voor
de verschillende toestanden met k = 0 het effect van
al deze processen op te tellen.
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In (94) zagen we, dat P_yuft)in Ck(t) kan worden
uitgedrukt. Analoog maar moeizamer kunnen we alge-
menere relaties vinden. Zo geldt

[ -P_4 (%) ( -1y Cp(t)
—x— =7? 5t
-P_, () i} Cye (t) c, (t)
(111) { —F— = (5} Dipd™)y o apf” 2)(v i) ST
-P_, (%) i} _ Cpe (t)
L‘“:EE-'* = (pé )+pé )+p§ 3)) +
(-2) 14, &) 2 ¢ (%)
+(Py 2p33)5 (7 3% vt pé 2 I3 d‘c) ve

Het vermoeden ligt nu voor de hand, dat Pik(t) alleen
in Ck(t) kan worden uitgedrukt. Dit blijkt Jjuist te
zijn, zoals uit de volgende afleiding blijkt. Er
geldt voor O < |Ww|<1, elke t > O en h % 1

Q0 Q@
(112) evt kz@ jz@ 3 (h)ck J(t)wk-’l _

QO . ® .
- et > 3 pgh) W'J"’T > Ci(t)wéz
=-00

i=-
_ evty(w)d br( ﬁ' thV(W){w(w)}h

—vey ()| ()} VTV

h h
-5 GE Y e G e Y

1 a.\b £ 1a.Pa YW
G R R U

< -4 a0t 1 g m e To )
= k;g;p k w Q;’EE) e Ck(t) - t(;'ag) _-__g_;ag,
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zodat
11 S 3pMg (ke A4 >h Yo (1)
( 5) J_- j p Ck_j = e (V dt e Ck +
h e’tc (t)
1 4 k
- 55 ) t T

oVt -3 J ¢ (t)
T (\JE (h)((dt) teyt)((éit "I'CE"")"'

& h-j J C (t)
-2 G (@ N —-a-:--))

31 hj)ddc(t)_

il

h

k h h-j h-
-2 v h-

5 ng("’), (v s (n-g)

3 0 (6)
=k h Z G g e

Nu geldt verder wegens (107)

(-h)(h)
-1 -1 p. C, _ (t)
zodat voor i< 0, k€0 en alle t30 volgt
i (-h)_(h)
J p_ P
(15) Pyye(0)= - Z ; L ¢, () _

I -1 h-1 (h—q) (_h)(1 il )J Ck(t) _

B f=o 9 + v dt Ve

-i-1 -i J c, (%)
_ h-1 (-h),1 4 K
= =0 n=j+1 I Jra T E) R

Uit dit resultaat kan (62) teruggevonden worden.
Met (110), (113) en (114) volgt, door invullen van
(56)



-1 p_g-h) X _(h)
(116) P, (%) =—%1 — jZ-OO IRy Ceyl®) =
_ (-h) h
R G AR
vt
e C (t)
-t (;} aclt'>h tk )=
-ip (-h)

il
|
by
jay
AN
|
|._J
jny
0]
|
<
3
M
TR
St
| 5
!
=l
ol
N
ja
rﬂ*—\
T
o}
Sl
jay
I

o0 -1 p_; , B m
=’k§:Z i k th_(im?_l__

De gevonden relaties voor Pik(t) blijken dus alle
Julist te zijn.
Keilson geeft verder Vi'(t) als in (65).

B. Neem 1) O. Beschouw voor k> O en t3 O

def
) °=

(117) Py (t P{_s_(t) = k en min s(u)9;i.0|_§_(0)=i}.

ogugt

Deze kans wordt door Keilson niet berekend bij deze
methode. HijJ beschouwt slechts problemen, die tot
een stelsel (80) met extra conditie zijn terug te

brengen, terwijl deze Pik(t) voldoen aan

K+

d
(118) g% Py (t) = -vE; (t) +¥ h; Pp_p Pip(t) (k>»0).
voor elke vaste 1> O met
(119) Pul0) =6y (k70).

Uit Kemperman's relatie (48) volgt echter met (61)

(120) Pu(8) = Py (8),
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zodat door ons thans bewezen is (zie (110))

Hier wordt Pio(t) niet door 121 gegeven, want C_i(t)§é0.
Tevens is de "spiegelpuntenirelatie uit de figuur op blz.
22 verloren gegaan. 0ok geldt op grond van (120) en (115)

k=1 kg (- j G, (t)
(122) Py (b)) =1 = hzggq(hji)pé h) (@4 2 L

(1> 0, k>0).

Keilson geeft in dit geval alleen de kansdichtheid
Ui(t) van u,, de tijd, nodig om vanuit toestand 1) O op
tijdstip O voor het eerst toestand O te bereiken. Hij gaat
daarbij als volgt te werk. Voor i> O geldt

(123) U (t+dt) = U (dt) + Y P, (dt) U (t) + o (dt),
=1

zodat

(124) U%(t) - Ui(o) - 2 Pék(o) U (t)

met (volgens (118))

k+1
!
(125) P, (0) = -yP,, (0) +vg; P _pFin(0) =
K+] y
= -y4,, *VY P _
ik = k-h “ih

Tevens geldt

&

(126) U,(dt) =vdt p_, 6,



= - T,
(116) Py (t) = —%] 5 j:;oo 3oy e y(t) =
-4 ("h) h
=-k§ p_ih eth((éa@t') L VE 6 () +
vt
e C, (t)
-t (3 g%)h tk )
-h)
_ -1 p_ —Vt vt n-h (n) n
S b L Al
L S p_g—h)p£m+h) vt (ye)n
R ek T cooTmr

De gevonden relaties voor Pik(t) blijken dus alle
julst te zijn.
Keilson geeft verder Vi'(t) als in (65).

B. Neem 1) O. Beschouw voor k> O en t» O

(117) Pik(t)-dgf P[é(t) = k en O?i?t g(u);:o|§(o)=i},

Deze kans wordt door Kellson niet berekend bij deze
methode, HiJj beschouwt slechts problemen, die tot
een stelsel (80) met extra conditie zijn terug te

brengen, terwijl deze P,. (t) voldoen aan

11
K+

(118) 53 Py, (£) = -vBy, (£) + T P Fapl®) (k>0)

voor elke vaste 1 O met
(119) P (0) =6, (k >0).
Uit Kemperman's relatie (48) volgt echter met (61)

(120) P () = P (%),
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zodat door ons thans bewezen is (zie (110))

(121) Py, (£) = C_,(t) - ;g% 2 T C_y_4(t)

(1> 0, k> 0).

Hier wordt Pio(t) niet door 121 gegeven, want C_i(t)géO.
Tevens is de '"spiegelpuntenirelatie uit de figuur op blz.
22 verloren gegaan. 0ok geldt op grond van (120) en (115)

-

- k .
(122) Py (t) =1 o hzg;q(hgi)pé—h) (3'§%> S

.
Il

(1> 0, k>0).

Keilson geeft in dit geval alleen de kansdichtheid
Ui(t) van u,, de tijd, nodig om vanult toestand 1} O op
tijdstip O voor het eerst toestand O te bereiken. Hij gaat
daarbij als volgt te werk. Voor 1> 0 geldt

€9
(123) U (t+dt) = U, (dt) + ;E% P, (dt) U (t) + o (dt),
zodat
1 1 !

(124) U, (t) = U,(0) + P P, (0) U (%)
met (volgens (118))

. k+1
(125) P;, (0) = -yP,, (O) +vg;; e _pFip(0) =

K+ ;
= Vo Y L P fun

Tevens geldt
(126) U,(at) =vdt o_, 6, , en U, (0) = O,
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zodat
]
Dan 1is
| > (5) v 5 5 (5)
(128) U.(t) =¥Yp 6., -V §.. U (t) + P, . 6., T (¢t
-111 K= ik "k K= ho1 k-h ihk
00 .
=VD_48;, - VU (L) +¥Y 3 oy U(t) -V 4 o p_ Uy(t),

Verwissel 1 en k en vervang 'k door -k. Dan geldt voor k<O

"

! D 1 !
(130) U_,(t) = -vU_,(¢t) +v.§:: D3 Ui(t)—\ﬁk+1’op_1 Ug(t)=

. k+1 ' 1
= -VU_.(t) +vh=—oo Py, U_p(t) “Y8 11,0 P

Uit de definitlie van u, volgt P{EO = O} = 1. Dus 1is
(131) Ug(t) = 0 voor alle t3 0,
als in t = O de rechter-afgeleide wordt beschouwd zoals

ook in (124) is gedaan. Blijkens (130) en (131) voldoet
(132) P (t) def U

aan dezelfde vergeliljkingen (86) en (87) als Pik(t). Daarom
geldt voor alle t

(133) Pk(t) =Vp_1 P_q’k(t) (k&O),

daar dit juist is voor t = O volgens (127). Met (94)
volgt
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! k
(134) v_ (t) = -V hzzgjhph Coplt) = - £ C (t) (ksg0).
In de relatie
(135) vt p_, P_q,k(t) = -k Ck(t)

kan men (61) in het linkerlid en (56) in het rechterlid
substitueren. Gelijkstellen van de coefficienten van (vt)"
leidt tot een versie van (46) met k = 1, 1 = -k, zle ook

(48). Tenslotte wordt nog afgeleid:

t Cc_,(u)
(136) Py (t) =cp ,(t) -1 /o (t-u) —=—au (1, k>0).
O

Wanneer een proces met discrete stappen langs de t-as zich
van toestand i naar toestand k beweegt, wordt daarbij 4f

de as nooit bereikt &f het proces gaat zonder de as te ra-
ken in h stappen naar toestand 1, vandaar één stap omlaag

en in n-h-1 stappen van O naar k:

1
) _ 4ln g (n-n-1)
i = Qik M 0 Q ) P_q Py .

Onder substitutie van

g
sy LB L R ey
° O
. n-h-1
_ (yu)? v (t-u)l
=Y {: bt (oono): M

wordt (137) met e_vt Liﬁl— vermenigvuldigd en over n ge-

sommeerd, waardoor met (56) en (61) volgt

. |
(139) ¢, _;(t) =By (t) + [ Py (u) vp_, C (t-u) du.
0]
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Door toepassen van (48) en (135) op de integrand ontstaat
(136). Men kan dit resultaat interpreteren als een com-

pensatie op de horizontale as. Dit wordt verder toege-

licht in paragraaf 5.

3. Numerieke beschouwingen.

We geven nu een paar voorbeelden van Keilson's com-

pensatiestechniek. Nog steeds beschouwen we sommen

(140) 8, =8g t Xyt ... X (n =0,1,2,...)

met onderlihg onafhankeli jke stochastische variabelen

., waarblj x allen dezelfde verde-

.§O’ 22/]’ 5.2"' 1, _:}_(_2,...
ling bezitten. In deze paragraaf beperken we ons tot het

speclale geval

(141) .
def j} _ p als J = r2

Py = P{ £y T a als j

I
1
B3

waarblj r, en Ty natuurlijke getallen zijn en p+qgq=1 is.

1
Voor 1 nemen we een vast geheel getal.

Geval I. Neem

(142) r, =r, =1 en 1< 0.
Er geldt

i n-j

(143)  P{s =1i-n+23} = (}) p'q (0g j¢n).

Als eerder vragen we naar

(144) P{_s_,]<O, 85¢<0,...,8, 4K 0, §n>0|§_o=i}.

&
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Iets algemener berekenen we voor elke j< O

(145) P{5.<0, 5,<0,...,8 ,<0, 5.=1]|8,=1} =

s s x ¢
=c (1,§) pa’.

Het is eenvoudlg in te zlen, dat cn(i,j) niet van p of g

afhangt: cn(i,j) is het aantal verschillende paden
(sq, 52,...,sn), dat aan de gestelde conditie voldoet. Er
geldt
als Ii—j' en n niet dezelfde pari-
(146) e, (1,3) =0 { teit hebben,
als Ii—jl) n.

In de overblilijvende gevallen heeft elk pad dezelfde kans
p“q*, waarbij « het aantal positieve getallen onder .-

b'd ca Xy is en @ het aantal negatieve. Dus

(-t

(147) x — j—é+n , P = —jgi+n .

Nu is cn(i,j) nog onbekend voor ]i—jlg n, in die gevallen
waarin li—jl en n dezelfde pariteit bezitten. We beperken
ons tot gig_on(i,j). Er is alleen een probleem als i1+n > O.
Voor i=-3 vinden we in fig.1 voor cn(i,j) de waarden onder
de horizontale n=as geschreven bij de juiste n en j. Zo
is\cB(—B,—M) = 10. De getallen cn(i,j) voldoen aan

(48)  cpq(1,3) = e (1,3-1)+c (1,5+1),
als we bepalen

(149) c (1,0) = O.

n
Er geldt dus julst de optelregel van de driehoek van Pascal,

behoudens op de n-as.
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-]
-1 -4
- -3 ' -0
-1 -2 —@ -19
- -3 -9" -28
- -3 -9 -28
] _ 0 0 0 0
i 3 9 28
1 3 9 28
1 2 6 -19
g 3 10
1 4 fig.1
!

De optelregel geldt zonder beperking, als we in -1 op de
verticale as -1 plaatsen en behalve in 1 en -1 in alle
punten op die as met gehele cobrdinaat de waarde 0 gezet

denken. Er is dus sprake van een spiegelingsprincipe, met

behulp waarvan de cn(i,j) gemakkelijk berekend kunnen wor-
den:
- . n . ,
(150) on(l,l—n+23) = (j) - (j+i) voor 1< 0 en 0£ j¢ n.
We nemen hierbilj
n, def
(151) (F) &

Wat komt er van dit splegelingsprincipe terecht in alge-

0 voor n geheel » 0 en k geheel € O,

mener gevallen?
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Geval II. Neem

(152) r,="1r,=2en 1<0.
Voor 1 = -1 vinden we fig.2, voor 1 = -2 fig.3.
-? -2
-5 -
-2 -8 -p -8
-3 -10 -3 -10
2 - -1 -3 -10
» -2 -:1 -2 -7
0 0 ¢ Y 0 0
1 1 3 1 3
1 2 7 L 2 (
1 3 1 3
1 4 1 }
1 1
1 fig.2 1 flg.3

Als eerder geven de getallen beneden de horizontale as
het aantal verschillende paden aan, die vanult 1 tot het
aangegeven punt voeren en beneden de horizontale as blij-
ven, In fig.2 is de optelregel van kracht, als we in 2

op de verticale as -2 plaatsen., Dit dienen we te contro-
leren: vanuit toestand -1 kan toestand O alleen bereikt
worden in 3n+2 stappen (n=0,1,...), Elk van de(3nT2) pa-
den die J keer in positieve richting leiden voere% vanult
-1 naar -1+2j-(3n+2-j) = 3j-3n-3. Er zijn dus (3213) pa-
den vanuit -4 in 3n+2 stappen naar 0. Het aantal soort-
gelijke paden vanuilt +2 is (3n;2). Op de as ontstaat dus

alleen massa nul als

&

(153) (30F2y = 2 (37,

n+-1 n
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Dit is inderdaad het geval.
In fig. 3 is de optelregel van kracht als we 1in 1 op
de verticale as -1 en in 4 op die as -2 plaatsen. Nu moe-
ten we bewlijzen, dat

(154) (3n+1) _ (3n+1) + D (3n+1) '

n+1 n n--1,

Dit is julst. Merk op, dat fig.3 ontstaat uit fig.2, door
in deze laatste figuur de verticale as over een afstand 1
naar rechts te verplaatsen. Doen we dit in fig.3, dan
ontstaat de bij i= -3 passende figuur. Voor i= -4 krijgen
we de figuur, door in fig.3 de verticale as over een af-
stand 2 naar rechts te verplaatsen en van het resultaat .
fig.2 getal voor getal af te trekken. Op deze wijze blijkt
alleen compensatie op de verticale as nodig in de punten
i+3, 1+46,...,-21 die boven de horizontale as liggen, als
we in 1< O op de verticale as beginnen. De juiste nume-
rieke waarde kan langs deze weg eveneens gevonden worden.
We merken nog op, dat de compenserende getallen op de
verticale as allen negatief zijn.

Steeds met r, = 1 en r, = 2 kunnen we vragen naar het
aantal paden van i» O naar i-n+2j > O, die boven de hori-
zontale as blijven. Voor i = 1 resp. 2 geven fig.4 resp.5
het antwoord. Alleen de getallen boven de as bezitten de
genoemde interpretatie. De getallen onder de as komen te-
voorschijn bilij systematische compensatie. We merken op,
dat de compenserende getallen op de verticale as nu alter-
nerend van teken ziljn en de figuren niet door verschui-
ving in elkaar overgaan. De figuur voor i = 4 ontstaat,
door in fig.5 de verticale as over een afstand 1 naar
rechts te verplaatsen en de getallen van fig.4 van de
overeenkomstige in de gewijzligde fig.5 af te trekkgn;

Voor algemene 1> O kurinen we de bijbehorende figuur.door
optellen en aftrekken vén delen van fig.4 en fig.5 ver-

krijgen. De getallen 1,2,5,14,... die in beide figuren



14

-6

fig.4

fig.5
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(afgezien van het teken langs de verticale as) voorkomen,
zijn evenals de getallen 1,3,9,... ernaast terug te vin-
den met de driehoek van Pascal door het nemen van de ver-
schillen der op één horizontaal onderstreepte getallen in
fig.6.

¥
1 1
1 2 1
\ a 3 3 1 rig.6
a 4 o 4 1
1 5 10 10 5 1
1 [ 15 20 15 6 1
N 1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 /0 56 28 8 g
1 9 36 gL 126 126 sl 36 9 1
10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
11 55 165 330 bo2 462 330 165 55 11

Hadden we deze rijen door berekening kunnen vinden? Schrijf
bo, bq, Dy, ... voor de rij -1, 1, -2, 5, =14, 42, -132,
L29,... van compenserende getallen op de verticale as in
fig.4. Schrijf ags 845 8o, -
55,... op hoogte 1 boven de horizontale as in fig.4. Uit
de theorie weten we, dat deze getallen op hoogte -1 in

voor de rij 1, 1, 3, 12,

flg.2 voorkomen., Er geldt dus

(155) an = (0) -2 (22 = O,
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We vinden door toepassen der optelregel de relaties

-b, = a

0 0
b,i = ao
—b2 = agta,
b3 = ao+4 a,
bg = ay+20 a, +7 2, ; i . 9
-bg = ao+35 a, +28 ast a3 = (6)ao+(4)a1+(2)ag+(o)a3
b7 = ao+56"a1 +84 a2+1o a3= (g)ao+(§)a1+<g)a2+(j$)a3
of
~ Emé?] s
(BT () M S (@) ey,
J=0
Dan is dus
(')m+/] b =l:m 23 m+j )(3J> 1 _
m 520 m-23°%J 7 2j+1
_ﬁ%%ﬂ (m+J) m) 4 _
T w2yl 2y
‘ g E%é?] meg . mel
(158) T ("2IN(B54q) =
- o ﬁ%?g(m*5><m+ﬂ ) =
m+1 =0 m m-2J
=5%7{coéfficient van t™ inij€§35+4(1+t)m+1
_ 1 o

= ()= (PR - PRE - (2.

Hierbij is gebruikt
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, - (D — . m . _1
(/159) —,]—l—'r‘n‘_*_/] _ Z m '] t)J - (m;:]) £
(1-t) J=0 j=0
en
m+1
k=0
Geval III. Neem
(161) r,="1,r,=3en 1<0.
Voor i= -1 vinden we fig.7.
-3
=2
-6
-B -6
-2 -5
- _?
0 0
g 1
1 2
1 3
1 fig.7
/l
/l
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Het aantal paden van -1 op de verticale as naar een punt
beneden de horizontale as, die beneden die as blijven,
staat aangegeven. De getallen op en boven de horizontale
as dienen om de optelregei algemene geldigheid te geven.
Alleen in 3 op de verticale as is -3 nodig. Er geldt
namelijk voor n2» 0

(162) (Hnt3y o 5 (43

n+-1 n

Uit fig.7 volgen ook de bij i= -2, i= -3 en i= -4 behoren-
de aantallen. Opschulven der verticale as en aftrekken
van de resulterende figuren geeft het antwoord voor ande-
re negatieve 1- waarden.

Ook hier beschouwen we vervolgens het probleem voor
1>0. In fig.8 en fig.9 staan boven de horizontale as de
bij i = 1 resp. 1 = 2 passende aantallen., We zien, dat de
compenserende getallen op de verticale as niet meer alter-
nerend zijn en het 1s nu nlet meer zo eenvoudig een alge-
mene formule’voor deze getallen aan te geven. Wel is di-
rect duildelijk, dat de compenserende getallen op de ver-
ticale as bestaan. De getallen 1, 1, 4,°22,... op hoogte
1 boven de horizonta}e as in fig.8, genoteerd: 8ns 845 8ps
a3’“”" vinden we terug in fig.7 op hoogte -1. Er geldt

dus
_ bin bn 1 4n

(163) ap = () =3 (429) =307 ().
De compenserende getallen in de roosterpunten (0,-3),
(0,-7), (0,-11), (0,-15),... op de verticale as geven we
aan met bO’ bq, b2,.. Nu blijkt

by = 2 by =23y - 5y

-b2 = ao —b6 = ao - 35 aq + a5

b3 =ay - a, b7 =ag - 70 a,i + 9 ay

’ —b8 =ay - 126 a, + 45 a,
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]
1 2
1 2
? :
k 1 ! 2
0 0
0 0 : 0
0 0 0 0
! .t -1 -2
0 0
0 0 0 0
-1 - -2
g .1 ? e
0 0
_:] ‘?
2 4
! -] -] -2
-] -2
; :
-3 4 -§
3 -]
: :
-6 -12
' 9
-10 -20
& -29
fig.8 fig.9
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of algemeen

o = (D) 8 - (553 ay + (P*8) ey - ...} =

[1/3] :
n+1 n+
(PTG () ey

n+1 [i%g n+j )j 1 (43) _
n 3J 33+1 2]

o B J
_ +1 n+ n (-)

\n+1 [n/3 .
- =L ;j(“?) (3314) (=)

J:O n—BJ
.g___l_-*-/l n g n+1
= A { cogfficient van € 1in T4 (1+t) =
(1+t7)

1
= (1-t+g2)nt }

Deze uitdrukking voor b 1is minder handelbaar dan (158):

het berekenen van de compenserende getallen op de ver-

ticale as is nu niet zo eenvoudig. .

Geval IV, Neem

(166) r, =2, =3 en 1< 0.

To
We beschouwen slechts 1= -1, Compensatie op de verticale
as geeft fig.10. Het analoge probleem met 1 = 1 geeft bij

compensatle op de verticale as fig.11. In fig.10 1s de
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-5
-5 .
-§ §
0 :
_"7 5
-1 2
-7 1 7
-1 2
-1 -5 1 7
0 o 2
0 0 . 0
2 0 0
4 0
! 2 B o
2 4 -2
1 ? ’
3 -7 -7
: -2
4 ]
. o
-2
1 2 '
-3
fig.10 3 fig.11
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optelregel alleen van kracht als we door compensatie
bereiken dat zowel op de as als op hoogte 1 Boven de as
uitsluitend nullen voorkomen, in fig.11 is zelfs een
barriére van drie rijen nullen nodig. In het algemeen
geldt in elke situatie met p_3 # 0 en p—j = 0 voor J »3,
dat drie rijen nullen (op de as en op hoogten 1 en 2 er-
boven) nodig en voldoende zijn om de getallen onder de as
met de optelregel te kunnen bepalen.

We kunnen onze eisen voor fig.10 ook zdé formuleren:
op elke 1lijn met richtingscoefficignt -2 (dus evenwijdig
aan de rij énen die begint in i= -1) moet op of direct
boven de as een nul staan. In figuur 11 vindt men deze nul
op of direct onder de as op elke 1lijn met richtingscosffi-
cient 2 (evenwijdig aan de rij énen door 1 = 1). Het is
duidelijk dat de compenserende getallen op de verticale
as nu nog moellljker te bepalen zijn. Het werken met gene-

rerende functies 1lijkt hiler geen resultaat te geven.
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4, Toelichting op de compensatiemethode

Hoe kunnen we het succes van de compensatiemethode
verklaren? Dit doen we aan de hand van een voorbeeld met
met als enige beperkingen

(167) P, =0 voor k <-2 en p_Q#o,
We gaan er als steeds van uit, dat
(168) Pr e P{gn h/s, k}

voor alle gehele n2>20, k en h bekend is. Er geldt voor
positieve k en h

(169) p{")= Z Poghr 2of {0z, # 0,2 -0/5 2

gggp{s =h,s,¢ {0, i},...,si £ o, =1/5 i +a P

=§§% a(i) (n i), 1 (i) é211)+ qén% )

waarbij we als afkortingen gebruikten
i -~
a( )=Pt§""]¢ {03_1}’00-, S €{O 1

s

. =i

(170) lfl)—P{_§1¢ {O: "'1}' 9000y __i_,‘é {O, - } ,_S__i=—1/§0=k}‘
K A S

Dus geldt de compensatie—relatie
n-1

(171) qén% pi0): EZ:( att)y.pin), 2;;( oty p{ng .

(1) (1)

Tevens kunnen we de ak en bk

L*J

bepalen, door bij vaste
k het equivalent van (169) op te schrijven voor h=0 en
h=-1, I.p.Vv. Q n komt dan a n resp. b(n) en uit de re-
k,h k k

sulterende relagi S

(n) (1) (n i) & (1) (n-1) ( )

- EE:bk D,
e B ) () §2, (0 (1) ()
n n-i n
—k 1 EE:a +§i;bk Po Py



-

kunnen achtereenvolgens agn> en bgn), aén) en bén), enz.
opgelost worden (in principe).

Een volkomen analoge gang van zaken vinden we bi]
negatieve k en h bij de bepaling van

(173)  aP)epfagd 0. .t 0., onun it 0.7 L5 =0 8ok}

Het aantal rijen compenserende getallen is blijkbaar
gelijk aan de maximale staplengte in negatieve richting
(of in positieve richting, als die maximale lengte klei-
ner is).

Bestaat er nu alléén één enkele rij compenserende
getallen, als er hetzij in positieve hetzij in negatieve
‘richting slechts een stap van lengte 1 gemaakt kan worden?
Strikt genomen wel, maar als we meer dan één riJ onbeken-
den hebben, die allen bekend zijn zodra er €én rij bekend
is, dan is er in feite slechts één rij onbekenden: Stel,
dat gegeven is

(174)

bk=p_4qfk-1 voor k=-1,-2,
willekeurig voor k> O,

Py

dan geldt voor k>0 en h0

(175)  p{®) = pfs =n/s =k}=

=j=§'ioo = P{s ¢ (- oo,o] i_,'é(—oqo] ,8,=3,8 =h/s __k}+q(n)
Sl e d IO ISR T PREZRE o N R
=j§__m :413{ .4 (- oo,O],.n,s _44(-w,0] ,5,=0/s —k}quglleqg
) : (1) jg‘_i_;oq_-J {2, o).

Hierbij gebruikﬁen we de afkortingen
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a(i)=P 544(-00],... ,_S_i_,,é(-oo,o] ,_s_i=o/§o=k}
(176)
q If:nr)x“P{ﬁ" $(-0.0],...,5 _44(-20],5 =h/s =k}

Voor h=0 volgt voor vaste k »0 en alle nz1

(m)_ 8 (1) = i (01, A

(177) p__k = ; ak j q p J
= ==

Het is duidelijk dat (177) ook geldt voor k=0.

Voorbeeld: in overeenstemming met (174) kiezen we

Py = pqr_k voor kg£r (vaste r>»0),
(178) p,, =0 voor kK>r.

k

Nu geldt voor le »q

(179) W(w)= :E:: pq" MWK Z palut I B,
K=-00 =0 1- %

zodat

n rn
{wen ne R - pt P“Z (T (-’

(1-2)
(180) v

[o9) _ rn o _
=pnwrn Z(n+g—1) qu J_ ((r;gzrﬁ k ’1)pnﬂqrn k k
==C0

of
(181) (n) ((r;;zn ~k- 1) pnqrn-k voor k srn.

Voor kz0 geldt
D(n) ((r+;%2;k—1) pnqrn+k=
L(c ) Z —J((r+;zr(1rj;§l§j—1)pn—iqr(n—i)+j+al({n)__

P

n-

P’l

a 2
® .
L(cl)pn—iqr(n—i) Z( (r+;2é1;1j—j-)_3,j-1 )+a1£n)=

a{1)n-1 r(n- i)((rgzg(g)i))+a( n)

o B
a0

(182)

Tﬂ’l

S

a

L

i
n

1=

Py
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dus voor k0O geldt

o) (P ) et ) ()

of met genererende functies
[e9) 00 n .
1 -1 +k i) n-i r(n-i
(184) EZ;K(P;nzﬁ+k )pligF " 2:ﬁ£ )p 1qr(n i)
n= =." i=1 )
(r+1)(n-i),_n-1
( r(n-i) )x

of
(185) pqr+kzz:((r+ﬂ)n+k+r)(pq %) ~§Z:?(i) i- 1

Z((r+1)n)(pq x)".

In 1'Enseignement Mathématique van 1921 geeft Pdlya
(op blz. 38-47, Sur les séries entidres, dont la somme
est une fonction algébrique) de volgende relatie:

Lemma: Kies voor gegeven re&le <« en j met 4 > 0 een getal €
met 0 <& <1 en kies x zo dat

(186) %) < T%Z
+

(
dan geldt:

i T i
( ~ n=0 " B

1-ﬁx(4+zo)/""

0 zo(x,p) de enige wortel van z—x(1+z)ﬂ=0 is, die
voldoet aan lzol< & als (186) vervuld is.

waarin z.=

‘Bewijs: 4
. < +fn
(188) 3 (- Pmxn §:j E (ez] 77 gy o
n-— 1zl =€ z
_ 4 (1+2)> 1 4= ] (1+2)> dz —
ami 2 1_x§;+zzﬁ EWI'f.z-X(1+z)ﬁ
(1+zfi(z—z0) (ﬂ+zo)u
= lim & = _1
232 z-x(4+z)ﬂ 4jﬂx(4+zof’
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De bewering over zo(x,p) volgt uit de stelling van Rouché
genoemd op blz. 3.

Gevolg: Uit

(1+z fi o0} w
18 0 _ oHfiny.n_, x+fin 4-1+4n,_n
) P > (RS wifn («-14fny,
en
[Jx(’H—z yr- o+ '1+[3n X d-1+fmy_m
1
(190) R ~ﬁxZ ( )x" m{;m o x

volgt door aftrekken

@
(191) ('t+zo)°"=1+nzq % ﬁ;jzﬁn)xnig i (°‘+ﬁn)x

Door toepassen van (187) op linker- en rechterlid
van (185) volgt

QO "
(192) E::aél)xi 1_ oq T4k {ﬁ+zo(pq 1) k+r
i=1 ’
waarbij 2, de oplossing is van
(193) z “pqrx(1+Zv)r+1=O en lim z, = O.
0 0 0
X0
Wegens (191) geldt dus
feo) 00
(1) _i-1 r+k . k+r k+r+(r+1)n
(19%) EE: o ¥ = Pd 2;% k+r+(r+1)n ( n )
- - n
.(pa"x)
of
(1) _k, r.i k+r k+(r+1)i 1
(195) a,""=a (pq) Y EEE R ( ) voor iz1.

5, Keilson's tweede methode

, Wanneer compensatie op de verticale as moeilijkheden
oplevert, kunnen we proberen op de horizontale as te com-

penseren., Tot nu toe hebben we het ongestoorde proces ge-
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mengd met eveneens ongestoorde processen die op het tijd-
stip nul in passende uitgangspunten aan de andere kant van
de as begonnen. De nieuwe aanpak geeft het ongestoorde
proces a.h.w. alleen een correctie op latere tijdstippen,
en wel telkens als het de as dreigt te overschrijden.

Als eerste voorbeeld beschouwen we geval III voor
i=1 (fig. 8, blz. 39). De getallen a_ op hoogte 1 boven
de horizontale as voldoen aan (163). Als we nu met deze
getallen compenseren op de horizontale as, zodat daar al-
leen de waarde O komt, en we plaatsen beneden de as uit-
sluitend nullen, dan komt het gedeelte boven de as van
fig. 8 weer te voorschijn. Analoog voor fig. 9.

De getallen an voor fig. 8 zijn gevonden door verge-
lijking met fig. 7, maar de compensaties op de horizon-
tale as kunnen ook direct bepaald worden. Wil het gedeel-
te boven de as van fig. 8 ontstaan door compensatie met
-c in het punt (4n+1,0), dan moet gelden

(196) (M= e (e o, (M e e (e (D).

Maar dan is

> (‘*;‘*%x“ -5 i(“ﬁ?}”)x%
n= n=0 Jj=0

(197) =

j=0
Hierop wordt het lemma van PSlya (187) toegepast en dan
(191) 4n+1y.n
("D
o0 2 T
j:o Z(nn)xn
(198) | n=0

/'
- Thzgleh) = 3 = (R,
n



zodat voor nzO0 geldt

1 4n+1

(199)  ep= Ty (R

Voor de compensaties -dn in (4n+2,0) in fig. 9 vinden we
analoog (n»0):

, _ A hns2
(200) dn T 4n+?2 ( n ).

Met deze compensatie op de horizontale as kunnen we alle
getallen boven die as in fig. 8 en 9 vinden met de optel-
regel.

Vervolgens beschouwen we geval IV (fig. 10 voor i=1,
fig. 11 voor i=1). In fig. 10 compenseren we met -a, in
het punt (5n+2,0) en met --bn in het punt (5n+4,1). Dan

volgt a, _ (i)
(1) ag + oy = (g)
(201)(2) ay + (2) by + a, = (;)
(5) g+ Q) b+ (3) 2y + by = (})
of »
SONED il IR sl DR
en

5(n-3)+2 <& 5(n-j3) Sn+4
(203) :E:: (2(n-3)+1 )a +'f%§5 (2 (n- )) J =(Zn42)
Nemen we genererende functies, dan volgt
rlzzi(gn)x . ’ a Xj+x§fi ggig Efib X
5n+2 n
"EE:(2n+1
@ .
5n+2,_.n J 5n _
:Z;%(2n+1)x e L _asXt+ (2n)x . g;%bjx =

2 Sn+h
=Zn:_(;)(2n+2 )x",

(20%4)
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Uit deze twee lineaire vergelijk%§gen met twee onbekenden

%9

kunnen we voor de machtreeksen anJ en een

— J
uitdrukking vinden. De vraag blijft echter opgn, of het
mogelijk is a  en b expliciet aan te geven. '

Men zou verwachten, dat de getallen boven de as in
fig. 11 nog moeizamer tevoorschijn komen, daar bij de
compensatie op de verticale as een rij nullen méér vereist
was. Dit blijkt niet het geval! Als we in fig. 11 compen-
seren met a, in (5n+1,-1) en met b2 in (5n+3%,0), dan vin-
den we analoog aan het boven behandelde

® © . _ 00
Zi:(gg)xne > aJxJ+xZ (ggig)xn.§£:'b,xj =
n=0 3=0 n=0

_§::(5n+1 n
‘L
5n+2 n j 5n,\.n
go(2n+1)x ° ioajx v go(En)X : ﬁb x° =

5n+3
"'2::(2n+1

(205)

L

Alléén de bekende rechterleden zijn dus anders!

Geval V. Volledigheidshalve beschouwen we ook een pro-
bleem met twéé randen. Neem in (141)

(206) r1=r2=1

en kies de randen in u en -v met u en v positief geheel,
terwijl met (kans) 1 in de oorsprong gestart wordt. In
fig. 12 is u=3 en v=1. De A-spiegel in u geeft als beeld
van de oorsprong het punt 2u, dit wordt door de B-spiegel
in « gespiegeld tot -2u-2v, dat in de A-spiegel wordt tot
hu+2v, enz. Dit geeft de rij 0, 2u,-2u-2v, 4u+2v,... o
Evenzo volgt, door eerst de B-spiegel te gebruiken, de
rij 0, -2v, 2u+2v, -2u-4v. Al deze punten ontstaan, door
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L -1
-1 -2
- -2
0 0
1 2 Y
1 2 4 8
1 1 2 4 8
o 0 0 0 0
L -1 -2 -4 -8 -16
-1 -2 -4 -8 -16 -32
-1 -2 -4 -8 -16 =32
O 9 [4) 0 0 0 A spi"egel
1 ? 4 8 16 32 64
1 2 4 8 16 50 64 128
d 1 2 4 8 16 52 64 her. as
& @ 9 0 0 0 (<) B spiegel
_JF -1 -2 -4 -8 -16 -3
-1 -? -4 -8 -16 -32
-1 ) it -8 -10
G o 0 0
1 Z b -8
1 ° in 8
d 1 2 n
0 0 0
d -1 -2
-1 -2 fig. 12
-1
0
1
1
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bij O achtereen#olgens 2u, 2v, 2u, 2v,... Op te tellen
en van O achtereenvolgens 2v, 2u, 2v, 2u,... af te trek-
ken. Als we het getal +1 in de punten (0, 2j(u+v)) plaat-
sen voor j=0, +1, +2,... en het getal -1 in de punten

(0, 2u+2j)(u+v)) voor dezelfde j's, verwachten we intuf-
tief een optelresultaat O op de spiegels. Op de A-spie-
gel vinden we in het punt (u+2k,u) als bijdrage afkom-
stig van de punten waar +1 ligt

[e0)]
(207) So(MEE

en als bijdrage afkomstig van de punten waar -1 ligt

@ oK == 2k
(208) _;Z:;b(k+gij(u+v))= -EE:: (k—??u+v))°

=

Inderdaad heffen deze bijdragen elkaar op voor
k=0,1,2,... . Voor de B-spiegel geldt hetzelfde in elk
punt (v+2k,=-v).

Hoewel op deze wijze de getallen tussen de spiegels
teruggevonden kunnen worden, willen we toch liever recht-
streeks compensatie op de randen zelf toepassen. Plaats
daartoe de getallen -agj,;-a,,:.. in (usu),(u+2,u),... en
de getallen —bo,-b,l,°°°
met compensatie in de A-spiegel:

in (v,-v), (v+2,-v). Dan volgt

0 u
’ (Dag+(Da =(%5%)
18g+(g)24 =\
2v 0 u+v _u+2v
(5 laghe.. +(glay* (Fo pe=("y )
2v+2 0 | U+v+2 U+vy,  _u+2v+2
(V+4 )ao+°°° +(O)av+1+"' ( 1 /b0+( 0 )b""‘( v+1 )

of algemeen
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2n 0 2n+u~-v u+v _/2n+u
(210) (n )a0+°°°+(0)an+( ey )b0+,°,+( o )bn_v_( n )

of
n n-v
2(n-j3) 2(n-j)+u-vy, _,2n+u
@11 2 (alyagr 2 (RN p =)
j=0 J=0
Symmetrie geeft dan ter compensatie op de B-spiegel

n-u

(212) z:: (E(n—J)+v-u)a

n
> CRER ™y 2 327, =(P).

J j=0 n”d

Gaan we over op genererende functies, dan volgt voor

Sl Sl
a(x)= Z:_ajx en b(x)= }:bjx
3=0 3=0

a(x)f (%n)xn+va(x) f (2n+nu+v)xn= i(e?:u)xn,
(213) neo n=0 n=0

00 0.9) 00
2 2 2
x"a(x) 2_( V)X (x) EZ%(HF>x“=§:%( a X

Met (187) volgt ,
(1+zo) <{_:1--xv(’l+zo) V}

(214) a(x)=

1_Xu+v(4+zo)?n+2v g
waarbi] 24 voldoet aan

2
(215) zo—x(1+zo) =0
met lim zO=O° Dan geldt
x50

1-V1-4x 2

(216) 1+24= —53 =
1+VA-4x
en
(217) x(1+zo)2=zo= 2 g 2oViohx .
1+¥1-4x 1+V1 -4x

Hiermee volgt (vergelijk met Feller, blz. 319/320 in de
tweede druk)

&
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P
o= L2 ot
< 4-20
(218) v u
(1+2,.) " )1-z. )
, p(x)= . UV .

1-z0

Dit vrij onhandelbare antwoord kan in een overzichte-
lijker vorm aldus verkregen worden: 2y is het getal in
(u+2k-1,u-1) en wordt dus gegeven door

L u+2k=-1 0 u+2k-1
(219) akzégzéo(k+J(u+V))-;ggéo(k+u+j(u+v)) (k=0,1,2,...)
- - E 3

op grond van de spiegelingsmethode. Analoog geldt
@ 0
v+2k-1 v+2k-1
(220) Py = g;;%o(k+j(u+v))"‘gggé(k+v+j(u+v))°

Vergelijk ook met Feller, opgaven 7,8,9,12 en 13 op blz.
3%5/3%%6 in de tweede druk.

De tweede compensatietechniek van Keilson is equiva-
lent met het toepassen van eenvoudige relaties tussen be-
paalde kansen. In de voorbeelden, o.a. geval IV met fig.
10 en 11, bleek het voor toepassing van de optelregel no-
dig en voldoende een aantal horizontale rijen nullen te
maken. Laat T de verzameling van toestanden zijn waarmee
deze rijen corresponderen; in de behandelde voorbeelden
had T één, twee of drie elementen. Kemperman heeft een
algemene verzameling T%ﬁq,t2,,,,,tm}van eindig veel toe-
standen beschouwd ,

We zullen tenslotte nog enige formules afleiden voor
een T bestaande uit één toestand (m=1) in een situatie
waarbij alleen sprongen van r stappen omhoog of s stap-
pen omlaag zijn toegelaten. In Kemperman's notatie geldt
dan .

(221)  ¥(w)= aw S+pw’  (p+a=1),
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(222) (W™ = z(?)qapn-jw-3s+(n-J)r=
j=0
n .
_ (n)qapn—jwnr—j(r+s)
=
of
(223) P(n) ( )qun J voor 0< j<n.

nr-j(r+s) =

Neem r+s=5. Voor k#0 geldt (zie (13))

pén)xn
o0
(224) Ek(x)='2:; fén)xn = a? s
-n=0 p(n)xn :
n=0 0
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E:;(5?r )qnp4n+ X5n+
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S (Bn)qn 4n 5n
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(226) r=2 éFQ(X).: n=0 = 9

:Ei( )q2n 3n 5n
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:E: 5n+1)q3np2n+1£5n+1
Bn
(227) r=3=>F_(x)= 2 =2
’ ( 30,20, 50
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‘ (52;1)q4npn+1x5n+1
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Errata in rapport 8323 (cocllogquium waarschijnlijkheids-

rekening)
blz. regel
1 2 V.0,
3 10 v.b.
5 8 v.b.
8 8 v.o.
12 form. 56
18 form. 94
22 4 en 3 v.o.

22

2 v.o.

moet staan:
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