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"slechts dan": Zij ¢(t) een oneindig deelbare karakteristieke functie.
Evenals in het bewijs van st. 2.,2.4 kunnen we Log ¢(t) schrijven als

uniforme limiet (zie opm. na bewijs van st. 2.2.4):

(v) Log #(t) = lim n(¢ (t)=1)= lim n [(e***-1)aF (x),
n-+e n n>e n
als ¢n=¢1/n en Fn de corresponderende verdelingsfunctie is. Om Jde re-

presentatie (a) te krijgen moeten we nu op de een of andere manier de
limietovergang onder het integraalteken uitvoeren. Het is duidelijk
dat dit niet direct gaat: nFn is niet een zwak convergente rij in T,
We moeten aan noan nog een factor toevoegen die maskt dat de nieuwe

maatfuncties wel zwak convergeren. De keuze

2
X

1+x2

,
Gn(u) =n ni an(x)a

wordt gedeeltelijk gemotiveerd door het feit (st. 2.2.1) dat de F
zwak naar de eenheidssprongfunctie ¢ convergeren, zodat in feite al=-
leen voor x=0 compensatie nodig is. Dat Gn e NC, is triviaal. We
zullen nu, met behulp van st. 2,1.2' bewijzen dat de rij {Gn} voor-
waardelijk compact is. Hiertoe gaan we uit van de relatie (b), die

met de Gn’ op grond van lemma 2.2.1, ook geschreven kan worden als

_ itu 1+u2
(e) I (t)= [(e™"7-1) = ¢ G,(u) > Log ¢(t).

Daaruit volgt

2
+
Re I (t)= [(cos tu=1) - ; dG (u) > Re Log ¢(t)=log|o(t)|
u
. . . . 3¢)
Hieruit leiden we de volgende schattingen af S

*)

We maken gebruik van de elementaire ongelijkheden:

J:E%EE > % voor lul < 1en Ei%-g < } voor Iul > 2o

u
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2 ‘
a9t G (u) < 3 [(1=cos u) 228~ 4G (u)= =Re I (1)< =log |4(1)|+e
n n = 2 n n ‘=
|u Y u
voor voldoend grote n.
. -1
B (1) “EF a6 _(w) g2 [ (1o 2B g6 (u) =
[u] > Au|>T 2uT
r T
=2 ) aG (u)o<§ [ (t1-cos tu)dt g
lu| >T n 0
2 2
T - T
< T [a [ (1-cos tu) == dG (u) =T [ (-Re I_(t))at <
0 |ul>T u 0
2
T
s -T [ log |¢(t)|at+2e c2.max , |log |¢(t)]] + 2e
0

Ost=

voor T > 1 en n voldoend groot (bij de 4€ ongelijkheid is gebruik gemaakt
van de uniformiteit in (e)).

Dit geeft ten eerste dat

Jac (u)=G (=)= A+B (1) < = log |6(1)]| +3¢ + 2.max |log |9(t)]] ,
n Osts2

dus {Gn(w)l n=1,2,0...} 1is begrensd. Verder is, voor T voldoend groot

B (T) < 2.max,, |log |¢(t)]|]| + 2¢ < ke ,
n = 2
0<t <=
='<F
dus Bn(T) + 0 voor T » « uniform in n. Op grond van st. 2.1.2" is dus
de rij Gn voorwaardelijk compact., Kies dan, op grond daarvan een rij

natuurlijke getallen {nk} zo dat de rij {Gn } zwak convergent is:
k

(d) Lim Gn

ks P = Os

waar G ¢ TY{'. Nu kan men nog geen limietovergang onder het integraal=
teken in (c) uitvoeren omdat de integrand in (c¢) niet continu in t=0
is, Daarom voeren we nog een term onder de integraal in, die de inte=-

grand we continu voor t=0 maakt:

&



=5T=

. . 2
I (t) = f{eltu_,‘]- _}‘E‘L} l:}i- aG (u) + ity s
n 2 2 n n
1+u u

met
dGn(u)

n u

Y =n [ an(x),

1+x2

zodat geldt:
Log ¢(t) = lim I (t)= lim[f{eltu_1_ itu

2
} I a6 (u)+ ity
ko Tk K-> n

14w P ;]
Omdat, volgens (d) en st. 2,1.2"', de limiet van de eerste term tussen
rechte haken bestaat, bestaat ook de limiet van de tweede term:

Y > Y, dus
"k

. . 2
Log ¢(t) = f{eltu-la 332§}~l:%~ dc(u) + ity.
1+u u

en hiermee is het "slechts dan" gedeelte van de stelling bewezen.
Hoewel het voor het bewijs van de stelling niet meer nodig is, is het
van belang om nog op te merken dat men nu eenvoudig kan aantonen dat

- . - ‘s,
ook Yn Y en Lim Gn G 1s

We bewijzen tenslotte dat de representatie (a) uniek is. Daartoe voeren

we de functie

sin v) 1+v2
v ¢ 2
v

u
viu) =2 [ (1= ac(v)

in. V is monotoon niet dalend en V() < =, dus V € f1l'. V is dus een-

duidig bepaald door zijn karakteristieke functie

. . . 2
w(t) = [ av(u) = 2 fe*P(1. S0 -‘-i%— ac(u) =

itu sin u itu 1+u2

u 1+u2 u2
t4+1
= 2.Log ¢(t) =2 [ Log ¢(z)dz.
t=1

G is weer eenduidig bepaald door V(lemma 2.2,1), zodat G eenduidig be-

paald is door ¢, Hiermee is de stelling bewezen.

Gevolg 1. Als de logarithme van een karakteristieke functie y voorge-
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steld kan worden als in (a), waar G py een functie van begrensde

variatie mag zijn, dan zijn G en Yy eenduidig door ¥ bepaald.

Bewijso
Veronderstel dat Log y(t) twee representaties (71,G1) en en (72,G2)

van de vorm (a) heeft. Zij Gz de positieve en G; de negatieve varia-
tie van Gi(i=i,2) (zie de splitsingsstelling van Jordan, S 295 st.
2.4.3 op pag. 141) en laat h(t,u) de integrand in (a) voorstellen.

Dan is

Log ¥(t) = iy,t + [h(t,u)d6](u)= [h(t,u)ac](u) =

1]

iyt + fh(t,u)dG;(u)- [n(t,u)ac;(u),

dus

iy t+ [h(t,u)a(6](u) + 65(u))= ivyt+ [n(t,u)a(cy(u)+ 67(u)).

Toepassing van het laatste deel van de voorgaande stelling geeft nu

onmiddellijk
Yy =Y,
en
+ - + -
G1+G2 = G2 + G1 , dus G1 = G20

Gevolg 2: representatie van Lévy.-

Men kan een verwante representatie (ook uniek) vinden, door te stellen

UL, 2
M(u) = f g dG(x), voor u < O,
=00 X
© 1+ 2
N(u) = = | z dG(x), voor u > 0
: u  x
2
o° = G(0+) = G(0=),

De representatie (a) gaat dan over in de representatieformule van Lévy:

0 © . .
log ¢(t)= ivt= %02t2+ f dM(u)+ f d.N(u) (elut_1_ 1ut2 )°

=00 0 1+u
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Omgekeerd kan men onmiddellijk in zien dat ieder drietal (M,N,oz) dat
voldoet aan

(1) 0 < o° < =

(2) M is niet afnemend op (=,0); M(==)=0;

N is niet afnemend op (0,») ; N(x) =03
o 5 e 2
(3) Ye>0o [ uw"am(u) + [ u®aN(u) < =

=€ 0
precies een G ¢ J{l' bepaalt (lemma 2.2.1):
u x2
G(u) = [ 5 dM(x) voor wu <O,
=0 14x
en
0 x2 5 U x2
Glu) = | 5 dM(x) + o° + i 5 dN(x) voor u > 0,
= T4x 0 1+x

Gevolg 3. Men kan bovenstaande formule van Lévy ook nog in de volgende

vorm brengen:

‘ 2.2 i 2 iut
Log ¢(t)= iy(1).t = 307t +[ [ am(u)+ [ dN(u)] (e*™o1) 4
00 T

0 T .
+ [f am(u) + [ dN(u)}(elut-1_ iut),
=T 0

waarin M,N en o dezelfde zijn als in de representatie van Lévy (gevolg
2), terwijl 7 een continuiteitspunt van N en - v een continuiteitspunt

van M is; hier is

-T ©
r(0)= v- [ anw) + / an()| (20 s

0 T 3
+[ [ au(u)+ | dN(u)] () =

=7 0 1+u2

=y - | %-dG(u) + udG(u) .
|u]gr Jul 2t

Gevolg L. Kolmogorov's representatie in het geval van eindige varian-
tie. |

In het geval van eindige variantie is in de definitie van Gn(u) (bewijs
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van st. 2.2.5) de factor 1+x2 in de noemer overbodig, omdat die factor

alleen is aangebracht om convergentie van

o0 2
/ 5 dF (x)
=00 1+x

te waarborgen. We mogen dus verwachten een eenvoudiger representatie te

vinden als we in dit geval de functie

. u 5
K(u) = [ (1+x7)ac(x)

=g

invoeren. Inderdasd krijgen we dan

Log ¢(t) = iyt + [{ett¥ g it g L a) =
1+u u
= iyt + f(eltu«1~1t ) s 5 dK(u)+ J(itu - ) aK(u)
u 1+u
= iy't + f(eitu~1-1tu) dK(u),
W2
dK (
1+u

Men ziet gemakkelijk in dat deze representatie weer uniek is, Verder is
(x is de bij ¢ horende stochastische variabele):

-1 d 2 d2
€x= i7" & 108 $(0) = v' en Plx)= - L5 1og 6(0)= + [ar(u)=k(=).

dt2

Near de representatieformules in st. 2.2.5, gevolg 2,3,4 zullen we in
het vervolg verwijzen met respectievelijk de formule van Lévy-Khintchine,

de le formule van Lé&vy, de tweede formule van Lévy en de formule van

Kolmogorov,
(u-a)?
Voorbeelden. x ~T5
Bij een normale verdeling F(x)= [ e 20 du is in repre-
o/én «aCO

sentatie (a) vy=a en G=02°i; (¢ eenheidssprongfunctie); in de Lévy re-
presentatie y=a, M=0, N=0, o=0; in de Kolmogorov representatie y'=a,

2
K=0".L.

Voor een Poisson variabele x met karakteristieke functie



b1

A(eit-1)

¢£(t) = e

wordt de representatie (a):

<
]
rj >
-
2
el
N
i
>
"S.
bl
]
—
S
-

en de Kolmogorov=-representatie

Y )\, K = )\oL(x-ﬂ1)e

Cauchy verdeling: F(x)= %-(g-+ arctg ééh) (a>0);

¢(t)= eibt-altl°

voor de verdelingsfunctiengﬁ uit het bewijs van st. 2.2.5 geldt nu

b
_ 1w x="/n
Fo(x) = ¢ (3 + arctg 57— )
dus
u 2 n
G (u)=n [ E—, [a dx =
n 2 Xx=2/n,2
w® 14X 14+ ( 57, )
u 2 u
=a [ = 5 o gx 5 > a i —255 = a(% +arctg u).
- 1+x a2 /n“+(x=2/n) - 14+x

De laatste limietovergang is gerechtvaardigd omdat de integrand buiten

. . . 1 . .

ledere cmgeving van x=0 uniform naar 5 convergeert, terwijl de in-
1+x

tegrand in een omgeving van x=0 uniform in n begrensd is. Men kan de

van n afhankelijke integraal voor Yo expliciet uitrekenen (bv. met de

residustelling) en dan de limietovergang uitvoeren. Dan blijkt

- X n dx = X dx
o ™7 f1+x2 Tat x=0/n,2 2/ 1+x° 2., b, \2 T
14+ (=—L=) (&/n)"+(x~"/n)
a/n

zodat geldt

Log ¢(t) = imbt + a [(er*Va1. M) 48
2 2
+u- u
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Convergentiecriteria

St. 2.,2.6, Voor de zwakke convergentie van een rij oneindig deel-
bare verdelingsfuncties {Fn}9 met Lévy-Khintchine representaties
{Yn,Gn}, naar een verdeling F, is nodig en voldoende dat er een
reéle vy en een G € 11l is, zodat (y,G) de Lé&vy-Khintchine represen-

tatie van F is en zo dat

-3
Yn Y
Lim G =G
n-)oon

Bewijs

"nodig". Laat Lim F =F zijn en noem de karakteristieke functies van
Fn en F respectievelijk ¢n en ¢. Dan geldt, volgens St. 2.2.2, dat F

en ¢ oneindig deelbaar zijn, zodat ¢, en ¢ # 0 zijn, terwijl o, + ¢

Dus
. . 2
(e) Log ¢_(t)= iy t+ [(e™Wu1a 2880 I 46 (4) + rog 4(t),
n n 2 2 n
1+u u
dus
1+u2
[(cos ut=1) 5 dGn(u) = Re Log ¢n(t) + Re Log ¢(t).
u

Op dezelfde manier als in het bewijs van st. 2.2.5 volgt hieruit
dat de rij {Gn} voorwaardelijk compact is. Kies dan een zwak conver=

%
gente deelrij Gn , met Lim G_ = G , dan geldt

k k> Tk
iut iut 1+u2 : iut iut 1+u2 *
[(e™*-1- =) —-d6_ (u) » [(e™"-1- ==5) —5~ a6 (u),
1+u u k 1+u u
Uit (e) volgt dan direct dat Y, ook convergeert, zeg naar Y*o Dan
k
volgt weer uit (e) dat dan (y*,G*) de Lévy-Khinchine representatie

3*

. 2%
van ¢(t) is. Dus vy = vy, G = Go

Veronderstel dat niet geldt Lim Gn=G° Dan is er een continuiteits-
punt u van G, zodat Gn(u) niBt naar G(u) convergeert. {Gn(u)} heeft

dan tenminste &&n van G(u) verschillend verdichtingspunt Z o Kies een

deelrij {mk} zo, dat G_ (u) convergeert naar z,o Pas dan het boven-

beschreven procédé op dé rij F_ toe. Dan vinden we een deelrij {hk}

vané{mk} zo dat G, zwak convergeert naar G, in strijd met

e
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lim Gh (u)=zO¢G(u)o Dus Lim Gn=G en dus ook Y, > Yo Daarmee is het
k»> Tk n-se
eerste deel van de stelling bewezen.

"voldoende". Als Y, > Y en Lim G =G, dan volgt onmiddellijk uit de re=
n-o

presentatie formule van Lévy=Khintchine dat

Log ¢n(t) + Log ¢(t),

zodat uit st. 2.2.1 en st. 2.1.1 volgt (¢ is karakteristieke functie,
dus continu in 0)

Lim F = F,

e 0
Het is gemakkelijk om ook convergentiecriteria te hebben voor de
Lévy-2 representatie en de Kolmogorov representatie.
In het bewijs van de betreffende stellingen hebben we herhaaldelijk

het volgende lemma nodigs

lemms 2.2.2. Fn@‘n? (n=1,2,000)3 Fn convergeert zwak naar Fe T,

a) Voor iedere begrensde continue functie f geldt, voor alle continuf-

teitspunten u van F

u u
lim [ £(x)dF_(x)= [ £(x)aF(x)

n—+ -~ s GO

b) Voor alle continue functies -geldt, voor alle continufteitspunten

u1 en u2 van F wasrvoor == <u1~<u2< w dat

o Y2
Lim [% £(x)aF (x)= [ £(x)aF(x).
n>e u u
1 1
Bewijs. Het bewijs van a) en b) is vrijwel hetzelfde. We bewijzen al-
leen a):

Zij u continuiteitspunt van F. DefiniBer de functie f door

_ f(x) voor xzu
f(x) =

f(u) voor x2u
Dan‘is f(x) een begrensde continue functie. Op grond van st. 2.1.1 is

dus
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400 +oo
[ Ex)aF (x) > [ '?(x)dF(g),

@00 o'

dus (u is cont. punt):

u u
[ £(x)arF (x)+£(w) [F (+=)-F (u)]+ [ £(x)dF (x)+£(u) [F+e)=F(u)].

=00 00

Uit Lim F _=F, volgt dan nog Fn(+w) + F(+=) en Fn(u) + Flu),

zodat
u u
[ £x)aF (x) > [ f(x)dr(x),

St., 2,2,7. Voor de zwakke convergentie van een rij oneindig deel-
bare verdelingen {Fp} met 2° Lévy-representatie {Mn,anon,Yn(T)}
naar een verdeling F is ncdig en voldoende dat er een stelsel
{M,N,0,v(1)} gevonden kan worden dat F representeert, zodat
LimM =M; Lim N = N,
n n
(1) v (1) > v(x)

en o .
. . 2 2 2 -
lim 1im sup { [ u®aM_(u)+c+ [ u®an_(u)} =

n n n
e¥0 n -+ o =€ 0

(2) 0 2 2 2 2
= lim lim inf { [ uwaM (w)+o® + [ w®ay _(u)} = o<,
n n n
e¥0 n > = =€ ' 0
Bewijs,
"noodzakelijk". Zij Lim F =F en laat {Yn,Gn} resp. {y,G} de Lévy-

Khintchine representaties van Fn resp F zijn. Op grond van st. 2.2.6

is dus
-
Yn Y
en
Lim G = G
n
n->«

*)

Dus, voor de 2e Lévy-representaties :

*)

Als in deze paragraaf een index n tussen haakjes geplaatst is, geldt

“de betreffende bewering of formule zowel met als zonder deze index.
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u 1+Z2
M(n)(u) = [ =5 dG(n)(z) (u< 0)
=™ 7
T ‘l+z2 ‘
N(n)(u) = | 5— 4G _(z) (u> 0)
. u 2
0?n) = 46y (0)

-

y(n)(r)‘f Y(n)+ u{<r udG(n)(u)- u{i; E-dG(n)(u),

geldt, op grond van lemma 2.2.2

Lim M =M, Lim N =N en Yn(T) + y(1).

n-»o n—-)oo

Om de noodzakelijkheid van voorwaarde (2) aan te tonen, merken we eerst

op dat
0 € +e
B () 20 Sy @irlyye [ oofan ) = 1 nflas ),

zoals men onmiddellijk uit de definities van M(n)’o(n) en N(n) kan af-
leiden. Als nu ¢ en =& continuiteitspunten van G zijn dan geldt volgens
lemma 2.2.2,

1im H_(e) = H(e),

peo 1
Als +e niet beide continuiteitspunten van G zijn, dan zijn er getallen
€' en " met 0 <e'<e <e" zodat :;é en +e" wel continufteitspunten van
G zijn. Dan volgt direct dat

H(e') <1lim inf H _(e)< lim sup H_(e) < H(e").

n -+ © n n > o n

Als € ¥ 0 kan men rijen €' en €" waarvoor €' +0, €"+ 0 vinden zodanig
dat steeds +e' en +e" continulteitspunten van G zijn. Uit lim H(s)=o2
volgt dan (2). ev0

"vyoldoende", We zullen aantonen dat Lim Gn=G en y * Yo
Als u<0 en u is een continufteitspunt van G (dus van M), dan is vol-

gens lemma 2.2.23

&
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u x2 u x2
lim G (u)= lim | 5 dMn(x)= i 5 aM(x)=G(u).
e O n+® = jix =0 14x

Hieruit volgt, met dezelfde redenering als in het vorige deel van
het bewijs:

1im lim sup G _(=¢)= lim lim inf Gn(ms) = G(=0).

e¥0 n » = eY0 n > =
Verder is
1 1 . 7. 2
5 Hn(s)— { dGn(u)(1+u );an(+s)an(we)g Hn(a)u
1+€ +e |u|ge

Zodat uit (2) volgt

lim 1lim sup (Gn(+€)=Gn(m€)) =
e¥0 n -+ ®

= lim lim iaf (G _(+€)=G (me))=02=s(+o)mc}(»o)g
n n
€40 n +» =
dus
lim lim sup Gn(e)2 lim 1im inf G (e)=G(+0).
e¥0 n > = €e¥0 n +> o« n

Als nu € >0 en u>0 continuiteitspunten van G(u) zijn, dan is

u 2
G_(u)=G_(e)+ [ =5 an (x),
e 14x

' zodat voor alle continufteitspunten ¢ van G(u) geldt (weer met ge-

bruikmeking van lemms 2.2.2):

' u 2

lim sup G (u)= 1im sup G (e)+ X an(u).
n . n 2
n->ew n -+ e T1+x

= lim sup Gn(e) + G{u)=G(e),

n->

Laat € + O door de continulteitspunten van G, dan volgt:

lim sup G (u)= lim lim sup G (e)+G(u)=G(e)=G(u).
n n
n -+« e¥0 n »> o«

Op dezelfde manier bewijst men

. lim inf Gn(u)=G(u)a

n > ®
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Dus
lim Gn(u) = G(u)

in alle continufteitspunten van G. De convergentie Gn(+w) +  G(+w)

volgt nu direct uit Lim N =N Tenslotte volgt Y, Y uit Yn(r) +> y(t).

Sto. 2.2.8., Voor de zwakke convergentie van een rij oneindig deelbare
verdelingen {Fn} met eind;ge varianties oi naar een limietverdeling
F met eindige variantie 0  en voor o >0 is nodig en voldoende dat
voor de Kolmogorov-representaties {Kn’Yn} resp.{K,y} van F  resps
F geldt
Lim Kn = K
Yn > Yo

Bewijs,
"voldoende". Analoog met het "voldoende" bewijs is st. 2.2.6.

"nodig". Veronderstel Lim F =F en o + 0. Laten {GnsYg} resp. {G,y"'}
de Lévy-Khintchine representaties van F s resp. F zijn. Uit st. 2.2.6

volgt dat

Lim Gn =G
en
Yot Y
terwijl u .
= 2 _2
K(n)(u)— -£ (1+x )dG(n)(x) en K(n)(w)—o(n) R

zodat uit lemma 2.2.2 volgt dat voor alle continulteitspunten u, en
van K geldt

Kn(ua)-Kn(u1) -> K(uz)-K(u1)o

1

Uy

Verder is

lim K (+=)= 1lim 02 = 02 = K(+=),
pre O preo O

Dus ook, voor continuiteitspunten u,<u, van K:

Kn(u1)+Kn(+w)-Kn(u2) -> K(u1)+K(+m)-K(u

&

2
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Daaruit volgt dat geldt

lim 1lim Kn(u) =0,

U+ = n-re

als u continufteitspunten van K door loopt. Irmers kies u zo dat Ku) <%—e

en dan u' zo dat K(+=)=K(u') <-;e en tenslotfe n zo groot dat
1
0 ) o 9 0 } o v —
Kn(u)+Kn(+ ) Kn(u ) <K(u)+K(+=)=K(u")+ 3¢ o

Dan volgt dat
Kn(u) < g

Daaruit leiden we af dat Kn(u) + K(u) in alle continuiteitspunten van K:

Laat =R continufteitspunt van K zijn met

1 . 1
K(»R)<~Es en lim Kn(»R)<°Ee o

n-»o

Bepaal eerst n, 20 dat voor n >n0

K (-R) <3e . Dan is
|k (w)-k(u)|<|(k_(u)-K (-R))-(K(u)-K(-R))|+ K_(-R)+K(-R).

Bepaal dan n, zo dat voor n>n, de eerste term in het rechterlid < 71:6

is, dan volgt dat voor n >max (n09n1)
|Kn(u)=K(u)| < €

is. Daaruit volgt dus dat Kn zwak naar K convergeert en uit de limiet-

relatie .
to dK (x) 40 A
iYnt+ f (eltxa1—itx) n2 > iyt+ f (eltx-bitx) dKéx)

volgt dan direct Y, Yo Daarmee is de stelling bewezen.
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2.3, Algemene limietstellingen

In deze parsgraafl beschouwen we steeds een stelsel stochastische

variabelen

Er1e ook,

Eops XppsocosXoy 3
(1) . 2

X s

X .
=n1® =n2®°°°"® nkn

%

waarbij de op &én rij vermelde variabelen telkens onderling onaf-

hankelijk zijn. De verdelingsfunctie van x aangeduid

. nk k
en de karakteristieke functie met ¢nk; voor de gereduceerde variabee

wordt met Fn

len

- def
(2) Xk = Xk T Xk

-

zijn dit resp., F_, en $_. . In uitdrukkingen als Sup, } €.d. is stile
nk

nk Kk K

zwijgend verondersteld k {%gzsoooskn}o

Men kan zich nu afvragen, welke verdelingen kunnen optreden als
limiet voor n-+« van de verdeling van
(3) z, aef gﬁnk"
Wanneer we geen nadere beperkingen opleggen kan iedere verdelings-
functie F(x) als limietverdeling optreden: geef n.l. voor elke n X
de verdelingsfunctie F(x) en laat alle andere stochastische variabe-

len identiek nul zijn. Van nu af zullen we eisen dat lim kn=m is en
n-o

dat er in de som z, geen termen voorkomen die de overige termen overs=

heersen, Dit laatste wordt gepreciseerd in de volgende definitie.

1)

Def, 2.3.,1. De stochastische variabelen P heten oneindig klein ‘,

1) "infinitesimal" (Gnedenko-Kolmogorov); "uniformly asymptotically

negltigible" (Loéve); "vanishingly small" (Robinson).
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als voor iedere e> 0 geldt

lim sup P {lfnk’ > e} = 0,
n>® k

7ij heten asymptotisch constant, als er constanten a, bestsan zo

k
dat x

~a_. oneindig klein zijn.
=nk nk

Lemma 2.3.1. Als x ., asymptotisch constant zijn, kan men voor de con-

nk

stanten a . in bovenstaande definitie medianen m . van x . kiezen.
nk nk —nk
Bewijs

Volgens de definitie bestaan er & 20 dat bij elke € > 0 voor vol=
doend grote n geldt

- < 3
sup P {Iznk ankl>s} 2 s

k

dus voor elke k

P {L}f_nk“*a.nkliﬁ } >% °

€, & _ +E),

moet liggen in (a nk

Dit houdt in dat elke mediaan m

| <e, waaruit het gestelde volgt.

nk

Dus sip lmnk-ank

Lemma 2.3.2. x , zijn dan en slechts dan oneindig klein als

nk

2
s;p X ank(x) -0 (n =+ =),

1+x2
Bewijs
f x2 ’x2 82
sup ar_ (x) > sup arF . (x)> sup P{|x_, |>e}
k 1+x2 nk ko |x >e 1+x2 nk 1+e2 k nk

impliceert de bewering "dan"; "slechts dan" is juist omdat voor

0 <e <3 en voldoend grote n geldt

2

X 2

sup f"“?? ank(x) < sup { X ank(x)+ sup { ank(x) h
T+x x| <e x| >€e

< 2 4 sup P {]’g{ﬂine}<=§-+-§ o

Lemma 2.3.3. X zijn dan en slechts dan oneindig klein als uniform

op elk eindig interval sup |¢nk(t)-1{ + 0 (n = =),
. k

&
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Bewijs
"slechts dan": sup |¢nk(t)~1l < sup ( + )leltx—TIank(x)i
k k ‘x <e |x >e
<e |t] +2 s;p P{lﬁnklz,€}°
"dan": voor elke € > 0 en T > geldt
T
1 1
5= {¢ . (£)=1}dt+1|= =
() P {|x  |<e)> 21 =T 'nk ) 9
o1 1
T Te
want
1 T © 9 T itx, -
5r l”{ ¢ (tlat] = l{ma-; {T e at aF  (x)] =

sin Tx 1
T T B i YR

Uit het gegeven van het lemma blijkt dat de integrand in het rechterlid
van (4) uniform voor t & (=7,7) naar nul convergeert, Voor vaste 1 is
de integrand uniform in n in absolute waarde begrensd door 2. Dus vol-
gens st., 2.2.9 van S 295 (blz. 122, gemajoreerde convergentie) is bij

elke § > 0 voor volduend grote n

T
sup |~2-1-T-f {4 (t)-1}at| <6,
k S

dus wegens (L) geldt

inf P {|x  |<e}> mmmmmmn = 1= o
k nk 1o A 1w 2

TeE T€
Door eerst T voldoende groot en dan § voldoende klein te kiezen kan
de tweede term van het rechterlid bij elke gegeven & willekeurig

klein worden gemaakt. Dus voldcen de variabelen X, 8en def, 2.3.1,
St. 2.3,1., (Bawly). De rij verdelingsfuncties van de sommen

= +o00 -
(5) £ T X * Zno * Enkn An ®

met, constanten An en bij vaste n onderling onafhankelijke stochastische
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variabelen X die voldoen aan

(6) ink zijn oneindig klein, dus sup P{Lgnk|‘154'+0 (n > =, alle ¢)
k

en

(7) voor alle n is var s, 2 Gy

convergeert dan en slechts dan als de volgende "begeleidende verde-
lingen" een convergente rij vormen. Deze begeleidende verdelingen, die
oneindig deelbaar zijn en in verwachting en variantie met s, Overeen-
stemmen, hebben karakteristieke functies wn(t) bepeeld door

itx

(8) TLog ¥ (t) = -iA t + ¥ {itgg%k+ [(e™"%=1) dﬁnk(x)} s
k

en beide rijen verdelingsfuncties hebben dezelfde limiet.,

Bewijs
Als ¢ de karakteristieke functie van 5, is, geldt volgens (2) en (5)

~ith_ -itA +it L Ex
| ¢nk(t)= e k I ¢nk(t) o
k ' k
(t)=1 geldt volgens (6) en lemma 2.3.3:

(9) ¢n(t) = e

Voor o . (t) dgf 3

nk nk

(10) sup Iank(t)| > 0 (n » =, uniform in elk eindig interval van t).
k
We beperken ons nu tot een willekeurig masr vast gekozen eindig inter-

val voor t en tot zo grote n dat geldt
sup |ank(t)| <3,
k

Wegens (10) is verder lim $nk(t)=1° dus Log ¢n(t) is gedefinieerd,
n-oo
zie ook-(9).

Nu is
o () =] f(eM P an)aF_ (x) [=]f(e*tmitx)af_ (x)] <

2 2
£° . 2 = g
25 [x ank(x) =5 var X .
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Dus is
|Log ¢, (t)-Log ¥, (+)]=| Jlroe 6 (8)=a_ (£)}] <

@ o (0)]7
<1 llog (1+a_ (£))=a(6)|= [ | —2Eee

:.
k kK m=2 n
|ank(t)|2 2
< Lo (6)]
k 2(1-[ank(t)|) k
2 2
< sup !ank(t)|‘%? | var x, < E%“ sup [, (8)].
k X

De laatste uitdrukking convergeert voor n -+« naar nul en wel uniform
op het gekozen eindige interval van t. Convergentie van de rij ver=
delingen van S, resp. van de rij begeleidende verdelingen bepaald door
(8) is volgens st. 2.1.1 equivalent met de uniforme convergentie van
de rij ¢n(t) resp. wn(t) op elk eindig interval., Hiermee is de "dan
en slechts dan" bewering bewezen en de gelijkheid van de limieten.

Voer nu in
u
def =
(11) K (u) °2 E ,£ x“dF_

waar Kn(w) = var s < C is volgens (7), dan is

MEIH

s e itu . 1
(12) Log ¥_(t) = it ( E&Enku-.l\.nh [(e* U a1-itu) X aK (u).
Dus ¥ is oneindig deelbaar (Kolmogorov's representatie, blz. 59-60)
en lim wn ook wegens st. 2.2.2, De variantie van de "begeleidende ver-

deling" met karakteristieke functie wn(t) is blijkbaar Kn(w)= var s o

St., 2.3.2. (Gnedenko) Als de stochastische variabelen gnk

klein zijn, dan zijn de volgende beweringen equivalent:

oneindig

a) de rij verdelingsfuncties van de in (5) gedefini&erde stochastische

variabelen R is zwak convergent naar een verdeling met variantie

2 . 2
0 en lim var s_ = 0
2 n

n->eo
b) er bestaat een functie K € ' zodat de in (11) gedefiniBerde func-

ties Kn(u) voldoen asan Lim Kn(u)=K(u)o
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Voor de constanten An mag men kiezen
(13) An=1§25nk-y+ o(1) (n =+«

waar Y een willekeurige constante isj; de limietverdeling heeft een
karakteristieke functie met Kolmogorov-representatie met deze y en
K(u) ®

Bewigjs :
b =>> a: Wegens Lim Kn(u) = K(u) is Kn(w) begrensd. Dus is aan (6)

en (7) voldaan eg»geldt st. 2.3.1. De begeleidende karakteristieke
functies beschreven in (12) convergeren dan en slechts dan als

Y = ZE:x ~ A naar een constante y convergeren en K_(u) zwak naar
n X -nk n n

K(u) (st. 2.2.8). De convergentie van de varianties volgt direct uit
Kn(“) + K(=),

& => b: De convergentie van de varianties impliceert (7). Dus de ka-
rakteristieke functies (12) convergeren op grond van st. 2.3.1. Pas
nu st. 2.2.8 toe.

St. 2.3.3. De volgende twee beweringen zijn equivalent:

a) de rij verdelingsfuncties van N (5) convergeert zwak naar de

standaardnormale verdeling, gnk

b) voor iedere & >0 geldt voor n + ®

zijn oneindig klein en lim var §n=1;

(11) x2aF (x) + 0
E ]x{ie k'

en

(15) x°aF (x) + 1.
E |x{<e nk

De constanten A_ zijn JEx . + o(1) (n =+ =),
n o nk

k

Bewijs

b = a: Wegens

- 1 D -
sup P {|x |2} < — sup x“dF . (x)
K =nk E2 x |xlse nk
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volgt uit (14) dat gnk oneindig klein zijn. Kolmogorov's representa-
tie voor de N(031) verdeling is volgens par. 2.2 (blz., 60) y = 0,
K(u) = 0 voor u < 0, K(u) = 1 voor u > 0, Pas nu st. 2.3.2 toe; de

voorwaarde Lim K (u) = K(u) betekent hier
o B
U, 0 als =*<u<0;
(16) »E [ x"aF_ (x) »

1 als 0 < u<e,

a = b: Uit st. 2.3.2 volgt direct (16), dus (14) en (15),

Speciale gevallen: Als voor elke n gegeven is var §ﬂ=1, kan in deze
stelling voorwaarde (15) worden weggelaten. Als bovendien voor alle n
en k geldt E;Enk;o staat in (14) F ¢ iePove F .o Dus volgt uit st.
2.3.3 de bekende

St. 2.3.4. (Lindeberg-Feller). Gegeven is een rij onderling onaf-

nk

hankelijke stochastische variabelen Yy met verdelingsfuncties Gk en

eindige varianties o, en verwachtingen My waarbij
02(n) €T E o2,
k=1
Dan zijn de volgende twee beweringen equivalent:
a) de rij verdelingsfuncties van K
def ‘z’ L=V

(17) .
oy O(m

-n
convergeert zwak naar de standaard-normale verdelingsfunctie,
var u > 1 en de termen van de som zijn oneindig klein:

b) voor elke € >0 geldt voor n+« de Lindeberg=voorwaarde

n
(18) 'TTT y2dG (y+u. ) » 0,
oin kZ1 |y|>£c(n) e

Opmerking. Wij hebben hier uitsluitend gesproken over de limietver-
deling van de volledige som (17). Bij A. RENYI, On the theory of
order statistics, Acta Math. Acad. Sci. Hung. 4 (1953), 191-231, vindt

men op blz, 211 de limietverdelingen van o.a.

&
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jn
e T e

1<j <k k=1

== n

en j
e 5 Tzl
max Jo=H, |5
N

n"n=n

waarbi]j
/ n
. 1 2
lim 2 o, =2 (0<A<1),
o a(n) k=1 k

St. 2.3.5. Als de stochastische variabelen-gﬂk oneindig klein zijn,

dan zijn de volgende twee beweringen equivalent:

a) de rij verdelingsfuncties van 5, (5) convergeert zwak naar de
Poisson~verdeling met parameter A en var 5 + A3

b) voor elke € > 0 geldt voor n + =

(19) ) / xedﬁnk(x) >0
k |x~1|ie
en
2 .
(20) ) [ x5aF_ (x) + 2.
k |x=1]<e nk

De constanten A_ zijn | E x . =A+ o(1) (n + =),
n k =nk

Bewijs
Kolmogorov's representatie van.de Poissonverdeling met parameter A is
y=x, K(u)=0 als u<1, K{u)=x als u>1. Pas nu st. 2.3.2 toe,

Opmerking. In st. 2.3.2 t/m 2.3.5 wordt het mede convergeren van de
varianties steeds uitdrukkelijk vermeld. Dit volgt n.l. niet uit de
zwakke convergentie van de verdelingsfuncties, zoals blijkt uit het
tegenvoorbeeld van stochastische variabelen L met verdelingsfuncties

F_(x)=(1= I (x)+=‘£ (x=vn).

-1

o _ 2_ 1 . _
Hier is E-‘En =n ° en Eg_c_n 1 dus var x =1- =, Maar Lim Fn(x)— L(x)
met variantie 0. Voldoende eisen voor het meeconvergeren van momen-
ten zijn vervat in de volgende stelling, die bewezen wordt in H.
Richter, Wahrscheinlichkeitstheorie, Springer 1956 blz. 376-37T:
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St, 2.3.6. Als de verdelingsfuncties Fn(x) van de stochastische
variabelen x zwak convergeren naar de verdelingsfunctie F(x) van de
stochastische variabele x en voor een positief re€el getal s zijn de
momenten E|§nls uniform in n begrensd, dan geldt

a) voor elk redel getal r met O<r <s: lim Elgc_n|r= Elx|;

b) voor elk natuurlijk getal r<s: lim EE; = QEFO

Voor het bewijzen van convergentie van de tweede momenten is st,
2,3.6 (met de eis r <s) in ons tegenvoorbeeld niet sterk genoeg,

2+8_ 18

want voor elke § > 0 is de rij E}gﬂl n?" niet uniform begrensd.

Wij zullen nu het aan het begin van deze paragraaf gestelde li-
mietprobleem bestuderen zonder de beperking van eindige varianties.
De "zwakke wet van de grote aantallen" en de in st. 2.3.7 te noemen _
voorwaarden voor deze wet vormen de grondslag van de latere stellingen.
In st. 2.3.8 en 2.3.9 zal worden aangetoond dat er een ongelijkheid
is die de rol speelt van (7) in het geval van eindige varianties.
Sto 2,3.10 is de generalisering van Bawly's st. 2.3.1 over begelei=

dende verdelingen,

Def, 2.3.2, De rij stochastische variabelen Y, heet stabiel als er
getallen A bestaan zodat geldt P=lim (XnmAn)=09 d.W.z. voor elke

€ >0 is
lim P {|v =A_|>¢e}= 0.
o =n n'

De verdeling van XnnAn convergeert dan zwak naar de ontaarde (-ver=-

deling. Het stelsel stochastische variabelen X voldoet aan de
zwakke wet van de grote aantallen, als z, dgf 2 X i een stabiele rij

k

vormen.

Opmerking 1. Uit het bewijs van lemma 2.3.1 volgt direct dat men bij

een stabiele rij v, voor de constanten An medianen van v, meg kiezen.

Opmerking 2, Voor een rij onafhankelijke variabelen zj met dezelfde

verdeling met verwachting u definiéren wij Enk?zk'n_1 en kn=n° De

zwakke wet van de grote aantallen krijgt dan de bekendere vorm
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z + +o0o0F
P-linm ! zen Lo = U,

St. 2.3,7. Als m . een mediaan is van X s 0 ﬁn is de verdelings-

nk

def
k = X Mok dan voldoen Xk dan en slechts dan aan

de zwakke wet van de grote aantallen als voor n + « -

k

N C.Y
functie van En

(21) ) aF _(x) + 0
% |x{>1 nk
en
2 A
(22) x“aF _(x) =+ 0.
E Ix{§1 nk

Na invoering van de functie

2
: x als lx|§1
(23) n(x) %%

1 als |x| >1

zijn (21) en (22) te schrijven als

(24) 1im £ B (2_,) = 0.

n->o

Dit is equivalent met

al
X
(25) 1in J EEE_ =0,
n*e k 1+ ie
=nk

Opmerking 3., Uit (25) volgt direct

x2 gnk
(26) sup dF  (x)= sup ¢ + 0,
2 nk al
k 1+x 1+ X
=nk

Volgens de lemma's 2.3.1 en 2.3.2 zijn de X dan asymptotisch con=-
stant., Een gevolg van st. 2.3.7 is dus dat Enk die aan de zwakke wet
van de grote aantallen voldoen asymptotisch constant zijn.

Bewijs van st. 2.3.7.

De equivalentie van (21) en (22) met (25) is triviaal als men be=-
denkt dat geldt



(27)

1+x2 1+x2

Wij laten nu zien dat uit (21) en (22) de zwakke wet van de grote

asantallen volgt. Wij voeren de volgende notaties in:

o - {énk als Ixnkl <1,
=nk
0 anders;

& - e Ag = &9 o

(28) Zn ) *ax M Zn ) Znk
k k
= . a0 - & R
En {voor alle k is X 5nk} 5

A =) (m +§§V )= ) {m_ + x dF  (x)}.
n E nk “=nk E nk 'xl{i1 nk

Nu geldt voor elke €>0

(29) P{lz, = A |2e}<PE Pz ~A |>e [E}+ p{fn},

waarbi]

(30) P{'ﬁn}i):P{lznkl >1} =) { aF_, (x),
k k |x| <1

hetgeen wegens (21) naar nul convergeert, en
- = [ (g - Z!
P{E} P {Ign Anlz_len} P {Ig_n _z_n|_>_e|En} P{E } <

(31)

A

2
P {|2' = Z'|<e}<e™  var B' <
=n  =n'= = -n -

PA

e2 8 grvlz =2 1{{ { xzdl‘;nk(x)9

|x] <1
hetgeen wegens (22) naar nul convergeert; in de laatste formulereeks

is de ongelijkheid van Bienaymé~Chebyshev gebruikt. De rij z, is dus

stabiel en Enk voldoen aan de zwakke wet van de grote aantallen.

Het is aanzienlijk bewerkelijker om te bewijzen dat voor X die

aan deze wet voldoen de relaties (21) en (22) gelden. Wij weten nu

&
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dat geldt P=-lim (En-An)=o voor zekere getallen An° De verdeling van
Eﬁ‘An convergeert dan zwak naar de ontaarde verdeling, dus (st.2.1.1)

geldt uniform op elk eindig interval

-iAnt
(32) e n ¢nk(t) > 1,
k
De volgende relaties gelden dan eveneens uniform op elk eindig in=-
terval:
(33) me (0] 1,
k .
(3k4) szp (1-l¢nk(t)|) > 0,

Bij het vaste eindige interval [—1,1] voor t kiezen we n zo groot

dat uniform in k en t geldt

(35) 1= o (£)] < 2.

Dan is

(36) ¥ (1-|¢nk(t)|)_<_- Y log {1-(1-|¢nk(t)|)}= - log II |¢nk(t)i
k k k

zodat wegens (33) uniform geldt
(37) lim 12< (1=lo  (8)]) = 0.

Wij bewijzen nu eerst (21) en (22) voor symmetrisch verdeelde X

Daarvoor is ¢nk(t) = fcos tx ank(x), dus

1 1
[ 1 (1=, (t)}at = 12( j—{ (1- cos tx)at aF , (x) =

-1 k
(38) =1 [ (2= -2--?-3(3-3‘- ) aF . (x) > "
k
112: o lX{_<_1 ar (x) + 1 Ix{>1 aF_ (x)} .
1) Wij gebruiken de schattingen 1= Ei%—i 3'%6 voor |x|>1 en

. 2
sin x X
th 3_-5— voor |x|_<_1o
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Omdat ¢nk(t) redel is, geldt wegens (3L) vanaf zekere n voor alle t met
[t] < 1,dat ¢nk(t) = |¢nk(t)| is. Het eerste 1id van (38) convergeert

nu naar nul wegens (37) en gemajoreerde convergentie. Het laatste 1id

A

convergeert mee en voor symmetrische Enk geldt mnk = 0 en Fnk = Fnk R

zodat (21) en (22) bewezen zijn.

Voor niet-symmetrische x

definiéren we variabelen i met dezelfde

—nk
verdelingen Fnk die voor elke n onderling en van alle X onafhankelijk
‘s . * def . s .
z1Jn. De variabelen Xk - Epx — YLy ziam symmetrisch en hebben karak-

3¢
teristieke functies |¢nk(t)]2; hun verdelingsfuncties noemen we Fnk°

Zowel znk

als Lok voldoen aan de wet van de grote aantallen, met
¥
dezelfde constanten An, zodat de rij E Xk in wh naar nul convergeert
k

en dus stabiel is.

Uit het reeds bewezene volgt dan

lim E Enx) = o.

n-—>e°

Dit impliceert (21) en (22) wegens het volgende lemma.

Lemma 2.3.4, Als x en y onderling onafhankelijk zijn en dezelfde ver-

deling hebben met mediaan m, en h(x) = min(x291) dan is

(39) Eh(?ﬁ‘”l) > —;—Eh(g_c_mm) .
Bewijs.

Het is geen beperking m = O te stellen: zo nodig gaat men over op

Xx-m en y-m. Als xy < 0 is, geldt |x-y| > |x|, dus 3f h(x=y) = Ix-y]2

v

> ]Xle > h(x) &f h(x-y) = 1 > h(x). Daarom geldt

[[ n(x=y) aF(x) aF(y) > [[ n(x-y) aF(x) aF(y) >
xy <0

€ n(x-y)

[ ar(y) [  n(x) ar(x) + [ aF(y) [ hn(x) ar(x)
y<0 x>0 y>0 x< 0

v
jv
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>3 [ n0x) ar(x) = 3 € nix).
Hiermee is het lemmé, en tevens st. 2.3.7, bewezen,

St. 2,3.8. Als de verdeling van 5, (5) zwak convergeert naar een limiet=-

verdeling, dan is er een constante C zodat voor alle n geldt

2 e
(%0) ][ E5ar (xm ) =] £ =25 <.
k 1+x k 1+ 2
—nk
Bewijso

Voor elke rij constanten a met 1lim a = 0 is P=lim a_s = 0: omdat de
verdelingen van 5, een convergente rij vormen wordt n.l. P {Ian§n| > € }
willekeurig klein als n + «© bij vaste € >0, De rij a s is dus stabiel,

zodat volgens st. 2.3.7 geldt

2 i2
lim 2 Ei “n = 0,
T2 .2 A2
n->® i+ a X
n =nk
Maar voor fan|(§1 is voor elke x
a2 x2 2
E’ n = 5 2 X
52 < 8, 2 °
1+ an‘i 1+x

Dit kan alleen voor elke rij a > 0 gelden als (40) juist is.

Lemma 2.3.5. Voor oneindig kleilne Xk 0 vaste T >0 1s lim sup !vnkl = 0,
n>« k
als
(k1) Vo def [« ar_, (x).
n X<t
Bewijs.

Voor 0 <e <71 1is
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Vel < ,:x{<€'x|ank<x) + X{)ngnk(X) <

f
< e+1TP {izﬁki > el

Kies nu eerst € klein en dan n voldoende groot,

Sts 2.3.9., Als Xk oneindig klein zijn en de verdeling van 5, (5) con=

vergeert zwak naar een limietverdeling, terwijl Vi gegeven wordt door

k
de verdelingsfunctie is van x!' def v

> f -
(41) voor zekere T >0 en Fn A

k
dan is er een constante D zodat voor alle n geldt

2

(k2) E i fog ar!, (x) < D,

Bewijs.

Omdat de integrand van (L42) tussen O en 1 ligt en k < is, is het vol=-
doende het bewijs te leveren voor voldoend grote n., Hierbij zullen wij
st. 2.3.8 gebruiken, die spreekt over Fnk(x) = Fnk(x+mnk) in plaats van

F' (x) = F (x+v

nk nk ). Omdat X x oneindig klein zijn, geldt s;plvnkl >0

k

(lemma 2,3.5) en sup[mnkl + 0 (zie het bewijs van lemma 2.3.1). Dus is

ook k
. _ def
(43) lim suplynkl = 0, waar Yok = BV
n+« k
2 2 2 . s
Met (a+b)” < 2a"+2b" concluderen wij nu:
» 2
2 (x+m__ =v__)
| == ary 0 =] s df (0) <
14+x 1+(x+mnkuvnk)
2 -
2 x° daF_, (x) .
(W) <[ X o2 [ aF () <
- 2 nk nk -
1+ (x+y )

x2 - 2
<24A[-=5ar (x)+2 Y,

1+x k
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Voor de constante A kan men b.v. %— kiezen voor elke zo grote n dat

1. .
K o
sup|Ynk‘ 1S, Immers dan 1s

3
2
X/ (14x2) . Yo (2x4Y ) . ..-l.tl >3
¥
x2 5 1+x2 - 3''nk' 9 °®
/{1+(x+Ynk) }

omdat voor |x|< —;—; geldt |2x+Ynki <12 1+x2, en voor |x|_>_-;- S

|ox+y | vy .|
nk < 2|xl + nk

1 +x2 B 1 +x2 !

§‘1+%

T ., . .
< = is, geldt met substitutie

Als n zo groot wordt gekozen dat suplmnkl 5

y o= xem de volgende schatting:
2 2 _ 2
Yok T (vnk—mnk) = { (X—mnk) ank(x) - { Mk ank(x)} 2
| x| <t | %] 2t
a 2 2 2
< 2f lylaF  (y)}" +2mf, ([ aF (y)}° <
- |y+m | <t nk nk |y+m_, |>1 nle
nk nk'=—

iA

21 [ lylar (¥ +2m° { [ oF (1)) <
ly|<at nk n

2
2.2 T a
IY|£21 yaF, (y) +2p [ aF ().

A

Bij de laatste stap is gebruikt {ﬂx'l c].F}2 <[ x2dFode resp. sup|mnk| <£.

en p2<‘p voor O <p <1, Er volgt

2
| 2 . 2 1+1% 2
o<o(iei®) [ Lo a (y) b s ——t aF (y) <
nk ly|<21 ‘t+y2 nk 2 T‘./h l |>l 14y nk
vz

(45)

2 _~
< (e 8y ) [l aF (y).
1+y
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Door combinatie van (44), (L45) en st. 2.3.8 blijkt, voor voldoend grote n:

2

V[ = ar’ (x) < 2aC + (2 + 8112)c,
2 nk =

k 1+x

Hiermee 1s st. 2.3.9 bewezen., Wij formuleren nu een generalisering

van st. 23,1 ¢

St. 2,3,10, Als Xk oneindig klein zijn, convergeert de verdeling van
N (5) dan en slechts dan zwak naar een verdelingsfunctie als de onein-
dig deelbare begeleidende verdelingen met karakteristieke functies wn
convergeren; hierbij 1is

(46) Log ¥_(t) = it(E v - A+ E [ (M%) arr (x);

n n

? ' - ° —
Fnk(x) Fnk(x+vnk), Vo x{<T x ank(x),

voor vaste T> 0, Beide rijen verdelingen hebben dezelfde, oneindig deel=-

bare, limiet,

Bewijs.

I) Inleiding, In dit gedeelte onderstellen wij alleen dat X, oneindig

k
klein zijn., Uit

(u7) Log y_(t) = it[i Vo = At Yy f 75,5 dF;k(x)] +
k k +x

+ [ (eltx-1a iﬁzﬁ% Y ngk(x)
T+x k

volgt dat de begeleidende verdelingen oneindig deelbaar zijn, want in de

Lévy=Khintchine representatie (st. 2.2.5) met

u 2
(48) Gy =1 [ L ary ()
k == 7+x

is Gn(W) voor elke eindige n begrensd als eindige som van integralen die
elk hoogstens 1 zijn. Zoals in het bewijs van st. 2.3.1 merken wij verder

op, dat de karakteristieke functie van S, is

&



. 9
k
mivnkt
L = ( 1 1 i ¥ o= -
als ¢nk(t) ¢nk(t) e de karakteristieke functie van X =X =V
is. Voor
def ., _ o itx )
(49) Bnk(t) = ¢nk(t) - 1=, (e 7=1) ank(x)
geldt
o , wivnkt
(50) sup | B_ ()] < sup | 1=¢6__(t)| + sup | 1-e .
k nk nk

Beide termen rechts convergeren uniform op elk eindig t-interval naar nul
als n > ©, wegens lemma 2.3.3 resp. lemma 2,3.5., Volgens het bewijs van
st. 2.3,1, maar met Bnk 1.peve & s vindt men uniform op elk eindig t-inter-

val voor voldoend grote n:

(51) E |Log ¢/ (t) - 8 (t)] < sipienkmt E‘Bnk(‘“

De eerste factor van het rechterlid convergeert naar nul (50): we willen

aantonen dat de tweede begrensd is. Met schattingen

|eltx~1|§ leltxaimitxi+itxi voor (x| <7 en !eltxm?laiZ voor [xi:ﬁr vindt
men
2 2 ‘ —
, IR A . ok Vo 11 0 1 ; 1 0
(52) [, (el | x"aF) (x) + ft] | xdF) (x) +2 [ aF} (x).
Ix|«r [xf<r x|>T

Omdat X oneindig klein zijn kunnen wij n zc groot kiezen dat

suplvnk|=<%=iso De middelste term in het rechterlid van (52) schat men

nu via
o [ - o) x dFVk(x)l <
§x1<r [x+v_ | <t n
\ : nk
(53)
: . v . 37
< J %] dF‘k(xg 2% ] ar k(x)
T, 37 n - T
5 ixl <5 x| >
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en, met y = x + Vg
e e ™ =l 67 v el e
nk
(54)
T 7
= vy iy{<T Yk T | = I"nk||y{iT ar k(Y)55§] {)1 AP p (%)
*=2

II) Bewijs slechts dan. Nu is gegeven dat de rij verdelingen van 5,

convergeert, dus (st. 2.3.9) is voor alle n

2
(55) YV Z—aF' (x) <D
k 1+x2 nk ’
dus ook
(56) z xedF” (x) < (1+12)D en 2 ar' (x) < 1+o2 5
k x{<T nk k Ix{io nk 02

Combinatie van (52) t/m (54) en (56) geeft

2 2 2

t 2 31T T, Lt 1+7T

L P Smes o
EI%QtH=[2(HT)+!ﬂ(2+2) —+2 QJDM

k T T

Het rechterlid van (51) convergeert nu uniform op elk eindig t-interval

naar nul, zodat hetzelfde geldt voor |Log ¢n(t) - Log wn(t)

o De bege=
leidende verdelingen convergeren dus ook, de limietverdeling is dezelf-

de en is oneindig deelbaar als limiet van oneindig deelbare verdelingen.

III) Bewijs dan. Als de begeleidende verdelingen zwak convergeren is
het linkerlid van (55) eveneens begrensd, want het is volgens (L8)
Juist Gn(w) en de rij van deze getallen convergeert naar een eindig ge-

tal G(®) volgens st. 2.2.6. Het verdere bewijs verloopt zoals bij II).

St, 2.3,11., (Khintchine). De verdelingsfunctie F(x) is dan en slechts
dan zwakke limiet van een rij verdelingsfuncties van sommen 5, (5),

met asymptotisch constante x ., als F oneindig deelbaar is.

nk
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BeWi ;! So
De limietverdeling van Eﬂrmet oneindig kleine X is volgens st. 2,3.10

tevens limiet van een rij oneindig deelbare begeleidende verdelingen.
Omgekeerd kan men bi] een oneindig deelbare F direct geschikte X vin-
den wegens de definitie van oneindig deelbaar (Def. 2.2.1). Voor asymp-

totisch constante Xk - m_. zijn oneindig

klein (lemma 2.3.1)-

telt men Zmnk b1j An oP; X,

k nk

Het onderzoek naar de zwakke convergentie van verdelingen van sommen
s, van oneindig kleine (of asymptotisch constante) Xy is door st.
2.3.10 gereduceerd tot het onderzoek van de convergentie van de bege=-
leidende oneindig deelbare verdelingen., Hun convergentie valt met st.
2.2,6 en st. 2.2.7 (blz.62 en 64) weer te vertalen in zekere eisen,
opgelegd aan hun kanonieke representaties. Zo ontstaan de volgende vier

stellingen:

Sto 2,3.12, Als Xk oneindig klein zijn, convergeert de verdeling van
N (5) dan en slechts dan zwak naar een limietverdeling als er een
functie G € ﬂm' bestaat (dus een niet=negatief veelvoud van een verde-

lingsfunctie, zie blz.39-40), zodat Lim G =G is, waarbi]

def v x2
(57) 6 (w "= ) [ —=5ar (x)
k = T4x
is; F'. en v_. zijn gedefiniderd in (46), Bij de keuze

nk nk

S f X
v+ 5]
J
nk k ﬂH_3{2

(58) A =

ar! (x) = v +0(1) (n~ =)

k

o]
o ]

heeft de limietverdeling een Lévy=Khintchine representatie (y,G).

St. 2.3,13, Als %, oneindig klein zijn, convergeert de verdeling van

k
= (5) dan en slechts dan zwak naar een limietverdeling, als er een
constante o >0 bestaat en er niet-dalende functies M en N bestaan,
continu van rechts, gedefini&erd op (=»,0) resp. (o,»), met

M(=») = N(») = 0, zodat geldts
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a) in elk continufteitspunt van M resp. N is

lim | Fnk(u) = M(u) als u <0,

n*>* k

lim § {F _(w)=1} = W(u) als u> 0o
nk

n+® k

b) lim 1im inf | { [ x2ank

(x) - ([ xaF_ (x))%} =
e¥0 n-~>* k. |x|<e x|<e T

k

= lim lim sup § { | xedF k(x) = xdF k(x))z} = 02°
o me ek lxl<e e
Bij de keuze
(59) b= Lo s v rot) )

heeft de limietverdeling een 2¢ Lévy representatie {M, N, o, v(1)},

St. 2.3,14, De vorige stelling is eveneens geldig voor asymptotisch

: 3 = def
constante x , ; mits we overal Fnk(x) vervangen door Fnk(X) =

def 3 (509 ]
€ Fnk(x+mnk) en formule (59) vervangen door

(60) A=l w0+ Ly - v(5) s ol ()
k !x3<f k

St 2.3,15, Als 5@

K asymptotisch constant zijn en er geldt

(61) lim lim sup | (- xdF (X3>2 = 0,
K nk

£40 n =+ ® !xi<s

dan convergeert de verdeling van N (5) dan en slechts dan zwak naar

een limietverdeling, als er een G € ITl’' bestaat met Lim H =G, vaar

2

u .

B (w) €07 [ E o aF ().
n P nk

k =o i+x

Bij de keuze (60) voor A heeft de limietverdeling een Lévy-Khintchine
representatie (v(<), G). De eis (67) is steeds vervuld als de verde=-

ling van elke x . symmetrisch is, maar ook als de constante

nk

&
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o2 = G(0+)=G(0=) gelijk aan nul is.

Uit st. 2.2.6 en st. 2.3.10, met de representatie (47) van de begelei-
dende verdelingen, is st. 2.3.72 direct te bewijzen. Voor st. 2.3.13
is het voldoende de equivalentie te bewijzen van enerzijds de eisen
a) en b) en anderzijds de beweringen 1) en 2) van st. 2.2.7, waarin

men moet substitueren

Mn(u) =3 Fék(u) voor u< 0,
k
N (u) =) {F' (u)-1} voor u> 0,
k nk
Gn = 0,
y (1) ==4A_ +) v . +] xdF' (x).
n nooy nk i nk

Wij zullen deze equivalentie hier niet bewijzen. St. 2.3.14 is vrijwel
triviaal. St. 2.3.15 tenslotte volgt uit st. 2.3.14 als we definiéren
(vgl. blz.65):

u 2
Glu) = | =& 5 aM(x) voor u<0,
=0 T+x
2 2 x2
G(0) = 0% + [ == aM(x),
=00 14+x
B .
Glu) = Glo) + |, = di(x) voor u> 0,
o I+x

Dat 0 = 0 (61) impliceert wordt hier niet bewezen.

In de volgende drie stellingen worden de gevonden resultaten toege-~

past op de normale verdeling:

Sto 2.3,16, Als de verdeling van z, = , Vvoor oneindig kleine

X
—nk
X o zwak near een limietverdeling convergeert, is dit dan en slechts

w1

dan een normale limietverdeling als @&n van de volgende, onderling
equivalente, condities voor elke &> 0 vervuld is:

&
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(62) lim ) aF  (x) = 0
n+e k lx{ie nk

(63) ilf; P{ sxlip L}Enkl >e} = 03

(64) lim T [ 4F (x) = 1.
n-+e Kk |xi<e nk

Bewigjso

Als (62) geldt, is volgens st. 2.3.13 voor de limietverdeling M(x)= O
en N(x) 20, zodat deze verdeling normaal is. Deze redenering is omkeer-

baar. Verder is

P{sup|x | 2el= 11 {1~ daF__(x)}
Kk nk K <l >e nk

en

. ) { ank(x)
D) dF |, (x) < T{ 1= { aF_ (x)} < e k|x|>e
2e ° k x|>e B

1
kK |x

waaruit de equivalentie van (62), (63) en (64) volgt.

Opmerking. Bij vergelijking van (62) met de definitie van oneindig
klein (Def. 2.3.1):

aF _(x) = 0,

lim sup nk

n+® k !xiie

ziet men dat de eis (62) zwaarder is. Zo zijn de variabelen Xk met

-1

FY
i

P{x, =0} = 1-n" P'{zh =1} =n (k=1,24000,0)

oneindig klein, want sup P {Izhk§> e}l = n°1 + 0 voor 0<e<1 en

n + «, Maar voor 0 <g <1 geldt

il dF  (x) = (1-n
k !x{<e k

zodat niet aan de eis (6L4) is voldaan, en dus evenmin aan (62) of (63).

&
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Sto 2.3.17. De volgende twee beweringen zijn equivalent:

a) De verdeling van N (5) convergeert voor geschikt gekozen A naar
de standaardnormale verdeling en de X zijn oneindig klein;

b) Voor iedere € >0 geldt (62) en

(65) lim J { x2aF (x) - ([ xdaF__(x))?) = 1,
n->e k x{<a nk |x{<e nk

Bewijso

Voor b) ==D3a) bedenke men dat uit (62) direct volgt dat de Xy onein-

dig klein zijn. Men past nu st. 2.3.13 toe en vindt:
#

(66) M(x) =0, N{x)

1

0, o =1, y(t) =03

dit is de 2% Lévy representatie van de standaardnormale verdeling.
Omgekeerd volgt uit a) dat de condities a) en b) van sto. 2.3.13 ver-
vuld zijn met (66) gesubstitueerd. Via enige hier niet weergegeven

afschattingen leidt dit tot (62) en (65).

Sto 2.3.18. (Bernstein-Feller). Voor een gegeven rij onafhankelijke
stochastische variabelen lﬂ (j=1,2500.) met verdelingsfuncties G. zijn
de volgende beweringen equivalent: .

a) er bestaan constanten An en Bn >0 zodat de verdeling van

—(6e1) s =

i
-n B
n

i~

= A
NP S

zwak naar de standaardnormale verdeling convergeert, en de variabelen
def yy .. o .
Xy = /Bn zijn oneindig kleing
b) er is een rij constanten Cn met lim Cn = o ywaarvoor geldt

n -+«

[ ale

(68) lim

aG. (y) = 03
nvo k=1 !y”iaacn k

n
(69) 1im cf ) ([ yPae(y) - ( [ o ¥ oot
k=1 yi<C

o 1(
n= ly Cn n
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Bewijs.
Uit a) volgt met Fnk(x} = Gk(an) in st. 2.3.17 dat voor elke € >0

(70) lim i dG, (y) = 03
n+e k=1 !y[ <an

e~

n

(71) lim B2 § ¢ ] v2ac. (y) - ( [ yac (y))°} = 1.
n ‘ k k
n-+e k=1 |yl<eB !y <eB
' n n
.. .. . def
Zelfs kunnen wij en rij e 0 kiezen met Cn = aan + o, zo dat

(70) en (71) gelden met €, i.p.v. €. Hieruit volgt b) direct.

Als omgekeerd b) gegeven is definigert men

n
(72) BE= ) ([ yPae(y) -

( i dek(y))z}°
v yl<c, lyl<c

n

Wegens (69) is dan C, = o(Bn) (n + =), zodat uit (68) voor elke €>0

(70) volgt. De grootheden x : zijn dus oneindig klein. Met enig reken-

nk
werk kan men nu laten zien dat (71) vervuld is en st. 2.3.17 toepassen.

Noodzakelijke en voldoende voorwaarden voor convergentie naar een
Poisson=verdeling krijgt men door in st. 2.3.13 de representatie van
een Poisson=-verdeling in te vullen. Wij gaan hier niet op in. Wel
volgen hier nog twee stellingen over convergentie naar de ontaarde
verdeling. In dit geval zijn convergentie in waarschijnlijkheid en
zwakke convergentie synoniem, zodat wij criteria vinden voor de zwakke

wet van de grote aantallen (blz.T77),

St. 2.3.19. De volgende twee beweringen zijn equivalent:

a) de som z, = z X convergeert in waarschijnlijkheid naar nul en de
1 g Tm
X . zijn oneindig kleing

=nk
b) voor elke e >0 geldt:

(73) lim 2
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(T4) lim § xdF k(x) =0,
n>o k X| <€ o
. 2 2
(75) lim ) | x dF k(x) - ( xdF k(x)) } = 0.
ne k x|<e n x|<e P
Bevigjs.
Ook als b) gegeven is zijn de x ., oneindig klein, wegens (73). Zowel

=nk
voor a) ==)b) als voor b) == a) is nu st. 2.3.13 toepasbaar. De

ontaarde verdeling heeft als 2% Lévy representatie M(x)z 0, N(x) z 0,

o =0eny(t) =0,

Opmerking. Convergentie van de in (73), (74) en (75) genoemde reeksen

voor €én vaste € >0, bij de keuze X = X, voor alle n, is nodig en

voldoende voor convergentie met kans 1 van de reeks z X (drie-reek=-
senstelling van Kolmogorov). Het bewijs van deze stelling berust in

hoofdzaak op de lemma's van Borel-Cantelli.

St. 2.3.20. (Kolmogorov-Feller). Voor de rij onafhankelijke stochas-

tische variabelen I met verdelingsfuncties G, en medianen m bestaan

k
dan en slechts dan constanten An en Bn.>0 zodat voor elke € >0 geldt

n
. 1
lim P {IE— N Yy - Anl >el=0,

als

n 2

lim | [=t— a6 (y +m) =0
& 2 2 k

n-+o k=1 Bh + ¥y

is. Voor willekeurige 1 >0 is een geoorloofde keuze van An

1 n
A =3 z {m + i dek(y+mk)},
n k=1 ly|<TBn

Bewijs.

Uit st. 2.3.7, met x

nk = Xk/Bn °
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Tot slot willen wij het in st. 2.3.13 gegeven criterium voor con-
vergentie van de verdeling van 5, near een willekeurige oneindig

deelbare verdeling nog in de volgende vorm geven:

Stw 203021. Als }'nk

van gn(s) dan en slechts dan naar een limietverdeling met Lévy re-

oneindig klein zijn, convergeert de verdeling

presentatie {M,N,0,y}als geldt:
1° de eis b) van st. 2.3.13 (blz. 89);

1-e_M(x) als x < O een
o def . .
2" ¢ (x)°= Plminx . < x} » cont. punt van M is;
k .
1 als x > 0 is;
0 als x < 0 is}
3° p (x)%€F Plmex x ., <x } » als x > O een
n k -nk = N(x)
e cont. punt van N is.
Bewijs. Uit 1-Cn(x) = P{ m;n X, > X} = i (1-Fnk(x)) volgt
(76)  log (1-C (x)) = E log(1-F , (x)) =
= {=1+o(1) } % Folx)  (n+w)

Als 2° juist is, geldt log (1-C_(x)) > -M(x) in elk continuiteits-

punt x < O van M, dus wegens (76) is lim z Fnk(x) = M(x) in zo'n
k

punt, e
Evenzo is Dn(x) = i Fnk(x),‘dus
(77) log D (x) = ] log(1- {1-F  (x)}) =
k
= {-1+o(1)} 2 {1-Fnk(x)} (n» @),

k

Als 3° juist is, volgt dat %ig ) {Fnk(x)-1} = N(x) is voor elk
continuiteitspunt x > 0 van N, U%t 10, 2° en 3° volgt dus, dat de
eisen a) en b) van st. 2.3.13 vervuld zijn, en de convergentie van
5, volgt uit die‘stelling.

Is gegeven dat 5, in verdeling convergeert, dan keert men

&
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0 o)
en 3 bewezen be-

bovenstaande redenering omj; men heeft dan 10, 2
halve Cn(x) + 1 voor x > 0 en Dn(x) + 0 voor x < O, Maar voor ie-
dere € > 0 is

mGyle) = T U-RLe)) < sup(1-R (s sw Plxy | 2 e } > o
en

Dyl-e) = I Tyl-e) sswp o) csw P{{xy]2e} o,

zodat ook deze beweringen juist zijn.

Als een schema van variabelen X, gegeven is die asymptotisch voor

n - » dezelfde verdeling hebben voor k = 1,2,000, k (kn + w), dan
kan men in aansluiting op bovenstaande stelling uitspraken doen over
de limietverdeling van andere "order statistics" dan de kleinste en
de grootste. Men vindt aanwijzingen bij Loéve, p. 332-333 van de 2e
en 3e druk.
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2.4, Zelfafsplitsbare verdelingen

De klasse.Z?' der oneindig deelbare verdelingen, gedefinieerd

op blz. 48, valt samen met de klasse van de zwakke limieten van ein-
dige convoluties van Poisson~verdelingen (st. 2.2.4) en met de klas-

se van de limietverdelingen van sommen

(1) 8,7 L Enm Ay

k
met onderling onafhankelijke en asymptotisch constante X (st.2.311)
Hieronder zullen wij de deelklasse E; der zelfafsplitsbare 1) ver-

delingen defini&ren, die samenvalt met de klasse der zwakke limieten
van eindige convoluties van verdelingen uit een klasse g (sto2.4.8)

en met de klasse der limietverdelingen van sommen (zie st., 2.4.4)

Iy onderling onafhankelijk,

n
(2) N ='§l Y Y - A dA enB >0 geschikte constanten,

(o]
=

xk/Bn asymptotisch constant.

Def., 2.4.,1, De verdelingsfunctie F heet zelfafsplitsbaar (behoort

tot de klasse Q) als F(x) voor ieder re&el getal c met 0 < ¢c < 1
de convolutie is van FQ%) en een geschikt gekozen verdelingsfunctie
'Fc(x)o De karskteristieke functie ¢ heet zelfafsplitsbaar (behoort
tot R ) als er voor iedere c met 0 < ¢ < 1 een karakteristieke
functie ¢d bestaat zodat geldt

1) De Engelse term is "self-decomposable" (Loéve; Pittj Chung als
vertaler van het boek van Gnedenko en Kolmogorov). Voor limiet-
verdelingen van sommen (2) heeft Pitt de naam "cumulative
distributions". Loéve gebruikt de letter M in plaats van de

gebruikelijke Q.



(3) o (t) = dlet)o ¢C(t) voor alle redle t.

Opmerking 1. Elke ontaarde verdeling behcort tot R s bij ¢(t) =

= exp (iat) is {3) voor de keuze ¢c(t§ = exp {ia{i=c)t) zelfs
voor alle reéle ¢ vervuld., Ock elke normale verdeling is zelfaf-
splitsbaar: bij ¢(t) = exp { nit = 3 6% £2) kiest men ‘¢c(t)‘=

= exp (W(i=c)it = 3 o g{ﬁac T

Voor elke karakteristieke functie ¢ geldt (3) triviaal voor
c=0, met ¢o(t) z ¢(t), en voor c=1, met ¢ﬂ(t) z 1, Uitbreiden tot

¢ > 1 1s in het algemeen niet mcgelijk:

St. 2.4.1, Als ¢ en ¢c karakteristieke functies van niet-ont-

aarde verdelingeﬁ zijn en voor zekere ¢ > 0 geldt (3), dan is ¢ < 1,

1 moet zijn voor c=1,

Bewijs. Hierboven is al gezegd dat ¢ (%)
Als ¢ > 1 is, substitueert men telkens %)voor t in (3), waaruit
wegens |¢c(t)| < 1 volgt

£ty .t oo t oy L _
1206 () 2] 6= [ 2el=)> o> Lim| ¢<:n) |=| ¢(0) |= 1.

¢
Volgens stelling 2.1.7 behoort ¢(dus ook ¢c) dan bij een ontaarde

verdeling.

St. 2.4.2, Als ¢ zelfafsplitsbaar is, dan is ¢ (t) # O voor elke

reéle t.

Bewijs. Stel dat voor zekere a > 0 gold ¢ (2a) = 0 en ¢(t) # O

voor 0 £t < 2a, Voor elke ¢ met 0 < ¢ < 1 is dan in (3)
0= ¢(2a) = ¢ (2ac) ¢ _(2a),

waarbij de eerste factor rechts niet nul is dus de tweede wel. Met

st. 2.1.6 vindt men

1 = 1-Re ¢c(2a) <l {“aRe ¢c(a)} =L iﬁ-Re;%%} .
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Voor ¢ > 1 nadert ¢lac) tot ¢(a), dus het rechterlid convergeert
naar nul. De onderstelling leidt dus tot de tegenspraak 1 < 0. Men

bewijst evenzo dat er geen a < 0 met de gestelde esigenschap is.

Opmerking 2. De klasse der limietverdelingen van sommen (2) verandert
niet als we eisen dat lk/Bn oneindig klein is i.p.v. asymptotisch con-
stant. Immers als bij asymptotisch constante lk/Bn constanten An en

Bn > 0 behoren, en L medianen van l_k',zijna dan definiéert men

=l n N £
W) I =g -me A=A - sz mk/Bn” By = Bae

n

. 1 A “~ _A} - * o ! .
Nu 1s 3; Z‘zk - An = Bn z_zk Ans terw131.mk,Bn medliaan van

lﬁan is zodat zﬁjBn oneindig klein zijn (lemma 2.3.1).

St., 2.4.3, (Khintchine). Als de sommen (2) een niet-ontaarde limiet-

. . . B
verdeling hebben, dan geldt {(a) LinB == en (b) lim n+1/Bn = 1,

Bewijs. Volgens opmerking 2 mogen we zk/Bn oneindig klein onderstel-
len. Deze stochastische variabele heef$ karakteristieke functie
t
s (t\ 3 . . . o .
Wk( /Bn), als Wk% ) de karakteristieke functie van ¥, is Uit het

oneindig klein zijn van zk/Bn volgt wegens lemma 2.3.3
(5) 1im s?>5wkk_mn)nm | = 0,

Stel nu dat (a) onjuist is. Er is dan een oneindige verzameling van

2)

een stijgende deelri] indices n. vinden met 1lim B. = B, De karakteris-

begrensde Bn“so Voor een geschikt getal B met 0 < B < = kunnen we

tieke functie Wk is continu, zodat voor e1kd’t geddt

2) Men kan direct inzien dat B = 0 geen verdichtingspunt der (posi-
tieve) Bn is, want‘zk/Bn zijn oneindig klein,

P
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(6) lin v, (ﬁ’—) ).
> nj

Maar als gevolg van {5) is

, t
(7) lin ¥, (‘E"‘) = 1,
J+= nj

t . .
zodat ?k( /B) = 11is voor elke t. De variabelen ¥y enQQ{/Bn zouden
dus met kans 1 de waarde O hebben. De verdeling van de som (2) zou
dan voor elke eindige n, en ook in de limiet, een ontaarde verdeling

zijn. Dit is in strijd met het gegeven, zodat {a) bewezen is.

Voor het bewijs van (b) schrijft men

n+1i n
1 1 Ln+1
s = omcmomem X 1 - A = cmcmomcmm 1 - A +
-+ 1 Bn+1 k=1 K n+1 Bn+1 k21 k n+1 Bn+1

(8)

De verdeling van £ convergeert naar een niet-ontaarde verdeling

+1
F(x). Omdat voor iedere € > 0

(9) 4o P

Bn+?

is (zie definitie van oneindig klein), heeft ook het rechterlid van
(8) zonder de laatste term een na%r F(x) convergerende verdeling. Als

Fn(x) de verdelingsfunctie van - z Iy aangeeft, weten wij nu
=1

-

4 1 ¢ _
(10) Pig— L go-h, sx}=F (B, x+4 )>Fx
n+1 k=1
en
1 n
(11) p{£n= §: kE=“§ L - A s x}=F (B x+A)~> Flx).

B
. . . +
Volgens st. 2.1.5 (convergentie naar type) is dan %1m g L 1.
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St, 2.4,4, (L&vy). De klasse h der zelfafsplitsbare verdelingen (zie

def, 2.4.1) valt samen met de klasse der limietverdelingen van sommen

(2).

Bewijs. Laat ¢ een zelfafsplitsbare karakteristieke functie zijn, zodat
voor elke c met O < ¢ < 1 een karakteristieke functie ¢é bestaat die
aan (3) voldoet. In het bizonder c = Eil kiezend definiéren wij onder-
ling onafhankelijke stochastische variabelen I door voor hun karak-

teristieke functies Y. te kiezen

k
(12) v 9 (e = L
k

(Merk op dat de noemer niet nul is wegens st. 2.4.2.) Voor de karak-
teriestieke functies Wk(t/n) van y, n~ geldt dan

bRtmy)
4’((1{-1 )t/n)

en wel uniform op elk eindig t-interval, want de argumenten in teller

(13) sup | Y

o,

en noemer verschillen t/n en de karakteristieke functie ¢ is uniform
continu (eigenschap k 5 op blz. 2). Met lemma 2.3.3 volgt uit (13) dat
g%/n oneindig klein zijn.

n Ly ‘ . L. .
De som ) /n heeft als karakteristieke functie
k=1 .
e d e (t)
1 it Y (=) = I = ¢ (t
k=1 KR g=q (BTt ’

zodat ¢ reeds voor eindige n de karakteristieke functie is van een som

8 die de vorm (2) heeft met A =0 en B = n,
- n n

Laat omgekeerd ¢ (t) = lim ¢n(t) zijn, waar ¢n(t) de karakteris-
tieke functie van een som (2) is. Bij het bewijs van ¢ € @ mag men
veronderstellen dat de limietverdeling niet-ontaard is, want in Op-

merking 1 is al aangetoond dat elke ontaarde verdeling tot K behoort.,
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Als ¥ k(t) weer de karakteristieke functie van Iy is, geldt

n
= . t

(15) ¢ (t) = exp(~iA t) k—I—-I1 v (7/B ) > ¢(t).

Kies een getal c met O < c < 1, Uit st. 2.4.3 volgt dat men bij

elke n een getal m = m(n) kan vinden zodat %ig Bm/Bn = ¢c en

m(n) < n is. Splits nu het middelste 1id van (15)

N m . n
(16) ¢ (t) = emtAnct oy (&, JAlAme-An)t o, (&)
n k=1 k Bn k=m+1 k Bn

Omdat in (15), met ct voor t en m voor n,

. m
(1) et v (8 » glet)
- k=1 “m
geldt, en
B

: ct t _ ¢t _m -

(18) = -5 = 3 (c-5=)
m n m n

willekeurig klein wordt, nadert de eerste factor van het rechterlid
van (16) eveneens tot ¢ (ct). De tweede factor is door zijn analy-
tische vorm een karakteristieke functie, en convergeert naar een
functie ¢(t)/ ¢ (ct), die continu is in t = 0. Volgens de conti-
nuiteitsstelling (st. 1.4.3 of st. 2.1.1) is ¢ (t)/ ¢ (ct) dan een
karakteristieke functie. Noemt men deze ¢c(t), dan is aan (3) voldaan;

dus ¢ is zelfafsplitsbaars

Ste 2.4.5. Als ¢ zelfafsplitsbaar is, zijn ¢ en 9 oneindig deel=

baar.

Bewijs. Volgens st. 2.lL.4 behoort ¢ bij een limietverdeling van sommen
(2), zodat ¢ oneindig deelbaar is volgens st. 2.3.11. Definiéer I, en
Wk zoals in het eerste gedeelte van het bewijs van st. 2.L4.L.

Kies bij vaste ¢ (0 < c < 3) een rij m=m(n) zodat Z/n+ ¢, Den is

wegens (14)

€
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(19) e) = 1 v.d = m v @y 1 &
| k=1 ER g KD sm+1 £ P

De eerste factor rechts is ¢(mtn-1) en convergeert naar ¢ (ct),

zodat de tweede factor blijkbaar naar ¢c(t) convergeert. Deze twee-~

de factor is echter de karakteristieke functie van

Lot Lo | Ln
n n

soo F e (EE oneindig klein)

(20) =

zodat men, weer uit st. 2.3.11y concludeert dat ¢c oneindig deelbaar

is,

St. 2.4.6, Een oneindig deelbare verdeling is dan en slechts dan zelf-
afsplitsbaar, als &&n van de volgende eisen vervuld is:

a) Bij de Lévy-Khintchine representatie ( Y, G) zijn de functies

(21) n(u) % - [ (1#e™@Y) ac(e")
u
en
(22) CTmu) %F o (1+e72Y) ag(<e")

convex voor = ® < y < ® oo
b) Bij de Lévy-Khintchine representatie (y , G) bestaan de linker- en de
rechterafgeleide van G(x) voor x € (= «, 0) en x € (0, =) E@us G is
~tontinu voor x # 0] en op de genoemde intervallen is (1+x2)x~ 16" (x)
een niet-stijgende functie; men mag daarbij voor elke x afzonderlijk
beslissen of men de linker- of de rechterafgeleide wenst in te wvullen.
c) Bij de Lévy representaties hebben M(u) resp. N(u) linker- en rechter-
afgeleiden voor elke u < 0 resp. u> 0 E?n zijn dus continu] en
uM'(u) resp. u N'(u) zijn niet-stijgende functies op (-« ,0) resp.

(0, ®); keuze van linker- of rechterafgeleide puntsgewijs als bij b)o
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Bewijs. Eerst tonen wij de equivalentie aan van zelfafsplitsbaarheid
én-a), Laat ¢ € Q, representatie (Y , G) hebben. Voor elke c met

0 <ec<1is ¢ c(t) = ¢ (t)/¢ (ct) een oneindig deelbare karakteris-
o tieke functie (st. 2.4.5).

Nu is
: 2

(23) log 6 (t) =iyt + | (eF™-i- - 22 ) X e,
1+x X

en, met ct voor t en cx =y,

U v ‘, ' ‘. ity - ity 1+c-2y2 -1
(2k4) log ¢ (cth)”&=1y'c;t+f(e =1a 57 ) _2 e ag(e” 'y) =
{ 142y =

2 2
{yc+jLS_:.c._dG(c v (2Woie 1‘°Y> “*32 L ac(c™y) .
Y 1+y
Aftrekken geeft de representatie ('Yc, Gc) van ¢C(t), waarin blijk-
baar geldt

(1=¢) = [ Zil:&.l dG(c y)
1+y

(25) Y

(26) l:xf G (y) = J:IE JIE:EXE -1
5 (y) = =5 d6(y) - —=% db(c” ¥).
N N c

De functie Gc is nu vastgelegd door

2 2
(27)  G.(-=) = 0 en dG_(y) = acly) - <X ao(c™y),
c c 3+V2

v

en G is van begrensde variatie omdat G dat is. Volgens "gevolg 1" op
blz. 57 58 is G, dan eenduldlg door ¢c bepaald. Wij weten echter dat
¢c oneindig deelbaar is, dus ( Y, Gc) is een Lévy-Khintchine repre-
sentatie: dit houdt in dat de door (27) vastgelegde functie G, niet=-
dalend moet zijn. Nu is

(28) dGc(O) = (a-cz)dG(o)
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zeker niet-negatief. Wij eisen vervolgens dat Gc(x) voor x > 0 niet

daalt, m.a.w. ¥oor-

(29) n(x) % - [ 2 ac(y)
x vy

eisen wij dat voor elke vaste c¢c met 0 < ¢ < 1 de functie

( fm-i’iﬂ‘ii (y) = 0(&) - N(x)
30) : y2 dGC y) = N‘§ - N(x

voor 0 < x < @ nietsétijgehd is, Stelt men x = eu, dan is met e’ = y

in (21)

e
(31) n(u) = - [ ZEac(y) = n(e™),
T

Blijkbaar moet voor elke d > O
+d
(32) n(u+td) = n(u) = W™ %) = n(e")

een niet-stijgende functie van u zijn, dus n{u) is convex (- = < u < =),
u
Voor negatieve x mag G, evenecns niet dalen; door M(-e ) =-m(u) in te
voeren vindt men dat-m(u+d) + m(u) een niet-dalende functie van u, dus
. .. . u
een niet-stijgende functie van x = =e~ is, zodat m(u) eveneens convex

iSo

Als omgekeerd de representatie ( Y, G) van een oneindig deelbare
¢ aan a) voldoet, bewijst men door omkering van bovenstaande afleiding
dat ¢ c(t) dgf ¢(t)/ ¢(ct) een oneindig deelbare karakteristieke func-

tie is, zodat ¢ zelfafsplitsbaar is.

Vervolgens bewijzen wij b) uit a). Omdat n{u) convex, niet-dalend
en eindig is, zullen zijn rechter- en linkerafgeleide voor elke u
bestasn en zal n'(u) niet=stijgend zijn (invullen van rechter- of lin-

kerafgeleide, puntsgewijs te kiezen). Uit



<
7 i !’ "i"‘

(33) alu) = = [ === acl{e")

3 név
volgt voor h # O
n{uth)=n{u) _ 1 uth 3 v dG(ev‘ -
T i J J

eh - eh = u e

(34)

1+e2(u+ Oh)
u+2 6h
€

G{uth) = G{u)
uth u
e Twe

o (0 <0 < 1)

Voor h + 0 nadert het eerste 1id %ot de niet-stijgende functie n'(u)
(linker- of rechterafgeleide al naar het teken van h). Dus de limiet
ven het laatste 1id bestaat:; dit is met x = e juist (1+x2)x'1G'(x)°
Bewering b) is nu.voor 0 € x < = bewezen; voor =® < x < 0 gébruikt

men de convexiteit van m{u) op analoge wijze.

Omgekeerd volgt a) uit b). Er zijn hoogstens aftelbaar veel pun-
ten waar linker- en rechterdafgeleide van G verschillend zijn: als de
rasklijnen in zo'n punt een hcek © maken, telt men eerst de punten met
’l&T;%% ; dan met %-iﬂal> %-enzo Deze aftelbare puntverzameling heeft
G-maat nul omdat G continu is. Voor een integratieinterval (x, x+h) dat
0 niet bevat is (%+y2)yu2 begrensd. Dus uit b) volgt, voor alle h > 0

waarvoor x(x+h) > 0 is, de ongelijkheid

x+h x+h -2

2
| sty = | gy &,
X y R s yo=

(35)

x+h

X c 'y

=2 2
+ =
> I %@l—. GQ(C y)y&: f

x+h

i
J

X

14722 =1
~=:§—%- daGle” y)o
c ¥y

Uit (26) blijkt nu dat G, nist-dalend is op {==,0) en (0, ).Dat

hieruit a) volgt is al bewezen,
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Tenslotte is de equivalentie van b) en c¢) direct af te leiden uit

u 1+x2

(36) M{u) = [ - dG{x} wvoor u < 0
= O X

en

(37) N{u)

ac(x}) wvoor u > Q.

2

_ fm ﬂ+x2
u X

St. 2,4,7. Een oneindig deelbare werdeling met eindige variantie is

dan en slechts dan zelfafsplitsbaar,; als in zijn Kolmogorov represen=-

tatie ( ¥', K) de linker- en rechterafgeleiden van K(u) voor alle

u # 0 bestaan en u=m Kq(u) voor u € 0 en u » O een niet-stijgende func-

tie is (linker- of rechterafgeleide puntsgewijs te kiezen, zie St.

2.4.6 1),

Bewijs. Uit sto. 2,406 c)5 voor u ¢ 0 resp. u > 0 geldt

resp, al{u) = Eﬁéil o ’
u u

(38) am(u) =

Voorbeelden.De ontaarde verdeling met G{u) = K(u) £ 0 en de normale
verdeling met G(u) £ K(u) & 2, 1{x) voldoen triviaal asn de beide
laatste stellingen en zijn dan ook zelfafsplitsbaar, Uit st. 2.4.7 volgt

dat b.v. een verdeling met

A als 1< 0
o
(39) K{u) = 4 u~ als 0< uc< 1
1 als u >

eveneens zelfafsplitsbaar isg uﬁﬁ K'{u) is in de drie gevallen o, 2 en
o en is dus niet=stijgend behalve in u = 0, Daarentegen behoort de
Poisson-verdeling, met K{u) = A, 1{u=1), niet tot & . In de afleiding
van de Poisson=verdeling als limiet van de binomiale is het dan ook

nodig een dubbele rij warisbelen ES te gebruiken; een enkele rij T
4

X ]

. . ) = =1 . .
levert noolt na normering tot lkBr L - An n een Poisson-verdeling als

limiet.,
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Def, 2,4,2, 9 is de klasse der ocneindig deelbare verdelingsfuncties met
Lévy-Khintchine representatie ( v, G}, waar G &&n van de vormen (p)(q)
of (r) heeft:

0 als x < A
1402 Y
(p) G(x) = ¢a log = als A< x< 0 p waarbij a > 0 en A < 03
‘ﬂ+x“p
a log (1+A") als x> 0
als x < O )
(q) G{x) = ¢ b log (W+x2) als 0 ¢ x < Bp waarbij b> 0 en B> 03
s
b log (1+B°) als x> B
0 als x< 0
(r) G(x) = cotlx) = waarbij ¢ > 0.

cals x> 0

St. 2,4.8. (Kubik). De klasse K der zelfafsplitsbare verdelingen valt
samen met de klasse der zwakke limieten van eindige convoluties van

3 . (3 © © oC v
verdelingen ult de hierboven gedefinicerde klasse 5 o

Bewijso

A) Wij bewijzen eerst S CR. In de representatie van een verdeling uit
9 is de functie G van de vdrm (p), (3) of (r). Dan is G continu, en

linker=~ en rechterafgeleide bestaan, voor alle x # 0, Verder is

> 0 als x <A

voor (p) L Gvix} = ¢=2a als A <« x < C,
0 als x > 0,
0 als x < C,

voor (q) ii§¥ GJ{X} = 42b gls 0 < x « By
0 als x > B,
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~
z

TrxT

¥

¢ {x) =0 wvoor alle x # 0.

voor {(r)

Welke < = tekerns hier door < - tekens vervangen kunnen worden hangt
er van af of we de linker- of de rechterafgeleide beschouwen. Behalve
in x = 0 is xnd(?+xﬁ}G‘(x} dus niet=stijgend. Uit st. 2.4.6. b) volgt
nu S(:Clo

Bij ¢ €& en Y € &  behoren karakteristieke functies ¢ o o ¥ c die
aan (3) voldoen. Nu is ook

(50) ¢ (t)s ¥ (£) = ¢ (ct) ¥ (ct) o ¢ (t) ¥ (%),

zodat ook het product ¢ ¥ tot & behoort. Eindige convoluties van

zelfafsplitsbare verdelingen zijn dus zelfafsplitsbaar,

Als vcor ¢ ,n\E(R geldt ¢ (n)(t) + ¢ (t), uniform op elk eindig
Vg

t=interval, dan is

} = i 5 '“t = 1 kY o o

(b1) o (&) = Zim ¢, () = 1im ¢ y(et)e ¢y (%)

De eerste factor van het product rechts convergeert naar ¢ (ct). Dus
7 def .
+ =

bestaat ook ¢ ka) lim ¢(n)c

op elk eindig +t=interval. Volgens st. 2.1.1 is ¢ dan een karakte-

(t), en de convergentie is uniform

ristieke functie. Dus de zwakke limiet van een rij zelfafsplitsbare

verdelingen is zelfafsplitsbaar,

Uit A) B) en C) volgt dat elke zwakke limiet van een eindige convolutie

van verdelingen uit g tot § behoort.

D)

Wij bewijzen nu het omgekeerde: kies een verdelingsfunctie F € @
met representatie { Y, G). Uiteraard is G overal continu van rechts
en niet-dalend. Wegens F € i is G zelfs continu, behalve misschien

in x = 0 (st. 2.4.6),



Voer nu in g : : "’__ﬂ/,—f
G

, 0
Glu) als u < 0, _
- ¢
G(u) dgf
G{o=)" als u > 0, .
0
N -0 als u < 0,
-7y def
(h2) cu) % G’j -
G({0)=G(0=) als u > 0, .
0
0 als u < 0y ,
G

G(u) 9F

\

\
G(u)=G{0) als u > 0,

iv

Nu is
= , ny . . : .
(43) G(u) = Glu) + ¥ (u) + G(u); G en G zijn overal continu.

s so n
Definiéer nu voor k=1,2,000402 ¢

Y, eny =
def Glk2™)- G{{k-1)27")

log(1+k22=2n) = log( 1+{k=1)

def 7%, .=n
(44) d, = G(k2™) - b

b

nk 22w2n>

. log {1+ K°272M),

als u < 0,

p 8ls (k=1)27" £ u < k2™
%’ } (kaiaocognzn)g
G{n) als u > no

0
P def P
= 4 i+
G (u) b } log (1 g J dn

Nu is
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8;((k_1)2“n) =D, log (14(k=1)%2"%") & F(k2™P)-b K log{ 1+k°27%0) =

= - {Qx2™)=6((k=1)2"") } + ¥(x2™) = ¥((k=-1)2"),
en ﬁiﬁ 8n<k2-n- e) =b  log (14k%2720) + Y(k2™®) +

= b, log (k2272 = G(x2™),

= . o s "~ . W
In elk punt k2 a zijn linker- en rechterlimiet van Gn dus beide gelijk
n, .
aanG(k2 ™). Binnen elk interval ((k-1)27", k2™%) is

(45)

1]

dén(u) 2ub
> 0; want b _, > O,

du 1+u2 - nk

Dus 3n is een continue niet-dalende functie, Omdat G een represen-
tatie functie is, geldt G(®) < = en () = G(») = G(O+) < o Bij

iedere € > 0 is er dus een U zodat voor u > U geldt

(46) 0 < G(=) = G(u) < ¢

v
G is niet=dalend en continu, dus uniform continu:s bij e¢ » O bestaay

N zodat voor n > N geldt

(47) 0 < G(k2™®) - B((k-1)27")

I A

< €

=n . . , N
voor k=1,2;000,0n2 ~, Hlermee 1s bewezen dat voor n > max (U,N, vcor

") 3" .
alle re&le u |G{u) = Gn(u)i < g is, Moa.Wo Lim'&n =G,

Wij moeten nu nog laten zien dat de bi] G behorende verdsling =szcv
eindige convolutie is van verdelingen ult €;° Hiervoor hebben wij

twee lemma's nodig:

Lemma 1, Als een functie f continu 1s op [a bJ en in elk punt x van

(a,b) bestaan de rechterafgeleide £, ( ) en de linkerafgeleide fi”m)a

terwijl f(a) = f(b) = 0 is, dan is er een getal c zodat a < o < b en

q 0
f+(c) £ (e) 20 is.
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Bevwijs. Zoals het bewijs van de stelling van Rolle voor differen-

tiéerbare f.

Lemma 2, Als de functies f en h continu zijn op [a,b] en in elk punt
van (a,b) linker- en rechterafgeleiden bezitten, terwijl h(a) # h(b)

is, dan is er een getal c met a < ¢ < b zodat voldaan is aan

(1) Ty‘j—yi(z):i(:) h_:_(c) - fi(c) 20 en %—E—H—E—% hi(c)-fi(c) > 0,
of aan

£(v)-f(a) .’ ' £(b)-f(a) .° '
(I1) sTmraT Bele) = £,.(e) 2 0 en fpymmey b(e)-£_(e) < O,

Bewijs. Lemma 2 volgt uit lemma 1 zoals de "uitgebreide middelwaarde=-
A

stelling van de differentiaalrekening' volgt uit de stelling van Rolle.
Wij definiéren
£ (c¢) in geval (I),

(c) in geval (II);
(

f
(48) f (c) in geval (II),

f'(c) in geval (I).

Uit lemma 2, toegepast op ¥(u) en log (1+u2), volgt dat er een u

bestaat met (k-1)270 < w, < k2™ en

(ko) {v

Zoals boven onderscheiden wij geval (I) waar de eerste factor niet-

positief en de tweede factor niet-negatief is en geval (II) waar dit
—1n 1 0

andersom is, Voor u > 0 is (1+u2)u 8 (u) = (1+u2)u s (u) niet-

stijgend (st. 2.4.6). Dus geldt (k=1,2,0..,02")¢

&
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... 2 2
i+u i+
k+1 o Yk
—— Y {
(50) Pkt S 2u,, al<uk+?”;§ 2u, 11ie) 2 Py
Verder is uilt de definities van dnk en bnk direct na te rekenen:
2. .=2n
= . { Q
(51) dn9k+1 =d, {bnk bn9k+ﬂ) log {1+ kK°277)g
(52) dn1 = 0,

n .
Voor k=1,2,000,n2" wvoert men nu 1in,

0 als u < 0,
(53) Y0 YL ) dog () als 0 su <k,
- (bnk‘bn9k+1) log (1+k22'2n) als u > k2™,
Hier is b 9T 5 a1s k=n2", Uit {50) volgt direct dat G de vorm
ngk+1 nk

(p) heeft van Def. 2.4,2 en dus bij een verdeling uit S behoort.,
Dan is

n2n

(s4) Y= ] €&, (== < u < =),
k=1 :
. =n . y=1 . n .
Immers voor elke u waarvoor (i=1)2 " < u < i2 ", met 1 £ 1 <n27,; is,
geldt '
n2” i1

, 2 :
zi (bnk'bngk+1) log (1+u”) + ki1 (4

) =

n2n
] -4
kZ1 nk (W n,k+1 " nk

(55)

2
{9 =
bnsi log {1+u”) + 4 ; En(u)o

Voor u < 0 zijn linker= en rechterlid van (54) beide gelijk aan nul,

Voor u > n tenslotte is



n n
n% n2 2,=2n
{ Y = = =
L Gnk(u, z (b bngk+§) log (1+k“27°7)
=1 k=1 -
(56)
n2"-1 L. .
= (a =d.) + b n log(?+na) =G {n) =G {ul,
k=1 n,k+1 “nk nyn2 o'’ ot

Dus is (54) bewezen, m.a.w.

. nan
(57) ¢ = Lim En = Lim ) Enko
k=1
Op analoge wijze is, voor geschiktelﬁnk van de vorm (q),
(58) G = Lim G = Lim L G

Nu behoort G dgf En + G* + Bn bij een eindige convolutie van ver-

delingen uit g‘ en Lim Gn-= G, doWo2. de bijbehorende werdeling con=-

vergeert naar de door G gerepresenteerde F.
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2.5, Stabiele verdelingen

1), als bij elk

X b1 >0 en b2 > 0 constanten a en b > 0

Def, 2,5.1, De verdelingsfunctie F heet stabiel
viertal constanten 8,5 8

bestaan zodat geldt

X = a

1 2 X - a
B e 3% mc—c—C—C— 3 ——— °
(1) F b1 F b2 F ™ H

dus als x, en X, onafhankelijk en volgens F verdeeld zijn moet elke

1 2
som van lineaire functies der X te schrijven zijn als lineaire

functie van een x met die zelfde verdeling:

(2) b.x, +a, +Dbx, +a,=0bx+a

1)

De karakteristieke functie ¢ heet stabiel °, als bij elke B > O

geschikte a en b > 0 bestaan, zodat geldt

(3) ¢(t) ¢(Bt) = exp(iat) ¢(bt).

Opmerking 1. Evenals "oneindig deelbaar" en "zelfafsplitsbaar" is

"stabiel" een type-eigenschap: een stabiele verdeling blijft stabiel

bij verandering van schaal- en/of plaatsparameters.

Opmerking 2., Men ziet direkt, dat de normale en de ontaarde verdeling

stabiel zijn. Dit geldt ook voor de Cauchy-verdeling
¢(t) = exp(iat = b|t]).

1)

In het boek van Lévy staat quasi-stabiel; de beperktere klasse
waar bovenstaande relaties voor alle a; = 0 vervuld zijn door

a = 0 en geschikte b > O noemt Lévy stabiel. Daarnaast kent hij nog
semi=stabiele karakteristieke functies ¢ waarbij voor elke c # O
geldt log ¢(ct) = ¢ log ¢(t), met de in st. 2.5.2 ingevoerde

exponent a.
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Sto. 2,5.1. Een stabiele verdeling is oneindig deelbaar.

Bewijs. Op grond van de stabiliteit vindt men a' en b’ > O waarvoor
geldt: {6(t)]” = exp(ia't) ¢(b't); dus, met b't = u,

(4) o(u) = { exp :%%%3'¢( %w) |

Opmerking 3. Men kan al vermoeden dat een stabiele verdeling ook
zelfafsplitsbaar is. Uit (3) volgt nl., met bt = u:

(5) b(u) = o( 2B ) o~i8t 4 B

u
b b

voor geschikte a en b > 0 bij gegeven B > 0, Omdat (3) inhoudt
= bx + a, is het plausibel dat voor B + 0 geldt b > 1 en

X, *Bx

d;t voorZB + = geldt B/b + 1: het getal B/b doorloopt alle getallen c
met 0 < ¢ < 1, Om dit precies te bewijzen kunnen we de relatie
1+8%=1p" (0 < a < 2) gebruiken die bij het bewijs van st. 2,5.2
wordt gevonden. Nu is exp(-iat) ¢(u/b) een karakteristieke functie

¢c(u) bij ¢(cu) = ¢(Bu/b), zodat ¢ zelfafsplitsbaar is.

St. 2,5.2., Een karakteristieke functie ¢ is da' en slechts dan stabiel,

als voor zekere a, B, vy en c met 0 < a < 2, | 8] <1 enc > 0 geldt

(6) log ¢(t) = ity = c|t]|® {1 + iB w(t,a) sgn t} 2)
tg'% mTa  als o # 1 +1 als t > 0,
waar w(t,a) =¢  fen sgnt = 0 als t = 0,
%log |t] als a = 1 -1 als t < 0,
2)

Bij Lévy en enige anderen heeft B het tegengestelde teken. De vorm
(6) is gebruikelijker en wordt gevonden bij Gnedenko & Kolmogorov,

Loéve, Lukacs en Pitt.
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Gevolg. Is een stablele verdeling symmetrisch om x = 0, dus zijn

karakteristieke funct & ¢ re@el voor reéle t, dan heeft ¢ de vorm

i
=c |
e " {0<ca=2,¢>0)

1}

(7) o{t)

(Ontaarde ve deling voor ¢ = O, Cauchy=verdeling voor a = 1, normale
9 9

verdeling voor a = 2},

Opmerking 4, o heet de exponent van de stabiele verdeling en bepaalt

de aard van de verdeling, c.a. het bestaan van momenten (gevolg 1 van
sto 2.5.72)%

B bepaalt de scheefheid, ¢ resp, v zijn schaal- resp. plaatsparameters,

Bewijs. Laat de stabiele karakteristieke functie ¢ een le Lévy
representatie [M, N, o, vy} hebben, Uit (3) volgt

(8) log ¢(t) + log ¢(Bt) = iat + log ¢(bt).

Als men hierin de (unieke!) L&vy representatie substitueert, vindt

men voor x < 0 resp, x > 0

¢ Xy = X ( Xy = X
(9)  M{x) + M 3 ) =M &) resp. Nix) + N( 5 ) =N( ) .
Voor x > 0 leidt x = e en n{u) = N(e") tot n(u) + n(u - log B) =

= n(u = log b). Men kan aantonen dat de algemene oplossing van deze
vergelijking is nlu) = = e, exp(=au) of N(x) = = c, x=a9 waar c,
¢ geldt. De representatie=-

en a
.. o

complexe constanten zijn, waarvoor | +# B =)

functie G (samenhang met M en N op bl:, 90) wordt alleen dan reéel,

niet=dalend en begrensd als o en ¢, redel zijn en bovendien hetzi]

i
= 0 hetzi] c, >0 en 0 < a < 2 geldt. Uit de eerste formule van

= 0 hetzi}

4

(9) concludeert men evenzo: M{x) = c, (x!7%. met hetzij c,

¢, >0en 0 < a < 23 a is dezelfde als bij N. Met contourintegratie

2
kan men nu bewijzen:

(10) ! (elﬁx 1o 1‘c,x2 ) xzagh ax
0 Tex

)C!

i

(=it)” TI(=a) + ita,
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als 0 <a<2ena# i, en

*® 1 1 =2 9
(11) J (X% _ 5 o 1tx2 ) x7° ax = = 3 nlt] = it log|t| + ita
0 T4+x

2

voor o = 1, waar 8y reéle, alleen van a afhangende, constanten zijn,
Voor de integralen over {==;0) gebruikt men de toegevoegd complexe

versies van {10) en (11), Bij de keuze B = (cﬂ )(c1 + cz)_1;

=c2

c=<(c, +c.)a COS‘l e T(=a) voor 0 < a < 2 en a # 13
c = E'H(Qﬂ *+c,) voor e = lenc=50 =3 dG(0) voor a = 2
(c1 =c, = 0) volgt formule (6).De redenering is geheel omkeerbaar,

zodat een ¢ die aan (6) voldoet ook stabiel is,

Opmerking 5. Uit (6) ziet men dat de convolutie van twee stabiele

verdelingen met verschillende exponent o niet meer stabiel is. Convolu-
tie van verdelingen met parameters (a, B, v, ¢) en (a, B", y', c?)
leidt wel tot een stabiele verdeling, met parameters (a, (cB + c'B*)

(c + c°)=19 Y+ y', ¢+ c'), Het 1ijkt niet mogelijk de stabiele
verdelingen te omschrijven als de zwakke limieten van eindige
convolutie: van verdelingen uit een geschikte klasse (vgl. sto. 2.2.4

en sto 2.4.8 ),

St. 20.5.3, Elke stabiele verdeling behslve de ontaarde is absoluut

continu.

Bewijs. Uit formule (6) volgt E¢(t)ﬂ s exp(ccﬁtla)g dus voor ¢ # 0 is
Slo(t)] dt < = . Pas nu sto 1.3.6 (bl:. 20) toes

Opmerking 6. De verdelingsdichtheden van stabiele verdelingen zijn

vrijwel nooit door inverterern van de karakteristieke functies te vinden.

Behalve de normale verdeling (o = 2, 8 = 0} en de Cauchy-verdeling
i

(a = 1, B =0) is alleen de verdeling met a =% B = =1 expliciet

bekend; deze heeft (voor vy = 0 en ¢ = 1) de dichtheid
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0 als x < Oy

(12) £(x) =

3
,-,-,, X 2 exp(:: %;Z) als x > 09

27

d.w.z, Pearson's type V. Voor de combinaties o =-% B =1,

a =‘% B=1, a =‘% B=1, a =«% B=0ena =(% B willekeurig zijn de

dichtheden (voor Yy = 0 en ¢ = 1) door Zolotarev uitgedrukt in hogere
transcendente functies. Voor literatuur over analytische eigenschap-
pen en asymptotische ontwikkelingen van de dichtheden van stabiele
verdelingen verwijzen wij naar Lukacs (p. 103=106). Zonder bewijs

citeren wij de volgende stelling:

Sts 2.5.4. Een stabiele verdeling met O < a < 1 en B = 1 is naar
rechts begrensd, d.w.z. er is een b < = en een € > 0 zodat F(b) = 1
en F(b = €) < 1 is; een stabiele verdeling met 0 < a < 1 en B = =1 is
naar links begrensd, d.w.z. er is een a > =~ en een € > 0 zodat

F(a = €) =0 en F(a + €) > 0 is,
St. 2,5.5, Als de verdeling van de som

n
(13) 5, = ¥ Y A Y onafhankelijk met dezelfde verdeling,

d_
Bn
An en Bn > 0 geschikte constanten,

naar een limietverdeling convergeert, dan zijn znk = xk/Bn asymptotisch

constant.,

Bewijs. WiJ zullen laten zlen dat de karakteristieke functie Tn(t) van

b3

(1k)

2
n

S P

naar 1 convergeert. De verdeling van (14) hangt niet van k af, zodat

lemma 2.3.3 dan de gewenste conclusie geeft.

Als ¥ de karakteristieke functie van y. is, ¢ die van s en ¢ die van
k n -n

de limietverdeling, dan is
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% itAn
(15) T, (8) = B, ) exp (- )s
(16) {r (01" = {u( %; )} exp (<itA ) = ¢ (£) » o(t).

Omdat ¢ continu is en ¢(0) = 1 is, bestaat er een T > 0O zodat voor
|t] < T gelat |o(t)]| > %-. Maar dan is ook ,voor [t] < T,lim Tn(t) =1,
want als dat niet het geval was zouden € > O, toe;(-T,T) en een onein-

dige deelrij {n bestaan met ITn (to)l < 1 - €, Dit zou inhouden

x) )

n n
(17) o (5] = I, (5)] Fci-ea®,

het linkerlid convergeert naar ‘¢(t0)| en het rechterlid naar 0, in
tegenspraak met i¢(t0)| > % . Dus geldt T (t) + 1 voor |t] < T, maar
wegens (st. 2.1.6) Re (1 = Tn(2t)) < 4(1 = Re Tn(t)) ook voor

|t| < 2T, enz. De uniforme convergentie van Tn(t) op elk eindig

t-interval is hiermee bewezen.

St. 2,5.6. De klasse der stabiele verdelingen valt samen met de klasse

der limietverdelingen van sommen (13).

Opmerking 7. Volgens st. 2°hoh.en st. 2:5.5 zijn deze limietverdelingen,
zonder de eis dat ¥y dezelfde verdeling hebben, juist de zelfafsplits-
bare verdelingen. Zoals al in opmerking 3 is aangekondigd, is elke
stabiele verdeling dus zelfafsplitsbaar. Een ander bewijs hiervoor
volgt uit st. 2.4.6 en de definities van M(x) en N(x) in het bewijs van
ste. 2:5.26

Bewijs. Als F een stabiele verdeling is, beschouwen we onafhankelijke
variabelen ¥, met allen de verdelingsfunctie F. Volgens (3) zijn er
constanten An en Bn > 0 zodat Y4 + ZQ + oo + zn de verdelingsfunctie

F(an + An) heeft, De som (13) heeft dan, al voor eindige n, de verde-
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lingsfunctie F(x).

Laat, omgekeerd, F een limietverdeling van sommen (13) zijn.
De ontaarde verdeling is stabiel, dus neemt men aan dat F niet ontaard
is., Volgens opmerking T en st. 2.4.3 geldt dan Bn +> ® en Bn+1/Bn +> 1,

Kies nu getallen 845 8 b, >0 en’b2 > 0, dan is er een rij m = m(n)

2° 1
zodat Bm/Bn > b2/b1° Nu is

B b + +
1 e * 00 * Lo _
o, ¢ B_ -A) +a b Bn‘( B_ -A) + )=

o’

1 ’ DA B
(18) =§'r_1(11+ooo +ln+m)+a.1+a2—b1An-'_B'r'1—_e

De verdelingsfunctie van de eerste term b15n + a1 convergeert naar

X = a, X - a,

—1, . . + -4
= ). Omdat de verdelingsfunctie van b,s a, naar F( T )

1 2
convergeert en B b

F(

B T, b, geldt, convergeert de verdelingsfunctie
m1ln 2
Bb X = 8
m 2
van —— s_ + a_, eveneens naar F(
Bn —m 2 b2

lingsfuncties van het linkerlid van (18) convergeert dus voor n + «

) (st. 2.1.5). De rij verde-

naar

x-'a.1 X = 8
—_— ) *F( ——E

(19) P —
1 . 2

De verdelingsfuncties van het rechterlid van (18), van de vorm

+ ] -] o o 1 1 -
@ emSn+m Bn+m° convergeren dus ook. Volgens st. 2.1.4 moet hun limiet
verdeling dan van hetzelfde type zijn als F, Dus F is stabiel.

Of een rij verdelingen van sommen (13) inderdaad convergeert, en zo
ja naar welke stabiele verdelingsfunctie F, hangt behalve van de keuze
van An en Bn natuurlijk ook af van de verdelingsfunctie G van de varia=-
belen A In het volgende zullen wij het verband tussen G en F kort
omschrijven; voor de bewijzen van de stellingen raadplege men Gnedenko &

Kolmogorov,



Def, 2,5,2, De verdelingsfunctie G wordt aangetrokken door de verde-

lingsfunctie F, als F de limietverdeling is van sommen (13), met vol-

gens G verdeelde ¥, en geschikte An en Bn > 0, De verzameling van alle

3)

door F aangetrokken verdelingen heet “de aantrekkingssfeer van F,

Het is duidelijk dat alleen stabiele verdelingen een niet=lege
aantrekkingssfeer hebben en dat elke stabiele F tot zijn eigen aantrek-
kingssfeer behoort. Elke verdeling behoort tot de aantrekkingssfeer van
de ontaarde verdeling. De aantrekkingssferen van de overige stabiele

verdelingen worden onderzocht in de volgende stellingen.

St. 2.5.7. Als de variantie 02 van een niet-ontaarde verdeling G eindig
is, behoort G tot de aantrekkingssfeer van een niet-ontaarde normale
verdeling,

- _ 2. _
Bew1lgs. Als Bn = no 1s, voldoen Xk~ lk/Bn aan st. 2,3.3,

St. 2.5.8, G behoort dan en slechts dan tot de aantrekkingssfeer van een

niet-ontaarde normale verdeling, als geldt:

c? ;o ae(x)
(20) 1im x| > ¢ =0,
Cre f x2 dac(x)
|x| <c

Bewijsschets, Als G een eindige variantie heeft, is (20) triviaal en

geeft st. 2.5.7 het gewenste resultaat. Voor verdelingen G met oneindige
variantie kan men bewijzen, dat in (69) op blz., 92 de afgeknotte varian-
ties mogen worden vervangen door afgeknotte tweede momenten. Voor xk met
dezelfde verdeling blijkt conditie (20) equivalent te zijn met (68) en

de nieuwe versie van (69)s pas nu st. 2.3,18 toe,

3) Engelse term: domain of attraction; Duitse term: Anziehungsbereich.
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St. 2,5,9, G behoort dan en slechts dan tot de aantrekkingssfeer van een
niet-ontaarde normale verdeling, als voor de karakteristieke functie

Y van G uniform in t voor t > O geldt

Re log ¥(st) _ .2

(21) lim Re Tog 0(5) 0

s +0

Bewijs. Zie de Duitse vertaling van Gnedenko & Kolmogorov; de stelling

komt niet voor in de Engelse vertaling.

St. 2.5.10, G behoort dan en slechts dan tot de #dantrekkingssfeer van

een niet-ontaarde stabiele verdeling met exponent o (0 < a < 2), als er

constanten cy 2 0 en cy 2 0 (c‘n tc, 2 0) bestaan zodat geldt:
: . G(=x) ¢y
(22) llm = == 3
4w 1= G(x) c, i
. 1 = G(x) +6{=x) _ o
(23) xlimm T GTkx) F Glokx) k~ voor elke vaste k > O,

De constanten c. en ¢, zijn dezelfde als in het bewijs van st. 2.5.2.

1 2
Als G een karakteristieke functie Y heeft en de verwachting

m = [/ x dG(x) bestaat, en men voert in

Y(t) als a < 1,
(24) p(t) =
¥(t) exp(-imt) als a« > 1,

dan is eveneens nodig en voldoende dat voor iedere t > 0 geldt:

a) voor 0 <o <2 ena# 1:

Re log ¥(st)
Re log ¥(s)

Im log (st)
Re log ¥(s)

=1t en lim
s + 0

lim
s >0

= pt° tg %-ﬂa;

b) voor o = 1:
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Re log V¥(st) _

lim =1 en

s » o Re log vls)

1ig m {log B(st) = s log B(t)} _ 28t log t.
S Re log ¥(s) m

Gevolg. Voor elke stabiele verdeling F met exponent a , behalve de nor=-

male en de ontaarde verdeling, bestaat ¢ >0 zodat geldt

(25) 1im  x* {1 = F(x) + Fl=x)} = c.

X > ®

Opmerking 8, Asymptotische ontwikkelingen voor de verdelingsfunctie en

de verdelingsdichtheid van de som 5, (13) bij bovengenoemde convergentie

vindt men bij Cramér.

Sto 2,5.12, Als G behoort tot de aantrekkingssfeer van een niet-ontaarde
stabiele verdeling met exponent o dan is f ﬂxl5 dG(x) < « voor

0 <6 <a; als a < 2 is divergeert de integraal voor § > a,

Gevolg 1, Omdat elke stabiele verdeling tot zijn eigen aantrekkings-
sfeer behoort, is de normale verdeling de enige stabiele verdeling met
eindige variantie, De verdelingen met a > 1 hebben een verwachting, voor

0 < a < 1 bestaat de verwachting niet.

Gevolg 2. Als G behoort tot de aantrekkingssfeer van een niet-ontaarde

normale verdeling, met normeringsfactor Bn9 dan is

1
(26) B = o(n?™®) voor elke ¢ > 0,

De aantrekkingssfeer van een stabiele verdeling F wordt kleiner, als we
de keuze voor de normeringsconstanten Bn beperken, Wij zullen die keuze

van Bn voorschrijven, waarbij F tot zijn eigen aantrekkingssfeer behoort,
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1
dus B = na S
n

Def. 2,5.3. G behoort tot de normale asantrekkingssfeer van een stabiele

verdeling F, als F de limietverdeling is van sommen (13) met volgens
1

G verdeelde ¥, en constanten Bn = an® (a > 0 willekeurig; o exponent

van F),

St. 2.5.13. G behoort dan en slechts dan tot de normale aantrekkingssfeer
van de standaardnormale verdeling als G een eindige variantie 02 heeft,

Men moet dan B = oVn' kiezen en men kan A = 0-1VGTJ'x dG(x) kiezen.

St. 2,5,14, G behoort dan en slechts dan tot de normale aantrekkings=-

sfeer van een niet-ontaarde stabiele verdeling met exponent a (0 < a < 2),
als a > 0, 4 5
az(x) bestaan, zodat geldt

>0enc, >0 (c, +c, >0) bestaan en functies a,(x) en

2

(27) G(x) = { c1aa + a1(x) } 1x]™® a1s x < 0,
(28) G(x) =1 = { ézaa + a2(x)‘} % als x > 0,
(29) 1im a1(x) = 1lim a2(x) =0,

X > = X > o

Def, 2,5.4, G behoort tot de partigle aantrekkingssfeer (p.a.sf.) van F,

als er een stijgende rij {nj} van natuurlijke getallen is, zodat de rij
verdelingen van de volgens (13) genormeerde sommen En van volgens G

verdeelde Zk’ naar F convergeert. J
St. 2.5.15. De p.a.sf., van een niet oneindig deelbare verdeling is leeg.

De p.a.sf., van een oneindig deelbare verdeling is niet=leeg.

St. 2,5.16, Men kan stochastische variabelen construeren, die met zo grote
kans zo grote waarden aannemen, dat hun verdeling G buiten de p.a.sf.

van elke niet-ontaarde verdeling valt. Hiervoor is voldoende:



=126

f ac(x)
|x| > kC 40 .

(30) 1lim 1lim inf
k > oC + o S ac(x)
|x| > ¢

St, 2,5,17. Een verdeling G behoort tot de p.a.sf. van geen enkele
(niet-ontaarde) verdeling, van overaftelbaar veel typen verdelingen

of van precies &én type verdelings in het laatste geval is G stabiel.

St. 2,5,18., Als H behoort tot de p.a.sf. van G en G behoort tot de
p.a.sf, van F, dan behoort H tot de p.a.sf. van F, Elke verdeling
in de p.a.sf. van een verdeling met eindige variantie is in de p.a.sf.

van de normale verdeling.

St. 2,5,19, Er bestaan "universele verdelingen" die tot de p.a.sf.

van elke oneindig deelbare verdeling behoren.

St. 2,.5.20, G behoort dan en slechts dan tot de p.a.sf. van de normale

verdeling als (20) geldt met lim inf i.p.v. lim,
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