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Enige problemen in de verdelingsvrije statistiek

door

C.B. BELL 12)

(Mathematisch Centrum, Amsterdam and San Diego State College)

(Structuur en bouw van verdelingsvrije toetsen voor
a) de 2-steekproeven hypothese HO H F1 = F2; en
b) de onafhankelijkheidshypothese H F(x,y) = G(x) J(y) voor alle

X,y in R_.)

1

proeven hypothese een hypothese die zegt dat de gecombineerde steek-
proefwaarde (Xjﬁooo,X LETITR ) en de steekproefaantallen (1,2) on=-
afhankelijk zijn. Men kan dit zien als men de relatle bestudeert tus-
sen de toets voor onafhankelijkheid in een 2x2-tabel (dubbele dicho-
tomie) en de mediaan toets voor twee steekproeven. Daarom zullen wij

de twee hypothesen tezamen bestuderen.
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(196ka) voeren wij de volgende gebruikelijke schrijfwijze in.

R, de n-dimensionale Euclidische ruimte,

aBn’ de klasse van Borelverzamelingen op Rno

Q , een klasse van verdelingsfuncties op een willekeurige Euclidische
ruimte R o

6n(ﬂ) ={ae @ : Pp (A) = 0 voor alle F& Q}, de nulklasse van Q.

Q(n) = {F(n): F € 9}9 vaar F'D)
een aselecte steekproef van n elementen uit een populatie met verdfct

F,

de verdelingsfunctie (verdfct) is van
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Q,, de klasse van continue verdfcts op R

2° 1°

= N °

9] 59 de klasse van(strlkt) monotone ; continue“verdfcts op R1°
QH9 de klasse van normale verdfets op R
1als x>0

0 als x < O,

10
€, de verdfct met e(x) = {

(1-p)F en p } 1 e(owai), de continue en discrete delen van een

verdfet Q op R,. (0 < p, p; <1y Zpi =1, a; reéle getallen),
In het 2=steekproeven probleem heeft men

(X1,0“,Xm)9 de X-steekproef;

(Y5005 ), de Y-steekproef;

(Zj,OQOQZN) = (xﬁaooosxm; Y1*°°°”Yn)’ de gecombineerde steekproef,
waarbij N = n+m;

R(Xi) = het rangnummer van X, in de gecombineerde steekproef; (na orde-
ning naar grootte).

Z(1)5000,Z2(N), de "order statistics” van de gecombineerde steekproef;
W1,QOO,WN; een aselecte steekproef onafhankelijk van de gecombineerde

steekproef en met willekeurige vaste verdfct J.

Voor het onafhankelijkheidsprobleem heeft men

(X1,Y1)9 (X29Y2)9“05(Xn9Yn)9 de 2-dimensionale steekproef die men in
"de volgende vorm zal schrijven zodat men de overeenkomst tussen het twee-
steekproevenprobleem en het onafhankelijkheidsprobleem kan zien:
X19a009Xn§ Yjsooogyno

In dit geval heeft men nodig

RX(Xi)’ het rangnummer van Xi in de geordende X=steekproef;

RY(YJ.)9 het rangnummer van Yj in de geordende Y-steekproef; en
WisooogW en VisooosV s twee onafhankelijke aselecte steekproeven die
onafhankelijk zijn van de 2-dimensionale steekproef en die de wille=-
keurige vaste verdfcts J respectievelijk K hebben.,

Ook heeft men nodig

S(k) = {N}, de symmetrische groep van de k! permutaties van getallen
[1520000,k] 5 met M[1,2,000,k] = [M(1),000,0(k)].
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en "verdelingsvrij" door elkaar gebruikt zien. Daarom zullen wij de
volgende precieze definities van deze essenti€le begrippen van BIRNBAUM
en RUBIN (1954) en BELL (196l4a) overnemen.

grootheid) mbt (met betrekking tot) @, een klasse van verdfcts op R s
als TF(c) = T(F,,) meetbaar is mbt d3n voor alle F in Q.

(b) Tp is de marginale st.gr. van T,

[ppmoz De T van Definitie 1 is niet een gewone st.gr. De marginale st.

grn. T, zijn gewone st.grn, en T = {TF : FE Q} is een familie van gewone

stogrnoj

Def. 2, Een st.gr. T (mbt Q) heet DF (verdelingsvrij) mbt Q, als er &én

—— e et
- e =

enkele verdfct Q

QT bestaat met de eigenschap:

(n) . .
P{T(F;Z19°o°,Zn) t|p '} = Qp(t) voor alle F in @ en t in R..

in

Voorbeelden

(1) 9= 2,(n); T, (G; X1‘°°°’Xn) = sup|Fn(x) - G(x)| waar F_ de empirische

x
1 .
verdfct Z'H e(onxi) is,
i
X=lg
(2) o= Q3 T2(G;x) = ===, Waar u, en o, respectievelijk de verwachting
G

en de standaardafwijking zijn van een normale verdfet G.

(3) Q= QH(n) X QH(n); T3(H(n) X J(n); X_‘geoo,xn; Y.],ooo,Yn) = r,

waar r de correlatiecoéfficient is.

(4) @ = 253 Th(G;X) = X,

De st.grn. T,»T, en T3 zijn DF mbt de gegeven families Q, terwijl T3

en T) parametervrij zijn, d.w.z. zij bezitten geen parameter.



T

Daarom is het duidelijk, dat de parametervrije eigenschap verschilt van
de DF eigenschap, en dat men een precieze definitie van het begrip para-

metervrij nodig heeft.

Def;_3. T, een st.gr. mbt 2, heet NP (parametervrij) mbt © als Tp = T

voor alle F en G in Q.
In toepassingen en in de literatuur ziet men dat in het algemeen de st.grn.
voor de 2=steekproeven= en de onafhankelijkheidshypothesen NPDF zijn, d.W.z.

z1ij bezitten beide eigenschappen NP en DF,

——— o e o O e s oo o
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In verband met de onderstaande tabel herinnere men zich dat TS’T6’T7 en
T8 de toetsingsgrootheden van SPEARMAN, MANN=WHITNEY=WILCOXON, PITMAN
respectievelijk PITMAN zijn., BELL en DOKSUM (196ka,b) bestudeerden T10,
een bijzonder geval van T99 en bijzondere gevallen van T10(h)° Ook is
het duidelijk dat Ts(h)9 Té(h)9 TY(h)° T8(h) en T1o(h) de algemeenste

st.grn, zijn van de bijbehorende klassen en hypothesen.
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Tabel 1 NPDF Toetsingsgrootheden

Hypothese Onafhankelijkheid 2-steekproeven
(n) o (n)
Q 92 XQQ QQ(N)
n
Gewone Rang T = L Ry(X,)Ry(Y.) of Te= L R(X;) of
Toetsings= 1 .
grootheid n > _ -1 )
L 7 - . 1= o )= .
Ty % Ry (%, )Ry (¥, )] T¢=[m JER(XI) [n :|§R(1'J

PITMAN Permuta-
tie Toetsings=-

T, Ee[EX Y. - ZX Yn(l)]

TB—ZE[XEY(m )Ez i)t

grootheid waar de gerste sommatie ) E Z waar de eer-
. X n(J)
over I in S(n) is.
ste sommatle over I in S(u) is.
) )
Gerandomizeerde | T =)W(R_(X.))V(R,(Y.)) =(m" ) W(R(X.))
DOKSUMtype Toet-| ° 1 * * T 10_1 i .
singsgrootheid -(n7") } W(R(Yj))
J
Rang T5(h)=h[W(RX(X1)),o“, T6(h)=h[R(x1),m,R(xm);
) WERA(X )3 R(Y,)5e00,R(Y )]
H V(RS (Y,)) 5000, V(RS (Y )]
£
<
w  PITMAN- n)=le[h(X yeeo X Tg(h)=fe[h(Z, ;000,20 )-
H ‘type Y Y )_h( X e I
A goocesty )=&K 000K 3 “h(Z 0 ygooosZrry)]
= ¥ y 1 n(1) n(n)
n(i)*°°°* m(n)"
o waar de eerste sommatie
=] . .
over II in S(n) is.
=
=
B _ = .
D:ﬁgM- Tg(h)"h[w(RX(X]))QOOGQ T1O(h)—h[W(R(X1))5oeo’W(R(Xm))’

W(FX(Xn)) "’V(RY(Y'i )sooos

V(Ry (¥ )]]

W(R(Y,)) oo o WR(Y,))]




Voordat enige problemen gesteld worden, volgt hieronder nog een laat-

ste definitie,

gg£é=g= Als @ = 2(m) X 9%2(n) en T is een st.gr. NPDF mbt @, dan heet

T SDF (sterk verdelingsvrij) mbt Q wanneer
(m) (n)
P{T(xigooogxm; xﬂaoooayn) < t|F x G}
m n
=ngwwxﬁxwww%)iﬂﬂ)xJ(ﬁ

voor alle t in Rﬂg en voor alle F,G,H,J in Q" waarvoor geldt:

re¢™! = ug 10

2

De SDF eigenschap is de natuurlijke generalisatie van een belangrijke
eigenschap van normale verdfctso Als F en G elementen zijn van ﬂ volgt
hieruit FG~ (t) = @ia@ (t)+8|, waar ¢(x) de standaardnormale verdfct is
en de parameters a = °F = UG en B = o IuGuuFlook de parameters zijn
van het onderscheidingsvermogen van de X-toets en de toets van STUDENT.
Gemakkelijk kan men bewijzen (BELL, 1964b) dat de gewone 2-steekproeven=-
rang toetsingsgrootheden SDF zijn mbt Q%z(m) x Q*’z(n)° Daarom ziet men
dat mbt 9%2(m) x Q%,(n) en T6(h) SDF zijn; en dat voor vaste

W, = Wogooo,ly = wp,T, o en qu(h) SDF zijn.

Men kan nu enige problemen stellen.,

rang st.grn, voor de onafhankellgkheldhypothese en 2=steekproevenhypo-
these, d.w.z. st.grn., van de vormen Ts(hf en T6(h)° Men zoekt dan, b.v.
de st.gr., van de meest onderscheidende rangtoets of de st.gr. van de
lokaal meest onderscheidende rangtoets voor de gegeven hypothese en
de gegeven klasse van alternatieven,

Het is bekend, dat de klasse van st.grn. van niet-gerandomizeerde

rangtoetsen de st.grn. T,(h) en T8(h) van de permutatietoets niet in-

T

sluit, en ook niet de st.grn. T9(h) en T10(h) van de gerandomizeerde



toetsen, Daarom is het niet zonder meer duidelijk dat de meest onder-

scheidende (of lokaal meest onderscheidende) niet-gerandomizzerde toets

de meest onderscheidende (of lokaal meest onderscheidende) DF toets is.

Wegens de vorige besprekingen kan men nu de volgende vragen stellen.
(1) Zijn de NP st.grn. T:(h>gooagTjo(h) DF,
5 ,

(11) In welke zin zijn de gegeven st.grn. op verschillende manieren

verdelingsvrij? Heeft men een andere definitie nodig?

(II1) Welke andere voorwaarde(n) moet een DF st.gr. vervullen om een

rang st.gr. te zijn?

(IVv) Is het noodzakelijk dat een gerandomizearde toets of een permu-
tatietoets minder onderscheidingsvermogen heeft dan de overeen-

komstige niet - gerandomizeerde rangtoets?

(v) Wat zijn natuurlijke klassen van alternatieven voor de onaf-
hankelijkheidshypothese?

(v1) Bestaat er een natuurlijke definitie van SDF voor de onafhan-
kelijkheidshypothese?

(VIiI) Hoe zou men de functie h moeten kiezen, opdat TT(h)’ T8(h),
T9(h) en T1O£h) optimaal zijn in enige zin?

R RIS TR EENEEEERS

(I) Voor de eerste vraag kan men de volgende stelling van BELL (196ka)

gebruiken,

Stelling. De volgende twee voorwaarden zijn equivalent:
(a) Er bestaat een st.gr. T NPDF mbt Q en met verdfct

wo

= { 1= ¥ . Io=a‘
Qp = (1 p)F+p | p; el.=a;)

(b) er bestaat een deling {AogAﬂgoo} van R en een o-algebra pbchi K
zodat

a

(1) P{AigF} =pp; voor i > 7 en alle F in Q5 en



(i1) Aoﬁ £ 1is een niet-atomaire o-ring van verzamelingen {D}
"similar" mbt @, d.w.z. P(D|F) = P(D|G) voor alle F en G in Q.

Gebruikmakend van de vorige stelling ziet men gemakkelijk dat

= (1) T6(h) constant is op iedere verzameling A(N) = {i}'n(1)<ooe< 3’H(N)}
waar T een element is van S(N); iedere A(N) is "simjilar" mbt Qz(n);
en dat daarom T, en elke T6(h) NPDF zijn mbt 92(N); en dat

(2) TS(h) constant is op iedere verzameling A(Il,y) = {xn(1)<ooo<xn(n);

YY(])oooyY(n)}swaar I en y elementen zijn van S(n); iedere A(N,y)

is "similar" mbt Q.(n) x 92(n); en dat daarom T. en elke Ts(h) NPDF

2
zijn mbt 92(n) x Qg(n)°

p

Op analoge wijze vindt men dat

(3) voor iedere vaste {W1 = WiseoogWy = WN} elke T1O(h) NPDF is mbt
92(N); en dat

(L) voor iedere vaste {W
elke T

=w19000’wn=w ; V =v10000bv =vn}

1 n 1

9(h) NPDF is mbt Qe(n) x ng(n)°

Maar, voor de PITMAN-achtige st.grn. heeft men moeilijkheden.

(5) In het bijzonder geval TT(h) = T_ en n=3, vraagt men zich af:

7

Zijn alle volgende verzamelingen van "constantheid" "similar" als

dit nodig is?

{r,=6} = A(1,2,3); {1,=5}=[A(1,3,2) @ @ Ju[a(2,1,3) A QZ]
’{T-r:)“} =EA(15392) a) QZ]U EA(2§.1!3) n g-g] $00ccoy )

waar A(N(1), M(2), 1(3)) = { ] x,¥.= ] x(1)¥(n(i)},
1

- _1 X(2)=x(1) =y(2)
VRS MEILEE o= old o=l

[V.B.: Als n=2, is T, een rang st.gr.]

(6) Ock in het bijzondere geval T8(h) = Tg en m=2=n, heeft men

—

{T8=1}={x(2) < Y(1)};{T8=2}={X(1) < ¥Y(1) < X(2) < ¥(2)};

{Tg=3}={1, U Iy} & {x(1)+x(2) < ¥(1)+1(2)} 5000,



waar I={Y(1) < X(1) < X(2) < ¥(2)} en I,={x(1)< ¥(1) < ¥(2) < x(2)}.
Zijn alle vorige verzamelingen "similar"” mbt QE(N)?

Vermoedelijk zijn de antwoorden op de laatste twee vragen negatief en

zijn daarom de PITMAN=-achtige st.grn. niet DF in de zin van Def. 2,

(IIl De st.grn., verschillen in de volgende opzichtens

(1) T (h) en T6(h) zijn NPDF mbt hun respectievelijke klassen, en
‘I‘6(h) is (BELL 1964a) SDF mbt 2, ™ (m) x 2, (),

(2) T7<h) en T8(h) zijn in het algemeen niet DF in de zin van Def. 2,
mear zij zijn voorwaardelijk DF in één of andere zin, omdat voor
elke vaste {Xi = xi} de voorwaardelijke waarschijnlijkheid van

iedere Y-permutatie dezelfde is,

(3) De st.grn. Tg(h) en Tjo(h) zijn geen st.grn. mbt de gegeven Q's

in de zin van Def., 1, maar zij zijn families van st.grn. De index-
verzamelingen van deze families zijn R n €8 R met respectievelijk
productmaat P{QIJ(n)x K(n)}gen P{JJ&N)}Q Elk element van iedere

familie is NPDF,

Men moet nu misschien een definitie van voorwaardelijke DF-heid zoe-
ken , die TT(h), TB(h)Q T9(h) en T,io(h) omvat,

probleem9 elke rang st.gr. SDF is mbt Q. (m) x Q (n)° en dat 1s T SDF
is en als de grens van elke T (A)9 met A in @3 19 €en element is van
71(9 (N)) (zie SCHEFFE; 1943), dan is het zo dat T equivalent met een

rang stogrc is. Men vraagt zich nu af of het volgende vermoeden juist is:

Vermoeden: T is SDF dan en slechts dan als T equivalent is met een rang

Noots; Als men een HAARmaat op de groep 2& van monotone continue func-

ties van R1 op R, bouwt, dan (LEHMANN, p.225-=27) is het vorige vermoe-
den juist.
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Voor het artikel (BELL, 196La) was het de idee van de "referee", dat men
de methoden van hetzelfde artikel kan gebruiken voor een bewijs van een
gelijksoortige karakterisering van de klasse van st.grn., voor de onaf-
hankelijkheidshypothese, Maar het schijnt dat de SDF eigenschap essen-
tieel is voor de bewijzen van bedceld artikel, en daarom heeft men een

natuurlijke definitie wvan SDF nodig.

Omdat het SDF begrip een generalisatie is van een eigenschap van het on-
derscheidingsvermogen van de normale verdfcts, schijnt het dat men een
definitie van SDF en de natuurlijke klassen van alternatieven onder de

eigenschappen van de 2-dimensionale normale verdfcts moet zoeken.

$Q§Q= Slechts weinig waarden van het onderscheidingsvermogen van de ge-
wone DF toets zijn bekend. In navolging van CHAPMAN (1958), hebben BELL,
MOSER en THOMPSON {1964) het maximale onderscheidingsvermogen voor enige
2-steekproeven st.grn. en eenzijdige alternatieven berekend - in enkele
gevallen met Monte Carlo methoden. Maar het schijnt dat het antwoord op
Vraag (IV) niet duidelijk is uit deze berekeningen. Het is de mening van
enige statistici dat het gebruik van gerandomizeerde st.grn. meer sprei=-
ding intrcduceert en dat daarom de toets gebaseerd op deze st.grn, minder
onderscheidingsvermogen heeft, evenals in het normale geval., Ook deze
mening is echter onbewezen.

De conclusie is dat men het antwoord op Vraag (IV) niet weet en dat een

verdergaande bestuderingen van de permutatie-en de gerandomiseerde toets

nodig is,

moeilijkste, Van het boek van LEHMANN (1961), p. 236-240, de artikelen
van BELL en DOKSUM { 196k4a,b) en de geciteerde literatuur dasarin, kan men
het volgende zeggen:

(1) In het algemeen bouwt men een optimale (locale meest onderscheidende
rang, meest onderscheidende permutatie, enz.) toets altijd door gebruik
te maken van het NEYMAN-PEARSON-lemma.

(2) In het algemeen zijn de overeenkomstige optimale rangtoets en geran=-

domizeerde rangtoets asymptotiseh equivalent,
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(3) Gerandomizeerde rangtoetsen hebben wenselijke limieteigenschappen,
maar het schijnt, dat zij nooit de machtigste of locale machtigste

toetsen voor eindige steekproefomvang zijn.

(L) In de literatuur bestudeert men gewoonlijk translatie en schaal
alternatieven. In de wiskunde zijn de translatiegroep, de schaalgroep

en de "affine"-groep, die de twee vorige insluit, drie van de vele
mogelijke groepen., Misschien is hun belangrijkste eigenschap hun eenvoud,
Ook in statistische toepassingen is het bijna nooit duidelijk, dat trans-
latie of schaal alternatieven de juiste klassen van alternatieven zijn.
Daarom schijnt het wenselijk dat men andere klassen van alternatieven

of groepen van alternatieven bestudeert. BELL en DOKSUM (196Lb) hebben

een deel van deze problemen bestudeerd,
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