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Enige problemen in de verdelingsvrije statistiek 

door 

CoBo BELL 1 )2 ) 

(Mathematisch Centrum 9 Amsterdam and San Diego State College) 

(Structuur en bouw van verdelingsvrije toetsen voor 

a) de 2-steekproeven hypothese H 
0 

b) de onafhankelijkheidshypothese 

x 9y in R1.) 

: F 1 = F2 ; en 

H : F(x,y) = G(x) J(y) voor alle 
0 

iAl_liQ2¥l Volgens KENDALL & STUART (Vol. II P• 487) is de 2-steek

proeven hypothese een hypothese die zegt dat de gecombineerde steek

proefwaarde (X 19 ooo 1Xm; Y1,.o•Yn) en de steekproefaantallen (1 1 2) on

afhankelijk zijn. Men kan dit zien als men de re~atie bestudeert tus

sen de toets voor onafhankelijkheid in een 2x2-tabel (dubbele dicho

tomie) en de mediaan toets voor twee steekproeven. Daarom zullen wij 

de twee hypothesen tezamen bestuderen. 

i~~-!!~¥~~~~.:. Evenals SCHEFFE ( 1943) 9 BIRNBAUM en RUBIN ( 1954) 9 en BELL 

(1964a) voeren wij de volgende gebruikelijke schrijfwijze in. 

R, de n-dimensionale Euclidische ruimte. n 
(/3n• de klasse van Borelverzamelingen op Rno 

n I een klasse van verdelingsfuncties op een willekeurige Euclidische 

ruimte Rk. 

6)1(n) = {A 6 ~k : PF(A) = 0 voor alle F € n} 9 de nulklasse van n. 

n(n) = {F(n): Ft 0} 9 waar F(n) de verdelingsfunctie (verdfct) is van 

een aselecte steekproef van n elementen uit een populatie met verdfct 
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n2 , de klasse van continue verdfcts op R1o 

# 

n 211 de klasse van(strikt) monotone 11 continue·verdfcts op R1• 

OH, de klasse van 

&& de verdfct met 

normale verdfcts op R1o 

( ) r1 als x > 0 
E X = l = . 0 als X < Oo 

(1-p)F en pl p. t(a=a.) 9 de continue en discrete delen van een 
l. l. 

verdfct Q op R,o (o < P0 p. < 11) LP· = 19 a. reele getallen)o 
= 1.= l. l. 

In het 2=st~ekproeven probleem beeft men 

(x1,ooo 9Xm) 11 de X-steekproef, 

(Y 1,~oo 9 Yn) 9 de Y=steekproef, 

(z 1,ooo 9 ZN) = (X 10 ooo 9 Xm, Y19 ooo 11 Yn)t de gecombineerde steekproef, 

waarbij N = n+m, 

R(X.) = het rangnummer van X. in de gecombineerde steekproef; (na orde-
1. l. 

ning naar grootte )'o 

Z(1) 5 ooo 11 Z(N), de "order statistics" van de gecombineerde steekproef; 

w1,aoo~WN 9 een aselecte steekproef onafhankelijk van de gecombineerde 

steekproef en met willekeurige vaste verdfct Jo 

Voor bet onafhankelijkheidsprobleem heeft men 

(x1,Y 1) 11 (X29Y2 )1)ooo 0 (Xn 11 Yn) 9 de 2-dimensionale steekproef die men in 

·de volgende vprm zal schrijven zodat men de overeenkomst tussen het twee

steekproevenprobleem en bet onafhankelijkheidsprobleem kan zien: 

X19 ooo 0Xn; Y10 ooo 9Y0 o 

In dit geval heeft men nodig 

RX(Xi)• het rangnummer van Xi in de geordende X-steekproef; 

Ry(Y.) 11 het rangnummer van Y. in de geordende Y-steekproef; en 
J J 

w1,aoo 11 Wn en v1,ooo 0 Vn 9 twee onafhankelijke aselecte steekproeven die 

onafhankelijk zijn van de 2=dimensionale steekproef en die de wille

keurige vaste verdfcts J respectievelijk K bebbeno 

Ook heeft men nodig 

S(k) = {rr}j de symmetrische groep van de k& permutaties van getallen 

[1 9 2~oootk} 9 met rrlj 0 2 0 ooo 9k] = [rr( 1) 9 oooiIT(k)] o 
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{Cl Definitie: In de tijdschriften kan men de woorden "parametervrij" 

en "verdelingsvrij" door elkaar gebruikt zien. Daarom zullen wij de 

volgende precieze definities van deze essentiele begrippen van B!RNBAUM 

en RUBIN (1954) en BELL (1964a) overnemen. 

~~~~=J~~~~ Een functie T(.,.) van n x Rn heet een st.gr.(stochastische 

grootheid) mbt (met betrekking tot) o, een klasse van verdfcts op R • 
- n 

als TF(.) = T(Fi.) meetbaar is mbt l/3n voor alle Fino. 

(b) TF is de marginale st.gr. van T. 

[opm.: De T van Definitie 1 is niet een gewone st.gr. De marginale st. 

grn. TF zijn g~wone st.grn. en T = {TF: F € o} is een familie van gewone 

st.grn.J 

~~~~=~~ Een st.gr. T (mbt 0) heet £.E (verdelingsvrij) mbt o, als er een 

enkele verdfct Q = QT bestaat met de eigenschap: 

P{T(F;Z,iooo9Zn) ~ tlF(n)}: ~(t) voor alle Fin Q en tin R,. 

Voorbeelden 

(1) 0 = o2(n); T1(G; X11 ooo 9Xn) 

verdfct l l t(.-x.) is • . n J. 
J. 

= suplF (x) - G(x)I waar F de empirische 
n n 

X 

x-µG 
(2) Q = nH; T2(G;x) = - • waar µGen a0 respectievelijk de verwachting 

aG 
en de standaardafwijking zijn van een normale verdfct G. 

waar r de correlatiecoefficient is. 

De st.grn. T1,T2 en T3 zijn DF mbt de gegeven families n, terwijl T3 
en T4 parametervrij zijn, d.w.z. zij bezitten geen parameter. 



Daarom is het duidelijk 9 dat de parametervrije eigenschap verschilt van 

de DF eigenschap~ en dat men een precieze definitie van het begrip para

metervrij nodig heefto 

~g!~=~~ Tt een stogro mbt n~ heet NP (parametervrij) mbt Q als TF = TG 

voor alle Fen Gin no 

In toepassingen en in de literatuur ziet men a.at in het algemeen de stogrn. 

voor de 2=steekproeven= en de onafhankelijkheidshypothesen NPDF zijn 9 d.woz• 

zij bezitten beide eigenschappen NP en DFo 

Voorbeelden =========::;= 

In verband met de onderstaande tabel herinnere men zich dat T5,T6 ,T7 en 

TB de toetsingsgrootheden van SPEARMAN~ MANN=WHITNEY=WILCOXON, PITMAN 

respectievelijk PITMAN zijno BELL en DOKSUM (1964a~b) bestudeerden T10 , 

een bijzonder geval van T9 ~ en bijzondere gevallen van T10 (h)o Ook is 

het duidelijk dat T5(h)i T6(h)g T7(h)~ T8(h) en T10(h) de algemeenste 

stogrno zijn van de bijbehorende klassen en hypotheseno 



Tabel 1 NPDF Toetsingsgrootheden 

Hypothese Onafhankelijk.heid 2-steekproeven 

n n (n) x(l (n) 
2 2 '22(N) 

n 
Gewone Rang T5= t Rx(Xi)Ry(Yi) of T6=}: R(Xi) of 
Toetsings- ' 
grootheid n . 2 

Tlt[m-1] })(x. )-[n-1] IR(Y.) T5= t lfx(Xi)-Ry(Yi)] . ]. . J 
]. J 

PITMAN Permuta- T7=}:e [lxi Yi-lxi Yrr( i )] ' T8=}:e[x;Y(m- 1)!zrr(i) + 
tie Toetsings-
grootheid waar de ~erste sommatie +(n- 1) I ZII( . )]waar de eer-

over JI in S(n) iso m+1 J 
ste sommatie over JI in S(µ) is. 

n 
T,o=(m-1) ? W(R(Xi)) Gerandomizeerde T9=~W(RX(Xi))V(Ry(Yi)) 

DOKSUMtype Toet- 1 ]. 
singsgrootheid -(n-) l W(R(Y.)) 

. J 
J 

Rang T5 (h)=h [w(¾(x,)), 0 0 0 9 T6(h)=h[R(x,), •••• R(Xm); 

W~,~Xn}); R(Y 1), ••• ,R(Yn)] 
f:iJ V(Ry(Y,)),ooo,V(Ry(Yn))] 
H 

E-1 

<i: 
Cl) PITMAN= T7(h)=Ie [h(X1 5 •• b ,xn; T5(h)=}:E[h(z,, •••• zN)-
H type 

Y,~•oo»Y )-h(X,9000,X; JI 
H , n n -h(ZII(i) 9 0• 0 ,ZII(N)U 
<i: Yrr(,),·•·•Yrr(n))] 
il:. waar de eerste sommatie 
f:iJ over JI in S(n) is. 
i2=i . 
f:iJ 
e, 

DOKSUM- T9(h)=h[W(¾(X 1)), ••• , ! T,o(h)=h[W(R(x,)), •••• w(R(Xm)); 
type I 

W ( F X ( X n) ) ; V( Ry ( Y 1 ) ~ ••• 9 

I 

W(R(Y 1)) 9 ••• 9W(R(Y0 ))] i 
i 

V(Ry(Yn) )j I 
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Voordat enige problemen gesteld wordeni volgt hieronder nog een laat

ste definitieo 

~~!:£::~:£: Als '2 = ii~2 (m) x ri#2(n) en T is een stogro NPDF mbt Q 9 dan heet 

T SDF (sterk verdelingsvrij) mbt n wanneer 

De SDF eigenschap is de natuurlijke generalisatie van een belangrijke 

eigenschap van normale verdfctso Als Fen G elementen zijn van nli volgt 

hieruit FG= 1(t) = 0!010= 1(t)+al 1 waar ~(x) de standaardnormale verdfct is 

en de parameters a= oF=I oG en S = aF=1 jµG-µFlook de parameters zijn 

van het onderscheidingsvermogen van de X-toets en de toets van STUDENT. 

Gemakkelijk kan men bewijzen (BELL 9 1964b) dat de gewone 2-sueekproeven

rang toetsingsgrootheden SDF zijn mbt n*2(m) x n*2(n)o Daarom ziet men 

dat .mbt n*2(m) x n#2(n) en T6(h) SDF zijn, en dat voor vaste 

W1 = W1,ooo~WN = wN~T10 en T10 (h) SDF zijno 

Men kan nu enige problemen stellen.o 

{Dl=Problemen Gewoonlijk bestudeert men slechts niet-gerandomizeerde 

rang stogrno voor de onafhanke:l;-ijkheidhypothese en 2-steekproevenhypo

thesei doWoZo stogrno van de vormen T5(h) en T6(h)o Men zoekt dan, b.v. 

de stogro van de meest onderscheidende rangtoets of de stogro van de 

lokaal meest onderscheidende rangtoets voor de gegeven hypothese en 

de gegeven klasse van alternatieveno 

Het is bekend, dat de klasse van stogrno van niet-gerandomizeerde 

rangtoetsen de stogrno T7(h) en T8(h) van de permutatietoets niet in

sluit, en ook niet de stogrno T9(h) en T10 (h) van de gerandomizeerde 
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toetsena Daarom is het niet zonder meer duidelijk dat de meest onder

scheidende (of lokaal meest onderscbeidende) niet=gerandomizzerde toets 

de meest onderscheidende (of lokaal meest onderscheidende) DF toets iso 

Wegens de vorige besprekingen kan men nu de volgende vragen stelleno 

(I) Zijn de NP stogrno T5(h)~ooo~T10 (h) DF~ 

(II) In welke zin zijn de gegeven stogrno op verschillende manieren 

verdelingsvrij'l Heeft men een andere definitie nodig? 

(III) Welke andere voorwaarde(n) moet een DF stogro vervullen om een 

rang stogro te zijn? 

(IV) Is het noodzakelijk dat een gerandomizeerde toets of een permu

tatietoets minder onderscheidingsvermogen heeft dan de overeen

komstige niet ~ gerandomizeerde rangtoets? 

(V) Wat zijn natuurlijke klassen van alternatieven voor de onaf

hankelijkheidshypothese? 

(VI) Bestaat er een natuurlijke definitie van SDF voor de onafhan

kelijkheidshypothese? 

(VII) Hoe zou men de functie hmoeten kiezen~ opdat T7 (h) 11 T8 (h), 

T9(h) en T10 (h) optimaal zijn in enige zin? 

{El=Enige=gedee1.telijke=antwoo:rden 

=~).,, Voor de eerste vraag kan men de volgende stelling van BELL ( ·1964a) 

gebruikeno 

Stellingo De volgende twee voorwaarden zijn equivalent: 

(a) Er bestaat een stogro T NPDF mbt n en met verdfct 

f ' ,., f ' 
Q =, 1=p)F+p l po no=a.), 

T l l 

(b) er bestaat een deling {A0 ~A"]~ o o o} van Rk en een O'=algebra J) C (i3 k 

zodat 

(i) Pl1Ao IF&= ppo voor i >~en alle Fin Q~ en 
:l' } :l , 
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(ii) An rl7 is een niet=atomaire a-ring van verzamelingen {D} 
0 

"similar" mbt Qi doWoZo P(DjF) = P(DIG) voor alle Fen Gin Q. 

Gebruikroak.end van de vorige stelling zi~t men gemakkelijk dat 

(1) T6(h) constant is op iedere verzameling A(TI) = {}II( 1)<ooo< }II(N)} 

waar II een element is van S(N); iedere A(IT) is "simi.lar" -mbt n2(n); 

en dat daarom T6 en elke T6(h) NPDF zijn mbt n2(N); en dat 

(2) T5(h) constant is op iedere verzameling A(II,y) = {xII( 1)<ooo<xII(n); 

Yy( 1)oooYy(n)},.waar II en y elementen zijn van S(n); iedere A(II,y) 
is "similar" mbt n2(n) x n2(n); en dat daarom T5 en elke T5(h) NPDF 

zijn mbt n2(n) x n2(n)o 

Op a~aloge wijze vindt men dat 

(3) voor iedere vaste {w1 = w1,ooo 9WN = wN} elke T10 (h) NPDF is mbt 

n2(N); en dat 

(4) voor iedere vaste {w1 = w19 ooo,Wn = wn; V1 = v1,.oo 9 Vn = V } n 
elke T9(h) NPDF is mbt n2(n) x n2(n) o 

Maar, voor de PlTMAN-achtige stogrno heeft men moeilijkhedeno 

(5) In het bijzonder geval T7(h) = T7 en n=3 9 vraagt men zich afg 

Zijn alle volgende verzamelingen van "constantheid" "similar" als 

dit nodig is? 

{T7=6} = A(1i2,3), {T7=5}=[A(1,3,2)n Q~~[A(2,193)n Q;J 

{T7=4} =(}.(1 9 3 8 2) r Q~~ [A(2f 93) n ~gl ;00000 9 

waar A(II(1) 9 II(2), II(3)) = { l X.Y.= l X(i)Y(II(i))}, 
1 l.l. 1 

o -{ X(2)-X(1) Y~3~-Y(2) } 
Qg=R2n=Qg en Qg - X(3)mX(2) > Y 2 -Y(1) 0 

[N oB o : Als n=2,. i,~ T7 een rang st. gr.] 

(6) Ook in het bijzondere geval T8(h) = T8 en-m=2=n, heeft men 

{Ta=1}={X(2) < Y(1)};{Ta=2}={X(1) < Y(1) < X(2) < Y(~)}; 

{Ta=3}={IXU Iy} rri {x(1)+x(2} < Y(1)+Y(2)hooo9 
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waar Ix={Y(1) < X(1) < X(2) < Y(2)} en Iy={X(i)< Y(1) < Y(2) < X(2)}. 

Zijn alle vorige "7'erzamelingen "similar" mbt n2(N)? 

Vermoedelijk zijn de antwoorden op de laatste twee vragen negatief en 

zijn daarom de PITMAN-achtige stogrno niet DF in de zin van Def. 2. 

t!!l De stogrno verschillen in de volgende opzichteng 

( 1) T5(h) en T6(h) zijn NPDF mbt hun respectievelijke klassen, en 

T6(h) is (BELL i964a) SDF mbt n;(m)x n;(n)o 

(2) T7(h) en T8(h) zijn in het algemeen niet DF in de zin van Def. 2, 

maar ziJ zijn voorwaardelijk DF in een of andere zin, omdat voor 

elke vaste {Xo = x.} de voorwaardelijke waarschijnlijkheid van 
1 1 

iedere Y=permutati~ dezelfde iso 

(3) De stogrno T9(h) en T10 (h) zijn geen st.grno mbt de gegeven Q 9 s 

in de zin van Defo 1i maar zij zijn families van st.grn. De index

verzamelingen van deze families zijn R2n en RN met respectievelijk 

productmaat P{.IJ(n)x K(n)} 9en P{o(J(N)}o Elk element van iedere 

familie is NPDF. 

Men moet nu misschien een definitie van voorwaardelijke DF-heid zoe

ken ~ die T7(h}i T8(h)~ T9(h) en T10 (h) omvato 

iIIIl=iVl=en={VIl~ BELL (1964a) bewijst dat, in het 2-steekproeven 

probleem, elke rang stogr. SDF is mbt n*2 (m) x n*2(n); en dat ls T SDF 

is en als de grens van elke T= 1(A)i met A in t8 1i een element is van 

11(n2(N)) (zie SCHEFFE; 1943)i dan is het zo dat T equivalent met een 

rang stogro iso Men vraagt zich nu af of het volgende vermoeden juist is: 

1~~~g~~~~: Tis SDF dan en slechts dan als T equivalent is met een rang 
stogro 

~gg~; Als men een HAARmaat op de groep $,*van monotone continue func

ties van R1 op R1 bouwt~ dan (LEHMANNi p.225--27) is het vorige vermoe

den juisto 



Voor het artikel (BELL9 1964a} was het de idee van de "referee"~ dat men 

de methoden van hetzelfde artikel kan gebruiken voor een bewijs van een 

gelijksoortige karakterisering van de klasse van stogrno voor de onaf

hankelijkheidshypotheseo Maar het schijnt dat de SDF eigenschap essen

tieel is voor de bewijzen van bedoeld artikeli) en daarom heeft men een 

natuurlijke definitie van SDF nodigo 

Omdat het SDF begrip een generalisatie is van een eigenschap van het on

derscheidingsvermogen van de normale verdfcts 11 schijnt het dat men een 

definitie van SDF en de natuurlijke klassen van alternatieven onder de 

eigenschappen van de 2=dimensionare normale verdfcts moet zoekeno 

JJ:JJ= Slechts weinig waarden van het onderscheidingsvermogen van de ge

wone DF toets zijn bekendo In navolging van CHAPMAN (1958)t hebben BELL 9 

MOSER en THOMPSON (1964) het maximale onderscheidingsvermogen voor enige 

2-steekproeven stogrno en eenzijdige alternatieven berekend - in enkele 

gevallen met Monte Carlo methodeno Maar het schijnt dat het antwoord op 

Vraag (IV) niet duidelijk is uit deze berekeningeno Het is de mening van 

enige statistici dat het gebruik van gerandomizeerde stogrno meer sprei

ding introduceert en dat daarom de toets gebaseerd op deze stogrno minder 

onderscheidingsvermogen heefti evenals in het norm.ale gevalo Ook deze 

mening is echter onbewezeno 

De conclusie is dat men het antwoord op Vraag (IV) niet weet en dat een 

verdergaande bestuderingen van de permutatie=en de gerandomiseerde toets 

nodig iso 

JXJJJ Het is duidelijk~ dat Vraag (VII) de belangrijkste is en ook de 

moeilijksteo Van het boek van LEHMANN (1961) 9 Po 236=240, de artikelen 

van BELL en DOKSUM (1964a~b) en de geciteerde literatuur daarin, kan men 

het volgende zeggen~ 

( 1) In het algemeen bouwt men een optimale (locale meest onderscheiq.ende 
I 

rangi meest onderscheidende permutatie~ enzo) toets altijd door gebruik 

te maken van het NEYMAN=PEARSON=lemmao 

(2) In het algemeen zijn de overeenkomstige optimale rangtoets en geran

domizeerde rangtoets asymptotisch equivalento 
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~=~~~=~=~~ De overeenkomstige permutatietoets voldoet aan (2). 

(3) Gerandomizeerde rangtoetsen hebben wenselijke limieteigenschappen, 

maar het schijnti dat zij nooit de machtigste of locale machtigste 

toetsen voor eindige steekproefomvang zijno 

(4) In de literatuur bestudeert men gewoonlijk translatie en schaal 

alternatieveno In de wiskunde zijn de translatiegroep, de schaalgroep 

en de "affine"-groep, die de twee vorige insluit, drie van de vele 

mogelijke groepeno Misschien is hun belangrijkste eigenschap hun eenvoud. 

Ook in statistische toepassingen is het bijna nooit duidelijk, dat trans

latie of schaal alternatieven de juiste klassen van alternatieven zijn. 

Daarom schijnt het wenselijk dat men andere klassen van alternatieven 

of groepen van alternatieven bestudeerto BELL en DOKSUM (1964b) hebben 

een deel van deze problemen bestudeerd~ 
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