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1o Inleiding 

In het volgende wordt sti.lzwijgend verondersteld dat. alle 

stochastische grootheden op een ni~t :nader ge1:,pedffoeerd kansveld 

(g~JhP) zijn gedefinieerdo Als ,! een sto~hastische grootheid of 

een collectie stochastische grootheden is~ dan duidt f-3 (~) de 

a-algebra aan die door x inn gei'.nduc:eerd woirdt~ daWo2:o de O'=algebra 

van alle verzamelingen van de vorm {~ E 8} 9 waarin S de Borel verza= 

melingen doorloopt in de ruimte~ waarin ~ zijn waarden aanneemto 

Het begrip martingaal laat zich intu1tief het best beschrijven 

in de ta.alder kansspeleno Stel da.t een bezoeker a.an een casino 

uitsluitend deelneemt aan ka.nsspelen met de eigenschap de.t de 

verwachte winst (doWoZo het eventueel uitbetaalde bed.rag verminderd 

met de inzet) nul is o Stel bovendien da:t; hij op elk moment de keuze 

van het volgend spel waaraan hij deelneemt 0 en het tijdstip daarvan~ 

bepaalt» afhankelijk van zijn ervaringen in het verledeno Als nu~ 

het vermogen van deze speler op het tijdstip tis~ dan zegt men 

dat de stochastische grootheden x. een maxtingaal vormeno 
--c. 

Algemener en exacter~ doch wellicht minder instructief 9 is de 

volgende abstracte definitieo 

Definitie 1o1: Een collectie integreerbare stochastische grootheden 

{~~t £ T}g waarbij in de index=verza.meling Teen (partiele) 

ordening -< gedefinieerd is~ is 

een sub=martingaal als t (!_t I ~r~r ~ s) ::,, X boOo ... <=-8 

een martingaal als 'l(3t 1.!rl)r ~ SJ - X 
""IS 

boOo 

een super-martingaal als t (~ I ~rl)r 's) < JC boOo 
""' -s 

steeds voor alle s 9 t i;; T met s ,< to 

Terugkerend tot de bovengeschetste :si tuatie var. een bezoeker aan 

een casino zien we, dat we te doen hebb~n met een sub=martingaal als 

deze speler uitsluitend a.an voo:r' hem gunstige I) altha,ns niet ongunstige I) 

spelen deelneemt~ en met een super=martingaa: als hij uitsluitend aan 

voor hem ongunstige 9 althans niet gunstigel) spelen meedoeta 



Ook zien we dat Definitie 1a1 er van uitgaat dat de speler op 

elk moment zijn strategie alleen van de eYolutie van zijn vermogen 

tot dat moment laat afhangeno Willen we toelaten dat hij zich daar

naast ook door andere factoren laat beinvloeden~ dan zullen we de 

definitie enigszins moeten wijzigeno 

Definitie 1 o2 g Een collectie paren { (~ ll 13t) I) t e: T} van integreer

bare stochastische grootheden ~t en u-algebra''s van eventualiteiten 

~t 11 waarbij in de index-verzameling Teen (partiele) ordening ~ 

gedefinieerd is met de eigenschap dat 93 8 c. 53t voor alle s I) t e: T 

met s < t en flt ::> 93(.!s lls 1' t) voor alle t .: TI) is 

een sub-martingaal als 

een martingaal als 
.f_(~t I S3s) ~ 
£(~ I f.3s) = 

een super-martingaal als J_(~ I ~s) ! .!,s 
steeds voor alle silt e: T met s ~ to 

Het is zonder meer duidelijk dat deze definitie overgaat in de 

vorige als well voor alle t e: Tl) .93t = .93(~~s ~ t) nemeno Ook is 

gemakkelijk in te zien dat aan de voorwaarden van Definitie 'lo1 

voldaan is zodra aan de voorwaarden van Definitie 1o2 voldaan iso 

Het is daarom mogelijk en nuttig da volgende conventie in te voereno 

Steeds wanneer in het volgende sprake is van een (sub= of super-) 

martingaal, dient dit geinterpreteerd te worden in de zin van 

Definitie 1a11) tenzij expliciet een passende collectie O=algebra 1 s 

{93t»t € T} gespecificeerd wordtll in welk geval Definitie 1o2 van 

toepassing iso 

Volledigheidshalve wijzen we nog op de volgende mogelijkheid 

tot generalisatie van het begrip martingaalo Indien we voor iedere 

t e: Teen verzamelingsfunctie $top 'Jt definieren doorll voor alle 

Be: 93t, $t(B) = E (~ !it,) te stellen 11 dan is volgens Definitie 1o2 

{(xtll!Bt) 11 t e: T} dan en dan alleen een sub=martingaalll martingaal 

of super-martingaal als 9 voor alle s 9t e: T mets~ ten alle Be: 53s~ 

$s(B) ~ ~t(B)ll respo $8 (B) = ~t(B) of ~8 {B) ~ ~t(B)o Hiervan uit= 

gaande kan men vervolgens het begrip (sub= of super=)martingaal 



invoeren als betrekking hebbende op collecties {$tilt t T} van 

O=additieve verzamelingsfuncties~ gedefinieerd op O-algebraqs 

{ 1\ i) t If: T} in n met de eigenschap dat 9.3 s C 93 t als s -< to Bij 

een dergelijke aanpak komen in het geheel geen stochastische groot

heden meer ter sprakei en zelfs de aanwezigheid van de waarschijn

lijkheid Pen de a-algebra JJ, is hierbij niet meer essentieelo 

Deze generalisatie van het begrip martingaal is van belang 

gebleken in de theorie van differentiatie van verzamelingsfunctieso 

Wij gaan hier niet verder op in en volstaan met een verwijzing naar 

Loeve (3rd edo) PPo 408 9 409 en 524 en naa.r Ko Krickeberg en Co Pauc, 

Martingales et derivationi Bullo Soco Matha de France 2,1 (1963), 

PPo 455=5440 

We zeggen dat een (sub- of super=)martingaal links respo rechts 

gesloten is als hij een eerste respo laatste element heeft 9 doWoZo 

als de index=verzameling Teen eerste respo laatste element heefto 

Ook zeggen we dat een (sub- of super=)martingaal {3t 9t e T} links 

respo rechts wordt afgesloten door een stochastische grootheid !, als 

{~it ET} voorafgegaan respo gevolgd door x wederom een: (sub- of 

super=)martingaal iso 

Wij zullen in het volgende super-martingalen buiten beschouwing 

lateno Dit is geen wezenlijke beperking~ want iedere super=martingaal 

kan door vermenigYuldiging met =1 tot een sub=martingaal herleid 

wordeno 

Voorts zullen wij ons beperken tot gevallen waarin de index

verzameling T volledig geordend en bovendien eindig of aftelbaar iso 

In het bijzonder zullen we (sub-)martingalen {~it e T} beschouwen 

waarvoor T = {1i2~oaoiN} of T = {i~2iaoo} met hetzij de natuurlijke 

ordening 9 hetzij de ordening in tegengestelde zino In het eerste 

geval spreken we van (sub=)martingalen {x ~n=1»2~oooiN} of 
. -'n. 

{x ~n=1i2 9 oaol zonder meer 9 in het tweede geval van achteruitlopende -n 
(sub-)martingalen (reversed (sub=)martingales) {x in=1i2iooo 5N} of 

-0 

{x ~n=1 92 9 aaa}o Anders gezegd 9 een eindige of aftelbare collectie -n 
stochastische grootheden {x 9n=1i)2 9 aoa} is da.n en dan alleen een 

aan 
achteruitlopende (sub-)martingaal als de rij {ooo 9~i~1} een (sub-) 



martingaal is o We zeggen dan ook dat een dergelijk~ achterui tlcpend.e 

( sub=)martingaal rechts wordt afgeslote,i door x .. o 
=~~ 

Voor deze speciale gevallen k1.n1ne:n. we Defini tfo 1 o 1 B.lB vol.gt 

vereenvoudigeno 

Stelling 1o1~ Een eindige of aftelbare collectie integreerba.re 

stochastische grootheden b: in=11)2 I) o o o} is dazi. en dan alleell1 
=n 

a) een martingaal als 9 voor alle nil 

c(x I x,,ooooc.X) = X boOo~ """"11+1 · -,v "=-lri =-n • 
b) een achte:rui tlopende martingaal a.ls ll voor all~ r, ll 

t(.:!fn I !.n+ 49~+29 ooo) = ~i+i booo; 
c) een sub-martingaal alsl) veer alle n 9 

E (~❖ l I ~-po o o ll~11 J .;;, ~ boOo; 
d) een achteruitlopende sub=martingaal als 9 v~or all~ n 9 

t- (~ I ~+P~io\e'.29000) ! ~+1 boOo 

Bewijs g De noodzakelijkheid van deze voorwaard,en volgt rechtstreeks uit 

Definitie 1o1o We bewijzen hie:r dat de en.de?- a} eia b} gegeven voor= 

waarden ook voldoende zijno Voor de gevallen .-::) em d} verloopt het 

bewijs geheel analoogo 

a) Zij m > no Dan implfoeert d,e geger,en voorws.arde~ 

c (x 
-m 

Hieruit volgt door iteratie · 

't(x I X1~ooo~X) := X boOo -m -u -n """il 

hetgeen te bewijzen waso 

b) Onder de gegeven voorwaarde geldt 9 voor m < n~ 

t (~ I ~~~+Pooo} = t { t{.!m_ I ~+P2£ro+2"oooJ I ~ll!n+Pooo} = 

::: C(x i IX ix ..... ~ooo) baOo ~ 
"""fil? i =-!:1 =fi T i 

zodat 

'E ( x I x ~x +no o o) = x -m coon=n., -ri 

Uiteraard kan Definitie 1o2 op overee~komstige wijze gespeciali= 

seerd wordeno Wij zullen de exai::te formu.lering echter achterwege lateno 
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We beslu:iten deze paragraaf met enkele voorbeeldeno 

n 
Voorbeeld 1o1g Zij x ~ l l,., ~ waarin de z, al dan niet afhankelijke 

-n ~ :l :l. 

integreerbare stochastisJhe grootheden zijn met t (l..n.+i I z1 1> a o o ~Zn.) = 0 

b oOo voor n = 1 9 2 ~ a o a o Dar, is {x 9 n=11>2 9 a o o} een martingaal o 
=!l 

Voorbeeld 1a2g Zij {93 ~n=1v2 9 aoo} een monotoon niet=dalende rij n 
o-algebra 0 s van eventualiteiten~ en zij ~ een integreerbare stochas= 

tische grootheido Als nu x = ~(x I~) boCa voor n=1 9 2vo~o 9 dan 
""'!n -= n 

is {:x: i>n=1 9 2gaoo} een martingaal 9 welke rechts wordt afgesloten door 
oaon 

~o In het bijzonder isl) voor elke rij stothastische grootheden 

{In ,n=1 9 2 9 o o o} en elke integreerbare stochasti:e~he grootheid ~ 9 de 

collectie { f (,! I i,1 i) a a a 9,~) 9 n= 1 9 21> o o o} een ma::rtingaal 9 die rechts 

wordt afgesloten door Xo 

Voorbeeld 1o3g 

heid 5 doch zij 

a-algebra's van 

Zij ~ wederom een integ:reerba.re stcchastische groat= 

{ .SS 11 n= 1 ~2 ~ o o o} nu een monotoon iniet=stij gende rij 
n 

eventualit~iteno Als weer x = t (x I 'J3 ) baOo voor 
omr,. -==- n 

n= 1 92 ll o o o ~ dan is {~ lln= 1 1)2 ll o a o} nu ee:n00a~hte::ru.i tlopende marti:ngaal 

die links wordt afgesloten door !_(~ I /J 93 ) o Zo is dus ll voor 
-- i n 

elke rij stochastische grootheden {Zn 9 n"" 11 9 2 ~ o o o} en elke integreer= 

bare stochastisc:he grootheid ~ 9 de collectie { i (_! j Xn_ ~In,.vJ 9 o a a) l 
n=11l2,ooo} een achteruitlopende ma.rtingaal die links wordt afge= 

00 

sloten door !J:-1 P.,) I) WtU.rin Y.3 ~ ~ g3cln l)ln❖'] ~ 0 0 0) a 



r 

2o Enige fundamentele eigenschappen van sub~martingalen 

Stelling 2 o 1 : 

a} Als { (x fl 93 ) ii n= 1 fl2 ~ o o o} een sub-martingaal is 11 dan is ook 
+ -n n 

{(x i)S3 )& n=1.2 11 ooo} een sub-martingaalo 
==n n 

b) Als {(~. 93n) i n= '\ il2 9 o o o} een martingaal of een niet=negatieve 

sub=martingaal isil dan isil voor alle r ,!. 1., 

{(l~!ri 53n)• n=1~2.ooo} een sub=martingaalo 

Bewijs~ 
+ a) De definitie x = max{xiiO) impliceert 

t(:i/,_,113) > {t(x+ 1 19'3)}+ boOo ---n.,..., n - -man. n 
voor alle no Omdat x+ een niet-dalende functie van xi~ volgt 

hieruit 

l_(~+·J I YJn) ~ i boOo 
voor alle nil waarmee het bewijs geleverd iso 

b) Zij g(x) = lxlr met r;:, 1o Danie g een convexe functie met 

lim g(x) = lim = + m 11 zodat. wegens Stelling 3o5o 13 in 
.x-+ 00 

Rapport S 295» 

£.Jl~+ 1lr I 93n) .;;, !l,(~+·; I 5Sn)lr boOo 

Als nu {(x 11 ~ )ii n='l.,2i)ooo} een ma..rtingaal is 11 dan geldt -n n 
11..(~+1 I 13n)lr = l~lr boOo 

voor alle n 11 en als we te doen hebben met een niet..,negatieve 

sub-martingaal 11 dan is 

IJJ~+1 I g,,n)lr ,;; L:;.Jl'.' boOo 
voor alle n omdat g niet=dalend is op het interval [o~©)o 
In beidegevallen geldt dus 

a,t..(l~+1lr ! 93n) ~ l~lr boOo 

voor alle n& waaruit het gestelde volgto 

Bij het bestuderen van (sub=)martingalen is het soms nuttig 

stochastische tijdstippen te beschouwanc We voeren dit begrip hier 

in voor stochastische processen in het algemeeno 

Als men een stochastisch proces beschouwt~ doWoZo een collectie 
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stoc:hMtisc:he groot;heden {!t,, t € 'I'}~ waarbij we gemakshalva zullen 

ve:ro:nderstellen dat T ee:n verzameling reele getallen is~ d@ ligt 

het voor de hand een stochastiache grootheid. cl met waarden in T 

een stochasti:sc:h tijdstip ·te noemeno Van bijzonder belang is daarbij 

het geval dat h < t} E. 93 i' x "s < t \, voor alle t E To We noemen .l 
-- em .,, "~ ~ E.m 1 _ 

da.n een stoc:hastisch tijdstip van {!.t~ t E. T} (ookg optional time~ 

stopping time~ martingale time~ Ma:rkc:nr time) o Het bij zondere Yan 

deze situat;ie is gelegen in het f'eit dat1> voor elk tijdstip t~ het 

al d.an niet optreden van de eventualiteit {T < t} allee:n van de --
waarden Yan de x mets~ t afhangt© en dus niet afhangt van groot= 

-s 
heden die pas na hettijdstip t waargenomen kunnen wo:rdena Sommige 

auteurs spreken daarom ook wel van een stochastise:h tijdstip dat 

ona.fhankelijk van de toekomst iso De volgende deffoitie is iets 

al.gemener d.an de voo:rgaande ui teenzetting doordat reker.ing wordt 

gehouden met de mogelijkheid dat men niat alleen de ~, i) doch ook 
C, 

a.:ndere vex"schij nselen kan waa.rnemen o 

Definitie 2 o ·1: Een stochastfache g:tootheid l.v met waard'f,m in een 

verzameling reele getallen 1\ i,:; eem stoe:hastisch tijdstip van een 

collectie pa:ren {(~ ~ :l5t) 9 t e. T} va.:n stochastische grootheden ~ 

en Ci=algebra" s van eventuali teite:n :13 met de eigenschap dat 
t 

S?, 6 c 'Bt voor alle svt € T mets< ten dat .13(,¾~s:,; t,) c '13t 
vocr alle t ~ T~ als {.!, ~ t} E ~t voor alle t E To Als dit het 

geval is 11 dan sch:rijven we 

B n (l.,; d E 13t voor alle t e. T}o 

Het is du.idelijk dat in het bijzonder elke ontaarde stochas= 

tische g:rootheid ,1 ~ met P(!,::: t} "" 1 voor zekere t E T?) als een 

stochastia.::h tijdstip van (~!l .o/3t) ~ t e 1r} beschouwd kan worden~ 

waarbij dan 93 .. "" .93 ,co 
~ ':.t -In cvereenstemming met de op blzo 2 ingevoerde conventie zullen 

wij ook bij de toepassing var, Definitie 2o soms de O=algebra 0 s 

SJt ~ t e. 'T niet explidet noemen o Di t betekent dar. dat 

,93t = YJ (lis F>s ~ t) a 



Stelling 2o2: 

a) Als J. een stochastisch tijdstip van { (l½ ~ .o/3t) ~ t £ T} is I) dan is 

53, een cr=algebra en $ (.:r,.) c ~ ., c fi o Als bovendien T eindig of 

aftelbaar is 8 dan is !...: een stochastische grootheid met 

.93(x ) C ~ o -
om.>"[' 1' 

b) Als a en , stoe:hastische tijdstippen van {{~iii .93t) 8 t ~ T} ZJ.Jn~ 

dan zijn ook min(,2.~.1) en max(2,_8,1) stochastische tijdstippen van 

{(£t 8 f\) 1 t E T}o Als bovendien £_ ! ,!. ~ dan geldt 530 C ~, o 

Bewij_sg 

a) Omdat {, < t} E g'j, voor alle t E T~ 
-- .... 't 

zodra B n { t < t} E 53t o Hierui t volgt _ .... 
geldt B n {1, ~ t} e ~t 

dat B E 53 als B E ~ • 
1' T 

Ook geldt U B e. ~ als B n , n 
( u B ) n h < t} = 7J {B n 

n -- n 

E ~": voor n=1 t2~ o o o '7 daar 

t!_!-t}}o Derhalve is 93, een 

cr-algebrao 

Om aan te tonen dat .93 (,) c J3 moeten we la ten zien dat 
- 1 

{, < t} ~ 93 voor alle t ~ To-Dit nu volgt uit het feit dat~ 
_,!!el. t' 

voor alle t~t9 ~ T~ 

{..-.r cf_ t} 
\~ 91 (\ { T. < tu } = { T. < min ( t ~tu ) } E: 9,3 , ; t - u ) C ~tu o 

~ SIii ama. ee m.1.n \ ?) t t 

Als b = sup TE T~ dan geldt 9 voor elke BE ~,- ~ 
' 

B = B (1 (,'!.,,;. b} E 5:3b C. fio Als b ~ Ts dan is er een rij 

{t 8 n=1~2iooo} c T met lim t = b~ zodati wederom voor alle n n 
B e fl3 , B = U {B n { t ct. t } } e:: ~t In1 ·'tse~de gevallen 

.: - ... -n 
geldt dus dat 9-J C JJ o 

' Als T eindig of - aftelbaar isi dan geldt~ voor elke t e Ten elke 

Borel verzameling S~ 

{x ~ S} n {~ ~ t} = 
12111m-r -

= = 93 c J/. en dus t ~ 

LJ fx t:S 1r=t 1 }E lJ qj 9 = t Q ct.: t ·-t, Q ~ t u 0:: t t . - -is x dan een sto~hastische grootheid met 
-"r 

~(x ) C. ~ a 
c:::o-r l 

-
-

b) Onder de gemaakte veronderstellingen geldt~ voor alle t ET~ 

{min ( cr ",' < t} = fer < t 1 u : -, < + l e. ~ =,<Sl=J S, "~ !!!I ., l_~ !!l!l VJ t 
{max ( a ~ ,r ) <:: t} = {er < t} o {'·: < t} " 93 ~ 

-~Q:111:D 1!!ii!!:'ll!!: =-- ea o:31;:,11 B!II t 
zodat min(,2.,~.!) en max(~.~.,:!) stochastische tijdstippen van 

{{2½~ °'3t) ~ t e T} zijno 
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Als .£, ! .!.v dan geldt~ voor alle B ~ 53 0 en alle t e Ti 

B fl h < t} = B rt fo < t} O h < t} ~ - %t , z oda t '-3,., c .93 o =~ ~~ ~~ u V T 

Verreweg de belangrijkste eigenschap van stochastische tijd= 

stippen v-an eindige of aftelbare sub=ma.rtingalen is~ dat we in de 

regel weer een sub=martingaal krijgen als we een sub=martingaal 

waarnemen op opeenvolgende stcchastische tijdstippen :.::,1t:.::_211 o o o van 

die sub=martingaal in plaats van de vaste tijdstippen 1i2iooa o Voor 

een exacte formulering van deze eigenschap kunnen we zonder beperking 

volstaan met het beschcuwen van twee opeenvolgende stochastische 

tijdstippeno 

Stelling 2c3~ 

a) Zij ~ een stoe:hastisch tijdstip van een sub=martingaal 

{(x :i 93 )~ n="ll)2i)ooo.NL Als t'x., > - 00 of t~ .. T < ooi) dan bestaat 
<-fl n -, --i~ 

t x i) en als t x.. < + 00 il dan geldt bovendien t Ix I ,,: 2 f ~: - t x . o :i 
"""\I --.L~ ,_,,,)' .... -~ -1 

b) Laten l!., en::::, twee stochastische tijdstippen van een (sub-)martin-· 

gaal Hx ~ 93 ) ~ n=·1 ~2~" o o i)N} zijn met de eigenschap dat µ < v o 
~ n ~~~ 

Als c x en lx. bestaan. dan is {(x c 93 ) .,(x • 53 ) } weer een 
-µ -\l • -µ• ·µ • -\)• \/ 

(sub-)martingaalo ..... - - -

n= 

> - 00 ,~?or een n. f! { 1 !J2t o o o 9N=-1} E) dan geldt ook 

> = oo en t ~+ '1 !.{ \J ,;. n+ '1 } ;. ): ~ !{ v in+ 1} > = ooi 

~no Door iteratie volgt hierui t -

> = 00 • zodat dan de verwacht:.ng van 

bestaato 

Als ! x... < 00 • dan volgt de existentie van t x uit het feit dat 
-1~ -\l 

't x x < t x... x . " .,,,. voor alle n c """v oorui tlopend op het 
~ .:...{-,; = n} ""' -1~ --f>; =n} ' 

bewijs van b) kunnen we dan bovendien stellen dat 

H!,1 ~ 53'.j);, ( x,, ~ 93)} en H!,: ~ ~,) ~ (~ i) ~N)} sub-martingalen zijn ~ - - -+ a;, zoda t f X > e_ X en t X. < t X, < 00 o -v.., -, =-"J .., ~ 
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Hieruit volgt 

b) Als 1 ~ m ~ N en B E. !f3 • dan geldt 
m 

~ X X 
-.J ~ 11 {v > m} - -- ! 1t ~ ls fl { \J > m} 0 --

Immers, voor m = N is dit trivia.al omdat ~~ N1 en a.ls deze 

bewering juist is voor een m > 1 en a.ls BE~ 1, dan geldt m-
B n {~ ~ m} E ~ m- 1 • en dus 

t ~ AB fl { \i > m} ! 'e. ~ !a n { v > m} ! 1t .!m-1 ls I\ { v > m} • - -- -- --
waaruit volgt dat 

t~ AB fl {~!m-1} = 'E ~ AB n {.:L~m} + t ~ ls 11 {~ =m-1} 

zodat de bewering dan ook geldt voor m-1o 

> -

Zij nu B € ~ , en laat B = B fl { u = m} o Dan geldt B E. ~ en 
µ m • m m 

B = B n {v ~ m} voor alle mo 
m m , -

Op grond vanN(2.1) volgt nu N 

t~];s = r t~];s ~ 1 t~~ =t~_µl"Bo 
m=1 - m m=1 m 

Hiermee is bewezen de. t { ( x g ~ ) » ( x g 9j ) } een sub-martingaal is o 
-µ l!. '"""V \I 

Als { ( x I) 93 ) g n= 1 • 2, o o o ~NT een martingaal is , da.n kunnen we alle -n n 
ongelijkheden in dit bewijs door gelijkheden vervangen, zodat dan 

{ (~!. g fl3J!) • {~• t/3.l!) } everieens een martingaal is o 

Stelling 2o4~ 
,I 

a) Zij ~ een stochastisch tijdstip van een sub-martingaal 

{(~•9'jn)1> n=1 52 9 ooo}o Al.a t.!.1 > - 00 en sup 

r X en l IX I < 2 sup l X + = 'e, X < 00 0 

-\I '"""V - -n -1 

"'x+ ~-n <' 00 ~ dan bestaat 

b) Laten .M. en .:L twee stochastische tijdstippen van een sub-martingaal 

{(x I)~ ) 9 n=1•2tooo} zijn met de eigenschap dat µ < v en dat 
-n n ---

'f.x en 'E.x bestaa.no Als lim inf tx+ x{ } = O» dan is 
-_! '"""" -n -~>n 



{ ( x & 'fi'j ) il ( x 11 fi3 ) } weer een sub-martingaal 9 en als bovendien 
-µ µ -'IJ \I 

lim-inf-'t:x -X{ - } = 0 11 dan is tx < sup tx o 
""'!1-v>n -v""' -n 

Als in het bij zonder { ( X I) ~ ) ll n= 1 1)2 I) 0 0 0} een martingaal is ll -n n 
dan is {(x 1,f> )il(x il fl)} dat ook als lim inf t Ix Ix{ .... ·} = Oo 

"""I.! µ -.J V -n - .\I ,,, n 
Olla ~ Clal OlaD ' -

Bewijsg 

a) AJ.s ~=min (~,m) met m= ~2&ooo & dan is v ,;:;. m en { v < nJ E 53 -m -m• n 
voor alle n < mo zodat v .. . -m een stochastisch tijdstip van 

{(.a5.n 11 ~n) 11 n=1il2 1 0001,m} iso Stelling 2o3a) is dus van toepassing 

en 't Ix I < 2 sup t x+ - tx1 < CX)o Aangezien x naar x conver--v ... -m ... -v -v 
geert -m als m ➔ 00ivolgt hieruit, met behulp ~n de stelling van 

Fatou, dat ook t Ix I < 2 sup t x + - '! x-1 < CX), hetgeen de existentie -v - -m -i 

van t x impliceert'7 
-'I) 

) ~ + b De voorwaarde lim inf ~x x = 0 houdt in dater een on--n -{'J > n} 
eindige verzameling I c. {1il2il'7oo} is met de eigenschap dat 

'e. x + x{ } eindig is voor alle n £. I en naar O convergeert als 
-n - v >n 

n '- I, n ➔ 00 0 

Als nu u = min(u,m) en \I = min(v,m) met m=1i21,ooo 9 dan ZiJn 
""'m - -m --

µ en v stochastische tijdstippen van {(x j~ )i n=1 92ilooa 9m} met mm -m """'ll. n 
µ < \) 0 

""'ill. "'"--m 
't. x en 

""".!:m 

en 

zodat '! x 

Om Stelling 2a3b) te kunnen toepassen tonen we nu aan dat 

t x bestaan voor alle m E. Io Daartoe merken we op dat -v -m 

X - X X + X X ~ - ~ -{~!m} -m -{~:,, m} & 

-.l!m 
en t x bestaan en gegeven worden door -v -m 

(2o2) ! X = 't.x X + 'f-x X -~ -µ _{J:_ <m} -m ={,E_ > m} - ... 
en 

(2o3) t X = ~ X X• l ~ 'tx x, ' -v -'J -·I \J <m. -m -t~ > m1 -m ms. '"=:!Bl .;; 

a.ls deze uitdrukkingen gedefinieerd zijno Nu geldt~ voor alle m c. I 11 



'f, X X -m -{J!_ > m} 
'e + 
c... X 'X -m -{J:!, ,. m} 

< .... < 00 

en 

Als verder t x x{ < } = 00 of t x, x{ < 1 = "" dan is t x = 00 

-,!;!_ - E_-ID ~ - ~ ... ffi; i .;;;.k_ 
voor k < m. hetgeen impliceert dat ook 'tx = 00 ~ zodat ... -m 
tx x, , > = 00 en t x x,. . , > = 00 o Hieruit volgt dat de -m -tJJ > ID1' -m cm\'J > m.r 
uitdrukkingen (2o2) en (2a3) zimrol zijn voor alle m E. Io 

Laat nu B <i ~ o Dan geldt B n {JJ < m} e 9'., zodat wegens 
µ - '"" µ ~ 

Stelling 2o3b)";' voor m ~ Ii -m 

!x· Xn "' {µ <m} -l!_ -.o II -"" 

= < ... C.2f.,) oAB n {µ < m} 
""'!!l --

= 

= tx x + ~x -•,; - B ll { v < m} -m oAB fl { µ < m} f\ {_v > m} 0 

Clllilll, -- ~-

Als nu m •.i- 00 5 m e. I~ dan krijgen we 

< t X X"D + .. -v~ lim sup l .2f.m X B n { 11 < m} n {-,J :;, m} 0 

me.I - .t:.... -

Omda t t x < 't x + 
-m AB n {,I;!.:;. m} fl { \i > m} "" -m A{ v > m} 

volgt hieruit dat ix x"tl-< '£ x x"tl voor alle B £ 
-µ -.u ... -',j '""!L) 

{(x ~ ~ ) ,(x "~ )} een sub=martingaal iso -µ µ --'I). '\,l 
=- Qaa> Cl!lll9 ~ 

voor alle mi 

~ ~ zodat 
Ea 

Als bovendien lim inf t x X{· } = 0. dan is er een oneindige 
-n ·- v > n 

verzameling ID_ c. {'1~2~oco} met de eigenschap dat t.x x{ 1 .. 
-n - v > n 

eindig is voor alle n ~ I' en naar 0 convergeert a.ls n E. -I u ~ n-+ 00 o 

Voor alle m e ID bes ta.at dan t ~-v 

zodat ~ op grond van Stelling 2a,3'bf 
= lx X + l x X """IJ-{v,;:m} "'"ID-{v>m} j 

~ ~- eam. 

voor alle m ~ I' a Als hierin m £ I '1 ~ m --+ ""~ dan krijgen we 

'f.x < sup !.x a 
='V,... -,:), 

In het speciale geval dat {(.!n ~ i\_) ~ n= ~2 ~ o a o} een martingaal is 

met lim inf 'f.. t!nl !{.:;;;_ :> n} = 0 ~ kunnen we een oneindige verzameling 
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I" C { 1 ,2 i O O O} 

eindig is voor 

n e I" 11 n ➔ 00 o 

construeren met de eigenschap dat t Ix I x{ } 
-n-v>n 

alle n E; I" en naar O convergeert als 

Geheel als boven volgt dan, voor alle n E. I" 9 

= t x X + tx X -v ~ n { v < m} -m ~ n { µ < m} " { v > m} 0 - -- -- -
Als nu m E'. I" 11 m ➔ 00 11 dan volgt 'txµ lJ3 = t 2:Sv .!B voor alle B & ~i 

zodat {(x ,~ )i(x 11 ~ )} een martingaal iso -
-J:1_ ~ ~~ ~ 

Vergelijking van de laatste twee stellingen leert onsj dat het 

een essentieel verschil uitmaakt of bij een martingaal de tijd eindig 

of aftelbaar oneindig veel waarden doorloopto In het eindige geval 

krijgen we bij de overgang op stochastische tijdstippen van de 

martingaal steeds weer een martingaal, in het oneindige geval kunnen 

we op deze wijze zeer wel een sub-martingaal krijgen die niet tevens 

een martingaal iso Ter illustratie het volgende voorbeeld 

Zij {xi n=0,1 9 2 9 000} de gebruikelijke symmetrische stochas--n 
tische wandeling met 2SQ = 0 9 en zij ~ = min{n I~= k} voor k=1 »2~o o o o 

De~ vormen dan een martingaal, en de~ zijn met waarschijnlijk

heid 1 gedefinieerd en vormen een stijgende rij stochastische 

tijdstippen van {~i n=1 11 2 9 ooo}o Het is duidelijk dat x~ = ki 

zodat {~ 5 k=1i2,ooo} een sub-martingaal maar geen mar't"!ngaal is. 

Hieruit ~lgt dat, voor elke k 9 lim inf t Ix IX{ > } > Oo Aan de 
-n - vk n 

voorwaarde lim inf !x+ x{ 1 = O is echter voor elke k voldaant 
-n -~ >n, 

omdat 

0 ! 'e.~: .l{v ; n} ! (k-1) P{~ > n} -+ 0 
-k 

Stelling 2o5: 
a) Zij {x I n=1t2~aoo} een sub-martingaal die rechts wordt afgesloten 

-n 
door een stochastische grootheid l:.O Dan geldt s voor elke e: > 0 11 

e:P{sup x > d -n 
< -



b) Als de x bovendien niet-negatief ziJn of een martingaal vormen -n 
die rechts wordt afgesloten door z~ dan geldti voor elke r ~ 1 

en elke ..: > 0 9 

Bewijs: 

< ... 

a) Als £ > 0 en 

\) = - { min{n 
+ 00 

x > d als supl x I -n -n 
als sup x ! £ i -n 

dan geldt {1. = n} Ea 

{ sup x > e: } = { 1J < 
-n 

93 (x II m !,n) voor alle n~ en -m co 

00 } = U {v = nlo Hieruit volgt 
1 -

00 co 

tvx =Ytvx :.''tx X >EP{supx >e:}o ,111a.-{supx>d ~ <11.._{,;=n}""'!..1 -n-{V=n}• -n 

b) Als de x -n 
l..i dan is 

r > 1 een .... 
zodat het 

~ u ,_ ' -

een martingaal vormen die rechts wordt afgesloten door 

{Ix 1ri) n=1,2~ooo} volgens Stelling 2olb) voor elke 
-n 

sub=martingaal die rechts wordt afgesloten door Ii.Ir• 

gestelde uit a) volgto 

Als de x een niet-negatieve sub-martingaal vormen die rechts -n 
wordt afgesloten door l,t dan kunnen we~ in het geval dat l. ~ 0 11 

wederom Stelling 2a'ib) toepassenll waarna de te bewijzen ongelijk

heid uit a) volgto Als echter niet vcldaan is aan de voorwaarde 

1.. ~ 01) dan gaan weals volgt te werko 

Zij ~ = ~(~i) n=1~2i)ooo} en zij ~ = l,.(z ! SJ)o Dan geldt 

tz X-o = tv X-o > 'tx X-o > 0 voor alle B <. ~(x j m!,n) en alle 
Qllllllr, Qllli\U &. ~ - -n -.u l!IB ~ 

n=11)2~oco a De sub=martingaal {xi) n=1i2~ooo} wordt dus rechts -n 
ook door z afgesloteno Bovendien blijkt nu dat z ~ 0 gekozen kan 

,_ 01?. •. , -

warden. omdat G z X-o > 0 voor alle B E::.. U ~(x II m!n) o Maar nu 
,, ---~ em ; --m, 

volgt 
e:r P{supl~I > d ·.,..< ~ lzlr X I I ·--.. -· .... {sup,x >e:} 0 

-n 

Nu is !~Ir ,!_1_(1z.lrl55) boOo~ omdat de functieg(x) = !xlr 

convex iso Hieruit volgt tenslotte 



We zeggen dat een rij reele getallen x1.x21 ooo,xw een interval 

[a,b] h keer van links naar rechts kruist 11 als we precies h 

paren (m.,n.) kunnen vinden met de eigenschap dat 
l. l. 

1 < m1 < n1 < m2 < n < ooo < m. < n. < N en x < a~ x > b 
• 2 n n • 1ll-! • • n· • 

voor i=1 1 2,ooo 1ho Het is gemakkelijk in te zien--idat dit iantal h bij 

vaste a en been Borel functie van x 11x2iooa 9~ iso Het aantal malen 

dat een rij stochastische grootheden ,!.1 ,,!.2,oao,~ een interval [a,b] 

van links naar rechts kr~ist is dus een stochastische grootheido 

Stelling 206; Als h het aantal malen is dat een sub-martingaal 

{x • n=1,2,ooo 1N} een interval [a,b] van links naar rechts kruist, 
-!l 

dan geldt t (~ .. a)+ 
t. h < - b-a 

Bewijsg Zij l.n = (.!n-a)+ voor n=1 1 2 1 ooo 11 N1 zodat {l.n• n=1 12 1 oaa 1N} 

wegens Stelling 2o1a) weer een sub-martingaal is en h gelijk is aan 

het aantal malen dat deze sub-martingaal het interval [o,b-a] van 

links naar rechts kruisto 

Als 'e (~ - a)+ = 00 1 dan is er niets te bewijzen 9 zodat we zonder 

beperking mogen veronderstellen dat t(~ - a)+ eindig is o Zij nu 

~ = 1 en laat 

en 

µ. = 
-J. 

"· = -J. 
{ 

min 

N 

{n I n~v. 11 Y =O} 
-1- 6n 

{n I n > µ. 1 v > b-a} --i ""fl-

als min 
v. <n<N 
-i-1- -

als min 

als 

als 

v. ,~n~N -J.-

max 
µ.<n<N -i- -

max l.n < b-a • 
µ. < n < N 
-i- -

voor i=1 1 2 1 aoo 1 No Dan zijn deµ. en v. stochastische tijdstippen van 
-J. -J. 

{l.n• n=1 1 21 ooo 1N} en 1 = ~ ~ .l:!.1 ~ ~, ~ 000 ~ J:!N ! ~=No Om.dat 
~ ~ 0 voor alle n 1 bestaan de verwachtingen van alle L .. en I.v.o 

--.J;!.l. -J. 



Derhalve is de rij ~ ~~ i'l.v ,oaa~z~_il.v een sub=martingaal 
~ -'1 -1 -fl ~ 

(Stelling 2a3b))o Verder geldt 

N 

~ - i.1 = I (x.µ - l. ) 
i='1 

0 \). 

-1. -1.-1 

N 
> I (i.µ, -z ) - i=1 \), < 

-1. -1.-1 

Omdat op grond van het voorgaande 

~ t. ~ < = t volgt hierui t 

'e.ZN = tzl ~ (b-a) ~ h. 

N 
+ r (I_v" = l.µ" 

i=1 -1 -1. 

+ h (b=a) 0 -

en dus a fortiori de te bewijzen ongelijkheida 

) > -

Stelling 206 staat bekend als de ongelijkheid van Doobo ,Een 

aantal auteurs hebben deze ongelijkheid nog aanzienlijk verfijndo 

Nadere bijzonderheden hierover zijn te vinden in 

GoAo Huntt Markoff chains and Martin boundaries~ 

Illinois Jo Matha,! (1960) PPo313=340; 

JoLo Doob, Notes on martingale theory~ 

Proco 4th Berko Sympoi IIi PPo95-102; 

LaEo Dubins~ Rises and upcrossings of nonnegative martingalesi 

Illinois Jo Matho f (1962) ppa226-241o 



3. Asymptotische gedrag van sub~martingalen 

Stelling 3 o 1 ~ 

a) Als {x, n=1,2,ooo} een sub-martingaal is met -n 
bestaat x = lim x b.o. en - 00 ! .! < 00 b.o. 9 

. - n -+oo -n 
en t 1.!1 ! lim inf t l~I • 

• ',? + lim c x < 00 1 dan 
n-+oo + -n + 

'f X < lim 't X < 00 

- - -n 

b) Dezelfde conclusie geldt als {.!.n,, n=1,2 8 ooo} een achteruitlopende 

sub-martingaal is met tx < 00 voor voldoend grate n. -n 

Bewij s: 

a) Zij C de eventualiteit dat de rij .!,•.!e•••• naar een eindige of 

oneindige limiet convergeert. en zij 9 voor elke a en b met a< b, 

A b = {lim inf x <a< b < lim sup x }. Dan is C de aftelbare a, -n -n 
vereniging van alle A b met a en b rationaal en a< b. Als nu voor a, 
zulke a en b en n=1 92, ••• het aantal malen, dat x 1 ,x2 , ••• ,x het 

- - -n 
interval [a,b] van links naar rechts kruist 8 door h wordt aange-n 
duid, dan is de rij h,,h2, ••• niet-negatief en niet-dalend met 

lim h = 00 als de eventualiteit A b optreedt. Op grand van de 
-n a, 

monotone convergentie stelling impliceert P(A b) > 0 dus dat a, 
lim f~ 
volgt dat 

= t lim h = 00 • Aangezien uit de ongelijkheid van Doob -n 

lim th < 
-n -

lim ! (x -a)+ 
-n . 

b ... 9. 

< -
lim ti+ la! 

b =a 

< 00 • 

kunnen we concluderen dat P(A b) = 0 voor alle a,b met a< b 3 aD . 
zodat P(C) = 1 - P(C) = 1. 

De sub-martingaal heeft dus b.o. een eindige of oneindige limiet 

.!• Ui t de stelling van Fatou volgt nu l'. 1.!1 ! lim inf t I~ I 5 en 
+ • + "P+\e+ tevens, omdat x = lim x b.o. en de riJ ~x 1, L~~•••• monotoon 

- --n - -c: 
is (Stelling 2.1a)), tx+ < lim 'tx+ < 00 • Dit laatste houdt in 

- - -n 
dat !.! bestaat, dat t.! < 00 , en dat - 00 !.! < 00 b.o. 

b) Zender beperking mogen we veronderstellen dat t .!, < 00 • Het bewijs 

verloopt geheel als ender a), metals enig verschil dat we, voor 



gegeven aib met a< b en n=1i2 1 ooos de stochastische grootheid h 
-fl 

definieren als het aantal malen dat de sub~martingaal 

x ,x 1 ,ooo 1x1 het interval [a 9b] van links naar rechts kruistt 
"""!l."""fl- -
zodat 1 wegens de ongelijkheid van Doob• 

lim 'E. h < 
"""!). "" 

< -
Bij onze verdere beschouwingen zullen we een aantal eigen= 

schappen van de functieruimten L met r ~ 1 nodig hebbeno Wij geven r 
deze eigenschappen hier ten dele zonder bewijs, daar ze in vele 

boeken over waarschijnlijkheidsrekening& maat- en integratietheorie 

of functionaal analyse warden afgeleido 

De collectie L = L (G,Jl..,P) is gedefinieerd als de collectie r :r 
van alle stochastische grootheden x met 'tlxlr < ~a Wij zullen - -
hierbij steeds r > 1 veronderstellen. Der-norm van een stochas-.., . 1/ 
tische grootheid x ~ L is gedefinieerd als 11 x 11 = { t I xi r} r a 

- r - r -
Indien stochastische grootheden die boOo aan elkaar gelijk zijn als 

identiek beschouwd worden 9 dan wordt Lr door het invoeren van de 

r-norm een Banach ruimte, daWoZo een complete genormeerde lineaire 

ruimteo 

Enige belangrijke ongelijkheden zijn de ongelijkheid van Holderg 

II~ z.11 1 ~ 11!. llr llz.11 s 
1 1 

voor alle !.•I. en alle ras > 1 met r + 5 = 1, 

en de ongelijkheid van Minkovskii 

De laatste ongelijkheid impliceert dat ook 

I 1!. - z 11 r voor alle !_9l, E Lr en alle r ~ 1 a 

Ook zullen we bij herhaling gebruik ma.ken van het feit dat 9 voor 

elke !,, de r-norm een niet-dalende functie van r is. 

We zeggen dat een rij stochastische grootheden ~,,!e,aoo, die 



tot Lr behoren, in r-norm of in het r-de gemiddelde convergeert naar 

een stochastische grootheid x, die dan ook tot L behoort~ eJ.s 
- r 

lim II x ... x II = 0 11 of I wat op hetzelfde neerkomt » als 
n ..,.co -n - r r 
lim t Ix .. x Ir = 0 o We schrijven dan x =+ x als n -+ coo De compleet-
n -+CO -0 -ft -
heid van de ruimte L betekent dat een rij x1.x21 ooo in L dan en 

r - - r 
dan alleen in r-norm convergeert eJ.s die rij in r-norm Cauchy-

convergent iai doWoZo als llx - XII ..,. 0 ala m,n + co 0 -m -n r 

Definitie 3o1i Een collectie stochastische grootheden {.!.t,t ~ T} 

beet uniform sommeerbaar ala ~ 1.!.t I !{Ix I > c} ..,. 0 • uniform in t e:. T • 
;.t; 

ala c + co. 

Stelling 3o2: Een collectie atochastische grootheden {.!t~t ~ T} is 

dan en da.n alleen uniform sommeerbaar als sup f l.25.t I < co en als 

bovendien t 1.!.t I !A -+- 0 1 uniform in t "- T en A "= ..A-- , als P(A) + 0, 

doWoZo ala er voor elke t > 0 een ot > 0 is met de eigenschap dat 

t 1.!.tl ]A_< t voor alle t ~Ten alle A~ .A met P(A) < otu 

Bewijs: 

a) Als a.an de gestelde voorwaarde voldaan is, dan volgt uit de 

ongelijkheid van Markov, voor elke t ~Ten elke c > 0~ 

zodat P{ l.25.t I > c} ..,. 0 ~ uniform in t e:. T als c -+- coo Ma.ar dan volgt 

ook da.t 'f-1.!.tl !{l~I >c}-+- 0 1 uniform int~ Ta.ls c-+- coo 

b) Stel nu dat {.!t,t & T} uniform sommeerbaa.r iso Dan geldt 8 voor 

eJ.le t ~ T 9 alle A E. ~ en elke c > O, 

< CoP(A) 
""' 

Als nut> 0 gegeven is 9 dan kunnen we, wegens de uniforme 

sommeerbaarheid, c zo groot kiezen dat ! 1.!.t;I lA. ~ coP(A) + ½ 9 



voor al.le t E. T, A~ fi. o Door in het bijzonder A = '2 te nemen 9 

zien we dat sup t1£tl eindig iso Bovendien volgt nu dat 

t.1£tl !A< & voor alle t £Ten alle A ~A met P(A) < 'ic 0 

zodat inderdaad t.1.!.tl ~ ➔ 0~ uniform in t ~ T en AG Jl. a 

a.ls P(A) -+ Oo 

Stelling 3o3g Zij r ~ 1 en zij !.,~~,ooo een rij stochastische 

grootheden die tot L behoreno Dan convergeert deze rij dan en dan r 
alleen in r-norm naar een limiet x als de rij in waarschijnlijkheid -
naar .! convergeert en a.ls bovendien de collectie {1,!nlr, n=1 92 9 ooo} 

uniform sommeerba.ar iso 

Bewijsg 

a) Stel da.t x eL+. x a.ls n-+ co. Dan geldt wegens de ongelijkheid 
""'11 -

van Markov, voor elke t > 0 en a.lle ni 

p 
zodat x ~ x a.ls n + coo 

--n -
De stochastische grootheid x behoort tot L 9 omdat 

- r 
11.:i llr .!. 11.! ... ~ !Ir + II~ llr < co voor voldoend grote n (Minkovski) s 

zoda. t , voor a.lle n en a.lle A e .A- , 

I 11~~11r - 11.!!Allrl ~. 11(.:n ... .!) lAll:r ~ II~ "".!llr 0 

Hieruit volgt dat !Ix Xt1 II -i,, llx x"II , en dus ook da.t 
"""D.- r -- r 

l I~ Ir k ==1> 't 1.!1 r !A_ 8 uniform in A e: JJ. a.ls n ➔ coo Voor elke 

t > 0 is er dus een n met de eigenscha.p da.t 
r r t & 11 t l~I AA < t 1.!1 !A+ 2 voor alle A'-' .r1- en alle n ~ nto 

Voorts geldt, voor alle A E:: J+ en elke c > 0 i 

Omdat x ~ L, volgt hieruit dat wei voor elke £ > 0 1 c zo groot 
- r 



¥> r r e: kunnen kiezen dat c. 1..:.1 AA ~ c P(A) + 4 voor alle A e .A- 11 

hetgeen impliceert dater een c5 > 0 is met de eigenschap dat e: 
t 1!.1 r lA < ½ voor alle A E"< iA met P(A) < c5 e: o 

Op dezelfde manier kan men inzien, dater voor elke e: > 0 en 

elke n een d > 0 is met de eigenschap dat 't.l,!...I xA < e: voor 
n,e: --... -

alle A s JI. met P(A) < d o n ,e: 
Als nu e: > 0 en t:,. = min(d 1 itd2 9 ooo 1d 9 c5 ) 11 dan is 

£ o 9 E SI£ lle; 9 £ £ 

'f Ix Ir xA < e: voor alle n en alle A e Ji. met P(A) < t:,. o Hiermee 
-n - e: 

is aangetoond dat t 1,!n.lr lA. + o, uniform inn en A a.ls P(A) + Oo 

Omdat 't l~lr .!A,+ 'tl..:.lr lA , voor alle A 11;. ..4. 9 a.ls n + 00 9 geldt 

in het bijzonder !Ix Ir+ 'E.lxlr a.ls n + 00 , zodat sup c. Ix Ir < 00 0 

-n - -n 
De uniforme sommeerbaarheid van {Ix Ir, n=1 92 9 ooo} volgt dus uit -n 
Stelling 3o2o 

b) Stel nu dat x L x ala n +.., en dat {Ix Ir, n=1,2 9 ooo} uniform -n -n 
so:mmeerbaar iso Omdat de functie g1 gedefinieerd door g(x) = lxlr, 

convex is, geldt lx+ylr ~ 2r= 1(1xlr + IYlr) voor alle reele x 

en y, zodat, voor alle men n en elke n > 0 11 

'tlx -xlr < -m -n "'" 
< ... 

Omdat de rij ~,,.!.2 ,aoo in waarschijnlijkheid convergeerti is deze 

rij ook Cauchy=convergent in waarschijnlijkheidi zodati wegens de 

uniforme sommeerbaarheid van {ix lr~n=1i2~ooo}, 
"""!l 

~Ix Ir X{j I } + 0 voor elke n > 0 als m~n + 00 a Door nu 9 
-!l. - X =X >rt 

' ' -m -no "" 0 t k' d t r e: ' d t blJ gegeven e: > , n > zo e 1ezen 9 a n < 2 zien we a 

lf.1.!m =~Ir< e: voor alle voldoend grote men no De rij !.,~!e•ooa 

is dus in r-norm Cauchy-convergent en dus convergeert deze rij 

in r-norm naar een limiet z.a Uit a) volgt dan dat x ~ z. als 
p -n 

n + 00 0 Omdat gegeven is dat ook ~.....,..!ala n + ..,i geldt 

z. = !. baOo Derhalve convergeert ~ in r-norm naar !. als n + 00 0 



Stelling 3o4g Als {~~ n=1~2sooa} een al dan niet a.chteruitlopende 

sub-martingaal is en r ~ 1, dan convergeert de rij ~,~.!.2 iaoa in 
r-norm naar een limiet x ~Li dan en dan alleen als voor voldoend 

- r 
grote N de collectie {l~lr~ n ~ N} uniform sommeerbaar is~ en 

dan geldt bovendien X + X boOo als n + =o 
-n -

Bewijsi Als ~ ...!+ s! e Lr als n + =, dan geldt ,!n ~ Lr voor alle n 

vanaf een zekere N~ en de uniforme sommeerba.arheid van {Ix lr 11 n ~ N} -n 
volgt uit Stelling 3a3o 

Zij nu gegeven dat {l~lr, n ~ N} uniform sommeerbaar iso We kunnen 

dan zonder beperking veronderstellen dat N = 1i omdat we zo nodig 

een eindig aantal elementen a.an het begin van de rij s!,,.!.2 ,ooo 

kunnen weglateno Dan volgt uit Stelling 3a2 dat sup 't Ix Ir~ en dus -n 
ook sup llx II 9 eindig isa Omdat, voor elke stochastische grootheid -n r 
s! de ongelijkheid I lc!.11 1 ~ 11.! II r geldt i volgt nu dat sup 4E I~ I 
eindig isi zodati wegens Stelling 3a1 1 de rij c!,1,~2 iooa baoo conver

geert naar een limiet ,!.a Aangezien convergentie baOo convergentie 

in waarschijnlijkheid impliceert, volgt uit Stelling 3o3 dat 
r 

~ ---i,, Ji a.ls n + =a 

De volgende stellingen gaan nader in op de existentie, en de 

consequenties daarvans van afsluitende stochastische grootheden bij 

al dan niet achteruitlopende (sub-)martingaleno Eerst wordt echter 

de reeds ingevoerde terminologie nog iets verfijndo 

We zeggen dat een paar (x~P.>) een (sub-)martingaal -
{(~, !on) 9 n=1,2jooo} rechts afsluit als de rij (~1, ~ 1)il(.!eil~2) 11 oo 

a a a 5 (!,i) ~) weer een ( sub=)martingaal is i en dat het paar (c!.ll ~) 

minima.al is onder de paren die de (sub-)martingaal {(!nil '13n) & 

n=1,2 9 aoo} rechts afsluiten als bovendien elk ander paar dat de 

(sub=)martingaal rechts afsluit ook de (sub=)martingaal 

(,!_1 e ~ 1 ) , (~ ~ f,2) ~ o o a i) (~t ~) rechts afslui to 

Geheel analoog zeggen we dat een paar (~i~) een achteruit= 

lopende (sub..,)martingaal {(~, !Bn)il n==1&2iaoa} links afsluit als 

de, :rij (!,1 11 ~, ) i (~2 ii .13 2) 1 o o o © (,!.ll 93 ) weer een achterui tlopende 



( sub-)martingaal is j doWoZ o a.ls de rij (!,~~),a o o 11 (~ i ~ 2) il (a5,1 ~ ~,) 

een ( sub ... )martingaal is a We noemen het paar (!,1 1.)) maxima.al onder 

de paren die de achteruitlopende (sub-)martingaal links afsluiten 

a.ls(!,~~) zelf een dergelijk paar is en als bovendien elk ander 

paar dat de achteruitlopende (sub~)martingaal {(x il~ )~ n=1s2 9 aoa} -n n 
links afsluit ook de achteruitlopende (sub-)martingaal 

(!,1, fl\)~(,:.2 ~932)sooo11(,!i~), doWaZo de (sub=)martingaal 

C,!.11 fa) 9 a a a 9 <!.2 ~ 932) il <!.p f>,) links afslui ta 

Stelling 3o2g Zij {(~~~n)~ n=1»2~aoa} een (sub=)martingaal met 

de eigenschap dat x k x als n-+ ~ voor een r ~ 1~ en zij ~ 
~ ~- m 

de a-algebra die door U ~ wordt voortgebrachto Dan kan x zo 
1 n -

gekozen worden dat het paar (!,~,:;~) minima.al is onder de paren 

die de (sub-)martingaal rechts afsluiten& en voor elk ander 

minima.al paar (z 11 f3) geldt 9'?, = f/3= en I,=!. baoo 

Bewijsg Stelling 3a4 houdt in dat x = lim ~ baoa~ zodat !. zo 

gekozen kan worden da. t f8 (!,) c. 13 = o 

Aangezien de r=norm van elke stochastische grootheid een niet= 

dalende functie van r is impliceert de convergentie in r-norm van 

x convergentie in 1-norm naar dezelfde limiet Xa Hieruit volgt 
--n -
da t ! .!n lA. -+ t ,!. !A als n -+ cei i voor a.lle A ~ .A- a 

Nu geldt t !n ls ~ t !m+n ls vo.or alle m en n en alle B 11: '13 n a Als 

hierin m -+ = 11 dan volgt t .!n !a ~ l. .! ~ voor alle n en alle 

Be~ • waa.rmee bewezen is dat het paar (xi~) de sub~martingaal 
n -

{(x .~ ), n=1,2 9 aao} rechts afsluito -n n 
Als il,,~) een ander paar is met dezelfde eigenschap, dan geldt 

~f,i ':'.:ll y ~n • en dus fl i':ii (f.,®' en tevens !z & ~ !.!m+n ,ls voor alle 

men n en alle BE !Ba Als hierin m-+ =, da.n volgt 
n "" 

~I. JB ~ t !. 4B voor alle BE ~ 'E> 0 en due ook voor alle B E- ~.., 9 

omdat de niet-n!gatieve a-addi tieve verzamelingsfunctie t (z ... .!) la 
op de algebra. U ~ zijn voortzetting op S!) eenduidig bepaalto 

1 n M 

Het paa.r (z.t 5:,) slui t dus de sub-martingaal {!,1 1 1-!; 1) , (~ t f3 2) , o o a 9 

(x, !o ) :rechts af 8 zodat het paa.r (x& ~ } minima.al iso - = ~ ~ 
' 



Als (z.i93) ook minimaal isil dan geldt ~ = '3cc en l:'..,! lB = 'tz. ls 
voo:r alle B E: !Beet zodat Z, = ,! boOo 

Als tenslotte {(!n,P.,n)i n=1i2,aao} een martingaal is, dan zijn 

alle ongelijkheden in het bewijs in feite gelijkhedent zodat we 

dan overal over martingalen in plaats van sub-martingalen kunnen 

sprekeno 

Stelling 3o6g Zij {(x ~~ ), n=1j2 9 ooo} een achteruitlopende - -n n 
{sub-)martingaal met de eigenschap dat x k x als n-+ co voor een 

co "'11 -

r > 1i en zij ~ ={\ 53 o Dan kan x zo gekozen worden dat het 
"" . CIC 1 n -

paar (,!,~co) maximaal is onder de paren die de achteruitlopende 

(sub-)martingaal links afsluiten 9 en voor elk ander maximaal paar 

(z_i ~) geldt ~ = ~co en l, = ~ boOo 

Bewijsg Uit Stelling 3o4 volgt weer dat ~ = lim ~ boOoa en dus kan 

~ zo gekozen worden dat -9& (,!) c 1J coo Ook geldt weer t .a5n .AA -+ t .! .QA 

als n -+ co voor alle A E .ft o 

Nu geldt l.!m+n la! t !n ~ voor alle men n en alle B e ~mo Als 

hierin m -+ co, dan volgt t ,! !13 ~ t ,!n ls voor alle n en a.lle B E 13 coo 

Het paar (xi~) sluit de achteruitlopende sub-martingaal 
- co 

{ (.!n, ~n) , n= 1 , 2 ~ a o o } dus links af o 

Als ook het paar (z.&$) deze eigenschap heefti dan geldt ~ c::: '3m 
en t l. ]B ! l ~ l's voor alle n en alle B e. ~ o Als hierin n ➔ 00 11 dan 

volgt l z. ,AB ~ ~~ls voor alle B e; ~ il zodat het paar (~~ '300 ) 

maximaal iso 

Als het paar (z., ~) eveneens maximaal is• dan geldt 5.3 = 53 00 en 

t z. A-B = t~ lB voor alle B ~ ~oo& zodat z. = !. boOo 

Als {(x ,!a ) 11 n=1,2 9 ooo} een achteruitlopende martingaal is, dan -n n 
zijn alle ongelijkheden in het bewijs in feite gelijkheden zodat 

er uitsluitend sprake is van achteruitlopende martingaleno 



Stelling 3o7g 

a) Zij {x • n=1,2iaao} een :martinga.a.l of een niet-negatieve sub--n 
ma.rtingaala Als er een stochastische grootheid I. is~ die 

(!nil n=1~2iaoo} rechts a.fsluit 9 met de eigenscha.p da.t I, E Lr 

voor een r ~ 1 9 dan convergeert de rij !,1 i.!,2,aaa in r=normo 

Di t is steeds het geval als sup t Ix I r < ea voor een r > 1 o -n 
b) Zij {x, n=1,2iooo} een a.chteruitlopende ma.rtingaal of niet= -n. 

nega.tieve sub-martingaa.la Als t Ix Ir < ea voor voldoend grote n -n 
en een r ~ 1t dan convergeert de rij !.,,.!ei)oao in r=norma 

Bewijsi 

a) Als z. de ma.rtinga.al of niet-negatieve sub-martingaal {.!n, n=1t2,aa} 

rechts afslui t II dan doet !. = C (z. I .!.1 &.!e il a o a ) dat ook a Als dus 

x > 0 voor alle n 9 dan is ook 'l z Xn ~ 0 voor a.lle 
"'"!l .,. eo - ,-,LJ 

B E. U ~(x 1 ,x2 ,aaa 9X) en dus voor a.lle B to. :B(x1 ,:x:28 aoa) 9 zodat 1 a-~ IIIIZD: ~ t:ID :,mt, 

dan !. ~ 0 gekozen kan wordena Hieruit volgt dat 1!.lr de sub-

martingaal {1.!nlr, n=1,2sooo} rechts afsluito (Stelling 2a1b))o 

Omdat bovendien 1!.1 r ~ t ( lz.l r I !.pe!e i) o a a) b oO o wegens 

Stelling 3a5a13 in Rapport S 295& volgt nu, voor alle n en 

elke C > o, 

< ... 

< ... 

f r lz.l A{suplx I)> c} O 

-n 

Wegens Stelling 2a5 geldt voorts 

P{sup l!n I > c} 

a.ls c + ""a Nu volgt dat t 1~,11· A{lx I> c} + 0 11 uniform in n, 

a.ls C + "°t daWoZo dat {l!o,lr. n=1,2';;00} uniform sommeerbaa.r is, 

hetgeen wegens Stelling 3o4 convergentie in r-norm van de rij 

!,1~ilooa impliceerto 
Als r > 1 en sup 't Ix Ir = b < "°t dan geldt, voor a.lle n, -n 
alle A E .A, en elke c > 0 » 

r 



t l~I !An { Ix I> c} + 
-n 

< -

Hierui t volgt dat sup 't Ix I eindig is en dat 't Ix I x... + 0 11 -n -n ""'lt1. 

uniform inn en A a.ls P(A) ~ o, zodat {l~I 9 n=1i2sooo} 

uniform sommeerbaar is (Stelling 3o2)o Op grand van Stelling 3o4 

convergeert de rij .!i•~•ooo dus in 1-norm en boOo naar een 

limiet x, en deze stochastische grootheid x sluit {x j n=1 9 2ilooo} 
- - -n 

rechts af (Stelling 3o5)o Uit de stelling van Fa.tout of ook uit 

Stelling 3o1a), toegepast op de sub-martingaal {!~Ire n=1 1 2,ooo} 9 

volgt dat t.l:.lr < ""a zodat .! t Lr• hetgeen op grand van het 

voorgaande impliceert dat x ..L... x a.ls n .+ ""o 
-n -

b) Zij tl~lr < ""voor een r ~ 1o Dan is de rij coo,~-,$~ een 

martingaal of een niet-negatieve sub-martingaal die rechts wordt 

afgesloten door~~ Lro Geheel als onder a) kunnen we dus 

bewijzen dat de collectie {j.!nlr, n ~ N} uniform sommeerbaar is, 

waarna de convergentie in r-norm van de rij .!,•s!e~ooo volgt 

uit Stelling 3o4o 



4 o 1 a O "" 1 stelline;en 

Stelling 4a1o1g Als ,!. en Z1ol.2eooo stochastische grootheden ZlJn en 

i .!. bests.at, dan bes ta.at .!. = !~mco t (,! I z,-z2, o o o •Zl) b oO o 

Als t 1.!I < co, dan geldt in het bijzonder .!. = t(! I Z1 tZe•o DO) boOo & 

zodat dan,:. = ,! boOo a.ls P.>(,!) C 93(z.,-Zeeo o o) o 

Bewij!_g De rij .!.,~~•oo• gedefinieerd door ,!n = 'l (.a5.I z.1,~a•o••In) 
booo voor n=1,2,aoo 9 is een martingaal die rechts wordt afgesloten 

door ,!a (Voorbeeld 1a2)o 

Als nu 'E .x < Ci), dan volgt uit Stelling 20 1a.) da.t ook 

lim (x+ -... < ex+< co .. zodat Stelling 3o1a) impliceert dat z = ' ""9l ,_ • _ llm:ri 
b oO o bes ta.at o Als t ,! > ... co • dan is dezelfde redenering van toe

passing op de martingaal {-.!n• n•1,2 9 ooo}, die rechts wordt a.fge

sloten door - x o .... 
Als tl.!1 < co 9 dan volgt uit Stelling 3o7a) dat .!rt in 1--norm naar !. 
convergeert a.ls n + co, zodat !. 1111 t(.25. I z1 -le• o o o) b oO o wegens 

Stelling 3o5o 

De volgende drie stellingen volgen direct uit Stelling 4.1.1 

door subs ti tu tie van .AB voor .!• . 

Stelling 4a1o2 (Levy)g Als z10~ 9 ooo stochastische grootheden ZlJn 

en B e f> (z.1 •le, o •• ) , dan geldt lim P( B I z.1 •le 9 eo o •In) = lB b. o. 
n +co 

Stelling 4o1o3 (Kolmogorov)g Als ,:.11.ze,000 stochastische grootheden 

zijn en B E ~ (z.1 tZe II o c ·o) de eigenschap heeft dat 

P(B I Z.1tZe•coc9,Zn) = P(B) boOo voor oneindig veel waarden van n, 

dan is P(B) • 0 of P(B) • 1a 

Stelling 4a1o4 (Kolmogorov): Als z1,I.z:,ooo onderling onafhankelijke 

stochastische g:rootheden zijn en B E. (). 9:l(x 9x +1, a. p), dan is 
' 1 -n-n 

P{B) ~ 0 of P(B) = 1c 



-28-

Stelling 4o1o5g Zij z,e,le,000 een rij niet-negatieve stocha.stische 

grootheden met de eigenschap dat sup Zri:, c voor een c < 00 8 en zij 

.!lo Ill 'z, boOo en .!!n = t (In I l.pZe•000-I.n ... ,) boOo voor n=2,39000 0 

Dan geldt 

P [{i Zn Ill co} A { i ,!In Ill co} J • 0 0 

Bewijsg De rij .:5.1 i!eoooo, gedefinieerd door~ 

n•1 92 0 ooa& is een ma.rtingaalo (Voorbeeld 1o1)o 

min {n I n~ k • ~ > a} ~- L a.ls 

a.ls 

n 
= L (y • n ) voor 

1 ""'!11 -m 
ZiJ nu a> Oen zij 

max x > a. 9 
n< k -n -max x :, a 9 
n< k -n -

voor k=1 9 2 1 ooo o Dan is gemakkelijk in te zien dat -~ een stocha.s

tisch tijdstip van de ma.rtingaal {.25.11.25e.ooo,.!,1 } is voor alle 

k 0l=1,2 9 ooo met k:, 1 9 en dat ~ 1 ~ 1e:, 000 boOo Bovendien geldt 

0 :,~ :, a+c b00o voor alle k• zodat t~ bestaato Uit Stelling 
)~ •• ;;:,k • • 

203b volgt dus dat de rlJ ~ •~ ,000 weer een martingaa.l iso 
.... ♦-1 ..;.e + 

Derhal ve geldt !. Ix I = 2 t x ... t x = 2 'f x.. - t x 1 :, 2 ( a + c) 
~ ~~ -.!k-

t 1!.1 < co voor alle k& zodat z = lim x booo bestaat en 
• - k+co ~ 

(Stell1ng 3a1a))o 

Uit de definitie van de~ volgt dat .!.v = ~ voor alle k als 

sup .a5n:. a.o Uit het voorgaa.nde.volgt d~ dat ook de rij :5.1g!,2,000 

met kans 1 na.a.r de eindige limiet !. convergeert a.ls sup~:. a, 

doW0Zo da.t 

P { .. co < lim inf~ = lim sup~ < co 9 sup !n:, a.} 111!1 P{sup ~:, a} • 

In het bijzonder geldt dus 

P { lim inf' ~ n "' 00 , sup ,.!n :. a } = O 

voor alle a.> 0 9 zodat 

P { lim inf' ,!n = ... co , sup !n < co } = 0 o 

Door uit te gaan van de ma.rtingaal {-!n• n•1t2 1 ooo} kunnen we op 

dezelfde wijze aantonen dat ook 

P { lim sup x 11111 co 9 in;f' Jt: > .. co } 1111 O o -n -n 



co 

Zij nu A 1111 n {ln ~ 0 9 .!ln ~ O}o Dan is P(A) = 1 en 
1 

[ { i In = co} b. { i !Jn = co}] n A C 

C {lim inf X • =00 • sup X < co} U {lim sup x • co• inf x > .. oo} • -n -n -n -n 

waaruit het gestelde volgto 

Door~= la te nemen voor n=1 9 21 ooo• krijgen we de volgende 

stellingeno n 

Stelling 4aio6 (L,yz)g Voor elke rij eventualiteiten {Bn• n=1,2 .... } 

geldt 

P[(lim sup B) A {f P(B I y_ 8 000,Xn ) 1111 co}] 1111 o. 
n 1 n ~, """°n ... 1 

s.telling 4 o 1 o 7 (Bor!¾;.i g Voor elke rij onderling ona.fha.nk.elijke 

eventue.liteiten {Bn• n=1~2 9 ooo} geldt 

P(lim sup B ) = 
n 

{ 

0 a.ls 

a.ls 

co 

l P(B) 
1 n 

< co t 

co 

L P(B) 
1 n 

= co 0 

Stelling 40108 (Borel-Cantelli)g Voor elke rijcoeventua.liteiten 

{B • n=1 1 2to o o} geldt P(lim sup B ) = 0 a.ls }: P(B ) < coo n n 1 n 

Bewijs: Op grond van de monotone convergentie stelling geldt 

't. [ I P(Bn I k so o o •la )] = ~ t [P(Bn I la , o o o ,la ) ] = I P(B ) o 

1 1 n-1 1 1 n-1 1 n 
CIC 

De voo:rwaarde L P(Bn) < co impliceert dus dat 
co 1 
i P(Bn I Y- 0 o o o tXn ) < co boOo 9 zodat P(lim sup Bn) = 0 wegens 
.,.. ~, ""'!On-1 

Stelling 401060 



4o2o Reeksen van stochastische grootheden 

n 
Stelling 40201& Zij ~ = l ~ voor n=1,2 1 000 1 waar z.1,Ze 9 ooo 

integreerbare stochastisclie grootheden zijn met de eigenschap dat 

t(In+1 I Z.1 •Ze•o O 0 tZn) = 0 baOo voor a.lle no Dan geldt voor elke 
...... 

t > 0 1 elke r ~ 11 en elke n=1,2,ooo 8 

P { max 
k~ n 

Bewijsg Dit volgt direct uit Voorbeeld 1a1 en Stelling 2o5b)o 

De ongelijkheid van Kolmogorov volgt als bijzonder geval uit 

Stelling 4 o 2 a 1 a.ls we rill 2 nemen en veronderstellen dat de Zn 
paarsgewijs ongecorreleerd zijno 

n 
Stelling 4020?,8 Zij ~ = L ~ voor n=1~2 1 000 8 waar z.,•Ze•o00 
onderling onafhankelijke ~tocha.stische grootheden zijn met t ~ ill 0 

voor a.lle n• en zij :r ~ 1 a Dan convergee:rt x a.ls n ..i.co da.n en dan 
-rl 

alleen met kans 1 naar een limiet x ~ L 9 a.ls x ck x wanneer n + co. 
- r -n .... 

Bewijs: Omdat de rij !.,•!.21 000 een martingaal isi impliceert 

Stelling 304 dat X = lim X baOo zodra X k XE L a.ls n + ®o - -n . -n - r 
Als x = lim x baoa bests.at en x ~ L, dan kan x zo gekozen worden 0 

- -n - r -
da t 93 (,!_) c. ~ (!.p!e II° a o ) & zoda t dan !. = lim C. (,!_ I !., •!e, a a o •.!n) b. o. 
wegens Stelling 4a1a1a Nu geldt 1 voor a.lle n, 

~(!.l!.,.!.211000,.!n> = t(!=~l!.,•~,oao,~> + tc~l !.,-~••oo,.!n> = 

= t{x-x) + x = 
- -n -n 

= t X + ~ baOo 

JU·s hierin n + 00 , dan volgt dat t !. = O en t (!_ I !., 9,!e, a o o) 1111 .!n b .o. 

voor alle no De martingaal !.,,!.2sooa wordt dus rechts afgesloten door 

xi L I zodat het gestelde volgt uit Stelling 3o7a)o 
- r 

' 



Definitie 4o2a1g We noemen een rij stochastische grootheden z1,2e,000 
permuteerbaar (exchangeable) als, voor elke n=1 9 2tooo en elk n=tal 

onderling verschillende indices i 1~i2 ~aoo&int de stochastische 

vectoren (zi 1 ~ 2 , o o o 8J\/ en (z,pz,2 8 o o o t~) dezelfde verdeling 
hebbeno 

n 
Stelling 4o2o3g Zij !n = l ~ voor n1111 1,2&000i waar z.,~z2iooo een 
permuteerbare :dj stochastis£he grootheden is met l:, lz.1 Ir < co 

voor een r ~ 1 t en zij e = ~ '!:J (In i~+ 1 i o o o ) o Dan convergeert 

; .!ti met kans 1 en in r=norm naar l..,(z.1 I C) als n + coo 

:aewijs~ De rlJ !.1il!e~ooo9 gedef'inieerd door !on= ~(z.1 I !n11.!ti+ie•oo) 
booo voor n=1 1 2&ooo• is een achteruitlopende martingaal 

(Voorbeeld 1o3), met t L!,lr = G lz.11r < Mo Uit de Stellingen 3o7b), 

3o4 en 306 volgt dus dat z in r-norm en met kans 1 convergeert -n 
naar de00limiet !. = lJz.1 I .!P.i,) a.ls n + ""e waar 

j3 1111 n 93( X 1X _... ~ 1 o o o ) o 
CO 1 ""'fl ""'flv u 

De permuteerbaarheid van de riJ z.111z2 ~o o o houdt in dat 

l-(.1:it l,!n•.!n+i®OOO) = 't:(z., I !ni.!n+Pooa) boOo voor k=1~2ioOo&n en 
alle no Derhalve geldt 

¾ .!ti = ¾ t (.?£n I ~ ~+, ~ o o o > = t (z.1 ! !n ~~+ 1 , o o o ) = ~ boo o 

voor alle n 0 zodat ~/n in r-norm en met ka.ns 1 convergeert naa.r !. 
als n + coo 

Nu geldt 13(In,+i~+2 ~ooo) c.. ~(~~+itooo) voor alle nt en due 
ook C c ~coo Bovendien wordt het asymptotische gedra.g van ':.n/n 

als n + m voor elke m geheel bepaald door Zmslm+i&ooai zodat !. 
zo gekozen kan worden da.t ~ ( z) c. C o Hierui t volgt da t -

Met behulp van Stelling 4o2a3 bewijzen we nog de stelling 

van de Finettio 
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Stelling 4a2a4 (de Finetti2g Als z.1,z.e,aaa !en permuteerbare r1J 

stochastische grootheden is en C = ~ f,(Zn tln+i 11 a a a) i 

dan zijn i.,,,Ze~aoo voorwaa.rdelijk, gegeven C • onderling 

onafha.nkelijk en identiek verdeeld 1 doWoZo dan geldt 

m 
.f{z1~ap~~a2~0009Zm~am IC}= 7T ,E.{z1~~ IC} boOo 

k=1 

n 
Bewijsg Zij X (a) = 1 Ix{ < } voor n=1i2tooo en a reeelo Dan 

~ n 1 -Ia.c•a 
volgt uit Stelling 4a2o3 dat x(a) = lim x (a) boOo bestaato 

- -+00 ~ 
Gemakkelijk is in te zien dat deze limie¥ ,!(a) zo gekozen kan 

worden dat ~(x(a))c C, zoda.t -
X ( a.) = t ( X ( a ) I C ) = lim t ( X ( a) I C ) b o o a - ~- -~ n .+00 

wegens de gemajoreerde convergentie stelling voor voorwaardelijke 

verwachtingeno Bovendien volgt, uit de permuteerbaarheid van 

I.p.Z,2,0001) da.t 

i:o 1 n 
,.S=_(~/a) IC) =nI!{~~a. I e} 

1 

voor alle n 9 zoda.t ,!_(a.)= lJ!(a) IC)= P{i.1 .:;.a IC} b.oo 

Nu volgt, voor m=1~2iooo en a 1 ia2 ~aooiam reeel 8 

m 

lim !n(a,)!n(a2)ooo~,.(a.m) = Tf £_{z1~ak IC} boOo 
n + 00 k=1 

en due ook (gemajoreerde convergentie) 

m 

lim t {!n(a,)!.n,(a2)ooo!n(am) IC}= 1T P{z,~~ IC} boOo 
n•oo ~, 

Verder geldt~ wegens de permuteerbaarheid, 



1 
= - 0 0 O 

waar 

Derhalve is 

lim t { x (a~ ) o a ox ( a ) ---n I """D.m n + CIO 

zodat het gestelde volgto 

4030 Likelihood ratios 

Zij .!.i•,!eaooa een rij stochastische grootheden en ZlJa voor 

n•1 12, a o a• de maat µn op de a-algebra ;J n van alle Borel verza.me ... 

lingen in de n-dimensionale Euclidische ruimte Rn gedefinilerd door 

voor alle S e ! no De µ vorme:n dan een consistent stelsel n 
genormeerde maten in de zin dat 

voor alle n en alle Se !no Zij v 19v2~ooo een soortgelijk consis

tent stelsel genormeerde ma.tena 

We denken hierbij aan een experimentator die een willekeurig 

groot aantal van de x kan waarnemen en die de verzamelingsfunctie 
-n 

niet volledig kent doch slechts weet dat 

of P{ (!,, a a oe!n) e S} = µ (S) voor alle s e. J f\ n=1,2,aoo 9 n 
of , P{ <as., • a o o i~, ~ S} = V (S) voor a.lle s f.:fn, n= 1 9 2 to o o 0 n 

p 



Zonder beperking kunnen we ae.nnemen dater voor elke n een 

maat + op ;:f n is met de eigenschap dat µ en \I beide absoluut 
n n n 

continu zijn ten opzichte van, • doWoZo dat µ (S) = \I (S) = 0 n n n 
zod.ra 'n (S) = Oo (We kunnen bijva 'n = µn + "'n nemen) o Op grond 

van de stelling van Radon~Nikodym kunnen we nu besluiten dat 

µn en \I voor elke n dichtheden hebben ten opzichte van ♦ • n n 
doWaZo dater voor elke n niet-negatieve meetbare functies 

f en g op Rn zijn• met de eigenschap dat n n 

µn(S) = fs fn(t 1,oao 9tn) d♦n(t 1 ,aoo,tn) 

en 

vn(S) = JS gn(t 11 ooo 1tn) d,n(t 1,aoa 9tn) 

voor alle Se 1 no 

Als nu en• {(t1,aoo 1tn) 

en P { ( x 1 9 o o o e~-) E C } = µ ( c ) 
- -"""'lJ, n n n 

voor elke n de likelihood ratio 

boOa gedefinieerd is, met 

t A = I -n n 
R 

= Ic 
n 

fn(t 19 ooo 9tn) >0} 5 dan is enc:! n 

= 1 voor alle no Hieruit volgt dat 

Men kan deze ongelijkheid, met enig verlies ae.n exactheide 

onder woorden brengen door te zeggen det de likelihood van de waarne

mingen !.1~,oooa!n in zekere zin de neiging heeft maximaal te zijn 

als deze likelihood wordt berekend met behulp van de werkelijke 

verdeling van (x1,oao 1x )o Op dit feit berust dan ook het maximum 
.... -r1 

likelihood principeo 



Uit de def'initie van en volgt dat <l>n+i(en+ 1 n {Cn x R)) = 0 

voor alle no Immers, a.ls dit niet zo was, da.n zou 

µn+ 1 ( en+ 1 (\ (en x R) ) = 

= J _ fn+1(t,,ooo,tn+1) d<l>n+1<t1eooo9tn+1) > 0 • 

en+ 1 " (en x R) 

hetgeen in strijd zou zijn met 

Nu geldt 1 voor elke n=1 9 2 1 o o o en elke SE .f n 9 

== f 
s X R 

< v ...._ 1((Sne )xR) == "II (Sn e) = 
- nv n n n 

= I 
s 

zoda.t de rij {(A-t.1Jn)• n=1,2,ooo}i waa.r 93n = 93(,!,,i~&OOOt~) 

voor n=1a2 1 ooo 8 een supermartingaal iso We kunnen dus zeggen 

< -



dat de neiging van A om kleine waarden aan te nemen zeker niet 
""'>n 

afneemt als n toeneemtg 

0 0 0 0 

Omdat .!n ~ 0 boOo voor alle n~ volgt uit Stelling 3o1a) dat 

A= lim A boOo bestaato In vele gevallen~ doWoZo onder passende 
- n +co -n 
voorwaarden voor deµ en~ blijkt A= O boOo De maximum likelihood 

n n -
methode zal dus in dergelijke situaties met ka.ns 1 tot de correcte 

conclusie leidena 

Wij beschouwen in het bijzonder het geval dat de experimentator 

weet dat .!.,&.!eDaoo onderling onafha.nkelijk en identiek verdeeld zijn. 

De ~n kunnen dan zo gekozen worden dat 
n n 

f (t 1,oao&t) = TT f(t,) n n 1 i 
en =TTs(t.) 

1 l. 

n 
voor alle n~ waar f = r 1 en g = g 111 zodat At= TT q(!,i) boOa 

voor alle n 1 waar q(t) = g(t)/f(t) ale f(t) > Oo 1 

Omdat A= lim A = TT q(x.) baOo bestaat~ zullen ook - -n -l. 
GO 1 GO 

A9 = TT q(~,.,.) en A11 = TT q(x,.,, 1 ) baoo bestaano Bovendien volgt 
- 1 -c.l _. 1 1:maciQSl 1 

dat A9 en A" onderling onafhankelijk zijn en beide dezelf'de verdeling - -
hebben als Ao Derhalve geldt -

2 
P{.1 > o} = P{.~ij > o}~P(l" > o} = [P{.1 > o}J 

zodat l_ = 0 boOa of l_ > 0 boOo 

Als l_ > 0 booo, dan zijn ook l.0 

log A= log A1 + log A11 boOa Hieruit - - ... 
en l,." met kans 1 posi tief • zodat 

volgti dat de karakteristieke 

f'unctie van log l gelijk is aan het kwadraat van zichzelf, en dus 

identiek gelijk is a.an 19 zodat A= 1 boOo Dit houdt in 9 dat ook 
A 00 Qlllll3 A 

A. TT q(x.) = 1 booo, en, omdat A= q(x1)0A bo009 dat q(x,) = 1 boOo .., 2 -J.. \Di& imm, j cam am 

Maar dit betekent dat µ 1 = v1~ en dus ooki dat µn = vn voor alle no 

Hiermee is dus bewezen dat, in het geval van onderling onafhanke

lijke, identiek verdeeldei stochastische grootheden, lim A = 0 boo. 
n+ oo -n 

tenzij µ = v voor alle nt in welk geval A = 1 baOo voor alle n. 
n n -n 


