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1o Inleiding

In het volgende wordt stilzwijgend werondersteld dat alle
stochastische grootheden cp een niet nader gespecificeerd kansveld
(2,64,P) zijn gedefini&erd. Als x een stochastische grootheid of
een collectie stochastische groctheden is, dan duidt 93(§) de
o-algebra aan die door x in Q geInduceerd wordt, d.w.z. de o-algebra
van alle verzamelingen van de vorm {x ¢ S}, waarin S de Borel verza=-
melingen doorloopt in de ruimte, waarin x zijn waarden aannsemt,

Het begrip martingeal lsat zich intuitief het best beschrijven
in de taal der kansspelen, Stel dat een bezoeker asn een casino
uitsluitend deelneemt aan kansspelen met de sigenschap dat de
verwachte winst (d.w.z. het eventueel uitbetaalde besdrag verminderd
met de inzet) nul is. Stel bovendien dat hij op elk moment de keuze
van het volgend spel waaraan hij deelneemt, en het tijdstip daarvan,
bepaalt, afhankelijk van zijn ervaringen in het verledem., Als nu X
het vermogen van deze speler op het tijdstip t is, dan zegt men
dat de stochastische grootheden X, een martingaal vormen,

Algemener en exacter, doch wellicht minder instructief, is de

volgende abstracte definitie.

Definitie 1.1: Een collectie integreerbare stochastische grootheden

{x,,t € T}, waarbij in de index=verzameling T een {partiéle)
_,ti) 9

ordening < gedefiniéerd is, is

een sub-martingaal als 5(5% | x.or £8) 2 x bo0o
een martingaal als 2(5% lgfgr $s) = x b0
een super-martingaal als E(g& Igwgr $s8) 2 x boe0o

steeds voor alle s,t ¢ Tmet s < t,

Terugkerend tot de bovengeschetste situatie van een bezoeker aan
een casino zien we, dat we te doen hebben met een sub-martingsal als
deze speler uitsluitend aan voor hem gunstige, althans niet ongunstige,
spelen deelneemt, en met een super-martingaai als hij uitsluitend aan

voor hem ongunstige, althans niet gunstige, spelen meedoet,

&
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Ook zien we dat Definitie 1.1 er van uitgaat dat de speler op
elk moment zijn strategie alleen van de evolutie van zijn vermogen
tot dat moment laat afhangen, Willen we toelaten dat hij zich daar-
naast ook door andere factoren laast beinvloeden, dan zullen we de

definitie enigszins moeten wijzigen.

Definitie 1,2: Een collectie paren {(ﬁtg @t)g t € T} van integreer-

bare stochastische grootheden X, en o=algebra’s van eventualiteiten
£t° waarbij in de index-verzameling T een (parti&le) ordening <
gedefiniéerd is met de eigenschap dat ."73s < 331; veor alle s,t € T

met s <t en ﬁt o) %(-}55’5 £ t) voor alle t € T, is

een sub-martingaal als _.E,.(.’it | .735) 2 % beo,
een martingaal als -é-(ﬁt | ﬁs) = X bo0o
een super-martingaal als & (x. | B)) 5 x.  b.o.

steeds voor alle s,t ¢ Tmet s < t,

Het is zonder meer duidelijk dat deze definitie overgaat in de
vorige als we, voor alle t ¢ T, SBt = 53(§sgs £t) némen° Ook is
gemakkelijk in te zien dat aan de voorwaarden van Definitie 1.1
voldaan is zodra aan de voorwaarden van Definitie 1,2 voldaan is,
Het is daarom mogelijk en nuttig ds volgende conventie in te voeren,
Steeds wanneer in het volgende sprake is van een (sub- of super-)
martingeal, dient dit geinterpreteerd te worden in de zin van
Definitie 1.1, tenzij expliciet een passende collectie o-algebra's
{5Bt9t € T} gespecificeerd wordt, in welk geval Definitie 1.2 van
toepassing 1is.

Volledigheidshalve wijzen we nog op de volgende mogelijkheid
tot generalisatie van het begrip martingaal., Indien we voor iedere
t € T een verzamelingsfunctie ¢, op j3t definiéren door, voor alle
Be %t” ¢t(B) = E(LB ;_c.,c) te stellen, dan is volgens Definitie 1.2
{(xtwfﬁt)9 t ¢ T} dan en dan alleen een sub-martingaal, martingaal
of super-martingaal als, voor alle s;t ¢ Tmet s <t en alle B ¢ 5389
¢(B) < ¢,(B); resp. ¢_(B) = ¢,(B) of ¢ _(B) 2 ¢, (B). Hiervan uit-

gaande kan men vervolgens het begrip (sub- of super-)martingaal

&
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invoeren als betrekking hebbende op collecties {¢t°t € T} van
o=additieve verzamelingsfuncties, gedefini&erd op 0-algebra's
{ﬁtgt € T} in Q met de eigenschap dat -735‘: %t als s < to Bij

een dergelijke aanpak komen in het geheel geen stochastische groot=
heden meer ter sprake, en zelfs de asanwezigheid van de waarschijn=-
1ijkheid P en de o-algebra &4 is hierbij niet meer essentiel,

Deze generalisatie van het begrip martingasl is van belang
gebleken in de theorie vaﬁ differentiatie van verzamelingsfuncties,
Wij gean hier niet verder op in en volstaan met een verwijzing naar
Loéve (3rd ed.) pp. 408, 409 en 524 en naar K. Krickeberg en C., Pauc,
Mertingales et dérivation, Bull, Soc. Math. de France 91 (1963),

Ppo U455=5kLk, v

We zeggen dat een (sub= of super=)martingaal links resp. rechts
gesloten is als hij een eerste resp, laatste element heeft, d.w.z.
als de index-verzameling T een eerste resp., leatste element heeft,
Ook zeggen we dat een (sub- of super-)martingaal {ztgt € T} links
resp, rechts wordt afgesloten door een stochastische grootheid x als
{gﬁgt ¢ T} voorafgegaan resp, gevolgd door x wederom een (sub- of
super-/martingaal is,

Wij zullen in het volgende super-martingalen buiten beschouwing
laten, Dit is geen wezenlijke beperking, want iedere super-martingaal
kan door vermenigvuldiging met =1 tot een sub-martingaal herleid
worden,

Voorts zullen wij ons beperken tot gevallen waarin de index-
verzameling T volledig geordend en bovendien eindig of aftelbaar is,
In het bijzonder zullen we (sub=)martingalen {gtgt ¢ T} beschouwen
waarvoor T = {1,2,000,N} of T = {1,2,000} met hetzij de natuurlijke
ordening9 hetzij de ordening in tegengestelde zin. In het eerste
geval spreken we van (sub=)martingalen {x o0=1,2,000,N} of
{§n9n=392aooo} zonder meer, in het tweede geval van achteruitlopende
(sub=)martingalen (reversed (sub=)martingales) {§n9n=192,ooo,N} of
{§n9n=%929000}o Anders gezegd, een eindige of aftelbare collectie
stochastische grootheden {§n9n=q929000} is dan en dan alleen een

achteruitlopende (sub-)martingaal als de rij {ooosXy5%4} een (sub=)

&
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martingaal is, We zeggen dan ook dat een dsrgelijke achteruitlopende
(sub=)martingaal rechts wordt afgesloten door x_.
|
Voor deze speciale gevallen kunnsn we Definitie 1.1 als volgt

vereenvoudigen,

Stelling i,1: Een eindige of aftelbare collsctie integreerbars

stochastische grcotheden {§ﬂ9n=?929000} ig dan an dan alleen

a) een martingsal als, voor alle n,

E(Jg 4 190009;{;11) = éﬁ bo@c:;
b) een achteruitlopende martingaal a_Lsg voor alle m,
H - o
f(asn | ZoarsZnepsee) = Zggq Po0es
c) een sub-martingaal als, voor alle n
E(x LA | x Xio000 %, ) X, bo0o s
d) een achteruitlcpende sub-martingsal als, voor alle n,
| .
€lzy | Zpoqolpensove) 2 Zpyy o0

Bewijs: De noodzakelijkheid van deze voorwmarden volgt rechtstreeks uit
Definitie 1,1, We bewijzen hier dat de onder a) en t) gegeven voor=
waarden ook voldoende zijn., Voor de gevallen ¢) en d) verlcopt het
bewijs geheel analoog.

a) Zij m > n, Dan impliceert de gegeven voorwaarde:

‘ y 1 =
E(Em l ‘J_E.Igooogzn) E{E(\;Em a 35,4,]9“095;111:1) } .Egooosztin}

€(x, . !ggﬂgooogggn} booo
Hieruit volgt door iteratie -
Z(Em | 549000935) =X booo

hetgeen te bewijzen was,

b) Onder de gegeven voorwaarde geldt, voor m < n,

= €{ E(x

Elag | 2pszgpqoeee | Zpeiiligapeee) | Bpalipaqeeeed =
= E(X [nnnﬂmﬁ,},“iﬂjood boOo 9

zodat

f(gﬁ | X 0% q0000) =X Do0ey,  Gegodo

Uiteraard kan Definitie 1.2 op overeenkomstige wijze gespeciali-

seerd worden. Wij zulien de exacte formulering”@Chter achterwvege laten.

&
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We besluiten deze paragrsaf met enkele voorbeslden,

s

Voorbeeld 1.1: Zij x =) y. , waarin de y. al dan niet afhankelijke
= i a

=0 ]

integreerbare stochastische groctheden zijn met € (an Ix,ﬁ 9“091“) = Q

bo0o VoOr m=1,2,000 o Dan is {g_;nan=‘ﬂs,29“o} een martingaal.

Voorbeeld 1,2: Zij {%nan“—'“ﬂg%o“} een monctoon niet=dalende rij

o-algebra’s van eventualiteiten, en zij x een integreerbare stochas-
tische grootheid. Als nu x = i(ggl ff3n) boco voor n=1,2,0%. , dan
is {ggﬂan:‘ﬂ 029000} cen martingaal, welke rechts wordt afgesioten docr
Xo In het bijzonder is, voor elke rij stochastische grootheden
{In,nﬂg.?guoo} en elke integreerbare stochastische grootheid x, de
collectie { & (x | l.ﬂgoooaln)g n=1,2,000} een martingaal , die rechts

wordt afgesloten door X.

Voorbeeld 1.3: Zij x wedercm een integreerbare stochastische groot-

heid, doch zij {-%n,nﬂgza“o} nu een monotoon niet-stijgende rij
o-algebra’s van eventualiteiten. Als weer x = i(ﬁi jBn) boo, voor
n=1,2,000 , dan is {3-{=n o1=1,2,000} nu een_achteruitlopende martingaal
die links wordt afgesloten dscor i..(ﬁ | (J] ﬁn)o Zc is dus, voor
elke rij stochastische grootheden {xngng“lgzgooe} sn elke integreer-
bare stochastische grootheid x, de collectie {&€(x | Yo oLpaqocce) ]
n=1,2,.00} een achteruitlopende martingaal die lipks wordt afge=

~sloten door i(ggl B), waarin B = Q %(lng%wgooo}o
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2. Enige fundamentele eigenschappen van sub=martingalen

Stelling 2,%:

a) Als f[(‘;_bc‘mﬁn)9 n=1,2,...} een sub=martingsal is, dan is ook
{(ézgﬂ3n)g n=1,2,,..} een sub=-martingaal,

b) Als {(i;ngfﬁn)9 n=1,2;.0..} een martingaal of een niet=negatieve
sub=martingaal is, dan is, voor alle r 2 1,

{(lzn!ra f%)a n=1,2,.0..} een sub-martingaal.

Bewijs:
 eas + C
a) De definitie x = max{x,0) impliceert
+ \ ' +
Lz, | ﬁni 2 L, | B b
voor alle n. Omdat x een niet=dalende functie van x is volgt
hieruit
+ +
£ (x o l B z x beos

voor alle n, waarmee het bewijs geleverd is,

b) Zij g(x) = |x|¥ met r » 1. Dan iz g een convexe functie met
lim g(x) = 1lim + @  zodat, wegens Stelling 3.5.13 in
PR X> =
Rapport S 295,

. ir ' r
)
Lclﬁrl+’i! E %n) ;1 L,E,,(i(,n.{g‘ﬂ‘ ! %nfi b°o°
Als nu {(x, ﬁ%)g n=1,2,...} een martingaal is, dan geldt
T r
|l | BT =1z " beos

voor alle n, en sls we te doen hebben met een nist=negatieve
sub=martingaal , dan is ,
r r
Bl | BT 2 IglT peo |
voor alle n omdat g niet=dalend is op het interval [09w>u
" In beidegevallen geldt dus
r i r
Ellx 0 IB) 2 g b veoo

voor alle n, waaruit het gestelde volgt.

Bij het bestuderen van (sub=)martingalen is het soms nuttig
stochastische tijdstippen te beschouwan. We voeren dit begrip hier
in voor stochastische processen in het algemeen.,

Als men een stochasiisch proces beschouwt, d.W.z. een collectie
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stochastische grootheden ﬂztg t € T}, waarbij we gemskshalve zullen
vercnderstellen dat T een verzameling refle getallen is, dan ligt
het voor de hand een stochastische grootheid t met waarden in T

een stochastisch tijdstip e ncemen, Van bijzonder belang is daarbi]
het geval dat {1 g t} € 93(3593 % t) voor alle t € T, We noemen T
dan een stochastisch tijdstip va,n.i{u;:_s;‘tg t € T} {ock: cptional time,
gstopping time, martingale time, Markov time). Het bijzondere van
deze situatie is gelegen in het feit dat, voor elk tijdstip t, het
al dan niet optredsn van de eventualiteit {r < ¢t} alleen van de
waarden van de £ met s < t afhangt, en dus niet afhangt van groot-
heden die pas na hettijdstip + waargenomen kunnen worden., Sommige
auteurs spreken daarom ook wel van een stochastisch tijdstip dat
cnafhankelijk van de toekomst is. De volgende definitie is iets
algemener dan de voorgaande ulteenzetting doordat rekening wordt
gehouden met de mogelijkheid dat men nist alleen de x , doch ook
andere verschijnselen kan waarnemen, ’

Definitie 2,13 Een stochastische grootheid 1, met waarden in een

verzameling reéle getallen T, is een stochastisch tijdstip van een
collectie paren {(5t993£)9‘t e T} van stochastische grootheden X
en o=algebra's van eventualiteiten 95t met de eigenschap dat

ﬁs c %,5 voor alle s,t € T met s < ¢ en dat ..73‘(;)&598 L t) < %t
voor alle t € T, als {1z g t} € B voor alle t ¢ T, Als dit het
gevel is, dan schrijven we

B.={B| BN irg} e T% voor alle t e T},

Het is duidelijk dat in het bijzonder elke ontaarde stochas—
tische grootheld 1 , met F{x=1t} = | voor zekers t € T, als een
stochastisch tijdstip van B.), t € T} beschouwd kan worden,
waarbij dan 531 = B,

In @vereéﬁétemming met de op blz, £ ingevcerde conventie zullen
wij ook bij de toepassing var Definitie 2.7 soms de o=algebra's
53%“ t € T mniet expliciet noemen. Dit betekent dan dat

B, = Bix o5 2t

=g
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Stelling 2,2:
a) Als 1 een stochastisch tijdstip van {(a}g_taﬁt)g t € T} is, dan is

.‘BT een O=algebra en ."]3(::_) c %T < A, Als bovendien T eindig of

aftelbaar is, dan is X een stochastische grootheid met

Blz) c B =

b) Als gen T stochastlsche tijdstippen van {\ .73 )a t € T} zijn,
dan zijn ook min(g,t) en max(g,) stmhastlsche ‘tlgdstlppen van
{(zx,, @t), t € T} Als bovendien o & t , dan geldt 932 c 7$£ o

<
= om

Bewijs:s

a) Omdat {1 < t} € %t voor alle t € T, geldt B N 1 2 the ﬁt
zodra B N {1 < t} e ?Bto Hieruit volgt dat B 5’3 als B e B_.
Ock geldt UB ¢ 3{ als B ¢ B, voor n=1,2,.00 , ~ daar -
(WB)N{z 2t ="V nirg ~t}}. Derhalve is B, een
c=algebra,

Om aan te tonen dat B( I ) € '%“r moeten we laten zien dat

{ 2t} € B_ voor alle t e T. Dit nu volgt uit het feit dat,

voor alle tj—:" e T,

zgttnit gt = {x 2min(t;4')} e %min(tgt") c By

Als b = sup T € T, dan geldt, voor elke B € 731 .

B=Bn {1 <ble @bcsﬂo Als b € T, dan is er een rij

{tn” n=1,2,000} ¢ T met lim t, = b, zodat, wederom voor alle

B e 93 B=U{Bnizgt}le AV Inveide gevallen

geldt dus dat 93 c A, i

n

Als T eindig of = aftelbaar 139 dan geldt, voor elke t ¢ T en elke
Borel verzameling S,
x, es}nhcct}-tggt{ es”=met}ét B, =

5'3 C A, en dus is x, dan een stoc hastische grootheid met

95(,5{:» cB_. =

b) Onder de gemaakte veronderstellingen geldt, voor alle t e T,
fogthuizgtl e ﬁt
logthaizgtl e B,

{min(g,1) £ t}

{maxfggi) ; t}
zodat min{g,t) en max(g,t} stochastische tijdstippen van
) {igitg ﬁt), t e T} zijn,
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& 1, dan geldt, voor alls B ¢ ﬁd en alle t & T,
rstr=Bniggtl ozt e B, zodat B B .

Verrewsg de belangrijkste eigenschap van stochastische tijd-
stippen van eindige of aftelbare sub=martingalen is, dat we in de
regel weer een sub-martingaal krijgen als we een sub-martingaal
waarnemen op opeenvolgends stochastische tijdstippen Yyo¥ps0c0 VAR
die sub=martingaal in plaats van de vaste tijdstippen 1,2,c.. o Voor
een exacte formulering van deze eigenschap kunnen we zonder beperking
volstaan met het beschouwen van twee cpeenvolgende stochastische

tijdstippen,

Stelling 2.3
a) Zij v een stochastisch tijdstip van een sub=-martingaal

[z o B )y 0271250000} Als Ex > == of tg_c_N < =  dan bestaat

. , e + ,
£ x en als €x,_ < +o_  dan geldt bovendien Blx | < 28x. = Ex_ ./
sy 9 Iy ® G =1 =1

b) Laten L en v twee stochastische tijdstippen van een (sub=)martine-

gasl f(_}_cn,;@n)g n=1,2,..0,0} zijn met de eigenschap dat py 2 v o

Als Exu en fx bestaan, dan is 4(x " B ,g\x ,,.‘/3 )} weer een

(sub=)mart mgaal

Bewijs:

a) Als tggn ‘K{;y‘,in} > =» voor een n € {1,2,...,N=1}, dan geldt ock
dat Einl{;{=n} 7 =% en EXM Xw>n+“}ﬂgx 2&{\)>n+‘i} ®
omdet {v > n+?} € @no Door iteratie Volgt hieruit
dat Eé}in X{y=p) > = voorsllene {1,25000,00} als
‘ﬁgg.y = & Xo Xy 51} > = o, zodat dan de verwachting van

o T==
- ¢ 4+
X, = i X Xty =n} bestaat.

je

Als E < = dan volgt de existentie van & x, uit het feit dat
Iy

‘Ex va z:N Xiy =n} < = yoor alle n. Voorul‘tlopend op het

<
=n} =
bow*gs van b) kunnen we dan bovendien stellen dat

{"35_“ ﬁ‘é)9<35v§"73v)} en ié;’iw w’e(ﬁ.\ls N)} sub-martingalen zijn,

; £ +
zodat 85\]38% en E%E%<mo

P wa =

i



b)

Hieruit volgt €lx | = 28x' - €x < 28x - €x, .
= = =1

Als TsmgNenBe ﬁm’ dan geldt

(2.1) & b4

L)X n{yam = “E X8 a{yzn

Immers, voor m = N is dit triviaal omdat v < N, en als deze
bewering juist is voor een m > 1 en als B € ﬂbm_‘i, dan geldt

Bn{yzmeR ., endus

1
Zu’-‘ng n{vzm} = €x X {vzm} = €x 1 X8 4 {vzm} *

waaruit volgt dat

-t £

L X8 n {yzm} 5_\)_2&}3 n {v=m=-1} =

‘23{#_\,»_313 N {v>m=1}

> g
= Zne1 2B {yamei} ®

zodat de bewering dan ook geldt voor m=1,

‘s - = m}. .
Zij nu B e %&l’ en laat B =B n {y = m}. Dan geld B e %m en

> m} voor alle m.

B =B n {v
m m' e
Op grond vanN(2e“a) volgt nu
= €

Brxp Lo tag ok
- m=1 - m st

(1 e b=

Bz, X
1 m

E'J.‘. Xg °

Hiermee is bewezen dat {(_J_c_ug B )9(5,\)9 .73\))} een sub-martingaal is.
Als {(x , .ﬁn)9 n=1,2,000,N) een martingaal is, dan kunnen we alle
ongelijkheden in dit bewijs door gelijkheden vervangen, zodat dan

{(ug %ﬁ) 9(3_(:\)-9

733.)} evereens een martingsal is.

Stelling 2.4:

a)

o
Zij v een stochastisch tijdstip van een sub-martingaal
{x s By)s n=1,25000}0 Als Tx. > = = en sup Zg_c:l < ©  dan bestaat

en Ejﬁvl;zsup2§:=‘€gc_1<wo

Laten y en v twee stochastische tijdstippen van een sub=martingaal

{(x ‘JBH)Q n=1,2,.0.} zijn met de eigenschap dat py < v en dat
€x en €x TDbestaan, Als lim inf Ex  x = 0, dan is
2

= = =n &{y>n}



{(x 2B ) (x

u(g -v°
llm , inf X x{v>n} 0, dan is Eé{v < sup z}-no

53 )} weer een sub=martingaal, en als bovendien

Als in het bijzonder {(x » B ) n=1,2,.0.0} een martingaal is,

dan is {(x, 9% ) (_‘\)g% )} dat ook als lim inf €|x IX{v>n} 0,
Bewijs:
a) Als v = min (v,m) met m=1,2,0., ;dan is ¥ <men {y <nle B
= = = n

voor alle n £ m, zodat » een stochastisch tijdstip van

{(éns B

n
+

£ < - < o i -

en l_gc_v | < 2 sup € x 33:_1 . Aangezien X, haar x conver

), n=1,2,000,m} is, Stelling 2.3a) is dus van toepassing

geert als m + = volgt hieruit, met behulp van de stelling van
' + . .
Fatou, dat ook ‘E.I_J_c_v] <2sup Ex = ‘E_Jg.g < », hetgeen de existentie

van 535\) impliceert,

b) De voorwaarde lim inf Ex x{v >n} = 0 houdt in dat er een on=
eindige verzameling I < {J9 gooa} is met de eigenschap dat
‘ix X{v >n} eindig is voor alle n € I en naar O convergeert als
ne I n o,

Als nu p = min(y,m) en y = min(v,m) met m=1,2;000 , dan zijn

Boen v stochastische tijdstippen van {(q}_cngff?)n), n=1,2;000,m} met
By < ) Om Stelling 2.3b) te kunnen toepassen tonen we nu aan dat
¢x en £x TDbestaan voor alle m & I. Daartoe merken we op dat
=) Sy
= =
%7 Aidpsw T I Xyow
en
= +
ST B iygm T Xyem)

zodat £€x en E_x_v bestaan en gegeven worden door

=)
(2:2)  Ex = tE X em t Vi Xow
en
(2,3) %£¥m= E%‘.’;z‘ v <m} * ti{ml_y_>m;

als deze uitdrukkingen gedefini&erd zijn, Nu geldt, voor alle me I,



+ +
< y .
Ex Xiom 2 TEXpem 3 TEXysm
en &
¢ < :
x X{V >m} = t%i{&}m} < m,,,c

Als verder €x y Xy <m) = » of ?;ggv X <  dan is ti‘.k = o

voor k £ m, hetgeen ﬂmpllﬂeer‘t dat ook tﬁm = o  zodat
S Xeyomy 7 7% 0 T X o
uitdrukkingen (2.2) en {2.3) zinvol zijn voor alle m e I.

Laat nu B ¢ %uc Dan geldt B n {yu

<
C= ]

> =o , Hieruit velgt dat de

m} € 3, zodat wegens

u
Stelling 2.3b), voor m € I, e
CEx oy = €x ¥ < €x.  x )
Pt REAY z = < == (=¥ Ay
- =B N {ygm} u =B {ygm v =B 0 {pgm
= tﬁ}i’:ﬁ“anJff;ggﬁm}e&= ii{&nan{&gm}n{_\ym} °

Als num+ o, m e I, dan krijgen we
tﬁﬁﬁB < Ex_x + ilﬁiup Ex XBA {y<m} n {u>m} °

Omdat Ex xBﬂ{p«m; ‘Ex X7 voor alle m,

n{y > m‘* = {v>m}
L X & €x . Xp voor aile B e ‘.B , zodat

{(3%3;9 @u) o (X @g)} een submmartmgaal ise =

Als bovendien lim inf tx X{v sn} = 0, dan is er een oneindige

volgt hlerul’t dat Ex

verzameling I’ < {‘1929”0} meu_de eigenschap dat Ex X{\)>n}

eindig is voor alle n e I' en naar O convergeert als ne I', n+ %,
Voor alle m € I bestaat dan €x = Ex 'ﬁx
¢ =y =y L{v;‘;m‘ X{\;> m} *®

zodat, op grond van Stelling 2&3‘53“%

* 4 <

voor alle m e I', Als hierin me I’y m + «, dan krijgen we

< X
‘&gg\) sup ‘E_no

In het speciale geval dat Uz, n)g n=1,2 .00} een martingaal is

>

met lim inf € lﬁnl X{y sn} = 0, kunnen we een oneindige verzameling
an] Y &
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I"e {1,2,c..} construeren met d i
925 e eigenschap dat € Iznl 3&{‘\_» n}

eindig is voor alle n € I" en naar O convergeert als

n eI", n~+ =, Geheel als boven volgt dan, voor alle n e I",
B e 33“ .

€ = &

i&a)-(-B n {y gm} + tu]ﬁm

}-gl(.Bn{xgm} an{lx_f_m}n{v>m}°
Als num e¢I", m » », dan volgt tiu Xg = Eﬁ_\i Xp voor alle B e@ug

zodat {(_JS'H-s %l) 9(3_}5\)9 7:}\))} een martingaal is.

Vergelijking van de laatste twee stellingen leert ons, dat het
een essentiéel verschil uitmaakt of bij een martingaal de tijd eindig
of aftelbaar oneindig veel waarden doorloopt. In het eindige geval
krijgen we bij de overgang op stochastische tijdstippen van de
martingaal steeds weer een martingaal, in het oneinqige geval kunnen
we op deze wijze zeer wel een sub-martingaal krijgen die niet tevens
een martingaal is, Ter illustratie het volgende voorbeeld

Zij {5n° n=0,1,2500..) de gebruikelijke symmetrische stochas=

tische wandeling met =0, en zij y, = min{n | x = k} voor k=1,2 000 o

X
De x vormen dan een‘;grtingaal, en de v, zijn met waarschijnlijke-
heid 1 gedefinigerd en vormen een stijgende rij stochastische
tijdstippen van iin“ n=1,2,000.}. Het is duidelijk dat x, =k,
zodat {Ew s k=1,2,.,,)} een sub=martingaal maar geen martingaal is.

Hieruit volgt dat, voor elke k, lim 1inf € |3‘.n' X{v. > n} > 0, Aan de

voorwaarde lim inf fic; X{y = 0 is echter voor elke k voldaan,

__k>n}

omdat

05 €x < (k=1) P{y, >} = 0

.,).(.{;a_kén} 2k

als n + «,

Stelling 2.5:
a) Zij {in‘ n=1,2,...)} een sub-martingaal die rechts wordt afgesloten

door een stochastische grootheid y. Dan geldt, voor elke e > 0,

! : °
eP{sup x > el £ 21 L{sup En&? e}
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b) Als de X bovendien niet=negatief zijn of een martingaal vormen
die rechts wordt afgesloten door Yo dan geldt, voor elke r 2 1

en elke ¢ > 0,

et P{sup[_i_c.ni > g} tlx’

Xisup| x x| >ed e

Bewij S5

a) Als £350 en
{ mm{n! X >€e} als suplxl > g

als sup x < g
P_n N

dan geldt {y = nl}e ﬁ(_zimg gl;n) voor alle n, en
{sup X el = {y <« =} = \]J {v = n}. Hieruit volgt

Ell(.{sup £n> c} =%Elz_{\)—n} 3%?’5’{1 X{ﬁ=n} 2 € P{supin > e},

b) Als de X, een martingaal vormen die rechts wordt afgesloten door
¥, den is {!g_nﬂra n=1,2,... volgens Stelling 2.1b) voor elke
r > 1 een sub=martingaal die rechts wordt afgesloten door [1|r,
zodat het gestelde uit a) volgt.
Als de %, een niet=negatieve sub-martingaal vormen die rechts
wordt afgesloten door y, dan kunnen we, in het geval dat y 2 0
wederom Stelling 2.1b) toepassen, waarna de te bewijzen ongelijk-
heid uit a) volgt. Als echter niet voldaan is aan de voorwaarde
Y 2 9, dan gaan we als volgt te werk,
i B
253..(.}3= EI_B fx _&B>OvooralleBe%(xgm<n) en alle

%(x o D=1,2,000) €n zij z = I_lﬁ@)) Dan geldt

n=1,2,000 o De sub=mart1ngaal {x o D=1,2 ...} wordt dus rechts

ook door z afgesloten, Bovendien bllet nu dat z 2 O gekozen kan

>
worden, omdat E_Z;_.B > 0 voor alle B e U Tb(x , m&n). Maar nu

volgt
e’ P{sup]x | > e} g %Izl

Q

=..,tsuplx | > e}

M is [z|” 55—_( lg|¥ | B) veoo, omdat de functie g(x) = |x|*

convex is. Hieruit volgt tenslotte

P{Suplx | >e} < f{ !g’,l | 83) }X{suplx |> e} Elxlri{suplﬁnh e}’
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We zeggen dat een rij reéle getallen X 9Xpp000pXy €€N interval
[a,b] h keer van links naar rechts kruist, als we precies h
paren (mi°ni) kunnen vinden met de eigenschap dat
.= 8y xnozb

voor 1=1,2,.00,ho Het 1s gemakkelijk in te zien dat dit santal h bij

1 my <ny <MWy, <Ny < oo0 <m <0 I N en x
vaste a en b een Borel functie van Xy9Xpp000 Xy is, Het aantal malen
dat een rij stochastische grootheden XqoXpvooosXy €€n interval [a,b]

van links naar rechts kruist is dus een stochastische grootheid,

Stelling 2.6: Als h het aantal malen is dat een sub-martingaal

{§n°,n=1°2’°°°°N} een interval [a,b] van links naar rechts kruist,
dan geldt

E(ggNna)-l-

Eh

b=2a

Bewijs: Zij y = (5n-a)+ voor n=1,2,...,N, zodat {zﬁg n=1,2,000,N}
wegens Stelling 2.1a) weer een sub=martingaal is en h gelijk is aan
het aantal malen dat deze sub-martingaal het interval [0,b=a] van
links nasr rechts kruist,

Als E(zw‘-a)+ = o, dan is er niets te bewijzen, zodat we zonder
beperking mogen veronderstellen dat E(§“=-a)+ eindig is. Zij nu

v. = 1 en laat

=0
min {n|nzv. ., y =0} als min =0,
i-1* In V. .gngN n
U" - i _l_‘?- =
=]
N , als min >0,
A ngN In
en
min {n | D2l Y2 b=a} als mex Y, & b=a ,
.Eng NN
. = ] == =
=]
N als max < b=a ,
iﬁngN In

voor i=1,2,..0,N. Dan zijn de ;. en v, stochastische tijdstippen van

{g,s n=1s25c00,N} €n 1= vy < p, S 2 eo0 Sy S Yy = No Omdat

I, 2 0 voor alle n, bestaan de verwachtingen van alle ;E. en y o
o -1

&
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Derhalve is de rij s, oY seoosdy, o, een sub=martingaal
Loty by, B

(stelling 2.3b)). Verder geldt

N N
- L (g o=z, )+l g, -xn) 2
- TH
N
2 L (g =g, )+ b(b=a).
Kl U v, . -
=1 =1 =) o=
Omdat op grond van het voorgaande O < EL} L (E,z‘v L ty_u S
: = -1

< EIN < =, yvolgt hieruit

fz_Na Ex_,ﬂ 2 !(b-a)g_lg_

en dus a fortiori de te bewijzen ongelijkheid.

Stelling 2.6 staat bekend als de ongelijkheid van Doob, Een
aantal auteurs hebben deze ongelijkheid nog aanzienlijk verfijnd.

Nadere bijzonderheden hierover zijn te vinden in
G.A. Hunt, Markoff chains and Martin boundaries,
Illinois Jo Math. 4 (1960) pp.313~3403

J.L. Doob, Notes on martingale theory,
Proc, 4th Berk. Symp., II, pp.95=1023

L.E., Dubins, Rises and upcrossings of nonnegative martingales,
Illinois Jo. Math. 6 (1962) pp.226=-241,
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3. Asymptotische gedrag van sub=martingalen

Stelling 3.1:

. . . +
a) Als {x , n=1,2,...} een sub=martingaal is met lim Ex < @, dan
. nre + . +
bestaat x = lim X b.o. en =® < x < @ beo.,, €Xx < lim Tx <=

. n Fe
en ¥ |x| < 1im inf € |x |,
= =n

b) Dezelfde conclusie geldt als {En’ n=1,2,...} een achteruitlopende

sub-martingaal is met ?,g_cn < » yoor voldoend grote n.

Bewil j S8

a) Zij C de eventualiteit dat de rij x sos naar een eindige of

19%p
oneindige limiet convergeert, en zij, voor elke a en b met a < b,
Aa,b = {lim inf x <ac< b < lim sup }_n}, Dan is C de aftelbare
vereniging van alle Aa,b met a en b rationaal en a < b, Als nu voor
zulke a en b en n=1,2,.,., het aantal malen, dat XioXpses o, het
interval [a,b] van links naar rechts kruist, door h wordt aange=
duid, dan is de rij hisbosees niet-negatief en niet-dalend met

lim E-n = » gls de eventualiteit Aa optreedt. Op grond van de

) > 0 dus dat

b
9
monotone convergentie stelling impliceert P(Aa b

®
lim Eﬂn = € 1lim h = =, Aengezien uit de ongelijkheid van Doob

volgt dat

+ +
lim € (x_-a) lim €x + |a]
lim €h < = . < L <o
=) =R -
bw=g ) b=a

,b).

kunnen we concluderen dat P(Aa 0 voor alle a,b met a < b,
zodat P(C) = 1 = P(C) = 1,

De sub=martingaal heeft dus b.o. een eindige of oneindige limiet
x. Uit de stelling van Fatou volgt nu €|x| < lim inf t]zc_nl , en
tevens, omdat £+ = lim 3{_; b.o. en de rij 8_)_{_:, ‘Egc_;,n” monotoon
is (Stelling 2.1a)), €x* < lim Bx < =. Dit laatste houdt in

dat f;_:_c_ bestaat, dat 23:_ < @, en dat =» < X < ® b,0,

b) Zonder beperking mogen we veronderstellen dat 2_:31 < », Het bewijs

verloopt geheel als onder a), met als enig verschil dat we, voor

&
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gegeven a,b met a < b en n=1,2,,0., de stochastische grootheid b,
definiéren als het aantal melen dat de sub=martingaal
X 3%, 1900 03X, het interval [a,bﬂ van links naar rechts kruist,

m
zodat, wegens de ongelijkheid van Doob,

2(3_:_1-a)+ ‘63{: + |al

b=a = b=a

1im &n < @

<
o) =

o

Bij onze verdere beschouwingen zullen we een aantal eigen=
schappen van de functieruimten Lr met r > 1 nodig hebben., Wij geven
deze eigenschappen hier ten dele zonder bewijs, daar ze in vele
boeken over waarschijnlijkheidsrekening, maat- en integratietheorie
of functionaal analyse worden afgeleid.

De collectie L = Lr(Q,Jt,P) is gedefini&erd als de collectie
ven elle stochastische grootheden x met € |x|¥ < =, Wij zullen
hierbij steeds r > 1 veronderstellen. De r=norm van een stochag=
tische grootheid x ¢ L is gedefiniderd als Hé“r = {Elg_c_lr}1 i
Indien stochastische grootheden die b.0. aan elkaar gelijk zijn als
identiek beschouwd worden, dan wordt L, door het invoeren van de
r-norm een Banach ruimte, d.w.z. een complete genormeerde lineaire
ruimte.

Enige belangrijke ongelijkheden zijn de ongelijkheid van Hélder:

l&l”1i“£mnﬂu mwaueﬁxmanens>1mt%+%=u

en de ongelijkheid van Minkovski:

Nz +xll, s llzll,+ llgll, voor alle x,y en alle r 2 1.

De laatste ongelijkheid impliceert dat ook

lxzll, = lgll,| s llx=gll, voor alle x;y& L en aller 2 1.
Ook zullen we bij herhaling gebruik meken van het feit dat, voor
elke x, de r-norm een niet-dalende functie van r is.

We zeggen dat een rij stochastische grootheden XisXpsooos die
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tot Lr behoren, in r-norm of in het r-de gemiddelde convergeert naar
een stochastische grootheid x, die dan ook tot L. behoort, als

lim ||x =x||_ = 0, of, wat op hetzelfde neerkomt, als

n+>e o] wm P r

lim 'ﬁlx - xlr = 0, We schrijven dan x =+ x als n + *, De compleet=
heid van de ruimte L, betekent dat een rij XqsXpeooo in L. dan en

dan alleen in r-norm convergeert als die rij in renorm Cauchy-

convergent is, d.w.z. als H?.‘m - -’-‘-n”r + 0 als myn > ® ,

Definitie 3.1: Een collectie stochastische grootheden {3‘-t‘t e T}
heet uniform sommeerbaar als 2|£t| 2(‘{|£t| >c} * O» wniform in teT,

als ¢ =+ «,

Stelling 3.2: Een collectie stochastische grootheden {x ,t < T} is
dan en dan alleen uniform sommeerbaar als sup E | 351;' < » en als
bovendien £ I_JEtI Xp > 0o uniform in t € T en A e A, als P(A) »+ O,
d.woz, 8ls er voor elke € > O een <Se > 0 is met de eigenschap dat
\E|35t| Xy <€ voor alle t € Ten alle A e A met P(A) < S
Bewijs:

a) Als aan de gestelde voorwsarde voldaan is, dan volgt uit de

ongelijkheid van Markov, voor elke t € T en elke ¢ > 0,
1 1
Pyl > e g3 Elxgl s Elxyf <=,

zodat P{l_J_ctl >c} + 0, uniform in t € T als ¢ + ®, Maar dan volgt

ook dat £ |35t| l’{lzstl o) * O» uniform in t € T als c > =,

b) Stel nu dat {z,+t € T} uniform sommeerbaar is. Dan geldt, voor
alle t € T, alle A ¢ A en elke ¢ > 0,

+t‘5¢,l

zlitlz.An{l_gd;c} l(An{|5t|>c} =

EA

COP(A) + tlgstl _X_{Iitl >C} o

Als nu e > 0 gegeven is, dan kunnen we, wegens de uniforme

sommeerbasrheid, ¢ zo groot kiezen dat ¢ létl Xp S coP(A) +% )



voor alle t ¢ T, A e A ., Door in het bijzonder A = Q te nemen,
zien we dat sup €| g_gtl eindig is., Bovendien volgt nu dat

tlitl Xy < € voor alle t e T en alle AeA met P(A) < -2% R

zodat inderdaad tli{;' X, * Op uniform in t & T en Ac &,
als P(A) + 0o

Stelling 3.3: 2ij r 2 1 en zij Zq3Zps000 €€D rij stochastische

grootheden die tot Lr behoren., Dan convergeert deze rij dan en dan
alleen in r=norm naar een limiet x als de rij in waarschijnlijkheid
naar X convergeert en als bovendien de collectie {|_:_;n|r, n=1,2,000}

uniform sommeerbaar is.

Bewijs g

a) Stel dat X £, X als n > =, Dan geldt wegens de ongelijkheid

van Markov, voor elke € > O en alle n,

1
Plle, -zl 2¢} & = &z -z7,

zodatiniwialsn*%

De stochastische grootheid x behoort tot L., omdat

||3c_||r < ‘lfn'-’-‘-nllr + “L@”r < « yoor voldoend grote n (Minkovski),
zodat, voor alle n en alle A € A ’

Iz 11y = Mxxglle] & Nag=) g1l s llx, - 51l -

Hieruit volgt dat || X = ||x , en dus ook dat

x4 xll;
fl_:g_nlr X = € |x|* X, » uniform in Ae H# als n + =, Voor elke

€ >0 is er dus een n met de eigenschap dat

r r € €
x x, < &|x|" x, + = voor alle A e en allen > n o
Elx " x, < €lxl" x, + 3 lle A e A lle n 2 n_

Voorts geldt, voor alle A ¢ A en elke ¢ > 0,

r r r
‘£|2‘.| Xp tl_{l -’-‘An{lg_l;c}*%lzl Zaa{|zl> e} =

< cf.p(a) + Ex|F (x| >¢} °

Omdat x & Lr‘ volgt hieruit dat we, voor elke € > 0O, ¢ zo groot



b)

kunnen kiezen dat £ lgc_|r < ¢'P(A) + % voor slle Ae &

XA =

hetgeen impliceert dat er een 6€ > 0 is met de eigenschap dat
r £

€ x| X, <73 voor alle A & A& met P(A) < § o

Op dezelfde manier kan men inzien, dat er voor elke € > O en

elke n een d,,c > 0 is met de eigenschap dat ‘E|5n| X, < € voor

alle A e A met P(A) <d o

?

AMlsnue >0end_ = mm(d‘l,e'dzge'“”’dn ,e’d ), dan is

€
r : € .
e x| X, < € voor alle n en alle A e met P(A) < A_. Hiermee

is aangetoond dat £ lg:_nlr + 0, uniform in n en A als P(A) + O,

X
=f)
Omdat tlggnlr X €|x|F X, » voor alle A e A, als n »> =, geldt
in het bijzonder ‘£|5n|1n + E|x|¥ als n > =, zodat sup t]§n|r < @,
De uniforme sommeerbaarheid van {L}_:n |r, n=1,2,0.0} volgt dus uit

stEllins 3.2,

Stel nu dat x = X als n + « en dat {Ix |rb n=1,2,.00.} uniform
=n = =n

sommeerbaar is. Omdat de functie g, gedefini&erd door g(x) = |x|T,

convex is, geldt |x+y|¥ < Er“'i(lxlr + |y|¥) voor alle re&le x

en y, zodat, voor alle m en n en elke n > O,

r r
Elx =x |7 < n +£|§m=§n| Xlx =%l zn} =
r rai | r
< nfa2 E(Lagml + |z | ) X(|x =x,lzn}”

Omdat de rij Xq9Xps000 in waarschijnlijkheid convergeert, is deze
rij ook Cauchy=convergent in wea,a.ft“schijn:l.,:"Ljk.he:'i.d9 zodat, wegens de
uniforme sommeerbaarheid van {|§;ﬂlr9n=1 329000}ty

%xr + 0 voor elke n > 0 als m,n + «, Door nu
x| L{l;c_m-x | 2n} ° ’

bij gegeven ¢ >0, n > O zo te kiezen, dat nt <=§= zien we dat

r .
‘ﬁlg:-m - Enl < € voor alle voldoend grote m en no De rij X ;X 5000

is dus in r=norm Cauchy=convergent en dus convergeert deze rij
in r-norm nesar een limiet y. Uit a) volgt dan dat L £ y als
n =+ », Omdat gegeven is dat ook £ x als n + =, geldt

Y = X b.o. Derhalve convergeert

X
&=
x in r=norm naar x als n >
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Stelling 3.L4s Als {gn s B=1,2,0..} een al dan niet achteruitlopende
sub=martingaal is en r > 1, dan convergeert de rij XyoXpsooo in
r=norm naar een limiet x e L., dan en dan alleen als voor voldoend
grote N de collectie {lggnlrg n > N} uniform sommeerbaar is, en

dan geldt bovendien X X b.0, 8ls n + =,

A r -

Bewijs: Als X, —rxe Lr als n + =, dan geldt X, e Lr voor :lle n
vanaf een zekere N, en de uniforme sommeerbaarheid van {| 2, |*, n 2 N}
volgt uit Stelling 3.3, ‘

Zij nu gegeven dat {lggnlr, n > N} uniform sommeerbaar is. We kunnen

dan zonder beperking veronderstellen dat N = i, omdat we zo nodig

een eindig aantal elementen aan het begin van de rij ZysXpaooo
kunnen weglaten, Dan volgt uit Stelling 3.2 dat sup 14 l L Ir9 en dus

ook sup “35:1“1" eindig is. Omdat, voor elke stochastische grootheid
x de ongelijkheid [|x||, 5 Ilx “r geldt, volgt nu dat sup & I_J_cnl
eindig is, zodat, wegens Stelling 3.1, de rij Xq3¥50000 DeOo conver=
geert naar een limiet x. Aangezien convergentie b.o. convergentie

in waarschijnlijkheid impliceert, volgt uit Stelling 3.3 dat

i
X ==> X als n + «,
_n LY

De volgende stellingen gaan nader in op de existentie, en de
consequenties daarvan, van afsluitende stochastische grootheden bij
al dan niet achteruitlopende (sub=)martingalen. Eerst wordt echter
de reeds ingevoerde terminologie nog iets verfijnd.

We zeggen dat een paar (x,%) een (sub=)martingaal
{('511’ fﬁn)9 n=1,2,00.} rechts afsluit als de rij (éﬂ ﬁ.])g(gc_m@z)“c
coos(X, J) weer een (sub=)martingaal is, en dat het paar (x, )
minimeal is onder de paren die de (sub=)martingsal {(éneﬁn),
n=1,2,..0} rechts afsluiten als bovendien elk ander paar dat de
(sub=)martingaal rechts afsluit ook de (sub=)martingaal
(351,.%1),(352» 932)90009(35;%) rechts afsluit.

Geheel analoog zeggen we dat een paar (}_,@) een achteruit=
lopende (sub=)martingaal {(x, , fl:in)ih n=1,2,000} links afsluit als
de rij (x,, 531),(5_29732),0”9(5993) weer een achteruitlopende



(sub=)martingsal is, d.w.z. als de rij (35935),0009(529@2)9(51,@1)
een (sub=)martingaal is. We noemen het paar (x,9) maximaal onder
de paren die de achteruitlopende (sub=)martingaal links afsluiten
als (_:5,@) zelf een dergelijk paar is en als bovendien elk ander
paar dat de achteruitlopende (sub=)martingaal {(3%19 ﬁn)g n=1,2,000}
links afsluit ook de achteruitlopende (sub=)martingsal

(3:_1, 931)w(_1529932)90009(35,%), doWwoz, de (sub=)martingaal
(3_:,.@),0009(5_29552)9(5],,%1) links afsluit.

Stelling 3.5: Zij {(gngffﬂn), n=1,2,.0.} een (sub=)martingaal met

de eigenschap dat x_ Jfggc_ als n > = voor een r 2 1, en zij B _
de o=algebra die door U %n wordt voortgebracht. Dan kan x zo
gekozen worden dat het paar (g_gD %w) minimaal is onder de paren
die de (sub=)martingaal rechts afsluiten, en voor elk ander

minimaal paar (y,f3) gelat B = %w eny = X booo

Bewijs: Stelling 3.4 houdt in dat x = lim X, b:0o, zodat x z0
gekozen ken worden dat M (x) ¢ B_,

Aangezien de r=norm van elke stochastische grootheid een niet=
dalende functie van r is impliceert de convergentie in r=norm van

X, convergentie in l1=norm nasr dezelfde limiet x. Hieruit volgt

dat f,x »Ex aels n + », voor alle A e f,
Nu geldt Ex Xg zémﬂ-n Xg Voor alle m en n en alle B & @no Als

hierin m + =, dan volgt €x xg £ £x xg voor alle n en alle

B e %n' waarmee bewezen is dat het paar (5953) de sub=martingaal
{(x,s B,)» n=1,2,000} rechts afsluit,

Als e(l'ﬁ) een ander paar is met dezelfde eigenschap, dan geldt
%aU 5! go en dus B= B, en tevens By x, 2 Ex . voor alle
m en n en alle B & %n" Als hlerln m + «, dan volgt

Ell}a voor alle B¢ U 73 en dus ook voor alle B & 73
omdat de nletwnegatleve onaddlt;,eve verzamelingsfunctie t(l x) Xg
op de algebra t“ij %n zijn voortzetting op 5'5” eenduidig bepaalt.
Het paar (y, %) sluit dus de sub-martingaal (351,%1),(3&29@2),0”,
(x, @) rechts af, zodat het paar (x, B ) minimeal is.



) Y

Als (y,B) ook minimeal is, den geldt P = B_en €x
voor alle B &€ 9 _, zodat y = x b.o.

=ty

X3 Xp

Als tenslotte {(5!1,5'51,1)9 n=1,2,.0.} een martingaal is, dan zijn
alle ongelijkheden in het bewijs in feite gelijkheden, zodat we
dan overal over martingalen in plaats van sub=martingalen kunnen

spreken,

Stelling 3.6: 2ij {(}mgﬂﬁn), n=1,2,...} een achteruitlopende
(sub=)martingaal met_de eigenschap dat X L. X als n + ® voor een
r21, enzij H_=0 %no Dan kan x zo gekozen worden dat het
paar (x, 375”) maximaal is onder de paren die de achteruitlopende
(sub=)martingaal links afsluiten, en voor elk ander maximaal paar

(‘L%) geldt D= B eny = x boo.

Bewijss Uit Stelling 3.4 volgt w;;r dat x = lim X, b.0., en dus kan
X zo gekozen worden dat 75(3_:) c JI o Ook geldt weer (El:n Xy ™ ti.’.‘A
als n + = voor alle A ¢ A,

Nu geldt 8_>_cm .

hierin m + =, dan volgt Ex x5 & €x x5 voor alle n en alle B € B,.

n&;fgn&voorallemennenalleBefﬁmo Als

Het paar (x,% ) sluit de achteruitlopende sub=-martingaal
{(EEnaﬁn)g nﬂ192gooo} dus links afo
Als ook het paar (1,55) deze eigenschap heeft, dan geldt P < B

®
en txlB L E_J_c.n Xg Vvoor alle n en alle B e B . Als hierin n » =, dan
volgt 215&3 < '85-3-(.3 voor alle B € ®, zodat het paar (x,B_)
maximaal is,

Als het paar (y, 95) eveneens maximaal is, dan geldt B = B_ en
Ty xp = €x xy voor alle Be 3, zodat y = x boo.

Ms {(x , 35“), n=1,2,...} een achteruitlopende martingaal is, dan
zijn alle ongelijkheden in het bewijs in feite gelijkheden zodat

er uitsluitend sprake is van achteruitlopende martingealen,
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Stelling 3,73

a) Zij {x , n=1,2,000} een martingaal of een niet-negatieve sub=
martingaal. Als er een stochastische grootheid y is, die
{£)s 8=1,2,000} rechts afsluit, met de eigenschap dat y € L
voor een r > 1, dan convergeert de rij Xqy9Xpp000 in r=norm,
Dit is steeds het geval als sup ‘Elénlr < @ yoor een r > 1,

b) Zij {35:1' n=1,2,...} een achteruitlopende martingaal of niet=
negatieve sub-martingaal. Als £ | X |r < » yoor voldoend grote n

en een r > 1, dan convergeert de rij x 0Xpoooo in r=norm,

1

Bewijs:

a) Als y de martingaal of niet-negatieve sub-martingaal {x , n=1,2,c.}
1»_2“00) dat ook, Als dus

> 0 voor alle

rechts afsluit, dan doet z = ¢ (x| x
x> 0 voor alle n, dan is ook £z x
=fl = o =X =
B e \11 %(x 13Epeo00sXy ) en dus voor alle B ¢ PB(x 9.29000)9 zodat
dan z > O gekozen kan worden. Hieruit volgt dat I z | de sub=
martingaal {|§n|r, n=1,2,.0.} rechts afsluit. (Stelling 2.1b)).

. r r
Omdat bovendien |z|™ < €(|y|” | X, 9Xps000) Dooo Wegens
Stelling 3.5.13 in Rapport S 295, volgt nu, voor alle n en

elke ¢ > 0,

€l |*

BA

r ' r
“’)S‘{|3_‘nl>C} 2|z °)’<“{|£nI>c} - gll! L{Ién|>c} -

A

@ T
tll' l{suplggnhc} °

Wegens Stelling 2.5 geldt voorts
1 1
plow g > o) 3 7 Elrl” gyl [>er & 7 ElLl” =0

als ¢ » =, Nu volgt dat Elx |* X(|x |>c}” 0, uniform in n,
als ¢ + 2, doWoz, dat {|x | » =1 2?;"00} uniform sommeerbaar is,
hetgeen wegens Stelling 3.4 convergentie in r=norm van de rij
X19Xpoooo impliceert.

Als r > 1 en sup zlx |¥ = b < =, dan geldt, voor alle n,

alle A€ A en elke ¢ > 0,
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+ €zl

Elz = Elal Xnqpg | e Ll Xalzglger &

' Tl x T+ cP(A) g b+ cop(a) .

A

Hieruit volgt dat sup € L‘Enl eindig is en dat ‘E,I_:gnl X, * 05
uniform in n en A als P(A) + 0, zodat {I5n|° n=1,2,000}
uniform sommeerbaar is (Stelling 3.2). Op grond van Stelling 3.h4

convergeert de rij x pooo dus in 1=norm en b.0, naar een

oX
limiet x, en deze st;é;§stische grootheid x sluit LG’ n=1,25000}
rechts af (Stelling 3.5). Uit de stelling van Fatou, of ook uit
Stelling 3.1a), toegepast op de sub-martingaal {lgnlr9 n=1,2,0001,
volgt dat '£|§Jr < », zodat x € Lr' hetgeen op grond van het

. . r
voorgaande impliceert dat én ==+ x als n + =,

VAR f|5N|r < » yoor een r > 1, Dan is de rij 200 9Xy_qeXy €en
martingaal of een niet=negatieve sub=martingasal die rechts wordt
afgesloten door Xy [ Lro Geheel als onder a) kunnen we dus
bewijzen dat de collectie {Ignlr. n > N} uniform sommeerbaar is,
waarna de convergentie in r=norm van de rij x
uit Stelling 3.4,

10&p9ooo volgt
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I, Toepassingen

bo1. 0=1 stellingen

Stelling L.1.1s Als x en Lysdosooo stochastische grootheden zijn en
ch_ bestaat, dan bestaat z = %J’inw 'ﬁ(il‘;_;.1 ,xz,ooo,xn) b0,

Als E!Qﬁl < », dan geldt in het bijzonder z = 'f.(gc_l zuxg.“o) b.0.,
zodat dan z = x b.o, als B(x) € ﬁ‘(z1’12gooo)o

Bewijs: De rij X13Xp9000s ggdefiniée_rd door x, = £ (3:_[ I '12'““1:;)
b.oo voor n=1,2,..., is een martingaal die rechts wordt afgesloten
door x, (Voorbeeld 1.,2).

Als nu € X < =, dan volgt uit Stelling 2.1a) dat ook

lim 833:; s 23:_+ < . zodat Stelling 3.1a) impliceert dat z = lim X,
b.,0, bestaat, Als t_:_c_ > =, dan is dezelfde redenering van toe=
passing op de martingaal {-_J_:ﬂ, n=1,2,,.0}, die rechts wordt afge-
sloten door =X.

Als E|3_;_l < @, dan volgt uit Stelling 3.Ta) dat Z, in 1=norm near z
convergeert als n + @, zodat 2z = t(£|l1 ‘xe’ooo) b.o., wegens
Stelling 3.5,

De volgende drie stellingen volgen direct uit Stelling 4.1.1

door substitutie van voor X

X8

Stelling b.1.2 (Lévy): Als ¥ .12,“; stochastische grootheden zijn

en Be By, ,g5000¢)5 don geldt lim P(B |y, ,¥oye0esy,) = Xg beos

n e

Stelling b,1.3 (Kolmogoroyv): Als Lqwpsooo Stochastische grootheden

zijn en B € %(11.}:2,“"0") de eigenschap heeft dat
P(B | Lysfpreoosly,) = P(B) boo. voor oneindig veel waarden van n,
dan is P(B) = 0 of P(B) = 1,

Stelling 4.1.4 (Kolmogorov): Als Lysdpsece onderling onafhankelijke

gtochastische grootheden zijn en B € Q %(gn.gnﬂ,wp), den is

&

P(B) = 0 of P(B) = 1,
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Stelling L.1.5s Zij Lyspsoco een rij niet-negatieve stochastische
grootheden met de eigenschap dat sup I, S ¢ voor een ¢ < ®, en zij

dy = 211 b.0, en 3:1 = E(xnlz1.12,oeo,xn_1) b.0o. Voor n=2;3;.00 o
Dan geldt

P[{;xnﬂw} A {:iugn=w}:|=oo

Bewijss De rij Xi0Xpeooos gedefiniéerd door x = (xm - ﬂm) voor

nua >0 en zij

[Py ]

n=1,2,000., i8 een martingaal. (Voorbeeld 1.1)., Zi

min {n | ngk, x > a} als max

Zn
N ,
k als max X, S8

voor k=1,2,... . Dan is gemakkelijk in te zien dat v, een stochase

v
g
tisch tijdstip van de martingaal {_35_1 ,_Jge.”o.gl} is voor alle
kyl=1,2,c00 met k < 1, en dat ¥, K V, £ c0oc bo0. Bovendien geldt
0Lx, Satc b.o. voor alle k, zodat E-’-‘-v bestaat. Uit Stelling

203‘0)_k volgt dus dat de rij x

X, X, sooo Weer een martingaal is.

| = 2 8x" -E_:_c_v =223c_:
=k Sk =k
voor alle k, zodat z = lim x_ b,0, bestaat en € lzl <
. - ko .‘-\).k =
(Stelling 3.1a)).

Uit de definitie van de AN volgt dat -’Ev = X voor alle k als

sup X, & &, Uit het voorgeande volgt dus dat ook de rij XyoXprooo

Derhalve geldt ¢ | 2(a+c)

A

oy - tx

met kene 1 naar de eindige limiet z convergeert als sup x £ s,
d.woz, dat
P{w=w® <1lim inf x = lim sup 3, < =, sup X, < al = P{supicn; al .

In het bijzonder geldt dus
P{lim inf x, = ==, sup x, g &}l =0

voor alle a > 0, zodat

P{liminfg_:‘n=-°°,sup5n<w} -90

Door uit te gaan van de martingeal ‘{"E-M n=1,2,.,.} kunnen we op
dezelfde wijze aantonen dat ook ‘
P {lim BUp X = % infg_tn >mew} = 0,

¢
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Zij ou A = ‘:‘{ln 20, n 20} Dan is P(A) = 1 en

[-J -]
[{z L, s o} A {z gn =¢n] n A c

1 1
c {lim inf’g_;.nﬂmw, sup§n<°°} U {lim sup X, = = inf_:sn>-°} ’
waaruit het gestelde volgt.

Door y = xp te nemen voor n=1,2,.0., krijgen we de volgende

stellingen, 1

Stelling 4.1.6 (Lévy): Voor elke rij eventualiteiten {Bn‘ n=1,2;000}
geldt

P[(lim sup Bn) a{} P(Bnl Xg v°00sXp ) = °"}:] = 0,
1 1 N1

Stelling 4.1,7 (Borel)s Voor elke rij onderling onafhankelijke

eventualiteiten {Bn° n=1,2,000} geldt

[- ]
0 als }P(B) <=,
P(lim sup Bn) = !

1 als ; P(Bn) = o

Stellzng L,1.8 (Borel=Cantelli): Voor elke rlaweventualltelten

{By n=1,2,00.} geldt P(lim sup Bn)‘= 0 als P(B ) < =,
1

Bewijs: Op grond van de monotone convergentie stelling geldt
(-] . (-]
):] = % E [P(Bnl _X_B1pooog_X-B )] = % P(Bn)o

De voorwaarde J P(B ) < = impliceert dus dat
@ 1 '
;&?(Bnl lalgoooméBn 1) < ® b.oc, zodat P(lim sup B ) = O wegens

PECH R

Ne=1 Ne=1

Stelling 4.1.6,
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4.2, Reeksen van stochastische grootheden

n
Stelling 4,2,1: 2ij x = ) L, VOOr 0=1,2,000, WBAT ¥ yYopoeo

integreerbare stocha.stiscﬁe grootheden zijn met de eigenschap dat
t(xnﬂ |I1 glzgooo’xn) = 0 boo, voor alle n., Dan geldt voor elke
€>0,elke r > 1, en elke n=1,2,000 ,

lr

Pimx |g|2¢) 5 = €

kgn €

o

Za
Bewijss Dit volgt direct uit Voorbeeld 1.1 en Stelling 2.5b).

De ongelijkheid van Kolmogorov volgt als bijzonder geval uit
Stelling 4.2.,1 als we r=2 nemen en veronderstellen dat de L

paarsgewijs ongecorreleerd zijn.

n
Stelling U.2.,23 Zij X = Z ¥ voor n=1325000p WAL ¥, 4Frg0o00

onderling onafhankelijke stochastische grootheden zijn met 13 I, = 0
voor alle n, en zij r 2 1. Dan convergeert En als n += dan en dan

alleen met kans 1 naar een limiet x € L., als X A X wanneer n -+ *,

Bewijs: Omdat de rij X 0Xp0000 €€D martingeal is, impliceert
Stelling 3.4 dat x = :Linig_:n b.oo zodra x. L. X € Lr als n + ®,

Als x = lim X, b.o. bestaat en x € Lr’ dan kan x zo gekozen worden,
dat 5(3(5) [ 53(3(_193_['23.000

wegens Stelling L4.1.1, Nu geldt, voor alle n,

), zodat dan x = lim & (x| 3:;193_2,“0,5!1) b.0.

2(3&‘3&10332:0009?_‘!1) = E(ﬁ.“w’.‘mliﬂizawwx ) + E(Qﬁnl X10Zpro00pX ) =
= Elx-x)+x =

=83_g+5n b.0o

Als hierin n -+ =, dan volgt dat E£= 0 en E(5|£19§2,oeo) =%, b.0.

voor alle n, De martingaal x o wordt dus rechts afgesloten door

19&pece
x €L, zodat het gestelde volgt uit Stelling 3.7a) s



Definitie 4,2.1s We noemen een rij stochastische grootheden Lqsdpsoco

permuteerbaar (exchangeable) als, voor elke n=1,2,,.., en elk n=tal
onderling verschillende indices iﬂiggoco,inb de stochastische

vectoren (11 ﬁll 0000 pf; ) en (zﬂ gxz,oowxn) dezelfde verdeling
hebben.,

n
Stelling L.2.3s Zij X, = Exk voor n=1,2,.00, Waar Yqsdpscoc een
|r

permuteerbare rij stochas%isahe grootheden is met € | X4

voor een r > 1, en zij C = /\ %(zn.xnﬂgooo)o Dan convergeert

= X, met kans 1 en in rmnorm naar §£ (}_1:,ﬂ | C) als n + =,

Bevijs: De rij z.,2,5000, gedefiniderd door z, = 3(11 | 5n°-2-‘n+1’°°°)
b.o. voor n=1,2,..., 18 een achteruitlopende martingaal

(Voorbeeld 1.3), met E]z ¥ = & lz,alr < w, Uit de Stellingen 3.Tb),
3.4 en 3,6 volgt dus dat Z, in r=norm en met kans 1 convergeert

naar de limiet z = 2(11 I B,) als n + =, waar

B, = ﬂ Bz, ox

‘_n.*‘g $o000 )
De permuteerbaarhe;.d van de rij Lysdpoooo houdt in dat

t(xk l“‘!l.én*‘ﬂOOOO) = t(‘x1 Imau-n*.ggooo> boOO Toor k-1923000'n en
alle n, Derhalve geldt

1 =-—t(x|

n-n

__n,_n*.ﬂgcoo> E(l,ﬂ!?—(‘n’z‘n*‘.ﬂ.ooc) -Eﬂ b.0o

voor alle n, zodat ;_;n/n in ranrm en met kans 1 convergeert near 2z
als n + «,

Nu geldt ﬂ(xﬂ+1%+2wm) c B(x i,_m”,“o) voor alle n, en dus
ook C < 73”0 Bovendien wordt het asymptotische gedrag van X, /n
als n »> « voor elke m geheel bepaald door ARy ATRTLIEY! zodat 2z

z0 gekozen kan worden dat $(z) « C. Hieruit volgt dat

2=8(z|C)=E(E(y, 1B [Cr=E(ylC) beo.

Met behulp van Stelling 4.2.3 bewijzen we nog de stelling
van de Finetti.



Stelling L4,2.L4 (de Finetti): Als Yqslpscoo een permuteerbare rij

~ = c

stochastische grootheden is en = (1\ ﬁ(xn,xnﬂgooc)g
dan zijn LqsZpsooo voorwaardelijk, gegeven C , onderling
onafhankelijk en identiek verdeeld, d.w.z. dan geldt

m .
Bly,sefpSeneeoony S2 | Cy =;rj:_f_’{x1§ak |C} v.o.

voor alle m=1,2,,.,, en alle reéle Bio8op000sB o

n
o o 9o o 1 - oo

Bewijs: Zij x (a) = ?f% X{y, <a} VOOF n=1,2,0... en a redel, Dan

volgt uit Stelling 4.2, dat x(a) = lim x (a) b.o. bestaat,

-+ ®
Gemekkelijk is in te zien dat deze limie® x(a) zo gekozen kan

worden dat B(x(a)) c C , zodat

x(a) = E(x(a) | C) =1im E(x(a) | C) b.os

n-+e

wegens de gemajoreerde convergentie stelling voor voorwesardelijke

verwachtingen., Bovendien volgt, uit de permuteerbaarheid van

Lysdpsecos dat

n
_g_(g_cn(a) | C) =i%£{y_k§a | /C } = Py, ga | €1 v.o,

n

voor elle n, zodat x(a) = E(x(a) | C) = Ply,ga | €} beos

Nu volgt, voor m=1,2,..., en BieBopo0osBy reéel,

m .
iiinw x (a)x (a))cccx (a) = Eg{l1f_ak | €} boos

en dus ook (gemajoreerde convergentie)

m
lim & {x (e,)x (8y)occx (o) | Cl= E Ply,s8 | C} boos

n =+

Verder geldt, wegens de permuteerbaarheid,
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3 {x,(a))x (a))coex (a ) | C} =

n n

1 .

B = T g{li S8ypooogy; S8 | €} =
n i.=1 = 1 m

n(n““‘)ooc(n_m'o‘]) .
) - Blggsepcengyse, € vz,

n(nn1)oo;(n'm*1) b.0., zodat lim r_ = 0 b.0.

n n-+ o

vaar |r | g 1=

Derhalve is
lim aén{zn(a.‘)ooo?&n(am) | c } = £{x1§a1,0009zm;am l c } boco'

n+o

zodat het gestelde volgt.

4,3, Likelihood ratios

Zij XisZ50000 €€N rij stochastische grootheden en zij, voor
n=1,2,000, de maat H, OP de o=algebra J® ven alle Borel verzame

lingen in de n-dimensionale Euclidische ruimte R® gedefiniéerd door

un(S) & P{(£1’u-xi2?°°°’.£n) () S}

n .
voor alle S ¢ J . De ”n vormen dan een consistent stelsel

genormeerde maten in de zin dat

un(Rn) = 1 en (SxR) = un(S)

un+1

voor alle n en alle S ¢ £ = Zij Vy9V5s000 €€ soortgelijk consige=
tent stelsel genormeerde maten,

We denken hierbij aan een experimentator die een willekeurig
groot aantal van de X, kan waarnemen en die de verzamelingsfunctie P
niet volledig kent doch slechts weet dat
8f Pl(x yeccsx,) € 8} = u (8) voor alle S ¢ SR n=1,2,000 4

8f , P 4c000x) € 8} = v (8) voor alle S e IR, n=1,2,000 o
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Zonder beperking kunnen we aannemen dat er voor elke n een
maat ¢n op :fn is met de eigenschap dat W, en v, beide absoluut
continu zijn ten opzichte van ¢ps QoWozo dat un(s) = vn(s) =0
zodra ¢n(s) = 0, (We kunnen bijv. oy = MtV nemen). Op grond
van de stelling van Radon-Nikodym kunnen we nu besluiten dat
W, en v, voor elke n dichtheden hebben ten opzichte van ¢n’
d.w.z, dat er voor elke n niet-negatieve meetbare functies

£, en g, op R" zijn, met de eigenschap dat

un(s) = I fn(t1°ooo,t ) d¢n(t1.oeo.tn)

s n

en

\)n(S) = IS gn(t."ooo 'tn) d¢n(t1‘°°°'tn)

n
voor alle S e S o _
o n
As nu C = {(t 40005t) l £ (tyyo0cst ) >0}, dan is C c S

en P{(quooo'zn) €ecl= un(Cn) = 1 voor alle n, Hieruit volgt dat

voor elke n de likelihood ratio

s B, (X100000%,)
3
m fn(z.‘DDOO‘%)

b.o. gedefiniéerd is, met

t \ [ sn(t1501009tn)
n

hd du (t gooogt ) =
o=y fﬁ(t1,ooo,§ﬁ7 n' "1 n

= Ic gn(t.],ooo‘tn) d(bn(-t.lgooo.tn) : 16
n

Men kan deze ongelijkheid, met enig verlies aan exactheid,
onder woorden brengen door te zeggendat de likelihood van de waarne=
mingen|§1¢§2,ooomgn in zekere zin de neiging heeft maximaal te zijn
als deze likelihood wordt berekend met behulp van de werkelijke
verdeling van (Eﬂsooomgn)o Op dit feit berust dan ook het maximum

likelihood principe,

[
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Uit de definitie van C, volgt dat ¢n+1(cn-0=‘ﬂ 0 (Cnx R)) =0
voor elle n, Immers, als dit niet zo was, dan zou

“n+1(°n+1 A (anR)) =

= I n+1(t190009tn+1) d¢n+1(t1.°°°'tn+1) > O »
Cas1 N (Can)

hetgeen in strijd zou zijn met

n(C xR)) & w,,(C xR = w(C) =0,

(c = n+1' " n n'n

Y41 Vnt1

Nu geldt, voor elke n=1,2,.., en elke S ¢ & *,

)=

t \ . _ [ n+1(t1’0009tn+1) (t .
= poooy
=n+1 _{(519000;3_{“)55} n+1(t1,ooogt 1) n+1 1 n+1
8 xR
- I B (Bpeeneatnyy) @0, (Bpheaesty,,) =
(8xR)ncC__,
= n+1]((s xR) N Cn*‘i) = vn+1((s XR)n Cn+1n (cnx R)) <
S Vpaq((BNC)xR) = v (8ncC)) =
= I gn(t190%03tn) d¢n(t1,0009tn) =
SncC
n

g (t,g000pt. )
n 1 n
= [ dun(tjgooogtn> =

< £ (tisecosty)

=t)‘

e=f) '-x-{(l{-19°°°925n)e S} ®

zodat de rij {(_Xn.%n), n=1,2,.00}, waar .‘B 73(::19_2,0“,3: )
voor n=1,2,..., een supermartingaal is. We kunnen dus zeggen

&
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dat de neiging van An om kleine waarden aan te nemen zeker niet

afneemt als n toeneemt:

Az €z

Omdat A 2 O b.o. voor alle n, volgt uit Stelling 3.1a) dat
A= %{g@ An b.o, bestaat, In vele gevallen, d.w.z. onder passende
voorwaarden voor de Wy €8 v, blijkt A = 0 b.o, De maximum likelihood
methode zal dus in dergelijke situaties met kans 1 tot de correcte
conclusie leiden,

Wij beschouwen in het bijzonder het geval dat de experimentator
weet dat x 1k_2,°°o onderling onafhankelijk en identiek verdeeld zijn.

De ¢n kunnen dan zo gekozen worden dat
n n
fn(t.]’ooo.tn) = l1l f(ti) en gn(t1°°°0.tn) = | l g(ti)

voor alle n, waar f = f en g = g, zodat A jﬂr a(x;) v.o.

voor alle n, waar q(t) = g(t)/f(t) als f(t) > 0,

Omdat A=1lim} = 1mr alx; ) b.o., bestaat, zullen ook
1 e
At = T_r q( en A\ =T] q(ﬁei 1) b.o. bestaan, Bovendien volgt
? -
dat 3} en )\" onderling onafhankelijk zijn en beide dezelfde verdeling
hebben als ). Derhalve geldt

2
P{) > 0} = P{A' > 0}.P{}" > 0} = [P{) > 0}] ,

zodat A = 0 b0, of A > 0 b.oo

Als A > 0 b.0., dan zijn ook A’ en A" met kans 1 positief, zodat
log A = log A\' + log A" b.o, Hieruit volgt, dat de karakteristieke
functie van log )\ gelijk is aan het kwadraat van zichzelf, en dus
ldentlek gelijk is aan 1, zodat A = 1 b.o. Dit houdt in, dat ook
)\ = TT q_(x ) = 1b.0,, en, omdat A q(ac_l)o_); b.0., dat q(_x_1) = 1 b.0,
Maar d1t betekent dat By = vﬂa en dus ook, dat Mo = vn voor alle n.

Hiermee is dus bewezen dat, in het geval van onderling onafhanke=
lijke, identiek verdeelde, stochastische grootheden, 1%9 A, =0Db.o.
nw

tenzij Mo = Vn voor alle n, in welk geval &n = {1 b.0o, voor alle n.

&



