
STICHTING 

MATHEMATISCH CENTRUM 
2e BOERHAAVESTRAAT 49 

AMSTERDAM 

AFDELING MATHEMATISCHE STATISTIEK 

Rapport S 357 

Syllabus van het 

Colloquium Waarschijnlijkheidsrekening 

TOTAAL POSITIEVE FUNCTIES 

door 

W.R. van Zwet 

mei 1966 



... 1 -

. . . 1) 
Totaal positieve functies 

1. Inleidin,g 

Zij f(x 9y) een reele functie gedefinieerd voor alle x e X en y E Y: 

X~R\YSR1• 

Definitie 1.1. 

f is totaal positief van orde k (TPk) op Xx Y 9 indien voor alle 

< m < k. alle x < x2 < ••• < x. y < y < o•• < y. x. Ex. y. E Y, 
• • • 1 m• 1 2 m· i J 

f(x 1,y1) f{x 1 ,y2 ) ••• f(x 19ym) 

X • • • X f(x2 eY 1) f(x2 ,y2 ) 0 •• f(x2 ,ym) 
f( 1 m) = > o. .. • • 

Y1 0 0 t ym • • • • 
f(xm•Y1) f(xm,y2) ••• f(x 9y) m m 

f is strikt TPk 9 als deze ongelijkheden steeds strikt zijn. 

f is (strikt) TP00 , als f (strikt) TPk is voor alle k = 1 8 2 9 •••• 

N.B. Een TP functie is dus steeds niet-negatief; een strikte TP functie -is positief. Meestal zijn X en Y intervallen of aftelbare verzamelingen. 

Lemma 1.1. 

Zij f.(y) 8 i = 19 2, ••• 8 k 9 gedefinieerd en k-1 maal.continu differen

tieer~aar op een interval Y met algeleiden r4(y) = ~ f. (y). Als 
i dyJ i 

r 1{y 1) r 1(y2 ) 0 0 0 r,{ym) 

f2 {y 1) f2(y2) •• 0 f2.{ym) 
(a) > 0 

"" • • • • • • 
fm (y 1) fm (y 2) a o o fm(ym) 

voor alle y 1 < y2 < • •• < y 9 y. E m J 
Y9 en alle m ~ k 9 dan 

1 ) Deze syllabus heeft een voorlopig karakter en streeft niet naar vol-
,;Ledigheido 
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1 ~-1 (y) r1(y) r1(y) 0 0 0 

f2(y) 
1 ~ ... , (y) f2(y) 0 0 0 

(b) ~o 
0 0 
0 0 
0 0 

1 :r111-1c ) fm(y) fm(y) 0 0 0 m Y 

voor alley e Yen alle m ! ko Omgekeerd impliceert strikte ongelijkheid 

voor alley E Yen alle m ! kin (b) strikte ongelijkheid voor alle 

Y 1 < Y 2 < o o o < y m • y j E Y • en alle m ! k in (a) o 

Bewijs: 

Door in (a) van iedere kolom de voorgaande af te trekken (te beginnen 

bij de laatste) en de middelwaarde stelling toe te passen 1 vinden wij 

m 
0 < II - j=2 

b .• 1 waar 1J y . 1 < y . 
J- J 

dat in een gehele 

1 1 1 1 f1( 1) f 1 (y 1) f 1 (y 2) r,<Y3> 0 0 0 1 Ym 

f2(y,) 
1 1 1 1 f 1 ( 1) f2(y2) f2{y3) I> 0 0 

(y. - y. 1) 
2 Ym 

• J J- 0 0 
0 • 0 • 

1 1 1 1 r1c , ) fm (y 1 ) fm (y 2) fm(y3) ooo m Ym 

< y. en dus y 1 < y~ < ooo < y 1o Hierbij is essentieel 9 
J 1 m 

kolom hetzelfde punt y. kan worden gekozeno Immers 9 
J 

voor iedere j = 2 9 000 9 m9 is de determinant na aftrekken van kolommen 

te schrijven als F(y.) - F(y. 1) = ~a.{f.(y.) - f.(y. 1)} = 
J J- 1 1 J 1 J-

= (y. = y. 1)F'(y~) = (y. - y. 1)Ea.f~(y~) 9 waarbij het niet relevant is 9 J J- J J J- 1 1 J 
dat de a. ook van y. 1 en y. afhangeno Daar Il(y. - y. 1) > 0 is 8 is de 

1 J- J J J-
bovenstaande determinant dus niet negatiefo Door deze procedure te her-

halen voor de laatste (m - 1) 8 (m - 2) 9 000 9 2 kolommen 9 vinden wij 

0 0 0 

0 I 0 



1 2 m-1 waarbij y1 < y2 < y3 < ooo < ym < ym (de bovenste indices zijn uiter-

aard geen exponentenl)o Door nu y 1 en ym naar y cY te laten nad~ren 9 

volgt ongelijkheid (b) wegens de continuiteit van de afgeleideno 

Het omgekeerde wordt met inductie naar k bewezeno Voor k = 1 is 

het gestelde juisto Stel het is juist tot en met (k = 1) en veronderstele 

dat ongelijkheid (b) strikt iso Zij g. = f./r1 (r1 > oi) en zij 
• l l 

. dJ 
gf(y) = ~ gi(y)o Voor y1 < y2 < ooo < Ym• yj e Y9 geldt 

f 1 (y 1) 0 0 0 f 1 (ym) 1 1 e o o 1 

0 0 
g2 (y 1) g2 (y 2) 

sgn 0 0 = sgn 
0 0 0 g2(ym) 

= 
0 0 0 0 0 

0 0 0 
0 0 0 

0 0 0 6m(ym) 

0 0 O 0 0 

1 1 1 1 
g2(y,) g2{y2) 0 0 0 62(ym) 

= sgn 0 0 0 = sgn 0 0 0 
0 0 0 

0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 

waarbij y. 1 < y~ < y. volgens dezelfde redenering als boveno Nu is 
J- J J 

1 dj j-1 d6 

r 1 <Y, ....... r. Cy) + l a • <Y > - r. (y) I) a.yJ l s=O s ,J a.ys l 

waarbij a . (y) niet van i afhangt o Dus geldt voor alle y 6 Y en alle 
S1J 

m < k -
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1 
~'"'\y} f 1 (y) 0 0 r 1(y) r 1(;y) 0 0 0 

1 m-1( ) f2 (y) g2(y) 0 0 0 g2 y 
1 

0 0 0 = sgn 0 0 0 = sgn = 
0 0 0 0 0 0 

0 0 0 
0 0 0 

1 ;n-1( ) fm(y) 6m(y) s:-1 (y) f (y) f (y) 0 0 0 0 0 0 m m m Y 

1 m-1 ( } g2(y) 0 0 0 g2 y 

= sgn 0 
0 

0 
0 0 

0 0 

1 ~-1 (y) 6m{y) 0 0 0 

Volgens de inductie veronderstelling impliceert dit 9 dat 

1 1 
g2(y2) G O 0 g2(ym) 

0 0 > 0 0 0 
0 0 

1 1 
6m(y2) 0 0 0 6m(ym) 

voor alle y2 < y3 < 000 < ym en alle m ~ ko Voor y 1 < y2 < 000 < ym en 

alle m ~ k heeft deze determinant echter hetzelfde teken als de deter

minant in ongelijkheid (a)o 

Stelling 1010 \ 
Als X en Y open intervallen zijn en alle hieronder aangegeven partiele 

afgeleiden bestaan en continu zijn 0 dan impliceert het feit dat f TPk 

is, dat 

a m-1 
f(x 1 9y) a f(x 19Y) -;-r(x18y) 0 0 0 

aym-1 

m-1 
f(x21y) i;; f(x2 eY) 

a f(x2 ,y) 0 0 0 
aym-1 

(a) 0 0 0 > 0 
0 0 0 -0 0 0 

f(x 9y) 
a fl-1 

f(x ,y) ay f(xm 9y) 0 0 0 

aym-1 m m 
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voor alle x1 < x2 < o o o < xm 9 xi € X9 alle y e Y en alle 1 ! m ! ko Op 

zijn beurt impliceert dit 9 dat 

f(x 1y) a am-1 
f(x,y) Ty' f(x,y) 0 O C 

aym-1 

a a2 am 
f(x 9y) ax f{x,y) axav f(x,y) 0 0 0 

axaym-1 X y 
{b) 0 0 C ~o 

0 0 0 
0 0 0 

am-1 
f(x,y) 

am 
f(x 9y) 

a2m..-2 
f(x 8y) 

axm-1 axm-1 ay 
0 0 0 

axm-1 aym-1 

voor alle x EX en alley E Yen alle 1 ! m ! ko Omgekeerdg als onge

lijkheid (b) overal strikt is 9 dan is ongelijkheid (a) overal strikt 9 

hetgeen op zijn beurt impliceert 1 dat f strikt TPk isc 

Bewijsg 

ai-1 
Pas lemma 1o1 toe op f.(y) = f(x. 9y) op Yen op f.(x) = -- f(x.y) 

1 .. 1 1 ay1-1 

op Xa 

Voorbeeld 1o1o 

1 Zij a(x) > 0 en b(y) > 0 voor alle x 9y 6 R en zij ~(x) en $(y) stijgend 
1 op R o Dan is 

strikt TP 2 op Ro co 

Bewijsg 

x ooo x m m 
Daar f( 1 m) = IT a(x.) IT 

y 1 ooo ym i=1 1 j=1 

~(x.)~(y.) 
b(y.) o Det (e 1 J ) is het vol

J 

doende om aan te tonen dat e~(x)~(y) strikt TP iso Vanwege de monotonie 
co 

van~ en~ is het voldoende om aan te tonen dat g(x 1y) = exy strikt TP 
co 

J.So Nu geldtg 



... 6 .., 

g(x,,y) 
a 0m-1 

g(x 1 ,Y) 
x 1y x,y m-1 x,y 

Ty g(x, sY) 0 0 0 

aym-1 
e x 1e 0 0 0 x, e 

0 0 0 = 0 0 0 = 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 

a 0m-1 xy X y m-1 xmy 
g(xm0Y) g(xm.•Y) 

m m ay g(xm,y) 0 0 0 m-1 e X e 0 0 0 X e 
ay m m 

1 
2 m-1 

x, x, 0 0 0 x, 
ytx. ytx. 

J. 0 J. 
II (x. - x.) > o. = e 0 0 = e 

0 0 j <i J. J 

2 m-1 
X X 0 0 0 X m m m 

De TP eigenschap berust dus hier op de eigenschappen van de bovenstaan

de VANDERMONDE determinanto 

Lemma 1o2o (Aufgaben van Polya en Szego) 

Zij f. ( t) z i = 1 9 2 8 o o o I m I en g. ( t) • j = 1 , 2 8 o o o 8 m 8 gedefinieerd op 
J. 1 . . • J 

een verza.meling T ~ R en ZJ.J µ een maat op To Zij h .. gedefinieerd door 
l.J 

de absoluut convergente integralen 

h .. 
J.J 

Dan geldtg 

h1 9 i 0 0 0 h 
1 1m 

0 0 
0 0 
0 0 

h 0 0 O h 
m9 1 m9m 

( 

0 0 0 I = 
J 

t <t <ooo<t 
1 2 m 

t ET 
s 

Be!!iJ,s: 

= I f.(t)g.(t) dµ(t) 9 i 1 j = 
J. J 

T 

= 

f,(t,) 0 0 0 

0 
0 

fm {t 1) 0 0 0 

f 1 (tm) 

0 
0 
0 

f (t ) 
m m 

0 
0 
e 

0 
0 
0 

Zij II de verzameling van alle permutaties n = (n(1) 8 ooo 5 n(m)) van de 

getallen 19 2 9 000 1 men zij v(n) = 0 9 1 al naar gelang n even of oneven 
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0 
0 
0 

0 0 O 

0 0 0 

h 
1 9m 
0 
0 
0 

= 

0 
0 
0 

0 0 0 
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J e O O J 
T T 

0 
0 
0 

f (t ) 
m m 

0 

0 0 0 

0 
0 
0 

Als ts= ts, voor s ~ s'• is de integrand nulo Het integratie-geb~ed kan 

dus worden gesplitst in m! delen van de vorm 

waarbij 1r" de verzameling IT doorloopt • Daar het verwisselen van t 's in 

de integrand neerkomt op het verwisselen van kolommen respectievelijk 

rijen in de twee determinanten 9 is de waarde van de integraal over zo'n 

gebied gelijk aan (-1}2v(1r") = 1 maal de waarde van de integraal over 

het gebied t 1 < t 2 < ooo < \no 

Dit resultaat wordt in de theorie voortdurend gebruikto De belang

rijkste toepassing is~ 

Stelling 1 o2 o 

Zij f(x,t) (strikt) TPk op Xx Ten g{t 9y) (strikt) TPk op T x Yo Zij 

h(x 1y) gedefinieerd voor alle x EX en ye Y door de absoluut conver

gente integraal 

h(x,y) = J f(x.t)g{t 1y)d~(t) 1 

T 



waarbij µ een maat op T f;. R1 voorstelt met een spectrum© dat tenminste 

k punten bevata Dan is h (strikt) TPk op Xx Ya 

Bewijsg 

Pas lemma 1a2 toe op f.(t) = f(x.it) en g.(t) = g(t 9y.)o 
1 1 J J 

Het vaststellen van de TP eigenschap bij een bepaalde functie, ge

schiedt steeds met behulp van de stellingen 1o1 en 1a2 en enige aan 

lemma 1o2 analoge relaties voor de determinanten uit stelling 1o1o 

2o De variatie ve:rminderende eigenschaE 

Zij h een functie gedefinieerd op Y ~ R1o 

Definitie 2o1o .... .. .,... 

Het aantal tekenwisselingen V(h) van hop Y is gelijk aan k 8 indien een 

r1J y1 < y2 < ooo < Ym+i 0 yj E Y9 _waarvoor hetzij (-1)j+ 1h(yj) > 0 voor 

alle j = 19 2toooJ m + 18 of (-1)Jh(y.) > 0 voor alle j = 19 2 9 000 9 m + 19 
J 

bestaat voor m = k, docht niet voor m = k + 1o 

Het aantal zwakke tekenwisselingen V+(h) van hop Y is gelijk aan ks in

dien een rij ,!1 < y2 < ooo < Ym+la y. E Y9 waarvoor 

hetzij (-1)J 1h(y.) ~ 0 voor alle jJ= 19 2sooo 9 m + 1, of (=1)jh(y.) > 0 
J J -

voor alle j = 1~ 2~oao® m + 10 bestaat voor m = k 9 doch niet voor m = k + 1o 

Bij het tellen van zwakke tekenwisselingen wordt dus gezocht naar het 

ma.ximale aantal tekenwisselingen, dat kan worden verkregen 9 door de 

functie in zijn nulpunten een arbitrair teken toe te kenneno 

Als V(h) = k 0 is voor alle rijen y 1 < y2 < ooo < yk+ 1 die aan de defi= 

nitie voldoent hetzij steeds h(y1) > 0 9 of steeds h(y1) < Oo Anders zou 

immers een rij met (k + 1) tekenwisselingen kunnen warden sa.mengestelda 

Wij geven dit aan 9 door te zeggen 0 dat h k tekenwisselingen heeft in de 

volgorde (+ = + = ooo) respo (= + = + 000)0 Dezelfde conventie kan ook 

voor de zwakke tekenwisselingen warden gehanteerdt tenzij Y slechts 

(k + 1) punten bevat en h = 0 op Yo In dit laatste geval is de volgorde 

onbepaaldo 



_Stellin~ 2 o,1 o 

Zij f TPk op Xx Y0 zij µ een maat op Yen zij g{x) voor alle x e X ge= 

definieerd door de absoluut convergente integraal 

( 

g(x) = j f(x~y)h(y)dµ(y)o 
y 

Indien V(h) ~ k = 1 0 dan is V(g) ,:S, V(h) 1 als V(g) = V(h) dan vinden de 

tekenwisselingen van hen gin dezelfde volgorde plaatso 

BewiJ.si 

Stel V(h) = mo Er bestaat een partitie Y 1 e 

dat y. ~ 6 Y. "' en y. E Y. impliceert y. 1 
l-u l.=o l. l l.=o 

met strikte ongelijkheid voor minstens een 

Y29 ooo 0 Ym+i van Yi zodanig 8 

< y. en h(y .• )h(y.) ~ 0 0 
1 1= I l. 

paar y. 1 ,y. 0 i = 2 03 1 ooogm + 1o 
l.= l, 

Zonder verlies van elgemeenheid veronderstellen wij• dat h(y) ~ O voor 

y c Y1 en dus dat (-1)i+ 1h(y) ~ 0 voor y E Yio Zij 

zodat 

Gi(x) = !J f(xiy)h(y)dµ(y)j e i = 1, 2 1 oooa m + 1 1 

Y. 
l 

m+1 
g(x) = ~ 

i=1 

i+1 
(=1) G.(x)o 

l. 

det (G,(:,c)) = 
l. J 

f J 
X 

= 0 0 0 
f( 1 

J 
Y1 

Ym+1 y1 

0 0 0 

0 0 0 

X 

m+ 1 )jh(y 1 )1 ooo lh(ym+ 1)jdµ{y 1) ooo dµ(ym+ 1 ) ~ o, 
Ym+1 

daar f TPk is en m + 1 ~ ko Hetzelfde geldt voor iedere onderdeterminant 1 

mits de oorspronkelijke volgorde van rijen en kolommen niet wordt ver

anderdo 

Veronderstel~ dat de stelling onjuist zou zijn en dat dus hetzij 

V{g) > m zou zijn 0 of V(g) = m doch g{x) ~ 0 links van zijn kleinste 

tekenwisselingo Dit is equivalent met de bewering@ dat x"l < x < o o a< x 
, 2 m+1 
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zo gekozen kunnen worden 9 dat g(xi) = (-1) 1 ai met ai > 0 voor 

i = 1~ 2 9 000• m + 1o Dit betekent, dat het stelsel vergelijkingen 

a 1G1 (x1 ) 

a 1G1 (x2 ) 

0 
0 

0 

+ a2G2 (x1 ) 

+ a2G2(x2) 

+ ooo + am+iGm+ 1(x1 ) 

+ ooo + am+,Gm+ 1 (x2 ) 

= 

= 

= 

-a, 

a2 

0 

0 
0 

(-nm+\x 
m+1 

voor deze x 1 < X < Cl O 0 < xm+1 en a. > 0 een oplossing a. = (=1)i+1 
2 1 l. 

i = 1 t 29ooot m + 1 9 zou hebbeno 

Indien D = det (G.(x.)) > O heeft het stelsel echter een unieke oplos= 
]. J 

sing 9 waarbij 

=Cl 
1 

G2 (x1 ) Gm+1 (x,) 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 m+1 

(=1 )m+\x G2(xm+1) Gm+1(xm+1) 1 a.D. 
0 0 0 i=1 J. J. m+1 

a, = = - WWW 
D D D 

waarin D. ~ 0 de determinant is 9 die uit D wordt verkregen door wegla
J. 

ten van de eerste kolom en de i-de rijo Dus geldt a 1 ~ 0 1 hetgeen in 
i+1 

tegenspraak is met a.= (=1) en dus het bewijs levert voor het geval 
1 

waa.rin D > Oo 

Daar D ~ 0 1 resteert het geval D = Oo Het bewijs verloopt met inductie 

naar V(h)o Voor V(h) = 0 is de Stelling juist, stel 0 dat de stelling 

juist is voor V(h) ~ m - 1 en onjuist voor V(h) = m ~ k - 1a Daar D = 0 9 

kan voor zekere i 0 de i 0=de kolom van D geschreven warden als een lineai

re combinatie van de overige kolommen: 

Zij b. -
J. 

G. (x.) = 
10 J 

LG.(x.) 9 j = 
1 J. J 

a. + a. A,o Het stelsel 
i io i 



C 
0 

+ooo+b. ~G, 1 (x~) 
l,=ul,=1 a 

0 0 

= =Cl. 

. ( ) i+ 1 zou dus een oplossing bi= =1 + 

1 

i = 1iooo 9 i 0 = 11 i 0 + 11 000 9 m + 11 hebbeno Beschouw de functie 

* h (y) 
i 0+1 

+ (-1) >-Jlh(y)I 

= 0 voor y E Y. o 
1.0 

h~(y) heeft geen tekenwisseling op gender verzamelingen Y,o Daar h = 0 
l, 

op Yi is V(h*) ~ m - 1 op Yo Volgens de inductie-veronderstelling geldt 
0 

dus voor 

* I * I [(=1 )i+1 + 
i 0+1 

g (x) = f(x 1y)h (y)dµ(y) = (-1) >-.] G, (x) 9 

i;i&i0 
l; l, 

y 

~ 

V(g) ~m- 1 op Xo Echter 9 volgens het bovenstaande geldt 

waarbij x1 < x2 < ooo < xm+ 1 en a.> Oo Dit is in tegenspraak met 
* . J 

V(g)~m-1o 

Indien, ender de veronderstellingen van stelling 2o1 8 f bovendien strikt 

TPk is, dan geldt zelfs V+(g) ~ V(h) 9 tenzij h = 0 µ - bijna overal op Ya 

Indien niet h = 0 µ = bijna overal op Yen indien V+(g) = V(h)t dan vin

den de zwakke tekenwisselingen van g plaats in dezelfde volgorde als de 

tekenwisselingen van ho 
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Als h = O µ - bijna overal op een of meer der Y. uit bet vorige bewijs 0 
J. 

dan her-definieren wij h = 0 op deze Y. en verkleinen zo V(h) zonder g 
J. 

te verandereno Zender verlies van algemeenheid veronderstellen wij dus 

verder 0 dat V(h) = m ~ k = 19 dat ht O µ - bijna overal op elk der Yi 0 

i = 1 0 2Gooo, m + 1 0 en dat h ! 0 op Y1 : Wij volgen nu verder het be= 

wijs van stelling 2o1 met twee verschilpunteno 

Ten eerste is nu f strikt TPk en h F O bijna overal op ieder der Yii zo= 

dat nu D = Det (Gi(xj)) > 0 voor alle x 1 < x2 < ooo < xm+,• ook alle 

onderdeterminanten zijn strikt positiefo 

Het tweede verschil is, dat wij ditmaal het bestaan veronderstellen van 

x1 < x2 < ooo < xm+ 1 i zodat g(xj) = (=1)jaj 3 waarbij nu aj ! 0 in plaats 

van a. > Oo 
J 

Ondanks deze wijziging leidt het eerste deel van het bewijs van stelling 2o1 

(waar D > 0 werd verondersteld) ook nu tot de contradictie a1 = 1® a 1 ~ Oo 

Er zijn dus geen m zwakke tekenwisselingen in de "verkeerde" volgorde en 

dus ook niet meer dan m zwakke tekenwisselingeno 

NoBo Uit het bewijs volgt tevens dat g hoogstens V(h) = m nulpunten kan -
hebbeni tenzij h = 0 bijna overa.l en dus g = 0 (Kies alle a.:: O)o Als 

J 
X meer dan (m+1) punten bevat ligt dit voor de hand 9 daar toevoeging 

van een extra punt aan (m+1) nulpunten (m+1) zwakke tekenwisselingen ten 

gevolge zou hebbeno Indien X echter uit (m+1) punten bestaat is dit min= 

der duidelijko In een zeer speciale interpretatie staat dit overigens 

wel in de stelling 1 daar de (m+1) nulpunten m zwakke tekenwisselingen 

zonder bepaalde volgorde vormeno 

Uit stelling 2o1 en 2o2 tezamen kan neg de volgende precisering warden 

verkregen: 

§,t.e+lin5 2 o 3 o 

Zij f strikt TPk op Xx Y0 zij µ een maat op Yen zij g(x) gedefinieerd 

voor alle x EX door de absoluut convergente integraal 

g(x) = f f(x 9y)h(y)dµ(y) 0 

y 
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Indien V(h) = m ~ k - 1 en de tekenwisselingen van h zich in de volgor= 

de(+=+= coo) afspelene dan is hetzij h = 0 µ = bijna overal op Yi 

of er bestaat een rij =00 = x0 ~ x 1 ~ x2 ~ ooo ~ xm ~ xm+i = m 9 zodanig 8 

dat 

g(x) > 0 voor 

Het bewijs van deze stelling is zeer gedetailleerd en wordt hier niet 

gegeveno 
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Indien V(h) = m ! k = 1 en de tekenwisselingen van h zich in de volgor

de (+ = + - ooo) afspelen 8 dan is hetzij h = 0 µ - bijna overal op Y0 

of er bestaat een rij - 00 = x0 ~ x1 ~ x2 ! o o o ~ xm ~ xm+i = 00 9 zodanig, 

dat 

( ) . r!!!2J g x > 0 voor x2i < x < x2i+1 • x E x. 1 = 0 • 1 & o o o • !: 

( ) • r.! m-21.1 o g x < 0 voor x2i+1 < x < x2i+2 i x E X1 1 = 0, 1 • 0 o o, I.: :J 

Het bewijs van deze stelling is zeer gedetailleerd en wordt hier niet 

gegeveno 

Indien wij bovendien nog differentieerbaarheid veronderstellen kan de 

variatie verminderende eigenschap nog iets worden verscherpti 

Stelling 2o4o 

Zij f strikt TPk op (X 9 Y) 8 waarbij X een open interval voorstelt, en zij 

f (k-1) maal continu differentieerbaar naar x voor alley E Y. Zij µ 

een maat op Yen h een functie op Y zodanig 9 dat 

g(x) = J f(x 9y)h(y)dµ(y) 
y 

(k=1) maal naar x kan worden gedifferentieerd onder het integraal tekena 

Indien V(h) ~ k - 13 dan bezit g ten hoogste V(h) nulpunten met inacht

nemmg van multipliciteiten, tenzij h = 0 µ - bijna overal op Ya 

Het bewijs wordt hier niet gegeveno 

3o T,otaal positieve wh-dichtheden 

Zij F(x 9 w) een familie who verdelingsfuncties met drager X£_ R1
0 para

meter we Q f: R1 en dichtheden p(x,w) met betrekking tot een a-finiete 

maat µ op X: 

X 

F(x 8w) = I p(t.w)dµ(t)o 
,..co 



Uiteraard is iedere wh-dichtheid p TP1o pis TP2 indien voor ieder 

paar x 1 < x2 E X en ieder paar w1 < w2 E n 

p(x 10 w1) p(x1,w2 ) 

p(x2 &w1) p(x2 ,w2 ) 

p ( x 1 0 w2 ) p ( x2 e w2 ) 

ptx11 w1J ~ ptx 1~w1 j • 

doWoZo indien voor w1 < w2 En de likelihood-ratio 

p(XzW2) 
VO -r niet-dalend is J.n Xo p(x,w1 

De (strikte) TP2 eigenschap betekent dus 8 dat wij met een (strikte) mo= 

notone likelihood-ratio fa.milie te maken hebbeno De beperking tot wh= 

dichtheden heef't tot gevolgt dat deze TP2 families monotonie bewarend 

zijn; TP3 families bewaren convexiteit~ 

~\ellin~ 3.2,) c 

Zij p{:,c IDl.\l) en TP 2 familie wh-dichtheden op (X 1n) en zij 

gi(w) = I p(x 5 w)hi(x)dµ(x) 9 J. = 1~ 2 0 

X . 

Indien h 1 niet-dalend is 9 is g1 niet dalendo Indien bovendien h2 con= 

vex is in h 1 en p TP3 is, dan is g2 convex in g 1o 

Als p strikt TP2 is 9 is g1 zelfs strikt stijgend 0 tenzij h 1 - c µ - bij= 

na overalo Als p strikt TP3 is, is g2 zelfs strikt convex in g1 tenzij 

h2 lineair in h 1 is JJ = bijna overalo 
BewiJsg 
Daar h1(x) = c voor iedere consta.nte c hoogstens een tekenwisseling 

heeft in de volgorde = + geldt hetzelfde voor 

g 1 ( W) "" C = J p ( X 9 W) [ h 1 ( X) - C] dJJ ( X) ; 

X 
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zodat g1 niet-dalend iso Als p strikt TP2 is, is zelfs V+(g1 
en g1 dus strikt stijgend 1 tenzij h1 = c µ - bij~a overalo 

Daar h 2 convex in h1 heef't h2 (x) - a - bh1(x) hoogstens twee 

lingen in de volgorde + - +9 zodat hetzelfde geldt voor 

- C) < 1 .. 
tekenwisse-

g2 ( w) - a - bg1 ( w) = I p(x 9 w) [h2 (x) - a - bh 1 (x)]dµ(x) • 

X 

doWoZo g2 is convex in g 1 o Als p strikt TP3 is 1 is V+(g2 - a - bg1 ) ~ 2, 

doWoZo '½ is strikt convex in g11 tenzij h2 - a - bh 1 = 0 µ - bijna 

ove~aJ,.o 

~c De bovenstaande TP2 en TP3 eigenschappen zijn voldoende maar niet 

nodig voor het bewaren van monotonie en convexiteit in de hier gegeven 

formuleringo Indien q(x 1 w)= --i; F(x 9 w) bestaat 9 is nodig en voldoende • 

dat q TP1 respo TP2 iso 

Wij besluiten deze paragraaf door op te merken 9 dat behalve alle een

parameter exponentiele families ook de niet-centrale F 9 ten x2 verde

lingen met betrekking tot hun niet-centraliteits parameters strikt TP 
Cl) 

dichtheden bezitteno Een bewijs wordt hier niet gegeveno 

4o Toetsingstheorie 

Gegeven is een familie wh-verdelingsfuncties F(x 9 w)• met drager X ~ R1 • 

parameter w E O = R1 • en dichtheden p(x,w) moboto een a-finiete maat µ 

op Xg 

X 

F(x 9w) = I p(x.w)dµ(t)c 

t=-m 

Op grond van een waarneming van x met een onbekende - verdeling uit de fa

probleem) wensen wij milie (xis bijvc een sufficient statistic voor het -
een hypothese 

Beslissing 1: 

twee meetbare 

H0 over w te toetseno Er zijn twee mogelijke beslissingeno 

verwerp H0 niet; Beslissing 2g verwerp H0 o Gegeven zijn 

verliesfuncties L1(w) en L2(w), die het verlies voorstellen 



bij het nemen van beslissing 1 respo 2 9 indien w de ware para.meterwaarde 

isa 

Wij definieren 

In toetsings-terminologie luidt de nulhypothese g h ( w) < 0, het alt.erna

tief h(w) > 0 en het indifferentiegebiedg h(w) =Ooh geeft echter bo

vendien de kracht van onze voorkeur voor verwerpen of niet verwerpen 

van H0 aano Zij V(h) als tevoren het aantal tekenwisselingen van hop Qo 

Wij veronderstellen steeds 8 dat h van teken wisselt in de volgorde 

+ - + - ooo o De kleinste waarden van w behoren dus tot het alternatief 9 

zodat beslissing 2 9 verwerpen van H0 , daar gewenst isa 

Zij cj) een beslissingsfunctie of strategie, doWoZo cj) is een meetbare 

functie op X en stelt de lotingskans op beslissing 2 (verwerpen van H0 ) 

voor 0 indien x = x wordt waargenomeno Wij identi.ficeren beslissings--
functies <1> 1 en <1> 2 als <1> 1 = <1> 2 µ.., bijna overala cj) behoort tot de klas= 

se ni_ van monotone strategieen 9 als cj) van de vorm is (voor x EX): 
m 

O(x) = 1:j 
als x2i < X < x2i+1 • i = oil 1sooo9 [i] 

als X = x .• 0 < A • < 1 9 j = 1 1 2 9 000, m• 
J - J "" 

elders op x, 

waarbiJ' - 00 = X < X < < X < X = 0 • 1 ... 0 0 0 '"" m ,.. m+ 1 
zijn, prefereren wij dus beslissing 2 in ~] + 1 

• 1 . rm+11 . . . . sing in LTJ 1ntervallen 8 terwiJl in m punten 

=o Als alle x. verschillend 
J 

intervallen• beslis= 

mogelijk loting plaats 

vindto Uiteraard geldt d11.m C. mm+ 1 o 

Het risico behorende bij een strategie cj) en een ware parameterwaarde 

is het verwachte verlies 

p(w.<1>) = I [(1- cj>(x))L1(w) + qi(x)L2 (w)]p(x 9 w)dµ(x) = 

X 

= L1(w) - I cj>(x)h(w)p(x 9w)dµ(x)a 

X 
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Indien H een a priori verdeling op n voorstelt e dan is het bij een stra= 

tegie IP behorende Bayes risico tegen Hg 

p(H,IP) = I 
n 

= f n 

waarin 

p( w, ij>)dH( w) = 

L1(w)dH(w) - f [I p(x 1 w)h( w)dH( w)] 

X n 

I g(x)cp(x)d1J(x) 9 

X 

g(x) = I p(x 1 w)h(w)dH(w) 0 

n 

o cp(x)dµ(x) = 

Wij veronderstellen, dat deze integraal absoluut convergeert voor alle 

x E Xo De Bayes-strategieen tegen H9 doWoZo de strategieen IP waarvoor 

p(H 9 1P) minimaal is, worden dus door de functie g bepaaldo Voor g(x) > 0 

is 1P(x) = 1 (verwerp H0 ) 9 voor g(x) < 0 is cp(x) = 0 (verwerp H0 niet) 9 
op de verzameling {xgg(x) = O} is de Bayes-strategie onbepaaldo 

Stelling 4 o 1 o 

Zij V(h) =men zij p strikt TPm+i op (x.n)o Dan ziJn voor een wille= 

keurige a priori verdeling H hetzij alle strategieen Bayes, of de 

Bayes strategie behoort tot~ en is eenduidig bepaald 9 behalve wel-
m 

licht in sommige der punten x1 ~ x2 ~ ooo ~ xm• die deze strategie in 

~ beschrijveno 

Bewijs: 

Volgens stelling 2o3 is hetzij h = 0 H - bijna overal en dus g _ 0 op x, 
in welk geval alle strategieen Bayes zijn 3 of 
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g(x) > 0 voor x2i < X < x2i+1 • xe x. i = o. 1.0009 f] 
g(x) < 0 voor x2i+1 < X < x2i+2 9 X € x. i = o, 1.0009 fm;1J 

waarbij _co = x < x < o o o < x < x = coo Daar g(x) : 0 impliceert dat 
0 • 1 • • m • m+ 1 , 

♦ (x) = 6 behoort de Bayes strategie tot mm~ hij is eenduidig bepaald 

behalve in nulpunten van So Dit kunnen geen sommige of alle der x1 000 xm 

zijno 

NoBo ♦ is dus slechts niet van de vereiste vorm in het triviale geval 9 -dat de a priori verdeling H zich concentreert in de nulpunten van 

h = L 1 - L2 o 

Een verzameling van strategieen ~tvormt een essentiiel volledige klas

se • indien er voor iedere 4> 1 ¢ 'rn. een ♦2 E- 711. bestaat 9 zodat 

p(w, ♦2 ) ~ p(w, ♦ 1 ) voor alle w E: '2o 1nis volledig indien de ongelijk

heid bovendien steeds voor minstens ,,n w e '2 strikt is o m is minimaal 

volledig indien 'ntvolledig is en ♦ 1 , ♦2 ~ 411.9 p(w, ♦ 1 ) ~ p(w. ♦2 ) voor 

alle wen impliceert• dat , 1 = ♦2 µ - bijna overalo 

In het algemeen vormen de Bayes strategieen ender lichte regulariteits

voorwaarden een essentieel volledige klasseo Wij gebruiken hier 

Voorwaarde A 

Er bestaat een aftelbare deelv~rzameling n0 ~ 0 9 zodanig 9 dater voor 

iedere w E O een rij w18 w2 ,ooo e o0 bestaat~ waarvoor 

lim h(w) = h(w) n n-+CO 

Dan geldtg 

Stelling 4020 

voor µ - bijna alle x E Xo 

Zij V(h) = m, zij p strikt TPm+, op (X 10) en zij voorwaarde A vervuldo 

Dan is 171. een essentieel volledige klasse van beslissingsfuncties 0 
m 

Het bewijs is een kwestie van technieko 



- 19 ... 

Lemma 4o 1 o 

Zij <P1 E- mm en <P2 strategieen op Xo Dan is V( <P1 • q,2 ) ~ m en indien 

V(4>1 - 4>2 ) = m, dan verandert $1 • 4>2 van teken in de volgorde + • + - ooo o 

Als 'bovendien 4>2 C fum 9 dan is V( 4>1 ... 4>2 ) ~ m ... 1 e 

Bewijsg 

1 voor 

q, 1 (x) = A voor 

x2i < x < x2i+1 9 x € X9 i = 0 9 1 • e o o • t;,J 
X = X.e X 6 X, i = 11 2toooo m 

l. 

0 elders op X9 

met - 00 = x < x 0 • 1 
< < X < X • ooo • m • m+1 = coo Daar O ~ 4>2 ~ 1 9 is 

4> 1 (x) = 4>2 (x) ~o voor x2i < X < x2i+1 • X €- Xe l. = o. 1toooe [!.J 2 

~o voor x2i+1 < X < x2i+2 9 X E:: X1 i = o. 190009 Gm;1~. 

waarmee het eerste deel van de stalling bewezen iso Als ook 4i2 e "1m en 

V(q, 1 = q,2 ) = m9 dan zouden volgens het voorgaande (4> 1 - ¢2 ) zowel als 

(q,2 - q, 1) m tekenwisselingen in de volgorde + • + - ooo bezitten, het

geen niet kano 

Lemma 4o2 

Zij 4>,~mm en 4>2 strategieen op Xa zij p strikt TPm+1 op {X 9 0) en zij 

$j(w) = I p(x,w)q,j(x)dµ(x) 9 j = 1e 2 8 

X 

het onderscheidend ve:rmogen van 4>jo Dan is of 4> 1 = q,2 µ - bijna overal, 

of V+($ 1 - $2 ) ~men $1 9 $2 bezit hoogstens m nulpunteno Indien niet 

4> 1 = 4> 2 bijna overal 1 en.v+{$ 1 - $2 ) = m9 dan vinden de zwakke tekenwis

selingen van $1 - $2 plaats in de volgorde + - + - ooo o 

Als bovendien $2 6 ~ 9 dan is of' $ 1 = 4>2 booo O ~f' V+($ 1 = $2 ) ~ m = 1 

en $1 - $2 bezit hoogstens (m-1) nulpunteno 
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Bewijs& 

Gebruik lemma 4o1 en pas stelling 2o2 en de opmerking erna toe op 

Stelling 4o3o 

1j,1(w) - 1/12 (w) = I p(x0 w) [<1>1(x) - <1>2(x)]dµ(x)o 

X 

Zij V(h) = m• zij p strikt TPm+i op (x,n) en zij voorwaarde A vervuldo 

Dan is?n een minimaal volledige klasse beslissings:functiesc 
m 

Bewijs& 

Volgens stelling 4o2 is er voor iedere strategie <1>2 een <1> 1 ~7nm met 

p(w,<1>2 ) ~ p(w 9 cj> 1) voor alle we O• doWoZo 

O ~ p(w,<1>2) ... p(w,<1> 1) = h(w} I p(x 8w) [<1> 1(x) .. <1>2 (x)]dµ(x) = 

X 

voor alle ~ € Oo Daar V(h) ·= m bes~aat er een rij w1 < w2 < o o o < wm+ 1 • 

zodat (-1 ) 1 - 1h(w.) > 0 en dus ( .. 1 )1 .. 1 [1/1 1 (w.) = 1/12(w. )] ~ 0 voor 
l. + l. l. 

i = 11 2 9 000 8 m + 1o Derhalve is V (1/1 1 - 1/12 ) ~ mo Volgens lemma 4o2 is 

dus af <1> 1 = <1>2 booo 3 of <1>2 i ntm• V+(1/1 1 - 1/12 ) =men 1/1 1 - 1/12 bezit 

hoogstens m nulpunteno Indien , 2 dus niet geidentificeerd kan worden 

met ·een strategie in~ dan.geldt·dus voor minstens een 
10-1[ J i 0 e {1 9 2 9 000, m + 1} ( ... 1) 1/1 1(w. ) .. 1j,2 (w. ) > 0 9 of 

1 0 1 0 
p(w. ,<1>2) > p(w. 9 <1> 1) 1 hetgeen de volledigheid van 1n aantoont~ Indien 

1 0 1 0 .m 

<1>2 e nl.m dan is <1> 2 = <1> 1 booo hetgeen bewijst • dat 7nm minimaal is 0 

NoBo Uit het voorafgaande is met behulp van stelling 2o3 nog iets meer -te haleno Indien <1> 1e- ?fLm• <1>2 ~ ?rim (doWoZo <1> 2 is niet met een strategie 

uit'm.m te identificeren) en p(w,<1> 1) ~ p(w,<1>2) 1 dan is volgens het bo

venstaande V+(1/1 1 - 1/12 ) = mo Door toepassing van stelling 2o3 iopoVo 

stelling 2o2 op de situatie in lemma 4o2 vinden wij 9 dat 1/1 1 - 1/12 van de 
., 

vorm is& 
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1/11 ( w) = 1/12 (w) > 0 voor (j.)2i < w < w2i+1 9 w e n. i = 03 1goooe [~] 

< 0 voor w2i+1 < w < (j.)2i+2 5 w E n8 i = 00 1100011 t?!¾~ 1j & 

+ waarbij -= = w < w < coo < w < w = ®o Daar V (1/1~ = 1/12 ) =mis geen 
0 • 1 • • m • m+ 1 , 

der w18 000J w gelijk aan +®en kunnen hoogstens twee opeenvolgende w. 
I m _, J. 

samenvalleno Daar h(w)[l/l 1(w) 1/12(w)] ~ 0 is 9 geldt 

h(w) ~ 0 

~ 0 

voor 

voor 

w2i < w < w2i+1e w 6 n. i = o, 1~oooa 

w2i+i < w < (j.)2i+2• wen. i = ot 190009 

Daar V(h) =mis het zinvol de verzam.eling {w. 9 000& w} een stelsel 
J. m 

teken=wisselpunten van h te noemeno Een dergelijk stelsel behoef't voor 

h uiteraard niet uniek te zijno We kunnen nu concluderen dat I/J 1(w) = w2 (w) 

slechts nul kan zijn op een stelsel teken-wisselpunten van ho Hieruit 

volgt dus 0 dat p(w 8 ~ 1) < p(w,~2 ) behalve in de nulpunten van hen even= 

tueel op een bepaald stelsel teken-wisselpunten van ho 

Bij de huidige stand van de theorie valt hierna weinig meer over de si= 

tuatie te zeggen zonder verder gaande regulariteits voorwaardeno Deze 

dienen om stelling 2c4 9 de sterkste versie van de variatie verminderen

de eigenschap 8 toe te kunnen passeno Daar van deze stelling slechts een 

bescheiden gebruik zal worden gemaakt 5 zal het zonder twijfel mogelijk 

zijn het gestelde doel onder lichtere voorwaarden te bereiken, dan hier 

worden gehanteerdc 

Voorwaarde ~ 

n is een niet leeg interval; p(x 8 w) is k maal continu differentieerbaar 

naar wop n µ - bijna overal op X en voor iedere strategie ~ is het on

derscheidend vermogen 1/J k maal continu differentieerbaar op n9 waarbij 

de differentiatie ender het integraal teken kan warden uitgevoerdg 
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Voorwaarde B 
U..o! 

Q is een niet leeg interval, h bezit hoogstens een af'telbaar aantal dis= 

continuiteiten op n, als V(h) = m, danish van de vorm 

h( w) > 0 voor w2i < w < w2i+1 • wa Q& i = o, 1eoooe @] 
< 0 voor w 0 < w < w2i+2 9 w E nil i = Oa 1toco~ r~:11 

21+1 - 2 - i 

waarbij == = WO < w, < 0 0 0 < w < wm+1 = QOO 

m 

NoBo Het laatste betekent dus, dat het stelsel teken-wissel;punten -w19 aooe wm van h uniek is en dat de nulpunten van h hierin bevat zijno 

Uiteraard kunnen weer hoogstens twee opeenvolgende Wo gelijk zijno Wij 
1 

merken op dat Ben A0 (waarbij slechts continuiteit van pin w wordt 

geeist, continuiteit van l/J volgt dan automatisch via het lemma van Fatou) 

samen slechts weinig sterker zijn dan voorwaarde Ao Het voornaa.mste ver= 

schil is de eis 8 dat Q een interval iso 

Door nu stelling 2a4 iopavo stelling 2a2 of stelling 2a3 toe te passen 

kan lemma 4a2 worden versterkt met 

Lemma 4o3o 

Zij <1> 18 4>2 E: m_m, zij p strikt TPm+, op (X 0 Q) en zij voorwaarde Am,,. 1 en 

voorwaarde B vervulda Dan is of <1> 1 = <P2 µ = bijna overal, of w1 - w2 
bezit hoogstens (m-1) nulpunten met inachtneming van multipliciteiteno 

Stelling 4a3 kan nu als volgt worden uitgebreido 

Ste,llf13g 4 a 4 a 

Zij V(h) = m, zij p strikt TPm+ 1 op (X,n) en zij voorwaarde Am_ 1 en 

voorwaarde B vervulda Dan is fu een minimaal volledige klasseo Boven= 
m 

dien bestaat er voor iedere qi¢ 'm,. slechts een $, e in, (uniek µ = booo) 
m I m 

zodanig 0 dat p(w,<P 1) ~ p(w,<P) voor alle we: no Hiervoor geldt 

p(w,<P 1) < p(wiq,) behalve in de teken-wisselpunten van ho 
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Bewijsg 

Voor m = 0 is de stelling triviaalo Voor m ~ 1 impliceren de voorwaar-

den A 1 en B voorwaarde A zodat de minimale volledigheid uit stelling 4o3 m= 
volgto 

Wegens B z1Jn de teken-wisselpunten van h uniek en bevatten de nulpunten 

van ho Het laatste deel van de stelling volgt dus uit de opmerking na 

stelling 4o3o Slechta de uniciteit van~, behoef't dus nog bewezen te 

wordeno 

Zij w1 ~ w2 ~ ooo ~ wm het stelsel teken-wisselpunten van ho Daar 

h(w)[~ 1(w) - ~(w)] ~ 0 voor alle w En. 

~, - ~ continu is wegens voorwaarden Am_ 1 (m ~ 1) en h ~ 0 tussen zijn 

teken-wisselpunten• geldt 

~1(w.) = ~(w.) 9 i.= 1• 2 9 000 1 mo 
1 1 

Dit blijt't juist voor een dubbel teken-wisselpunt w. (twee samenvallen-
10 

de w.) 1 daar h strikt tegengesteld teken hee:rt in w. en in een omgeving 
1 10 

van w. o Voorts impliceert het bestaan van zo'n dubbel teken-wisselpunt 
10 

w. • dat m ~ 2; derhalve bestaat volgens voorwaarde A 1 de afgeleide 
1 0 m-

(~1' - ~•) en is deze continu op n, Dus 

~,'(w; ) = ~'(w. ) 9 

·o 1 0 

doWoZo wi0 is een dubbel nulpunt van~, - ~o De functie ~, - ~ hee:rt 

dus nulpunten in de teken-wisselpunten van h met tenminste dezelfde 

multipliciteit als de corresponderende teken-wisselpunteno Indien nu 

~2 e ntm en p(w,~2) ~ p(w 9 ~) voor alle w ~ n• dan geldt hetzelfde voor 

~2 - ~ en dus ook voor ~, - ~2 o Dan bezit ~, - ~2 dus minstens m nul

punten met inachtneming van multipliciteiteno Volgens lemma 4o3 betekent 

dit, dat ~, = ~2 bijna overalo 
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5o Toepassingen 

5o1o Uniform meest onderscheidende toetsen (UMP toetsen) 

Zij p strikt TP2 (monotone likelihood ratio) op (x,n) en zij voorwaarde A 

vervuldo Beschouw het eenzijdige toetsingsprobleemg V(h) = 1 9 

w 1 E n • h ( w) = 1 voor w < w 1 t w E: n 
... 1 voo:r w .:, w1 9 w E n 

(niet leeg) 

(niet leeg), 

doWoZo toetsing van Hog w ~ w, tegen H1 g w < w, 0 Hiervoor bestaat een 

UMP toets met onbetrouwbaarheidsdrempel a (cfo LEHMANN)o 

Immers 9 iedere ¢ E 111,1 is niet-stijgend, zodat volgens s-telling 3o 1 he.'tc 

onderscheidend vermogen 

$(w) = I p(xjw)¢(x)dµ 
X 

een niet-stijgende functie van w iso Natuurlijk is er een en slechts 

een ¢ 1E~ 9zo dat $ 1(w1) = ao Daar $ 1 niet ... stijgend is_, is dit een 

toets met onbetrouwbaarheid ao Voor iedere andere toets ¢,.. e 'rn, met on-
+ C. 

betrouwbaarheidsdrempel a geldt $2 (w1) < ao Daar V ($ 1 = $2 ) = 0 vol-

gens lemma 4o2 9 is $ 1 = ~2 > 0 op n. zodat ¢1 uniform meer onderschei

dend is dan $2 o Voor iedere ¢ ~ 'nl, best a.at er een ¢2 E ~ met 

p(w,¢2 ) ~ p(w 9¢) voor alle w G. n en p(w 0 ¢2 ) < p(w,¢) voor alle w ~ w1 

(stelling 4o3 en de daarop volgende opmerking)o Als ¢ onbetrouwbaar

heidsdrempel a heeft 9 geldt dit zelfde voor ¢2 en dus is ~f ¢1 = ¢2 

bijna overal, of ¢1 is uniform meer onderscheidend dan ¢2 a ¢1 is dus 

de unieke UMP toets. 

5020 ~ta,anbaarheiq, va1; UMP tweezijdige toetsen 

Zij p strikt TP2 op (X 1n) en zij voorwaarde A vervuldo Beschouw het 

tweezijdige toetsingsprobleemg V(h) = 2, 

w < w € r.1 9 h(w) = -1 
- 2 

+1 

voor w1 ~ w ~ w28 we Q 

voor w < w1 en w > w2 , we Q (aan weerszijden 

niet leeg) o 
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Er bestaat geen UMP toetso 

Zij $ een toets met onbetrouwbaarheidsdrempel a voor het tweezijdige 

probleem 0 Beschouw de eenzijdige situatie& 

* h (w) = +1 voor w < w1, w €. O 

•1 voor w ~ w19 w E Oo 

Indien $' ~ dan bestaat er volgens het voorgaande een t2 e ~ 1 zodat 

~2(w) > ~(w) voor w < w,. ~2(w) < ~{w) ~ a voor w > w, en ~2(w,) ~~cw,)~ ao 

t2 hee:rt dus onbetrouwbaarheidsdrempel a voor het eenzijdige probleem 

en dus ook voor het oorspronkelijke tweezijdige probleem en t2 is uni-

form meer onderscheidend dan $ voor alle w < w1o $ is dus niet UMP voor 

het tweezijdige probleemo Als $ ~~ dan geldt 9 daar steeds O <a< 1 

wordt verondersteld• dat niet $ = 0 of$= 1 boOo 9 en daar $ niet-stij-

gend is 9 is~ strikt dalend in w (stelling 3o1)e Dit impliceert echter 9 

dat voor w > w2 de toets $=a strikt beter is, zodat $ niet UMP is voor 

het tweezijdige probleemo 

~o KARLIN wijst erop, dat de striktheid van de TP2 eigenschap hier zeer 

essentieel is o Voor de homogene verdeling op [o ,w] bestaat er voor het 

geval w1 = w2 een UMP toets voor H0 & w = w1 tegen H1i w; w19 nlo ver

werp H0 niet als aw1 ~ x ~ w1o Deze familie dichtheden is TP2 doch niet 

strikt TP1 of TP2 & 

p(x 1 9w2 ) 
1 - voor x, ~ w, < x2 ~ w2 w1w2 

= 
p(x2,w2) 0 anders 

5o3o UMP zuivere toetsen 

Zij m ~ 2 en p strikt TPm+ 1 op (X,O) en zij voorwaarde Am_, vervuldo 

Beschouw het toetsingsprobleem waarbij H0 en H1 de parameterruimte in 

(m+1) intervallen verdelen 9 waarin beurtelings H1 en H0 juist zijn& 

V(h) = m, 
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h(w) = 1 w2i < w < w2i+1 i 
wG nt i = o, 190009 [!!!1 (alle niet leeg) 

2 

=1 w2i+1 < w < w2i+2 1 wE n, ... ... i = o. 190009 r1;11 (alle niet leeg), 

waarbij -~ = w0 < w < w < w < w4 ooo < w = ~o Voorwaarde Bis dus 
1"'" 2 3"'" m+1 

eveneens vervuldo Voor m = 2 is dit het tweezijdige probleema 

Er bestaat een UMP zuivere toetso 

Volgens stelling 4a4 bestaat er een en slechts een toets ¢i 1Emm• die 

uniform beter is dan $=a, daWaZo p(w,$ 1) ~ p(w 9$) op fl en 

p(w&¢i 1) < p(w 1 $) voor w f wi, i = 1, 2 8 000 9 mo Dus 

> a voor w2i <w<w. 9 i = o, 1,0009 [;I 2i+1 
1/J 1 ( w) 

f:m; 1] 9 < a voor w2i+1 < w < w2i+2 9 i = o, 1,.000 

en w1(wi) = a, i = 1i 2 9 000, m vanwege de continuiteita 

Daar ¢i 1 de enige toets is in mm met p(w,¢i 1) ~ p(w,¢i) op rl 9 J.S ¢i 1 de 

enige zui vere toets in m O 

m 
Voor iedere zuivere toets $2 ~ mm met onbetrouwbaarheidsdrempel a• be-

staat er een $3 E ~m' waarvoor p(w,¢i3) ~ p(w,$2) op n met strikte onge

lijkheid behal ve voor w = w. , J. = 1 , 2 9 a o a O mo Daar ¢i 3 E 172, dus zui ver 
J. m 

is, geldt $3 = $1 baOoz zodat $1 inderdaad UMP zuiver iso 

NaBo In het bovenstaande kan uiteraard $=a door een willekeurige an--dere vaste toets ¢i0 worden vervangeno Wij vinden dan: 

Voor iedere toets ¢i 0 bestaat er een toets die UMP is met betrekking tot 

de klasse van alle toetsen ¢i met p(w 9 ¢i) ~ p(w,¢i0 ) op no 

5a4o .!Sill_,teke e;ebiedep van t;aze A 

Zij p strikt TP3 op (x,n) en zij voorwaarde A2 vervulda Beschouw het 

tweezijdige toetsingsprobleem voor een enkelvoudige nulhypothese 9 doWoZo 

V(h) = 2g 
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-1 voor w = w0 

WOE n h(w) = 

+1 voor w ~ w0 , w En 

Voorwaarde Bis dus vervuldo 

(aan weerszijden niet leeg)o 

Een kritiek gebied van type A is het kritieke gebied van een toets ~ 

waarvoor 

dµ(x) 

maximaal is ender de randvoorwaarden 

dµ(x) = Oo 

X X WO 

Een kritiek gebied van type A is de vereniging van hoogstens twee half 

oneindige intervallen (doorsneden met X), doWoZo het complement is een 

interval (doorsneden met X)o 

In het voorgaande bewezen wij dat een UMP zuivere toets met onbetrouw

baarheid a bestaato Dit is de enige cjl 1€7n2 , waarvoor 

en 

J cj>(x)p(xtw0 )dµ(x) = ~1(w0) = a 

X 

J $ 1 (x) 1w' p(x 8 w) 

X WO 

Immers, het laatste is juist, daar w1(w) > a in een omgeving van w0 en 

daar voorwaarde A2 vervuld is; de uniciteit volgt uit het feit 8 dat ie

dere $2 E ?n.-2 met dezelfde eigenschappen volgens lemma 4o3 met $ 1 kan 

worden geidentificeerdo Volgens stelling 4o4 behoort bij iedere $i 7n-2 
een unieke toets cp2 B m2 die hem strikt verbetert behalve in w0 o In

dien ~ aan de randvoorwaarden voldoet, geldt hetzelfde voor $2 • Wegens 

de uniciteit van $ 1 E 'm..2 geldt cp 1 = cp 2 boOoo Het type A gebied is dus 



het kritieke gebied van ~1€ 'rn.2 a 

5a5o Type A gebiedep als functie van a 

Beschouw de situatie uit paragraaf 5e4a 

Voor a 1 < a2 is het 

het toetsen van w = 

kritieke gebied met 

type A kritieke gebied met onbetrouwbaarheid a 1 
w0 tegen alle alternatieven bevat in het type A 

onbetrouwbaarheid r 

DoWaZo afgezien van eventuele loting 9 kan men bij het gebruik van 

voor 

type A gebieden spreken van een overschrijdingskans 9 na.melijk de kleinste 

onbetrouwbaarheid waarbij w = w0 wordt verworpena Voor alle grotere 

waarden van a wordt w = w0 dan immers eveneens verworpen. 

Tot nu toe veronderstelden wij steeds, dat X het spectrum vanµ is 8 doWaZa 

de verzameling van punten 9 waarvoor iedere open omgeving positieve maat 

heefta In dit bewijs is het echter eenvoudiger X te reduceren tot de 

verzameling van punten Xi waarvoor voor iedere ~, < x < ~2 zowel (~ 1.x] 
als [xt~2 ) positieve µ-maat bezittena Dit kan zonder bezwaar geschieden 3 

daar slechts een verza.meling van "randpunten" met maat O wordt verwij

derdo 

Zij 

w=w 
0 

Volgens stelling 1a1 (waarbij de voorwaarde, dat X een interval is, kan 

vervallen 9 daar alleen naar w wordt gedifferentieerd) geldtg 

Daar p strikt TP3 is, geldt p > 0 op (x,n)o Indien dus p 1 (x1,w0 ) > 0 

voor zekere x 1 E X11 dan is p 1 (x1;w0 ) > 0 voor alle x > x 1 • x E Xo Indien 

p 8 (x2 tw0 ) < 0 voor x2 E Xil dan is p'(x 9w0 ) < 0 voor alle x < x29 xE Xo 

Dit houdt in, dat de verzameling van nulpunten van p 1 (x 9w0 ) van de vorm 



- 29 ... 

In X is 9 waarbij I een al dan niet leeg interval voorstelto Links van 

deze verzameling is p'(x 8 u>o) < 0 en rechts is p'(x 11 w0 ) > Oo 

Stel nu dat In X meer dan een punt bevat 8 doWoZo In X bevat twee 

disjuncte verzamelingen van positieve µ-maato Daar p > 0 is ook de 

P -maat van deze beide verzamelingen positiefo Zij 
WO 

0 < £ = P (In X) < 1 o 

WO -

Di t ZOU betekenen 9 dat er voor a > i .. £ meer dan een <fl 6 1{t2 ZOU zijn • 

waarvoor <fl = 1 op Ic f'l X en ljl ( w0 ) = a o Voor ieder van deze toetsen geldt 

bovendien 

l/l'(w0 ) = J p'(x.w0)<t>(x)dµ(x) = J p'(x 9w0 )dµ(x) = 
X X 

=½;;I p(x,w)dµ(x) 

X w=wo 

= Oo 

Dit is echter in tegenspraa.k met paragraaf 5o4 9 waar de uniciteit werd 

aangetoond van de toets <fl 1 e J'n2 8 waarvoor 1/J 1 ( w0 ) = a en 1/J 1 ( w0 ) = 0 o 

In X bevat dus hoogstens een punt 9 zodat p' (x 9w0 ) van de vorm is 

p O ( x • WO ) < 0 voor x < XO , x E X 

> 0 voor x > xo• x € Xo 

In de vorige paragraaf werd aangetoond 8 dat de type A gebieden met 

onbetrouwbaarheden a 1 en a2 de kritieke gebieden zijn van toetsen 

<I> 1 , <fl 2 6 7r½ 9 waarvoor 9 i = 1 , 2, 

X 

Zij S. de verza.meling 9 waarop 
1 

X 

<fl. < 1 is (een interval doorsneden met X)o 
1 

Daar het gevali waarin a 2 = 1 triviaal is• veronderstellen wij dat 

a 1 < a2 < 1 en dus dat 

is aequivalent met 

µ(Si)> 0 voor i = 10 2o De relatie I/Ji 1 (w0) = 0 
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J p' (x 9 w0)( 1 - 4>i (x) )d1,1(x) = 0 9 i = 1 • 2o 

X 

Indien 1J { <x0 }) = O • dan is p' (x • w0 ) IJ· .,. bijna overal ongelijk aan nul 

en bevatten zowel s1 als s2 dus punten waar p-• (x,w0) < O en punten waar 

p' (x 9 w0) > Oo Indien 1,1({x0}) , Oa doch p' (x0 ,w0) = 0 9 dan bestaat hier

naast de mogelijkheid• dat s1 = {x0} en/of s2 = <x0 }o 

Volgens lemma 4o1 geldt V(4> 1 - 4>2) ~ 1a Veronderstel 1 dat 

V(4> 1 - 4>2 ) = 1 en dat 4> 1 - 4>2 van teken wisselt in de volgorde - +, Zij 

(x11x2) het grootste open interval zodanig dat 4> 1 = 4>2 = 0 op X n (x1,x2)a 

Dan is 4> 1 - 4>2 van de vorm 

!O voor X -~ x 19 X 6 X 

4> 1 (x) - 4>2(x) = 0 voor x, < X < X 9 X 
2 .ex 

~ 0 voor X ! x2 , X E- Xo 

Nu geldt s1 f"'I s2 S. [?c 19x2Jo In het geval, dat {x11x2) leeg is, dient 

[x 1 8x2] als {x0} te worden geinterpreteerdo Indien 1,1 ( {x0}) = 0 • houdt 

dit in• dat [x1,x2] punten bevat waar p'{x 1 w0) < 0 en punten waar 

p' (x.wo) > o. doWoZo 

Echter 

> O voor x ! x2 • x e X 

< 0 voor x ~ x1, x 6 Xo 

J p' (x,w0) [4' 1 (x) - 4,2{x)] dµ(x) = 0 9 

X 

en dus zou $1 = $2 booo op Xo Dit is een contradictie 9 daar a 1 < a2o 

Indien µ({x0}); 0 9 dan zouden s1 en/of s2 uitsluitend het punt x0 kun

nen bevatteno In dit geval zou echter V($ 1 - $2) = 0 zijn, hetgeen de 

onderstelling V($ 1 - $2) = 1 tegenspreekto Hiermee is dus aangetoond, dat 

$1 - $2 niet een strikte tekenwisseling in de volgorde - + bezito 

Op analoge wijze kan warden bewezen 8 dat ook de volgorde + - onmo

gelijk iso Derhalve geldt V(4, 1 - $2) = Oo Daar a1 < a2 is $ 1 ~ 4-2 op X, 

hetgeen te bewijzen waso 
~ 
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5060 Monotonie van de po?er en envelope power 

Besehouw het tweezijdige toetsingsprobleemg V(h} = 2e w1 ~ w2 So, 

-1 voor w1 ~ w ~ w2 , we. O (niet leeg) 

h(w) = 

+1 elders op O (aan weerszijden niet leeg)o 

Wij besehouwen de klasse (Jf, van toetsen voor di t probleem met onbetrouw

baarheid ae Voor iedere w < w1 of w > w2 wordt de envelope power gede

finieerd door 
~ 

~(w) = sup ~(w}e 
rp&Ol, 

A) Zij p strikt TP2 op (X 9 0) en zij voorwaarde A vervulde Dan is de 

envelope power$ strikt dalend voor w < w1 op Oen strikt stijgend 

voor w > w2 op no 

Immers 8 de UMP eenzijdige toets <P 1e 7n,1 met onbetrouwbaarheid 

0 <a< 1 voor de situatie 

* h (w) = +1 voor w < w19 w 6 0 

-1 voor w ! w11 we a. 

heeft een strikt dalend onderscheidend vermogen (vergo paragraaf 5o2)o 

rp 1 heeft ook onbetrouwbaarheid a voor het oorspronkelijke tweezijdige 

probleem, zodat ;(w) = ~1(w) voor w < w1 op Oo Voor w > w2 verloopt 

het bewijs analoogo 

B) Zij p strikt TP3 op (X 90) en zij voorwaarde A vervuldo Volgens het 

in paragraaf 5o3 bewezene bestaat er een UMP zuivere toets rp0 E m2 
met onbetrouwbaarheid ao Het onderscheidend vermogen ~O van deze 

toets is strikt dalend voor w < w1 op Oen strikt stijgend voor w > w2 
op no 

Daar rp0 € 771,21 geldt V(rp0 - c) ~ 2 voor alle O ~ c ~ 1o Daar rp0 - c 

niet booo nul is (0 <a< 1!) 1 geldt V+(~0 - c) ~ 2 voor alle 

O ~ c ~ 1, indien V+($0 - c) = 2 9 dan treden de zwakke tekenwisselingen 

van $0 - cop in de volgorde + - + en kan ~O - c hoogstens twee nul

punten bezitteno Dit impliceert, dat ~O hoogstens een relatief minimum 
Ii 
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en geen maxima behalve rand-maxima kan bezitteno Indien ~O inderdaad 

~~n minimum bezit 9 dan is ~O dus strikt dalend (respo stijgend) links 

(respo rechts) van dit minimumo Daar $0 zuiver is 9 bezit ~O ~~n mini

mum tussen w1 en w2 o 

5o7o De likelihood-ratio test 

Beschouw het toetsingsprobleem waarbij nulhypothese en alternatief de 

parameterruimte n in m disjuncte gebieden verdeleni V(h) = m• 

1 voor w2i 

h(w) = 

Zij ni = {wg w2i < w < w2i+i• we 0} 8 i = o, 19 000, ~]. de parameter
waarden corresponderende met het alternatief en zij 

de parameterwaarden corresponderende met H0 links en rechts van nio Voor 

de likelihood-ratio test in deze situatie geldt $(x) = 1 (doWoZo ver

werp H0) op de verzameling 

waarbij 

en 

{x g sup p(x 9w);~ c • 
Un. 

l. 

~] 

sup p(x 9w) 9 x c X} = 
n-un. 

l. 

= U {x 
i=O 

sup p(x,w) ~co 
n. 

sup p(x 9w)} 11 X = 
n-vo. 

l. l. 

= ~~ {I:'{) 1:}] <l X, 
. 0 l. l. i= 

I7 = {x sup p(x,w) > C 0 sup p(x,w)} 
J. -n. n':' 

J. J. 

r: = {x sup p(x 9w) > C 0 sui p(x,w)L 
l. -'2. n. 

J. l. 
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Indian p TP,, is op (X 8 n) 5 dan is I7 n r: I) X de doorsnede van X en een 
~ 1 J. 

interval, i = o, 1,ooo 1 ~]o Voor i = 0 kan dit interval aan de linker-

zijde onbegrensd worden gekozeno Dit betekentg 

Indien p TP2 is behoort de likelihood-ratio test tot ?rime 

Kies x0 e I:' doWeZo erbestaat ean :rij 11}E n. 9 j = 1, 2 1 000 9 zodanig 
1 1 

dat 

. p(x0 ,ii)) 
lim=----,;:. C 

j- p(xo 8 w"") 
voor alle w E n:' o 

1 

Daar p TP2 isi geldt voor alle x > x0 , x EX 

p(x n')) p(xo ,wj) 
,;:. ... t 

p(x,w•) p(x08 w) 

jl 
x > x09 x E X9 kan een deelrij w worden ge= 

convergeert en dus 

voor alle w=e nio Dit houdt in& dat x 6 Ii voor alle x > x0 • x E Xe 

Derhalve is I7 n X de doorsnede v~ X en een aan de rechterzijde onge-
1 + . 

grensd intervalo Evenzo bewijst men 1 dat I. de doorsnede is van X en 
""' 1 + 

een links onbegrensd intervalo Dus is I. n I. n X de doorsnede van X en 
1 J. 

een interval! i = Ot 11 000 1 [f]o Voor i = 0 tenslotte, geldt n~ = ~. 

zodat r; ri I 0 eenvoudig als I 0 meet worden geinterpreteerdo Het feit, 

dat in dit bewijs quotienten worden gehanteerd is niet essentieel, zo

dat hat eventueel nul zijn van noemers geen problemen schept. 

Zij m ~ 11 p strikt TPm+i en zij voorwaarde A ve:rvuldo Volgens stelling 4o3 

is dan Jn een minimaal volledige klasseo Daar de likelihood=ratio test 
m 

tot J'1l behoorti is deze dus admissible~ 
m 
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