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Totaal positieve functies

1o Inleiding

Zij f(x,y) een re&le functie gedefini&erd voor alle x e X en y € Y:

XcR', Y €R.

Definitie 1.1,

f is totaal positief van orde k (TPk) op X x Y, indien voor alle

1sm £k, alle x, < X, < se0 < X0 Y, < Yo < a0 < Y %5 € X, yj ey,

1
f(x1,y1) f(x1.y2) sos f(x1.yh)

X, ses X (X, 37.) £(X,e¥s) soe F(X, sy )
o my |21 T2 2’|, o,
y1 600 ym ; 5

f(xmby1) f(xm;ya) o0 f(xm,ym)

f is strikt TPk‘ als deze ongelijkheden steeds strikt zijn.

f is (strikt) TP_, als f (strikt) TP_

N.B. Een TP functie is dus steeds niet-negatief; een strikte TP functie

is voor alle k = 1, 24000 o

is positief, Meestal zijn X en Y intervallen of aftelbare verzamelingen,

Lemma 1.1,

Zij fi(y), i =1, 25000 k, gedefiniderd en k=1 maal continu differen-

. . . . ] d
tieerbaar op een interval Y met algeleiden fg(y) = SLTT fi(y). Als

, dy
f1(y1) f1(y2) 600 f1(ym)

(a) f2(y1) f2(y2) a8 f2.(ym) . 0

o -]
] (]
[} e

fm(y1) fm(y2) soo fm(ym)

voor alle Y SV < soe < Vo yj € Y, en allem £ k, dan

1)

Deze syllabus heeft een voorlopig karakter en streeft niet naar vol=-
Jdedigheid.
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£,(y) £1(5) oo £ ()

£,(y) £3(y) ces To (y)

iv
o

(b)

o ©
] o
[}

£.7) £0(r) e £ (y)

voor alle y € Y en alle m £ k. Omgekeerd impliceert strikte ongelijkheid
voor alle y € Y en alle m < K in (b) strikte ongelijkheid voor alle

i <¥p <oeo <y Ys;€ Yy enallem Sk in (a)e

Bewijs:
Door in (a) van iedere kolom de voorgaande af te trekken (te beginnen

bij de laatste) en de middelwaarde stelling toe te passen, vinden wi]
1,..1 1,1 1,1
f1 (y1) f_l (y2> f,‘ (Y3) 600 f1 (ym)

1.1 1,1 1,1

. [ °
J= [ °
[} L]

1.1y 11 1,1
fm(Y1) fm(yz) fm(y3) oo fm(ym)

7 < y; < yj en dus Y, < y; < o060 < y;o Hierbij is essentiéel,
dat in een gehele kolom hetzelfde punt yj kan worden gekozen. Immers,

waarbij yja

voor iedere J = 25000, m, is de determinant na aftrekken van kolommen

ij - = Za.{f.(y.) = f.(y. =
te schrijven als F(yj) Fly. ,) al{fl(ya) fl(YJ_1)}

J=1
1 1,..1 . . .
= - i = - .T. .

(yj ng1)F (yj) (yj yj_1)2ulf1(ya), waarbij het niet relevant is,
dat de o, ook van Yjaq €0 Y; afhangen, Daar H(yj - yj_1) >0 is, is de
bovenstaande determinant dus niet negatief. Door deze procedure te her=

halen voor de laatste (m = 1), (m = 2)4s00, 2 kolommen, vinden wij
1,1 2 =1, Me=1
£,(v,) £5) G5 e AR

£,(y,) £a(5)) £3055) soo To (GET)

]

[}
[}

£a(v,) £h(v) B055) eeo T (ET)
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waarbi]j v, < y; < yé < 600 < yz-l <V (de bovenste indices zijn uiter=
aard geen exponenteni), Door nu y1 en ym naar y €Y te laten naderen,
volgt ongelijkheid (b) wegens de continufteit van de afgeleiden,

Het omgekeerde wordt met inductie naar k bewezen., Voor k = 1 is
het gestelde juist. Stel het is juist tot en met (k = 1) en veronderstel,
dat ongelijkheid (b) strikt is. Zij g = fi/f_l (f1 > 0!) en zij

aJ
J(y) =5 g; (y)o Voor y, <y, < oo <y, ¥; €Y, geldt

ay? J
f1(y‘1) 060 f.!(ym) 1 1 600 1
Sgn o o - sgn gz(y-l) 82(Y2) 600 82(}’ ) -
: : : : :
fm(y.i) 000 fm(ym) gm(y‘!) gm(y2 000 g (y )
1, 1 1, 1
g, (y,) 8,(y,) ooo gy(y )

[} o o
o [} ©
o o [}

1,1 1,1 1,1 1,1 1, 1
gm(yi) gm(yE) eoe gm(ym) gm(y2) gm(y3) °ee gm(ym)
waarbij yj,1 < y; < yj volgens dezelfde redenering als boven, Nu is
. i f£.(y) J J=1 s
J d i 1 d d
i (y) = oo = e . (y) + E a, :(y) == £.(y)s
i P I 8 2 Bl 1 O B LT R

waarbi] ag j(y) niet van i afhangt. Dus geldt voor alle y € Y en alle
®

m < k



£.(y) £1(3) oon £ (y) £.y) 0 0
_ i ) i ) f2(y) g;(y) soo g?’i(y) )
TEsen oo o | T . |
fm(Y) f;(Y) 600 f§m1(Y) fm(y) gm(y') 0600 gzni(y)

1 me=1
8,(¥) coc 8y (¥)

= o 0
= sgn ° o o
° o

g (y) ooe &' (y)

Volgens de inductie veronderstelling impliceert dit, dat

1 1
gz(yz) 600 gg(ym)

° °
o ° >0
° °

g;(yz) 600 gll(ym)

voor alle N < y3 < o0 < y, en alle m £ ko Voor ¥, < Y5 < 500 < Yy en

alle m < k heeft deze determinant echter hetzelfde teken als de deter-

minant in ongelijkheid (a).

Stelling 1,1, \

Als X en Y open intervallen zijn en alle hieronder aangegeven partiéle

afgeleiden bestaan en continu zijn, dan impliceert het feit dat f TP,

is, dat

Mo 1

f(x1 By) % f(x1 sy) 0600 f(xe! 3y)

aym==1
e

f(x ,y) C f(x Y) 060 “'a"":"" f(x 9}’)
o) 2 By T\ree e

[}
[}

Ev

o [+]
[} [¢]
0 s}

=1
f(meY) “‘Z‘y‘ f(xm‘Y) 6060 ’a:i"ﬁ::i‘ f(meY)




-5 =

voor alle X, < X, < 600 < X0 Xg € Xy, alley € Yenalle 1 <m <k, Op

zijn beurt impliceert dit, dat

3 me=1
f(X§y) ’537 f(X.y‘) 600 5 1 f(x’y)
Y
2 m
] ) 9
T f(x,y) m;- £(X5¥) ooo :‘;‘m f(x,y)
(b) o o ¥, 20
4 o .
5a=1 m a2m-52
) f(x’y) [ e f(x'y) 660 T f(x’y)
3™ 3xmu18y me’18ym_]

voor alle x € X en alle y € Y en alle 1 g m < k., Omgekeerds als onge=
lijkheid (b) overal strikt is, dan is ongelijkheid (a) overal strikt,

hetgeen op zijn beurt impliceert, dat f strikt TP, is,

k
Bewijs:
i-1
]
Pas lemma 1,1 toe op fi(y) = f(xi.y) op Y en op fi(x) = fx,y)
L oy
op X,

Voorbeeld 1.1,

Zij a(x) > 0 en b(y) > O voor alle x,y € R' en zij ¢(x) en y(y) stijgend

op Rqo Dan is

flx,y) = a(x)e¢(x)w(y)b(y)

strikt TP_ op R2o

Bewijs:
X.! coo xm m ¢(Xi)‘ll(y-)
Daar f( ) = I a(xi) I b(yj) s Det (e J) is het vol=-

Vi coo ¥ 1=1 J=1

doende om aan te tonen dat e¢(X)¢(y) strikt TP_ is, Vanwege de monotonie

van ¢ en ¥ is het voldoende om aen te tonen dat g(x,y) = e strikt TP

is, Nu geldts
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3 gn=1 Xy Xy n=1 %9¥
g(x,y) T g(x,4y) ooo ;;E:T g(x,,y) e X oo X,
o [} [} - o o o -
<] o ] = ] ° ] =
o] (o] ] ] (] 0
Me- 1 Xy Xy Xy
] m m m=1 "m
g(x_s¥) 5 g(x s¥) ooo ;}:-1- g(xm.y) e’ xe oo X @
2 me=1
1 X, X7 660 X
1 71 1
nyi nyi
=e . o =e I (x. =x.) > 0,
0 0 j<i J
2 me1
1T X X o060 X
m ‘m m

De TP eigenschap berust dus hier op de eigenschappen van de bovenstaan-
de VANDERMONDE determinant,

Lemma 1.2, (Aufgaben van Pdlya en Szegd)

Zij fi(t)D i=1; 25000y mp €N gj(t), J =1, 24000y m, gedefini&erd op
een verzameling T ¢ R1 en zij u een maat op T. Zij hij gedefini&erd door

de absoluut convergente integralen

h,, = [ £, (8)g;(6) Ault)s 1,5 = 1, 240se, m.

1J
T
Dan geldt:
h1,1 eee hT,m
h 000 h
m,i m,m .
r f1(t1) 0600 f1(tm) 81(t1) 000 gm(t1)
S POV I s S| anle) oo auley)
t, <t <o000<t
1 m |fm(t1) 000 fm(tm) g.l(tm) 000 gm(tm)
tséT
Bewijsg

Zij N de verzameling van alle permutaties m = (7(1),000, 7(m)) van de

getallen 1, 2,000, m en zij v(m) = 0, 1 al naar gelang m even of oneven

&



is, Dan is

h1’1 coo hl'm
h D00 h
m91 m,m
= o v(m)+v(m?)
—;TTTEH nﬁgn (_1) eoo fﬂ(1)(t1)g"9(])(t1) o600 ©

T T

o

f"(m)(tm)g“,(m)(tm)du(t1) 000 dU(tm) =

f](t1) 600 f1(tm) g1(t1) 0060 gm(t.l)
- 1 (] o [+] [+
—;‘nTI 600 I 0 ° ° o ° dU(t1) 600 du(tm)e
T T v
fm(t.‘) 000 fm(tm) 81 (tm) coo gm(tm)

Als t, = tg, voor s # s', is de integrand nul, Het integratie-gebied kan

dus worden gesplitst in m! delen van de vorm

t“"(1) < tﬂ"(z) < 060 < t“n(m)a

waarbij 7" de verzameling I doorloopt. Daar het verwisselen van t's in
de integrand neerkomt op het verwisselen van kolommen respectievelijk
rijen in de twee determinanten, is de waarde van de integraal over zo’n

)2\)(.",")

gebied gelijk aan (=1 = 1 maal de waarde van de integraal over

het gebied t‘l < ta < 600 < tmo

Dit resultaat wordt in de theorie voortdurend gebruikt., De belang-

rijkste toepassing is:

Stelling 1.2,

Zij f(x,t) (strikt) TP, op X x T en g(t,y) (strikt) TP, op T x Yo Zij
h(x,y) gedefini&erd voor alle x € X en y € Y door de absoluut conver-

gente integraal

h(x,y) = j £(x,8)a(t,y)au(t),
T
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waarbij M een maat op T Q,R1 voorstelt met een spectrum, dat tenminste

k punten bevat, Dan is h (strikt) TP, op X * Y,

Bewijs:
Pas lemma 1.2 toe op fi(t) = f(xigt) en gj(t) = g(t,yj)°

Het vaststellen van de TP eigenschap bij een bepaalde functie, ge=
schiedt steeds met behulp van de stellingen 1.1 en 1,2 en enige aan

lemma 1.2 analoge relaties voor de determinanten uit stelling 1.1,

2. De variatie verminderende eigenschap

Zij h een functie gedefini&erd op Y & Rjo

Definitie 2,1,

Het aantal tekenwisselingen V(h) van h op Y is gelijk aan k, indien een
rij Yq ¥ < 000 < ¥paqe ¥; € Y, waarvoor hetzij (m’i)'J 1h(y ) > 0 voor
alle j = 1, 25000, m + 1, of (=1)Jh(y ) >0 voor alle j = 19 25000y M+ 1,
bestaat voor m = k, docht niet voor m =k + 1,

Het aantal zwakke tekenwisselingen v'(h) van h op Y is gelijk aan k, in=
dien een rij yyE < Y5 < 500 <V m+i® V3 € Y, waarvoor

J

hetzij (= 1)J ]h(y ) 20 voor alle j = 1, 2,000, m + 1, Of (= 1)Jh(ya) >0
voor alle j = 1, 290009 m + 1, bestaat voor m = k, doch niet voor m = k + 1,

Bij het tellen van zwakke tekenwisselingen wordt dus gezocht naar het
maximale aantal tekenwisselingen, dat kan worden verkregen, door de

functie in zijn nulpunten een arbitrair teken toe te kennen,

Als V(h) = k, is voor alle rijen Yy € V5 < ove < Yy die aan de defi=

nitie voldoen, hetzi]j steeds h(yj) > ngof steeds h(yi) < 0, Anders zou
immers een rij met (k + 1) tekenwisselingen kunnen worden samengesteld,
Wij geven dit aan, door te zeggen, dat h k tekenwisselingen heeft in de
volgorde (+ = + = ..,) respe (= + = + .55)o Dezelfde conventie kan ook

voor de zwakke tekenwisselingen worden gehanteerd, tenzij Y slechts

(k + 1) punten bevat en h = 0 op Y, In dit laatste geval is de volgorde

onbepaald,



Stelling 2,10

zZij f TP, op X X ¥, zij U een maat op Y en zij g(x) voor alle x e X ge=

definig&erd door de absoluut convergente integraal
sx) = | lxnpan).
Y

Indien V(h) <k = 1, dan is V(g) < V(h); als V(g) = V(h) dan vinden de

tekenwisselingen van h en g in dezelfde volgorde plaats,

Bewijs:
Stel V(h) = m, Er bestaat een partitie Yoo Yopo00p Y oy van ¥, zodanig,
dat y; , €Y, ,eny; € Y. impliceert y. , <y; en h(yi_1)h(yi) 20,

met strikte ongelijkheid voor minstens &&n paar Yiqo¥is 1= 2335000em + 10
Zonder verlies van elgemeeriheid veronderstellen wij, dat h(y) 2 O voor

y e Y1 en dus dat (-ﬁ)l+1h(y) %0 voor y € Y. Zij

60 = | @]y § = 1y 2pay m k1,

Y.
1
zodat
mt 1 .
141
glx) = J (=1)77 g, (x).
1=1
Voor x, < X, < oo0 € X, geldt

<X X
mE1® 7

x1 0600 Xm‘!_"g
Sy (1T IR ] e b, Dlautr) s ailag, ) 2 0,
000 2
Ym+1 Y1 1 m+1

daar f TP is en m + 1 < k. Hetzelfde geldt voor iedere onderdeterminant,
mits de oorspronkelijke volgorde van rijen en kolommen niet wordt ver=
anderd,

Veronderstel, dat de stelling onjuist zou zijn en dat dus hetzij

V(g) > m zou zijn, of V(g) = m doch g(x) < O links van zijn kleinste

tekenwisseling, Dit is equivalent met de bewering, dat X. <%, <00 <X

i 2 m+ 1

&



zo gekozen kunnen worden, dat g(xi) = (ui)lai met o. > O voor

i= 1, 25000y m + 1, Dit betekent, dat het stelsel vergelijkingen

a1G1(x1) + a262(x1) + 500 ta . .G . . (x.) = =a

m+d m+1 71

8,0y (xp)  +aplylxy) oo +oay, Gyy(x) = g

1

o o
[} [}
o] o]

) = (=)™

a1G1(xm+1) * a2G2(xm+1) *ooeo ¥ am+1Gm+1(xm+1 m+
voor deze X, < X, < oco0 < X en o, > 0 een oplossing a. = (m“l)i+1
1 2 m+ 1 1 1

i = 19 2'0009 m + 1’ Zou hebbene
Indien D = det (Gi(xj)) > 0 heeft het stelsel echter een unieke oplos=

sing, waarbij

=y Gylxy) Gaq (%)
0 o} 0o
° o o m'iai
m+ i = a.D.
. = (“1) am+1 Gz(xm+1) 600 m+](xm+1) - i=1 11
1 D D ’

waarin Di 2 0 de determinant is, die uit D wordt verkregen door wegla=

ten van de eerste kolom en de i=de rij., Dus geldt a

< 0, hetgeen in
1+
(,1)1 1

1
en dus het bewijs levert voor het geval

tegenspraak is met a, =
waarin D > O,

Daar D > O, resteert het geval D = O, Het bewijs verloopt met inductie
naar V(h), Voor V(h) = 0 is de stelling juist; stel, dat de stelling
juist is voor V(h) <m = 1 en onjuist voor V(h) =m < k = 1, Daar D = O,
kan voor zekere io de ioede kolom van D geschreven worden als een lineai=

re combinatie van de overige kolommen:

G. (X.) = 2 AeG-(Xs)g j = 19 29000. m+ 1,

Zij b. = a. + a. A.. Het stelsel
i i igi



b6, (x,) +°°°+biom1Gio=1(x’a) +b:'Lo+=1 io+1(x1) toootby 4Gy (%)
[+

N = =0

biGi(xm+1)+°°°+bi0~1Gio=1(xm+1)+bio+1Gio+1(xm+1)+°°°+bm+1Gm+1(xm+1)=

_ w1
. i +1
. +
zou dus een oplossing bi = (==1)l T (=1) 0 Ai”

1= 1000y 1, = 1, io + 15000 m + 1, hebben, Beschouw de functie

0
. i +1
B~4)1+1 + (=1) 0 Aijlh(y)| voor y € ¥;, 1 # ij,

n(y)

=0 voor y € Y. o
o

h%(y) heeft geen tekenwisseling op &&n der verzamelingen Y.o Daar h = 0

op Yi is V(h%) sm=1o0p Y, Volgens de inductie-veronderstelling geldt

0
dus voor
* I % i+1 5‘0"’1
g (x) = | flaxyy)n (auly) =} [(=1077" + (=1) 7 A6, (x),
i#io

V(g#) gm = 1o0p X, Echter, volgens het bovenstaande geldt

%( ) _ [( i+1 + ( )i0+1)\] ( ) - J
g (x;) = izio =1) =1 54 Gs x;) = (=1) o5

J = 15 25000y m+ 1,

waarbl] x, < x. < < x
aarbij x, 5 600 -y

en o > 0, Dit is in tegenspraak met
V(g ) £m = 1o

Stelling 2,20

Indien, onder de veronderstellingen van stelling 2.1, f bovendien strikt
. + . oo

TP, is, dan geldt zelfs V (g) < V(h), tenzij h = 0 u = bijna overal op Y.

Indien niet h = 0 u = bijna overal op Y en indien V+(g) = V(h), dan vin=

den de zwakke tekenwisselingen van g plaats in dezelfde volgorde als de

tekenwisselingen van h,

&
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Bewiéss

Als h 2 0 u = bijna overal op één of meer der Y. uit het vorige bewijs,
dan her=defini&ren wij h = O op deze Yi en verkleinen zo V(h) zonder g
te veranderen., Zonder verlies van algemeenheid veronderstellen wij dus
verder, dat V(h) =m <k = 1, dat h # 0 u = bijna overal op elk der Yoo
i=1, 2,000, m+ 1, en dat b 2 0 op T, Wij volgen nu verder het be=
wijs van stelling 2.1 met twee verschilpunten.

Ten eerste is nu f strikt TP, en h # O bijna overal op ieder der Y., z0=

k
dat nu D = Det (Gi(xj)) > 0 voor alle X, < X, < 000 <X .5 0ok alle
onderdeterminanten zijn strikt positief,
Het tweede verschil is, dat wij ditmaal het bestaan veronderstellen van

X, <Xy < ooo € X .., zodat g(xj) = (m‘i)Jajb waarbij nu o5 > 0 in plaats
Vanaj>00

Ondanks deze wijziging leidt het eerste deel van het bewijs van stelling 2.1
= 1, a

(waar D > O werd verondersteld) ook nu tot de contradictie a < 0,

1 1
Er zijn dus geen m zwakke tekenwisselingen in de "verkeerde" volgorde en

dus ook niet meer dan m zwakke tekenwisselingen.

NoBo Uit het bewijs volgt tevens dat g hoogstens V(h) = m nulpunten kan
hebben, tenzij h = 0 bijna overal en dus g = O (Kies alle oy = 0). Als

X meer dan (m+1) punten bevat ligt dit voor de hand, daar toevoeging

van é&n extra punt aan (m+1) nulpunten (m+1) zwakke tekenwisselingen ten
gevolge zou hebben, Indien X echter uit (m+1) punten bestaat is dit min=
der duidelijk., In een zeer speciale interpretatie staat dit overigens
wel in de stelling, daar ée (m*1) nulpunten m zwakke tekenwisselingen

zconder bepaalde volgorde vormen,

Uit stelling 2.1 en 2,2 tezamen kan nog de volgende precisering worden

verkregen:

Stellinﬁ 2030

Zij f strikt TP op X x Y, zij u een maat op Y en zij g(x) gedefini&erd

voor alle x € X door de absoluut convergente integraal

glx) = I f(x,y)h(y)duly).
Y
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Indien V(h) = m < k = 1 en de tekenwisselingen van h zich in de volgor-
de (+ = + = ,0,) afspelen, dan is hetzij h = O u = bijna overal op Y,

X

e 1] ww = < < <
of er bestaat een rij X X, £ X m = X1

0 & Xy = «, zodanig,
dat

2§000§

. m
g(x) > 0 voor X53 <x < Xps 499 X € Xy 1 =0, Tg000, EEJ

. m=1
g(x) < 0 wvoor Xpspq S X < Xpins X E Xy 120, 15000 E‘E’J°

Het bewijs van deze stelling is zeer gedetailleerd en wordt hier niet

gegeven,
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Indien V(h) = m <k = 1 en de tekenwisselingen van h zich in de volgor=
de (+ = + = ,0,) afspelen, dan is hetzij h = 0 y = bijna overal op Y,

of er bestaat een rij == = x. < x. < x2 S 000 S X = «, zodanig,

0 = *4 = X5 = Xpt
dat

1]

g(x) > 0 voor X,. <X <Xy 1y XE Xy 1=0, 14000, [%]

. M=
g(x) <0 VoOr X, . <X <Xy o5 X € Xy 120, Ty000, [=-=2—-:lu

Het bewijs van deze stelling is zeer gedetailleerd en wordt hier niet

gegeven,

Indien wij bovendien nog differentieerbaarheid veronderstellen kan de

variatie verminderende eigenschap nog iets worden verscherpt:

Stelling 2.k,

Zij f strikt TP, ©op (X,Y), waarbij X een open interval voorstelt, en zij

f (k=1) maal continu differentieerbaar naar x voor alle y € Y, Zij u

een maat op Y en h een functie op Y zodanig, dat

g(x) = j £(x,3)0(y)au(y)
Y

(k=1) maal naar x kan worden gedifferenti&erd onder het integraal teken.
Indien V(h) < k = 1, dan bezit g ten hoogste V(h) nulpunten met inacht-

neming van multipliciteiten, tenzij h = O u = bijna overal op Y.

Het bewijs wordt hier niet gegeven,

3, Totaal positieve wh=dichtheden

Zij F(x,w) een familie wh, verdelingsfuncties met drager XIQ;R1, para=
meter w € Q € R' en dichtheden p(x,w) met betrekking tot een o=finiete

maat 4 op X

x
Plx,u) = Jp(t,w)du(t)o

£
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Uiteraard is iedere wh=dichtheid p TP.., p is TP, indien voor ieder

i 2
paar x, < X, € X en ieder paar Wy < Wy € Q
P(x19w1) P(x1sw2) > 0
- ]
plxypw,) plx,yw,)
doWoZo

plx ouy)  Plxgeuy)
<
p(xlﬁwalj - P(xlsw-l)

doWoz, indien voor w, < W, € Q de likelihood=ratio

1

p(xﬁo“z) .
;TE-E"T niet-dalend is in X,
LS

De (strikte) 'I'P2 eigenschap betekent dus, dat wij met een (strikte) mo-

notone likelihood=-ratio familie te maken hebben., De beperking tot wh=
dichtheden heeft tot gevolg, dat deze TP, families monotonie bewarend

2

zijng TP3 families bewaren convexiteit:

Stelling 3,1.

zij plx,w) en TP, familie wh=dichtheden op (X,R) en zij

2

gi(w) = [ p(xsw)hi(x)du(x)B i=1, 2,
% ,

Indien h,3 niet=dalend is, is g, niet dalend, Indien bovendien h2 con=

vex is in h1 en p TP3

Als p strikt TP2 is, is g, zelfs strikt stijgend, tenzij h

is, dan is g, convex in 8yo
g TCH = bij-

na overal., Als p strikt TP_ is, is &5 zelfs strikt convex in g; tenzi]

3
h2 lineair in h,i is yu = bijna overal,
Bewigsg

Daar hj(x) = ¢ voor iedere constante c hoogstens &&n tekenwisseling

heeft in de volgorde = + geldt hetzelfde voor

g (w) =c = I p(x,w)[h1(x) = clau(x),
‘ X
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. . . . +
zodat gy niet-dalend is. Als p strikt TF, 1s, is zelfs V (g1 - c) 1

2
en g, dus strikt stijgend, tenzi] h.E £ ¢ ¥ = bijaa overal.

<
£

Daar h, convex in h, heeft h2(x) - a = bh1(x} hoogstens twee tekenwisse=

lingen in de volgorde + = +, zodat hetzelfde geldt voor

gz(w) - a = bg1(w) = j p(x,w)[hz(x) -8 = bh1(x)]du(x)9
X

. . . . . +
doWoZe g, 1s convex in g,o Als p strikt TP_ 1s, 1s V (g2 = g = bg1) 22,

3

doWeze &, is strikt convex in g1» tenzij h2

-8 = bh1 20 u = bijna

overal..

N.B. De bovenstaande TP2 en TP3 eigenschappen zijn voldoende maar niet
nodig voor het bewaren van monotonie en convexiteit in de hier gegeven
formulering. Indien q(x,w%=-=§a F(x,w) bestaat, is nodig en voldoende,
dat q TP, resp. TP, is,

1 2

Wij besluiten deze paragraaf door op te merken, dat behalve alle één=
parameter exponenti&le families ook de niet=centrale F, t en x2 verde=
lingen met betrekking tot hun niet=-centraliteits parameters strikt TP_

dichtheden bezitten., Een bewijs wordt hier niet gegeven,

L, Toetsingstheorie

1
Gegeven is een familie wh=-verdeélingsfuncties F(x,w), met drager X S R ,
parameter w € Q & Ri, en dichtheden p(x,w) m.b.t. een o=finiete maat n

op X3

X
F(x,w) = J( plx,w)du(t).

T =m0

Op grond van een waarneming van x met een onbekende verdeling uit de fa-
milie (x is bijv. een sufficient statistic voor het probleem) wensen wij
een hypothese HO over w te toetsen, Er zijn twee mogelijke beslissingen.
Beslissing 1: verwerp HO niet; Beslissing 2: verwerp Hoo Gegeven ziJn

twee meetbare verliesfuncties L1(w) en L2(w), die het verlies voorstellen

&
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bij het nemen van beslissing 1 resp. 2, indien w de ware parameterwaarde
is,
Wij defini&ren

h(w) = L1(“°) = Le(w)o

In toetsings=terminologie luidt de nulhypothese: h(w) < O, het alterna-
tief h(w) > O en het indifferentiegebied: h(w) = 0, h geeft echter bo=
vendien de kracht van onze voorkeur voor verwerpen of niet verwerpen

van H, aan. Zij V(h) als tevoren het aantal tekenwisselingen van h op .

Wij veronderstellen steeds, dat h van teken wisselt in de volgorde

4+ =+ = 500 o De kleinste waarden van w behoren dus tot het alternatief,
zodat beslissing 2, verwerpen van HO‘ daar gewenst is,

Zij ¢ een beslissingsfunctie of strategie, d.w.z. ¢ is een meetbare

functie op X en stelt de lotingskans op beslissing 2 (verwerpen van Ho)
voor, indien x = x wordt waargenomen. Wij identificeren beslissings-

functies ¢1 en ¢2 als ¢1 = ¢. U = bijna overal. ¢ behoort tot de klas=

2
se }nm van monotone strategieén, als ¢ van de vorm is (voor x € X):

. m
1 als Xps <X < Xyigpio= O3 Tyocey &ﬂ

$(x) = Aj als x = X; s 0 < Aj S 153 =15 25000, m,
0 elders op X,

waarbij == = x < X, S e00 S X = », Als alle x. verschillend

0 m = *m+1
zijn, prefereren wij dus beslissing 2 in E%] + 1 intervallen, beslis=

. . +11 . cen s .. .
sing 1 1n EE§lJ intervallen, terwijl 1n m punten mogelijk loting plaats
vindt, Uiteraard geldt mm c jran o
Het risico behorende bij een strategie ¢ en een ware parameterwaarde

is het verwachte verlies

(i) = [ [(1= o)L, W) + ()L (w)]p(x )au() =

X

= L,(w) = [ ¢ (x)h{w)p(x,w)du(x).
X
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Indien H een a priori verdeling op R voorstelt, dan is het bij een stra=

tegie ¢ behorende Bayes risico tegen Hs

o(1,6) = | pluy$)an(w) =
f
= [ 1, aw) - [ [ pxenoe] . st -
Q X
= [ 1y a) - [ stosman,
9] X
waarin

g(x) I p(x,w)h(w)aH(w),
Q

Wij veronderstellen, dat deze integraal absoluut convergeert voor alle
x € X, De Bayes-strategie&n tegen H, d.w.2z., de strategie&n ¢ waarvoor
p(H,¢) minimaal is, worden dus door de functie g bepaald, Voor g(x) > O

is ¢(x) = 1 (verwerp HO)’ voor g(x) < 0 is ¢(x) = 0 (verwerp H. niet);

0
op de verzameling {x:g(x) = O} is de Bayes=-strategie onbepaald.

Stelling U,1,

Zij V(h) = m en zij p strikt TP ,q ©P (X49)s Dan zijn voor een wille=

+1
keurige a priori verdeling H hetzij alle strategie&n Bayes, of de

Bayes strategie behoort tot ?nm en is eenduidig bepaald, behalve wel=
licht in sommige der punten x

jnm beschrijven,

1S Xy S ec0 S Xy die deze strategie in

Bewijs:
Volgens stelling 2,3 is hetzij h = 0 H = bijna overal en dus g = 0 op X,

in welk geval alle strategieén Bayes zijn, of
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. m
g(x) >0 wvoor Xp; S X S Xpii4p X € X 1 =0,y 14000, [52-]
3 m“ﬂﬁ
g(x) <0 voor Xpi41 <x < Xpi4ps X € X3 1 =0, 19000y [ ]
waarbij == X) SX, Seoe $X X .. = @ Daer glx) : O impliceert dat
$(x) = behoort de Bayes strategie tot ?71 hij is eenduidig bepaald
behalve in nulpunten van g, Dit kunnen geen sommige of alle der x,,B oo X

zijn,

N.B. ¢ is dus slechts niet van de vereiste vorm in het triviale geval,
dat de a priori verdeling H zich concentreert in de nulpunten van

h = L,Il = Lzo

Een verzameling van strategie@n_%navormt een essentiéel volledige klas=-
se, indien er voor iedere ¢1 ¢ 9N een ¢2 em bestaat, zodat

p(w9¢2) < p(w,¢1) voor alle w € Q, M is volledig indien de ongelijk=
heid bovendien steeds voor minstens &&n w € § strikt is. 7L is minimaal
volledig indien 77Lvolledig is en ¢1,¢ € 371 p(w,¢ ) 2 p(w,¢2) voor
alle w €  impliceert, dat ¢ ¢ U = bijna overalc

In het algemeen vormen de Bayes strategleen onder lichte regularltelts-

voorwaarden een essentiéel volledige klasse. Wij gebruiken hier

Voorwaarde A

Er bestaat een aftelbare deelverzameling QO ¢ Q, zodanig, dat er voor

o000 & QO

lim h(w_ ) = h(w) en 1lim p(x,w ) = p(x,w) voor u = bijna alle x € X,
o n oo n

iedere w € Q een rij Wey W bestaat, waarvoor

Dan geldt:

Stelling 4,2,

Zij V(h) = m, zij p strikt TP 41 ©OP (X,Q) en zij voorwaarde A vervuld,

Dan isﬁﬂhleen essentigel volledlge klasse van beslissingsfuncties.

Het bewijs is een kwestie van techniek,
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Lemma )-I'ojo

Zij ¢ efm.m en ¢, strategie&n op X. Dan is V(% - ¢2) <m en indien
V(¢ - ¢ ) = m, dan verandert ¢ = ¢ van teken in de volgorde + = + = o0 o

Als oevendlen 6, €§TL , dan is V’(dui = 9, ) sm o= 1,

Bewijs:s
. m
1 wvoor X53 < % <x2i+“ xe Xy, 1=0, Y4000y [_é.]
¢,E(x) =X voor X =X,y Xx€ X, 1= 1, 24000, m

0 elders op X,
met =@ = Xy S X, S ee0 SX S X 4% % Daar 0. 3¢, 37, is
¢1(x) - ¢2(x) 20 voor x,. <X < x2.+1, x e Xy 1=0, 140009 “]

< 0 voor Xoip X < Xpine X €X, 1 =0, 15000, E%l 5

waarmee het eerste deel van de stelling bewezen is. Als ook ¢26 mm en
V(d:,ﬂ - ¢2) = m, dan zouden volgens het voorgaande (db1 = ¢2) zowel als
(¢2 - ¢1) m tekenwisselingen in de volgorde + = + = .., bezitten, het=

geen niet kan.,

Lemma, 1&02

Zij ¢]€§1’Lm en ¢, strategie&n op X, zij p strikt TP op (X,9) en zij

m+ 1

by = | el ante, 3 = 14 2,
X
het onderscheidend vermogen van ¢ o Dan is of ¢ ¢2 U = bijna overal,
of vt ( - w ) Smen UJ = ¢2

0, = ¢, lena overal,en. v (w - ¥, ) = m, dan vinden de zwakke tekenwis-

bezmt hoogstens m ndlpuntena Indien niet

sellngen van w = w plaats in de volgorde * o=t = 500 o
Als bovendien ¢ G?nm dan is of 4, = 6, DoOoy of v (11;,i =¥, ) gm =1

en ¥, = ¥, bezit hoogstens (m=1) nu,lpunteno



Bewil j H

Gebruik lemma 4.1 en pas stelling 2.2 en de opmerking erna toe op

by (8) = @) = [ o) By () = 0,00 Jaut)
X

Stelling 4.3.

Zij v(h) = m, zij p strikt TP 41

Dan is ‘mm een minimaal volledige klasse beslissingsfuncties.

op (X,9) en zij voorwaarde A vervuld.

Bewijss
Volgens stelling 4.2 is er voor iedere strategie ¢2 een ¢1emm met
p(ws9,) 2 p(wy9,) voor alle w € 2, doWozo

0 5 pluy8) = pluyd)) = B(w) | By () = b, (e)]au) =

X

h(w) [v,(w) = v,(w)]

voor alle w € Q, Daar V(h) =m bestaat er een rij w, < W, < co0 < Wotqe
zodat (=1)*" h(w ) >0 en dus (=1)* 1[19 (w;) = v, (0, )] 2 0 voor

i =1, 24000, m + 1, Derhalve is v (lP - wg) _mo Volgens lemms 4.2 is

dus 3f ¢, = ¢, b0, OF 4, ¢ i'n,m, v (b, = ¥y) =men ¥, - v, bezit

hoogstens m nulpunten, Indien ¢, dus niet geidentificeerd kan worden

2
met een strategie in m dan geldt dus voor minstens &én

i
1,6 {1, 24000y m + 1} (1 0= [w (w; ) = wy(w; )] > 0, of
1 2 3
p(w, ,¢,.) > p(w. ,¢.), hetgeen de volledigheid van 9. aantoont, Indien
1 2 1 1 m
0 0
¢26 ?Tl.m dan is q>2 =4, b.0., hetgeen bewijst, dat 7TLm minimaal is,

N,B. Uit het voorafgaande is met behulp van stelling 2.3 nog iets meer
te halen, Indien ¢ € mm’ ¢y ¢‘m, (QoWozo ¢, is niet met een strategie
uit m te :Ldentlflceren) en p(w,¢ ) < p(w,¢2), dan is volgens het bo=
vensta.ande v (\p - ¥, ) = m. Door toepassing van stelling 2.3 iopove
stelllng 2.2 op de s:.tua.tle in lemma 4.2 vinden wij, dat w = we van de

vorm is:
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. m
wj(w) - wa(w) >0 voor Wy, €W < Wy .y wEQ 1=0y T5000, EJ
. e
< 0 voor w2i+1 < W < (.02i+2’ w e 99 1= Og 1,0003 E“‘é“ )

TR T M T M

der Wepooop wm gelijk aan + « en kunnen hoogstens twee opeenvolgende w,
samenvallen, Daar h(w)[wi(m) - wz(m)] > 0 is, geldt

o . + .
waarbij == = w = <, Daar V (w1 - w2) =m is geen

. m
h(w) >0 voor Wys WS Wy W € Qy 1 =0, Tyoo0y &gi
Cs M= 1

s 0 voor Wyspq SO < Uy o W € 0 1 =03 150004 =3=lo

Daar V(h) = m is het zinvol de verzameling {wi,ooo, %n} een stelsel

teken=wisselpunten van h te noemen., Een dergelijk stelsel behoeft voor

h uiteraard niet uniek te zijn. We kunnen nu concluderen dat wj(w) = wz(w)
slechts nul kan zijn op &én stelsel teken=wisselpunten van h, Hieruit
volgt dus, dat p(w5¢1) < p(w,¢2) behalve in de nulpunten van h en even=

tueel op &én bepaald stelsel teken-wisselpunten van h,

Bij de huidige stand van de theorie valt hierna weinig meer over de si=
tuatie te zeggen zonder verder gaande regulariteits voorwaarden. Deze

dienen om stelling 2.4, de sterkste versie van de variatie verminderen=
de eigenschap, toe te kunnen passen. Daar van deze stelling slechts een
bescheiden gebruik zal worden gemaakt, zal het zonder twijfel mogelijk
zijn het gestelde doel onder lichtere voorwasarden te bereiken, dan hier

worden gehanteerd.,

Voorwaarde Ak

Q is een niet leeg interval; p(x,w) is k maal continu differentigerbaar
naar w op  u = bijna overal op X en voor iedere strategie ¢ is het on=
derscheidend vermogen ¥ k maal continu differentiéerbaar op 2, waarbij

de differentiatie onder het integraal teken kan worden uitgevoerds

k k
d wliw) - f C P(XI;‘”) o(x)dulx),
dw

X )
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Voorwaarde B

Q is een niet leeg interval; h bezit hoogstens een aftelbaar aantal dis=

continufteiten op 93 als V(h) = m, dan is h van de vorm

h(w) > 0 voor oy WS Wy .y wE Qs 1 =0, Tg000, Eﬂ
.« m=1
< 0 voor Wyt b4 <m<w2i+2’ WeE Ny 1 =0, Tgoooyg Ezwg
Waarbij =% = wo < w,l < 600 < wm < wm+1 = @,

N.B. Het laatste betekent dus, dat het stelsel teken-wisselpunten

Wigoooy W van h uniek is en dat de nulpunten van h hierin bevat zijn,
Uiteraard kunnen weer hoogstens twee opeenvolgende W gelijk zijn, Wij
merken op dat B en A, (waarbij slechts continufteit van p in w wordt
ge€ist3 continulteit van ¥ volgt dan automatisch via het lemms van Fatou)
samen slechts weinig sterker zijn dan voorwaarde A, Het voornaamste ver=

schil is de eis, dat Q een interval is,

Door nu stelling 2.4 i.p.v. stelling 2.2 of stelling 2.3 toe te passen

kan lemma 4.2 worden versterkt met

Lemma, h030

ZiJ 96, € }Tkn° zij p strikt TP 4y ©P (X,R) en zij voorwaarde A _, en

voorwaarde B vervuld., Dan is of ¢1 = ¢2 4 = bijna overal, O&f wj = ¥,

bezit hoogstens (m=1) nulpunten met inachtneming van multipliciteiten.
Stelling 4.3 kan nu als volgt worden uitgebreid.

Stelling L,.bL,

Zij V(h) = m, 2zij p strikt TPm op (X,9) en zij voorwaarde A _,en

+1 1
voorwaarde B vervuld. Dan is ?nhleen minimaal volledige klasse, Boven=
dien bestaat er voor iedere ¢ ¢ ?7Hn slechts één ¢, € ?Tlm (uniek y = b,0,)

zodanig, dat p(w,¢1) S p(wyd) voor alle wE Q. Hiervoor geldt

p(w,¢ﬂ) < p(w,¢) behalve in de teken=wisselpunten van h.



Bewijs:

Voor m = 0 is de stelling triviaal., Voor m 2 1 impliceren de voorwaar=

den Am 4 en B voorwaarde A zodat de minimale volledigheid uit stelling 4.3
VOlgt °

Wegens B zijn de teken=wisselpunten van h uniek en bevatten de nulpunten
van h, Het laatste deel van de stelling volgt dus uit de opmerking na
stelling 4.3, Slechts de uniciteit van ¢1 behoeft dus nog bewezen te
worden.

Zij w

1 s W, 2 ooe & w het stelsel teken=wisselpunten van h, Daar

h(w)[w1(w) - ¥(w)] 20 voor alle w e @,

]
1
teken-wisselpunten, geldt

- ¥ continu is wegens voorwaarden A _. (m > 1) en h # 0 tussen zijn

\P.](wi) = 'b(wi). i= Ty 250005 Mo

Dit blijft juist voor een dubbel tékén=wisselpunt w, (twee samenvallen-
0]

de wi). daar h strikt tegengesteld teken heeft in w, en in een omgeving
0]

van w, o Voorts impliceert het bestaan van zo’n dubbel teken=wisselpunt

we dgt m 2 2; derhalve bestaat volgens voorwaarde Am—

q de afgeleide

(w?” - y') en is deze continu op Q. Dus

w1'(wio) = w'(wio)e

doWoZo w0, is een dubbel nulpunt van w1 = Yo De functie w1 = ¥ heeft
0 .
dus nulpunten in de teken-=wisselpunten van h met tenminste dezelfde

multipliciteit als de corresponderende teken=wisselpunten. Indien nu

9, € 77Lm en o(w,¢2) < p(wy$) voor alle w € Q, dan geldt hetzelfde voor
wz - ¥ en dus ook voor ¥, - wzo Dan bezit by = we dus minstens m nul-
punten met inachtneming van multipliciteiten, Volgens lemma 4.3 betekent

dit, dat ¢1 = ¢2 bijna overal.
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5. Toepassingen

5,1, Uniform meest onderscheidende toetsen (UMP toetsen)

Zij p strikt TP2 (monotone likelihood ratio) op (X,R) en zij voorwaarde A

vervuld, Beschouw het &énzijdige toetsingsprobleem: V(h) = 1,

w, € Q, h(w) = 1 wvoor w < Wy WEQ (niet leeg)

=1 voor w2 w,, w€ Q (niet leeg),
0 g3 O < Wy Hiervoor bestaat een
UMP toets met onbetrouwbaarheidsdrempel o (¢cfo LEHMANN),

doWezo toetsing van H

S w2 w, tegen H

Immers, iedere ¢ € m’l is niet-stijgend, zodat volgens stelling 3,1 het

onderscheidend vermogen

Y(w) = f plx,w)é(x)dp
X

een niet-stijgende functie van w is., Natuurlijk is er &&n en slechts
één ¢1€ﬁﬁh,zo dat w1(w1) = a. Daar ¥, niet-stijgend is, is dit een
toets met onbetrouwbaarheid o, Voor iedere andere toets ¢26.7T% met on=
betrouwbaarheidsdrempel a geldt wz(wl) < o, Daar V+(w1 - w2) = 0 vol=
gens lemms 4.2, is wl - w2 > 0 op 9, zodat ¢] uniform meer onderschei=
dend is dan ¢2° Voor iedere ¢¢$ﬂ1 bestaat er een ¢2 E?’ni met

p(w,¢2) < p(wy¢) voor alle w € Q en p(w,¢2) < p(wy¢) voor alle w # W,
(stelling 4.3 en de daarop volgende opmerking). Als ¢ onbetrouwbaar-
heidsdrempel o heeft, geldt dit zelfde voor ¢, en dus is of o, = 9,
bijna overal, of ¢, is uniform meer onderscheidend dan ¢p0 ¢1 is dus
de unieke UMP toets,

5.2, Onbestasnbaarheid van UMP tweezijdige toetsen

Zij p strikt TP2 op (X,Q) en zij voorwaarde A vervuld. Beschouw het
2’

tweezijdige toetsingsprobleem: V(h)

W w, € Q, h(w) = =1 voor w, g w g Wyy W E Q

<
T 2 1

+1 wvoor w < w,

; 8 W > wy, wERQ (aan weerszijden

niet leeg).



Er bestaat geen UMP toets,

Zij ¢ een toets met onbetrouwbaarheidsdrempel o voor het tweezijdige

probleem, Beschouw de &&nzijdige situaties

h%(w) = +1 voor W< W, € Q

=1 voor w2 w,, W €

Indien ¢¢ ﬁ')"l.,i dan bestaat er volgens het voorgaande een ¢2e m. zodat

wz(w) > P(w) voor w < Wy wz(w) < y(w) g o voor w > w, en wz(w1) S vlwy) g
¢, heeft dus onbetrouwbaarheidsdrempel a voor het &énzijdige probleem

en dus ook voor het oorspronkelijke tweezijdige probleem en ¢2 is uni=

form meer onderscheidend dan ¢ voor alle w < w_, ¢ is dus niet UMP voor

1
het tweezijdige probleem., Als ¢ € dan geldt, daar steeds 0 < o < 1
]

wordt verondersteld, dat niet ¢ = 0 of ¢ = 1 b.0,, en daar ¢ niet=stij-

gend is, is ¢ strikt dalend in w (stelling 3.1). Dit impliceert echter,

dat voor w > w, de toets ¢ = a strikt beter is, zodat ¢ niet UMP is voor

het tweezijdige probleem.

N.B. KARLIN wijst erop, dat de striktheid van de TP, eigenschap hier zeer

Lo 2

essentigel is, Voor de homogene verdeling op [O,@]bestaat er voor het

geval w? = w2 een UMP toets voor Hos w = w1 tegen H1s w # ) nl, ver=
werp H0 niet als aw, £ X g Wo Deze familie dichtheden is TP2 doch niet
strikt ’I‘P_| of TP28

p(x.,w.) plx, ,w,) sl voOr X, € W, < X, <

1271 1272 w1w2 1= " 2 = P

p(xz,wj) p(x2,w2) 0 anders
5:3. UMP zuivere toetsen
Zij m 2 2 en p strikt TPm+1 op (X,9) en zij voorwaarde Am—1 vervuld,

Beschouw het toetsingsprobleem waarbi] HO en H1 de parameterruimte in

(m*+1) intervallen verdelen, waarin beurtelings H, en Hy juist zijn:
V(h) = m,
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o m .
hi{w) = 1 Wye W< Wy Ly WE R 1=0, Ty000, Egl (alle niet leeg)
s _ m=1 .
=1 Yot S wg Wy ppo @ € Q1 =0, Tg0c0, ~3-J (alle niet leeg),

waarbij = = w. < w < W, < w, W), oso = o, Voorwaarde B is dus

o “ Y S¥% Y% a < Y
eveneens vervuld. Voor m = 2 is dit het tweezijdige probleem.,

Er bestaat een UMP zulvere toets,

Volgens stelling 4.4 bestaat er &&n en slechts &&n toets ¢1€:7nh, die
uniform beter is dan ¢ = o, doWoz-. o(w.¢1) < p(wy9) op Q en
p(w,¢1) < p(w,¢) voor w # Wiy i = 1y 24000, me Dus

) . m
>0 voor Wy, < W <y .y 1F 0y 10003 &ﬂ
¥, (w)

. -1
<O VOOr Whe. . €W < Wiy 1= 0y The00s &??q’

en w1(wi) =a, 1 = 1, 2,000, m vanwege de continuiteit,

Daar ¢, de enige toets is in ?nhlnmt p(w,¢1) < p(wyd) op 2, is ¢, de
enige zuivere toets in ?nnﬁ

Voor iedere zulvere toets %Eé 7nh'met onbetrouwbaarheidsdrempel o, be=
staat er een ¢3é 7"39 waarvoor p(w,¢3) < p(w,¢2) op ? met strikte onge-
lijkheid behalve voor w = W 1=1, 24000y Mo Daar ¢3 € ?7kn dus zuiver
is, geldt ¢3 z ¢1 b,0s, zodat ¢1 inderdaad UMP zuilver 1is.

N,B. In het bovenstaande kan uiﬁeraard ¢ = o door een willekeurige an=-
dere vaste toets ¢O worden vervangen. Wij vinden dan:

Voor ledere toets ¢O bestaat er een toets die UMP is met betrekking tot

de klasse van alle toetsen ¢ met p(w,¢) g p(w,¢0) op Q0

5.4, Kritieke gebieden van type A

Zij p strikt TP_ op (X,R) en zij voorwaarde A2 vervuld. Beschouw het

3

tweezijdige toetsingsprobleem voor een enkelvoudige nulhypothese; d.w.z.
v(h) = 23



=7 voor W= W
woe 2 h(w) =

+1 voor w # Wyp W €E @ (aan weerszijden niet leeg).

Voorwaarde B is dus vervuld.

Een kritiek gebied van type A is het kritieke gebied van een toets ¢

Waarvoor
2
J ¢(x) s plx, w) ' du(x)
X w wo
maximaal is onder de randvoorwaarden
)
f ¢(x)p(x,uy)du(x) = a en J ¢(x) == p(x,u) E au(x) =
X : X w

0]
Een kritiek gebied van type A is de vereniging van hoogstens twee half
oneindige intervallen (doorsneden met X), d.W.z. het complement is een

interval (doorsneden met X).

In het voorgaande bewezen wij dat een UMP zuivere toets met onbetrouw=-

baarheid o bestaat. Dit is de enige ¢1€777L2, waarvoor

I ¢(X)p(X,wO)du(X) = wj(wo) =

X
en [0,60 & ntxe) | aut) = vt = 0
X wo
Immers, het laatste is juist, daar wj(w) > a in een omgeving van wy en
daar voorwaarde A, vervuld is; de uniciteit volgt uit het feit, dat ie=

2
dere ¢2 € ?7Lé met dezelfde eigenschappen volgens lemma 4.3 met ¢1 kan

worden gefdentificeerd. Volgens stelling 4.4 behoort bij iedere ¢é‘7n%

een unieke toets ¢ € ?TL die hem strikt verbetert behalve in w.., Ine-

0
dien ¢ aan de randvoorwaarden voldoet, geldt hetzelfde voor ¢ o Wegens

de uniciteit van ¢, € %71 geldt ¢, = ¢, boo.o Het type A gebled is dus

&
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het kritieke gebied van ¢1€ 77L2o

5.5, Type A gebieden als functie van a

Beschouw de situatie uit paragraaf S.b.

Voor a, < a, is het type A kritieke gebied met onbetrouwbaarheid @, voor

het toetsen van w = Wy tegen alle alternatieven bevat in het type A

kritieke gebied met onbetrouwbaarheid e

D.Woz, afgezien van eventuele loting, kan men bij het gebruik van

type A gebieden spreken van een overschrijdingskans, namelijk de kleinste
onbetrouwbaarheid waarbij w = wo wordt verworpen. Voor alle grotere
waarden van o wordt w = w. dan immers eveneens verworpen,

0
Tot nu toe veronderstelden wij steeds, dat X het spectrum van u is, d.W.zo.
de verzameling van punten, waarvoor iedere open omgeving positieve maat
heeft. In dit bewijs is het echter eenvoudiger X te reduceren tot de
verzameling van punten X, waarvoor voor iedere &1 < x < £2 zowel (£1,x]
als Ex,iz) positieve p-maat bezitten., Dit kan zonder bezwaar geschieden,
daar slechts een verzameling van "randpunten" met maat O wordt verwij=-
derd,
Zij
)

p' (x,0,) = 5= p(x,0) .

W=
Volgens stelling 1.1 (waarbij de voorwaarde, dat X een interval is, kan

vervallen, daar alleen naar w wordt gedifferentiderd) geldt:

]
p(x puy)  p'(x,50,)

20 wvoor x, < x2 e X,

1
%
Ip(x5005) B (x550)

Daar p strikt TP, is, geldt p > O op (X,R). Indien dus p'(xj.wo) >0

3
voor zekere x, € X, dan is p”(xﬁwo) > 0 voor alle x > x., x € X, Indien
p“(xz,mo) < 0 voor x,€ X, dan is p'(x,wo) < 0 voor alle x < X, X € X,

Dit houdt in, dat de verzameling van nulpunten van p'(x,wo) van de vorm
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In X is, waarbij I een al dan niet leeg interval voorstelt. Links van
deze verzameling is p (xB ) < 0 en rechts is p (x,w ) >0,

Stel nu dat I n X meer dan een punt bevat, d.w.z. I N X bevat twee
disjuncte verzamelingen van positieve p=maat. Daar p > O is ook de

Po =maat van deze beide verzamelingen positief, Zij
0

0O<e=P (InX) <1,
NO -

Dit zou betekenen, dat er voor a > 1 = ¢ meer dan één ¢ € ma zou zijn,
waarvoor ¢ = 1 op 1N X en w(wo) = o, Voor ieder van deze toetsen geldt

bovendien

w'(wo) = J p'(x.w0)¢(X)du(x) = j p'(X.wo)du(x) =
X X
3
= o J p(x,w)du(x) ’ = 0,
X w=w

0
Dit is echter in tegenspraask met paragraaf 5.4, waar de uniciteit werd
aangetoond van de toets ¢1 e‘mz. waarvoor w1(wo) = o en w;(wo) = 0,

In X bevat dus hoogstens één punt, zodat p'(x,w van de vorm is

o)
pV(x,wO) <0 voor x < x,, Xx€ X

>0 wvoor x > Xqs X € Xo

In de vorige paragraaf werd aangetoond, dat de type A gebieden met

onbetrouwbaarheden @, en d, de kritieke gebieden zijn van toetsen

440 0,6 ij » Waarvoor,i = 1, 2,

wi(wo) = I p(X.wo)¢i(x)du(x) =05, wi'(wo) = J p'(x.w0)¢i(X)du(X) = 0,
X X

Z2ij Si de verzameling, waarop ¢i < 1 is (een interval doorsneden met X).

Daar het geval, waarin a, =1 triviaal is, veronderstellen wij dat

@, <0, < 1en dus dat u(Si) >0 voor i = 1, 2, De relatie wi'(wo) =0

is aequivalent met
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jpﬁ(xlwo)(1 - ¢i(x))du(x) = 0’ is= 1’ 2
X

Indien u({xo}) = 0, dan is p'(x,wo) U = bijna overal ongelijk aan nul

en bevatten zowel S1 als S, dus punten waar p‘(x,wo) < 0 en punten waar

2
p'(x,wo) > 0. Indien u({xo}) # 0, doch p'(xo,wo) = 0, dan bestaat hier-

naast de mogelijkheid, dat S, = {xo} en/of 8, = {xo}°

1
Volgens lemma 4,1 geldt V(¢1 - ¢2) < 1, Veronderstel, dat

V(¢1 - ¢2) = 1 en dat ¢1 - ¢2 van teken wisselt in de volgorde = +, Zij

(xj,xz) het grootste open interval zodanig dat ¢, =¢,=00pXn (x1.x2)°

Dan is ¢1 - ¢2 van de vorm

>0 wvoor x <

Xy X € X

¢,(x) = ¢,(x) =0 voor x, <x<x,x€X

S0 voor x 2 Xpe X € X,

Nu geldt S, NS, & Ek1'xél° In het geval, dat (x1,x2) leeg is, dient
E?1,x2] als {xo} te worden geinterpreteerd, Indien u({xo}) = 0, houdt
dit in, dat Eg1,x2] punten bevat waar p'(x.wo) < 0 en punten waar

) > 0, doWozo

p' (xtwo

>0 wvoor x 2 X, X € X
p'(x,0,)
<0 wvoor x % X0 X € X,

Echter

j P'(xawo)[§1(X) - ¢2(x)]du(x) =0,
X

en dus zou cb1 = ¢2 b.o, op ¥, Dit is een contradictie, daar 4, < a5

5 uitsluitend het punt X kun=-

nen bevatten, In dit geval zou echter V(¢1 - ¢2) = 0 zijn, hetgeen de

Indien u({x,}) # 0, dan zouden S, en/of §

onderstelling V(d>1 - ¢2) = 1 tegenspreekt. Hiermee is dus asngetoond, dat
¢1 = ¢2 niet &én strikte tekenwisseling in de volgorde - + bezit,

Op analoge wijze kan worden bewezen, dat ook de volgorde + = onmo-
gelijk is, Derhalve geldt V(¢1 - ¢2) = 0, Daar a, < o, is ¢, S ¢, op X,

hetgeen te bewijzen was.



5.6, Monotonie van de

Beschouw het tweezijdige toetsingsprobleem: V(h) = 2, w
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pOWEr en envelope power

]S Uy € Q,

=1 voor w, g uw g Wy, WER (niet leeg)
h(w) =

+1 elders op 9 (aan weerszijden niet leeg),

Wij beschouwen de klasse OL van toetsen voor dit probleem met onbetrouw=

baarheid o, Voor iedere w < w, of w > w, wordt de envelope power gede=

1 2

finig&erd door

¥(w) = sup v(w),
o&edl

A) Zij p strikt TP, op (X,9) en zij voorwaarde A vervuld., Dan is de

~

envelope power Y strikt dalend voor w < w, op 2 en strikt stijgend
voor w > w2 op
Immers, de UMP &énzijdige toets ¢1e.ﬁTH met onbetrouwbaarheid

0 < o < 1 voor de situatie

h (w) = +1 voor w < Wiy WER

=1 voor w 2 Wyy © € 0,

heeft een strikt dalend onderscheidend vermogen (verg. paragraaf 5.2).
¢1 heeft ook onbetrouwbaarheid o voor het oorspronkelijke tweezijdige

probleem, zodat v(w) = wx(w) voor w < w, op 2 Voor w > w, verloopt

1 2

het bewijs analoog.

Zij p strikt TP op (X,9) en zij voorwaarde A vervuld., Volgens het

in paragraaf Sog bewezene bestaat er een UMP zuivere toets ¢O € ?n?
met onbetrouwbaarheid o, Het onderscheidend vermogen wo van deze
toets is strikt dalend voor w < w, op Q2 en strikt stijgend voor w > W,
op

Daar ¢, € ﬁT%, geldt V(¢O =c) g2 voor alle 0 g c g 1. Daar ¢, = ¢
niet b.o. nul is (0 < a < 1!), geldt V+(\pO = ¢) £ 2 voor alle

0 g c g 1; indien V+(w0 = ¢) = 2, dan treden de zwakke tekenwisselingen
van wo = ¢ op in de volgorde + = + en kan wo = ¢ hoogstens twee nul=

punten bezitten. Dit impliceert, dat ¥, hoogstens é€én relatief minimum
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en geen maxima behalve rand-maxima kan bezitten, Indien Yo inderdaad
€én minimum bezit, dan is Y, dus strikt dalend (resp. stijgend) links
(resp. rechts) van dit minimum. Daar ¢y zuiver is, bezit ¥, één mini-
mum tussen w, en wyo

5.7+ De likelihood=ratio test

Beschouw het toetsingsprobleem waarbij nulhypothese en alternatief de

parameterruimte € in m disjuncte gebieden verdelen: V(h) = m,

1 voor Wys < w < Wspqs W € 0, 1 =0, 150004 Ey, alle niet leeg
h(w) =
. =1 e 4
=1 voor Wsi41 Swg Wrigos @ € Ry 1 =0, 14000 -§~J. alle niet leeg.,

zij o, = {ws w . <w<uw o WE Q}y 1 =0, 1,000, Eﬂ. de parameter=

21 2i+1
waarden corresponderende met het alternatief en zij

- +
o ={oswgo.,vwef, h(w) = =1}, 9 = {w: w2 u,, ,,weQ, h(w) = =1}

de parameterwaarden corresponderende met HO links en rechts van Qio Voor

de likelihood=-ratio test in deze situatie geldt ¢(x) = 1 (doWwozo ver=

werp HO) op de verzameling

{x s sup p(xyw) 2 ¢ . sup p(x,w), x & X} =
QnUQi :

i
=
= U {x: sup p(x,w) 2c .o sup plxw)}NX=

i=0 Q. Q=UQ.
1 1

5
U 1mni1ifin
AR R RIS

i}

i=0
waarbi]
IZ = {x ¢ sup p(x,0) 2 c o sup p(x,w)}
i i
+
en I. = {x : sup p(x,w) > ¢ . sup p(x,w)},
* Q - q

1 1
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Indien p TP, is op (X,%), dan is I; NI; NX de doorsnede van X en een
interval; 1 = 0, 150004 Eﬂo Voor i = 0 kan dit interval aan de linker=

zijde onbegrensd worden gekozen, Dit betekent:

Indien p TP2 is behoort de likelihood=ratio test tot ?nhﬁ

Kies xOEE Iz deWoz. er bestaat een rij w’ € Qi' J =1, 24000, zodanig
dat

x5, s
lim mociowmmom 2 ¢ voOr alle w € Q.
Jw P(xobm )
Daar p TP2 is, geldt voor alle x » Xy X € X
. J
p(x,0?) plxp,u”)

Y .
plx,w ) p(xo.w )
J
daar w < wJo Voor, 1edera x > Xye X € X, kan een deelrij w 1 worden ge=

kozen, zodat p(x,w ) convergeert en dus

: J
1 plx, ,w
1+ p(x,w ) 1= p(xyew )

voor alle w € 950 Dit houdt in, dat x € Im voor alle x > x,, X € X,

Derhalve 1is I N X de doorsnede van X en een aan de rechterglade ongee
grensd 1ntervalo Evenzo bewijst men, dat I de doorsnede is van X en
een links onbegrensd interval. Dus is Il N Il N X de doorsnede van X en
een interval, i = 0y 1,000, &40 Voor i = O tenslotte, geldt Q =0,
zodat I; s I; eenvoudig als I0 moet worden geinterpreteerd. Het feit,
dat in dit bewijs quotiénten worden gehanteerd is niet essenti&el, zo=

dat het eventueel nul zijn van noemers geen problemen schept.

Zij m 2 1, p strikt TPm+1 en zij voorwaarde A vervuld, Volgens stelling 4,3
is dan ?nh een minimaal volledige klasse., Daar de likelihood-ratio test
tot ?nm behoort, is deze dus admissible,
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