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Inleiding
Gegeven z1j een eindige populatie, bestaande uit de elementen

e1’6009 eN <]

Aan het element e; kan de grootheid y, (i =1, 24000, N) gemeten wor-
den, In het volgende zullen we geen scherp onderscheid maken tussen het
element en de daaraan gemeten grootheden.

Uit deze populatie wordt een aselecte steekproef van de omvang n
getrokken., De n uitkomsten van de metingen kunnen voorgesteld worden

door

Lysooos Ly o
Het steekproefgemiddelde z is dan een zuivere schatter van het popula-
tiegemiddelde Y.
Indien aan de elementen nog andere grootheden dan Y, bijv. de groot-

heden

(1) (k)

,OOO’.x_ ?

gemeten kunnen worden, dan kunnen schatters van Y gevonden worden, die

onder zekere voorwasrden een kleinere variantie bezitten dan de schat-

(3)

(j = 150505 k). Onder deze schatters bevinden zich de quotiéntschatters

ter iu Er wordt dan gebruik gemaakt van de correlatie tussen y en x

(ratio-estimators).

In dit rapport worden enkele typen quotintschatters behandeld.
Daarbij is steeds k = 1 zodat aan elk element van de populatie slechts
de grootheden y en x gemeten worden. Een verdere beperking is die tot
aselecte steekproeven zonder teruglégging (simple random sampling), be-
halve in paragraaf 6, waar een eenvoudig geval van "probability sampling"
wordt behandeld.

1. Definities
De populatie bestaat uit N elementen met de eigenschappen

(7q9%q) 5000y (yyexy)o
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Uit deze populatie wordt zonder teruglegging een aselecte steekproef

van n (n £ N) elex%lenten getrokken. Iedere greep van n elementen heeft
N\-

dan een kans \n om getrokken te worden. De getrokken elementen wor-

den voorgesteld door
(11,51)...., (In,g_:n).

Verder worden de volgende definities gegeven:

< 1 ¥ - 1 8
X =ﬁ2xi.5=;2§i;
i=1 i=1
N n
- 1 -1
i=1 i=1
| i . Li
ri =.x"l (1=1’ooe, N)"Ei ')?.",
1 -1
N n
- 1 -1
Fo=glmZ=glxns
i=1 i=1
n n
2 1 -2 2 1 -2
'S'x =n_1iz1 (_Jgi-X.).S =n_1i£1 (Il"‘X)Q
17 -
-s-xy =n~1i£1 (_)_(i-X)(Ii‘l) s
n n
2 _ 1 -2 o1 - -
Sy —n-1i£1 (-I-'-:'L"r)""'xr_n--1i£1 (z; - x)(z; - 2) 3
] n
Sap ='£.§ LS
i=1
b =Ex-0%y -DF
aB - L ’
_ =\a ) B =Y _E
uaBY—E(x-x) (y - ¥)°(r - R) L= 3

Met x en y worden bedoeld stochastische grootheden met kansverdelingen

P[x = xi] =ﬁ'en P[1=yi] =-I-;- s VOOr i = 1, 2,400, N,
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2. Quotiéntschatters

De bekendste en meest gebruikte quotiéntschatter is

F=X .=, (2.1)

ﬂxﬂghﬂ

Indien de waarde van X bekend is kunnen met J schattingen van Y ver-

richt worden. Is X niet bekend, dan kan met de quotiéntschatter

I
F == (2.2)
X
een schatting van Y . % ! worden gemaakt . .
Een andere voor de hand liggende quotiéntschatter is
:v.: = mf ° z (203)

Van deze schatter kan de onzuiverheid exact bepaald en zuiver geschat

worden, waardoor de zuivere quotiéntschatter

n(N = 1)
NZn = 15

&

§' =%+ (T - ) (2.4)

ontstaat.

Met de boven gedefinieerde schatters van Y kan de som NY van alle
v geschat worden door deze schatters met N te vermenigvuldigen.

Er zijn meerdere quotiéntschatters bekend. Door MICKEY [11] en
WILLIAMS [19] werden gehele klassen van (zuivere) quoti&ntschatters

geconstrueerd.

De schatters i en j_:‘

3. De onzuiverheid van ¥

De schatter § is in het algemeen onzuiver. Wel geldt, zoals uit
(2.1) direct duidelijk zal zijn, dat P[§ = Y| = 1 voor n = N, dus dat
§ "asymptotisch raak" (consistent) is.

' Omdat § zowel in de noemer als in de teller een stochastische va=-

riabele bevat is het niet eenvoudig Ez_ te bepalen. Indien echter voor

&
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elke mogelijke steekproef geldt, dat x # O en tevens, dat X # 0, dan

kan worden aangetoond, dat voor elk natuurlijk getal m

m
Eg=T+7.8&sg =52 ) (-5x)° + E(=s0™" (G -T), (3.1)

=0

met
L E-F §-7
5% = - s Sy =

(3.2)

=i

X
(zie de Appendix). Verder wordt in de Appendix aangetoond, dat voor
m = 1 de derde term van het tweede lid van (3.1) van de orde n~2 is,

Voor een eerste benadering B'1 () van de onzuiverheid B(§) van § kan

men dus nemen

L}
Lt}

B,(§) = T&(s0)® - €(sx)(sy))

n
==
gt
e [
sl
=
N'!,,,c\))
]
ﬁg _":
-
SNS————
1

met

Cov (_)£ l) i
[ = i a LU (3.4)
{var(x) . Var(y)}? (Upg * Hgo)©

In de Appendix worden de v.erwachtingen van (S_Jg)a(SI_)B_ voor
o + B < b vermeld, »

Zowel B als B1 nemen ra.f_ met toenemende steekproefomvang n en ver—
dwijnen geheel voor n = N, hetgeen in overeenstemming is met het feit,

dat § "asymptotisch raak" is. Verder is B, =0 indien
1
- H 2
Y 20
L == (T‘) : (3.5)
X 02

Indien de regressie van Y op x gegeven wordt door een rechte door

de oorsprong, dan is de schatter § zuiver. Stel namelijk
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g(z_i | xi) = ax, (3.6)

en neem van beide leden van (3.6) de verwachting. Dan volgt

?= 33(. (307)
en dus
| _ X
£f = CUX = | xy50005 2 ) =
X
ax - -
=X ——|=aX=7, (3.8)
\ %
cmdat
g(li. l X]QOOOQ xn) =£(li ; xi)o (309)

Een zuivere schatter voor 31(2) is

=2 VU x T Xy 0
nN

<y (
2,(3) = (3,10)
waarbi) dus de waarde van X bekend wordt ondersteld.

In de Appendix wordt voor de onzuiverheid B nog de volgende onge-
1ijkheid afgeleid:

H 1
. =i=1 (N =.n 20 NE
IB(#)| < IXI {N —5 © —— ¢ Var ; (3.11)

4, De variantie van ¥

csem

Men ziet direct in, dat
Var(y) = £y - D% - (€5 - D =€z - D = BEIE ()

Omdat B(i) van de corde na’ﬂE is kan men volstaan met de eerste term van
het derde 1id van (b4.1), de "mean square error”. Gem. _=lijk blijkt,
dat

§=-Y=7Y(sy - sx) -sx(y =-7), (k.2)

zodat
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oo

€F-12 =Y, sy - 5x)° +
+ 27 . E(sp)(sx - sp(F - 1) + E(sp)®(F - D2.(k.3)

De laatste twee termen vb;n het tweede 1id van (4,3) zijn weer van de

orde n”2, Voor een eerste benadering Var, (y) van Var(j) vindt men dus

"

ver, () = TAUE(sx)? - 26(sx)(sy) + E(gp)?)

_:N-nof_(”zo 211_1_+“02)_
VTR ¥ TTw ¥R/

3
N-no_ﬁ{."zo _2;0(5“20.““02) . “02} (h.1)
T\ — =,

" met ¢ gedefinieerd als in (3.4). Uit (L.4) blijkt, dat Var1(5r_) afneemt
met toenemende steekproefomvang n, terwijl Var1(j':) = Var(§) = 0 voor
n =N,

Nu rijst direct de vraag wanneer deze variantie kleiner is dan die

van de schatter z.,._ Cemaakkelijk is in te zien, dat (zie ook A3.16)

u
Var(y) = g - 111 ° __952 R (4.5)

zodat de relatieve doeltreffendheid (efficiency) van § t.o.v. y in

eerste benadering gegeven wordt door

1

- o 3 -
var(y)  up3 {“20. ot (Mg <Mgp) . “02} (4.6)
"~ - oy ” bad o - ® o
var () T R\ 7 | 4 7
en dit is groter dan 1 indien
-2 H
2 Y 20
2= > 1, > -7 (4.7)
X 02

Een zuivere schatter var (§) van Vgrj(i) is

2y o N =n 2 2 -
var, (§) = = g . s, -2y ‘S tE

=]

-2

(N = n)(n = 1) 2 2 2 :
o= - (& - & -5yt (4.8)
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5. De schatter ¥

=

Tussen de schatters § en ¥ bestaat de relatie

7=X.%, (5.1)
zodat
£.i=iﬁ1 ¥ s (5.2)
var(z) = X 2 . var(y), Var,(8) =T 7 . var,(5),  (5.3)
en
B(E) =X~ . B, B(® =" .5 (3, (5.4)

waarin B(¥) de onzuiverheid van ¥ en B'i(i) een eerste benadering van
deze onzuiverheid is. De waarde van X wordt bij deze schatter onbekend
ondersteld,

Een, in het algemeen onzuivere, schatter van B1(;f:) is

b (2) ==5— o E o %’5‘"’% o - (5.5)

Eor=9

Fen, in het algemeen onzuivere, schatter van Var.l(j’;) wordt gegeven door

2
s s .
var (f) = N-3, ;2 - L (5.6)

=~

De schatter ¥ vindt toepassing bij het schatten van fracties. Stel
dat de populatie bestaat ult een aantal klassen met Ni elementen in de

i=de klasse, zodat

1\]i = I\Ip:.,L en E b, = 1o | (5.7)

De stochastische variabelen X en y worden als volgt gedefiniéerd: y
neemt in de i-=de en j-de klasse de waarde 1 en in de overige klassen
de waarde O aan; x neemt in de j~de en k~de klasse de waarde 1 en in
de overige klassen de waarde 0 aan,

In een aselecte steekproef zonder teruglegging van n elementen be=

vinden zich nu B; s n; enmy elementen uit de i=de, j=de en k=de klasse.

&



Een schatting van

pi + p.
Pj +pk
wordt dan verkregen met
n
% Yo vg1 Lo
-E:no"’&;: n == (5.8)
x E_
=V
v=1
Gemakkelijk is in te zien, dat
X=ps +p s ¥ =p; +bs3 (5.9)
en
Moo = (pj +p )01 - P; - P,)
Miy = Ps - (pj + pk)(-pi + pj),
u02 = (Pi + Pj)(1 = Pi = pj)o (5010)

Na enige herleiding volgt dan me

_ X

B

t (5.4) en (3.3), dat

n Py

(5.11)

(&) = N

en uit (5.3) en (L.L), dat

N

°

1 2
)

n{p; + py

(»Pi + PJ«)(Pi + Pk)

o

(5.12)

Var1(£) ,= 3

Met (5.5) en (5.6) kunnen,

van B1 en Var1 gevonden worden.

n(p; +p,)°
in het algemeen onzuivere, schatters

Zij luiden:

(£) =

o

(5,13)
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n.-n 0la; *+8:)n; +n)
var, (2) = 75777 ©

o (5,1k)

(2.5 + 31:)3

Speciale gevallen verkrijgt men door &én der p's gelijk aan O te

stellen,

éf Eliminatie van de onzuiverheid door verandering van steekproefpro=

cedure,

Het is duidelijk, dat de schatters ¥ en ¥ zuiver zouden zijn in-
dien de kans op het trekken van de steekproef evenredig zou zijn met g}
LAHIRT [9] heeft een methode aangegeven om dit op eenvoudige wijze te
realiseren, Daarbij wordt steeds verondersteld, dat x, > 0 voor i=1,
250005 No

De populatie bestaat weer uit de elementen (yi,xi) met i = 1, 2,
cooy No Stel M is de som van de n grootste waarden X; in de populatie,
Kies een aselect getal £ met 0 £ § < M' en M'" > M, Trek verder een a-
selecte steekproef zonder teruglegging van n elementen., Indien nx 2 &,
dan is de procedure voltooid. Indien echter nx < £, dan dient de gehe-
le procedure herhaald te worden, d.w.z. er dient opnieuw een getal £
gekozen en een aselecte steekproef getrokken te worden.

Een andere en eenvoudiger methode werd gegeven dcor MIDZUNO [1210
Hierbij wordt het eerste element getrokken met een kans, evenredig met
de bijbehorende waarde x. Stel M is de waarde van de grootste van alle
e in de populatie. Kies een aselect getal £ met 0 < € < M' en M' 2 M,
Trek aselect een element (yi°xi)° Indien X 2, £, dan wordt dit element
als eerste in de steekproef opgenomen. Indien Xs © £, dan wordt het ge=
trokken element teruggelegd en wordt de procedure herhaald tot een ele=
ment is getrokken. De overige n = 1 elementen worden op de normale wij=
ze aselect uit de overgebleven N = 1 elementen van de populatie getrok=
ken,

Nu geldt met de methode van MIDZUNO, dat {zie de Appendix):
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LI (6.1)

36 .
P [{3_;,,“0“9 x} = ’Ixi‘ggooo‘, x5 1] 3(
n

waarin {x, ,..., X, } een willekeurire greep ran n elementen is. De
i 1
1 n

schatter y is nu zuiver want

E%i z y o P%[{gi,igocog } = {xi gooo g xi }] =
as 1 n

]
B~
—
>l
xﬂﬁ‘ﬂ
P o
5 =
L S
LR
NEENU
e
i

(N)_‘.i Y=Y, (6.2)

waarin E de sommatie betekent over alle (ﬁ) mogelijke steekproeven van
as
n uit N elementen.

Voor de variantie van § is geen exacte uitdrukking vekend. In de
3%
Appendix wordt aangetoond, dat voor :=n eerste benadering Var,l(i) van
Var%(;z’) geldt

VarT(i) = Varj(i)o (6.3)

o o o % =3 °
Het is echter mogelijk Var (¥) zuiver te schatten met

= /n n
o =2 X 2 N = 1
var (¥) = -m(z C o+ ) .Y (6.4)
HoE oNx \i=1 »Ll L P Lidy |

hetgeen gemakkelijk te verifi&ren is.

In [13] wordt uitvoeriger op een en ander ingegaan.

De schatters 2 en ;Z"

T. Verband tussen § en §'

e

Bij de quoti&ntschatter §, gegeven door (2.3), wordt de waarde van
X bekend en # O en tevens Xg # 0 (i= 1,000y N) ondersteld. Door HARTLEY

en ROSS [7] werd voor de eerste maal de onzuiverheid B(§) van § exact

&



=12=

bepaald:
B(§) =€§ -Y=X .¢x -¢y =
=£x . €r-fx . x=-Cov (x,r). (7.1)
Deze onzuiverheid kan verder zuiver geschat worden met

2(2)=_N§17.os = - n o-N;1(-gZ)9 (702)

zodat een zuilvere schatter

n(N - 1)

3 =%+ =y © (T - ) (7.3)

van Y gevonden kan worden. -

De schatter § is slechts dan "asymptotisch raak" indien Y = XR,
zoals direct uit (2.3) blijkt. Hij is zuiver indien s = ?i’xi (i=1,
sooy N) en ook indien de regressie van Y op x gegeven wordt door een

rechte door de oorsprong.

8. De variantie van §

De variantie van § kan exact bepaald wordens:

oy = 52 =y .7 N=n ‘o002
Va.r(x) - X o var(}_‘) - X o N - 1 n o] (801)

Uit (8.1) blijkt direct, dat Var(§) afneemt met toenemende n en een
functie is van de correlatie tussen X en y. Verder is Var(z) = 0 voor
n =N,

De doeltreffendheid van § t.0.v. z is

Var(y)  wgpg

Var(?r_T =3 (8.2)
X u
002
. e e =
en deze is groter dan 1 indien X Ho02 < “020"
Een zuivere schatter van Var(§) is
o Lod =y 2
var(§) = NnNn ° X23-r o (8.3)
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De schatter y is in het algemeen te prefereren boven de schatter §
omdat de laatste meestal niet en de eerste altijd "asymptotisch raak"
is. Verder wordt de onzuiverheid van § niet kleiner voor toenemende n
en is § eenvoudiger uit de waarnemingen te berekenen dan j. Voor de
kwestie van de eventuele asymptotische normaliteit van deze schatters

wordt verwezen naar paragraaf 11,

9. De variantie van §'

Een directe berekening van Var(§’) is zeer tijdrovend en lastig.
Hierbij vooral bewijzen de z.g.n., "symmetrische gemiddelden" (afk.:
sg: sgn) goede diensten. ROBSON [15] berekende Var(§') met behulp van
3=dimensionale sgn, terwijl hij als nevenresultaat een zuivere schatter
van deze variantie verkreeg.

De gebruiktersgn worden als volgt gedefinieerd:

<(<’RHB.QY.E)90Mg (apoyp) > =

n a, By o B_ Y
1 E ( 17171 P. P. P
= - - X Y. ra)"ooo"(gc;lear;o }R
n{n = 1)oooln = p + 1) iﬂ#ooo#i oy iy i
(9.1)
/
<(a161Y1)§0009 (apoYp)> =
N a, B,y a B ¥y
‘d E ( 1 1 1] [ p p p
= X. ¥ I ) ° soo (xe YT, )o
= 1)ooco - + 1) . . .
N(N 7 (N P ) 11#000¢1P= 11; 11 11 1p lp 1p
(9.2)
Verder is gemakkelijk na te gaan, dat
1
5((%%”),0009 (aPBPYp)> = (et.gs,,nwun)woc9 (GPBPYP)> . (9.3)

Door bijv. alle y's gelijk O te stellen worden 2-dimensionale sgn
verkregen terwijl men f-=dimensionale verkrijgt door wvoor bijv. alle
B’s en v's O te substitueren. In de Appendix worden voor l-dimensiona-
le sgn enkele vermenigvuldigingsregels afgeleid. Voor verderse bijzon-
derheden wordt verwezen naar [17]9 [18]en [1510
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ROBSON vond voor Var(§®):

Var(§') = N;Nn [« (020) > ' - < (010),(010) >* +

+ < (200),(001),(001) > + 2 < (100),(010),(001) > +

-2¢ (110);(00&5 > N ; 1 £ (100) ,(100),(001) ;(001) >* +
+ T""H - ‘; N {(010),(010) > = 2 £ (100),(010),(001) »>* } +
+ T"”“Tﬁ: b 1< (200),(002) >* = £(100),(100),(002) ' +

- < (200),(001),(001) >* + 2 <(100),(100),(00?),(001)>v}]o

(9.14)

Een zuivere schatter var(§') van Var(§‘) wordt eenvoudig gevonden door
in (9.4) de accenten van de sgn te schrappen.

De in (9.4) voorkomende sgn dienen nog in de momenten MaBy (sgn

zonder accent in de steekproefmomenten ) "vertaald" te worden. In

s
=08
de Appendix wordt de daartoe te gebruiken methode aangeduid.

Voor oneindig grote populaties, dus voor N + = of bij steekproe-

]

ven zonder teruglegging, neemt de schatter §' de volgende gedaante aan:

n
n =

29 = XE + 1 (i = 22)0 (905)

Voor N + = geldt verder, dat (zie bijv. (A9.2})

‘ _ o, B, Y a_ B Yy
‘<(G1B1Y1)90009 (aPBpr) >g =EB_‘_ IZ_ 1}; ! * ooo 063& PI, p£ po
(9.6)

(Voor sgn van andere dimensies geldt uiteraard een zelfde relatie als
(9.6)), Met (9.6) ziet men direct, dat (9.4) voor N + = overgaat in

Var(g) =1 €3° - 1 + BEx” + oFTR - oRexy - K +

T = 1 1) (Yz - 2X1R +£3‘.2 ° 552 - 7653;2 - -§££2 - X°R0)

=% {var(y) + 7 Var(x) - SR2Cov (x,y)} +
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. 2
Y n1== 7 {ver(x) . Var(x) + Cov™ (x,r)} (9.7)
Door in (9.4) de accenten te schrappen en de factoren I ; n $

N+ 1 en N1
N N

van Var(§’). De sgn zonder accent moeten nu nog "vertaald" worden in

door 1 te vervangen vindt men een zuivere schatter var(§®)

de steekproefmomenten Sqge In de Appendix wordt voor iedere in (9.h4)

voorkomende sg het resultaat van de vertaling vermeld,

10, Een eenvoudige schatter van de variantie van §'

S

Het schatten van Var(§°') met behulp van (9.4) is bewerkelijk en
tijdrovend., Een andererschattingsmethode, ontleend aan [h] , wordt hier-
onder beschreven. :

Uit de verzameling van alle (2) steekproeven zonder teruglegging
van m elementen worden aselect zonder teruglegging k steekproeven ge=-
trokken. Dit bjetekentg dat k maal zonder teruglegging m elementen
(yi,xi) worden getrokken en dat deze elementen worden teruggelegd v86r-
dat de volgende steekproef van m elementen wordt getrokken. Indien een
steekproef geheel identiek is aan een reeds eerder getrokkene, dan
wordt deze steekproef als niet getrokken beschouwd.

Uit elk der k steekproeven wordt Y geschat met

==+m(N===1)( -%.F)

Agg“"
lﬁ X £ﬁ Tﬁf:ETﬁﬁ XL {(10,1)

voor jJ = 1,000, ko De schatter

ag o | a
lq = “1; l?: (1002)

is een zuivere schatter van Y. De variantie van §' is nu

Var(§°®) = u{l § (ﬁ‘i) -?mmyﬂ § §io. ¥ } (10.3)
pk p j=7 J p\p 1 31%32_1 31 32 '

met p = (2)0 Een zuivere schatter van Var($®) is dus
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(§°) = R:—::ak={=1‘ f (“0)2 i % &9 &0
variy pk k 521 l,] = klk = 15 J P I.J-i ° l52}=
1

#32=1
k
1 912 agy2
pEk =) {‘E’ '52 (g:)° - (") } (10.b)
Voor k = 2 wordt dit
ver(g') = af;g (g - 2% | (10.5)

een vorm, die in [4] gegeven wordt. Voor N + = gaat de factor 2 ; 2 :0

1 over,

11, Betrouwbaarheidsintervallen

Bij de practische toepassingen neemt men aan, dat de hier behan-
delde schatters voor grote steekproefomvang een bij benadering normale
verdeling bezitten met verwachting Y (voor de schatter ¥ met verwach-
ting T . ¥~ en voor de schatter § met verwachting ¥ - Cov (x,r)) en
variantie Var (schatter).

MADOW [jO], ERDOS en RENYI [Eﬂ en HAJEK [5] bewezen, onder zekere
voorwaarden, stellingen omtrent asymptotische normaliteit, welke di=~
rect op de schatters i en 2 toegepast kunnen worden. MADQW [10] bewees
verder dat, onder zekere voorwaarden, E en Z asymptotisch een simultane
normale verdeling bezitten. Met een stelling van CRAMER [19 p°366] kan

=

dan aangetoond worden, dat de séhatters ¥, E en iﬁ asymptotisch nor=-
maal verdeeld zijn. ‘

De voorwaarden, waarover hierboven wordt gesproken, worden hier
niet vermeld, gedeeltelijk omdat moeilijk nagegaan kan worden of de te
onderzoeken populatie in concrete gevallen aan deze voorwaarden vol=
doet,

Voor grote n worden benaderde tweezijdige betrouwbaarheidsgrenzen

Ite vvar1(i) (11.1)

(met analoge vormen voor de andere schatters), waarin ga gevonden wordt

voor Y gevonden met

&
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uit
-]

ul—sd/h exp(ngtz)dt =0, (11.2)
Vor' J
Eax

Met de schatter ¥ vindt men betrouwbaarheidsgrenzen voor ¥.X -1 en
met de schatter § betrouwbaarheidsgrenzen voor Y - COVQimg)o

Door FIELLER [3], PAULSON [14] en KLERK-GROBBEN [8] werd uitgegaan
van de veronderstelling, dat x en y een simultane normale verdeling be-
zitten, zodat ook
x

y -

nw

normaal verdeeld is. Zij bewezen, dat
(X% - ¥x) V on
z = T&w = - T (1103)
(N - n)%(Fos® - oF¥s _ + ¥s)?
=x =xy =y

voor grote n bij benadering N(0;1) verdeeld is. Voor kleine n heeft z
bij benadering een Student-verdeling met n = 1 vrijheidsgraden. Twee-
zijdige betrouwbaarheidsgrenzen voor ¥ . X '19 met onbetrouwbaarheid o,
worden dan gevonden door het tweede 1id van (11.3) gelijk aan i&a te
stellen en de zo ontstane vergelijkingen van de tweede graad in
7T.%" op te lossen.

HAJEK [6] toonde aan, dat, indien de schatter § asymptotisch nor-
masl verdeeld is en aan (3.6) (en dus ook aan (3.7)) is voldaan, de on-

betrouwbaarheid van het betrouwbaarheidsinterval met de grenzen

TETET
+ sl =X _
Lty Llg(zZm -2t [ (11.4)
£ ¥ X

~

waarin ty gevonden wordt uit Plt > ta} = a, waar t een Student-verdeling

.met n - 1 vrijheidsgrenzen bezit, kleiner is dan a.

lgo De doeltreffendheid van de behandelde schatters

De toepassing van de schatters § en § is slechts dan aan te bevelen

indien de regressiekromme van y op X een rechte door de oorsprong is.

P
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Bij twijfel kan dit laatste eerst getoetst worden. Indien deze kromme
niet door de oorsprong gaat bestaast de mogelijkheid van onzuiverheid
en grote varianties. In deze paragraaf wordt dan ook asangenomen, dat
de genoemde regressiekromme een rechte door de oorsprong is zodat de
besproken- schatters alle zuiver zijn. Verder wordt voor de eenvoud een
zeer grote of oneindig grote populatie (N + =) ondersteld. Alle trek-
kingen in'de steekproef zijn dan onderling onafhankelijk.

Om de doeltreffendheid vén de schatters te kunnen bepalen wordt
eerst een zuivere quotiéntschatter, lineair in de I, met minimale voor-

waardelijke variantie afgeleid. Stel
, g(l.l x) = ax (a > 0 en constant) (12.1)
en
Var(r | x) = g(x) (g(x) > 0 voor alle x). (12.2)
Dan volgt

T=0aX,8z | x) = a (12.3)

In de Appendix wordt verder aangetbond9 dat de schatter

’z‘ 1 }‘1 ‘2‘ Zi
z = X : (12.4)
- {i=1 3‘-’-‘&5 i=1 gzéij

met

n =1
Var(z) = X 5{5‘21 Ri:y} (12.5)

aan de gestelde eisen voldoet.
Volgens een stelling van CRAMER [‘lii PPo 353~h] mag Var(z) voor
zeer grote n geschreven worden als
, -1 '
oy 1R 1
Var(E_)~ = X {E ETET} o (12.6)
De doeltreffendheid van de schatters z,, ¥, § en §' wordt gemeten
t.0.v. de schatter z. Hun varianties worden in de Appendix eerst in de

X; en de g(xi) uitgedrukt. De doeltreffendheid luidt nu bij benadering:
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Eff(i)z ,}EQ[E?(L;T ° {Qg_geg(gg) + a2Var(3§=)}] m1g (12.7)

EFf(§)~ (€x2 + (n = NF) © {ng 3‘% - € xPe(x) 171 5(12.8)

Bee(g)~ (Seln) « €y Vs (12.9)
Eff(i“)zia{izjg ° ifg(gg)}“’jo (12,10)

Uit (12.7) en (12.8) leidt men direct af, dat Eff(§) > Eff(y),
hoewel het verschil afneemt met toenemende n. Verder blijkt direct uit
(12.7) en (12.10), dat Eff(§’') > Eff(y). De keuze tussen de schatters
y en §' is moeilijker, maar kan bepaald worden door de overweging, dat
§' altijd zuiver is, ook als niet aan (12.1) is voldaan.

Van de functie g(x) worden drie vormen beschouwd:
' =2 -1
g{x) = bx °, g({x) = bx en g(x) = b,

met b > O, In onderstaand schema wordt de situatie voor deze drie vor=
men van g(x) voor iedere schatter afzonderlijk weergegeven., Daaruit
blijkt dat de doeltreffendheid van de schatter § voor g(x) = b gro=
ter is dan 1. Dit is mogelijk omdat de schatter z wel een minimale
voorwaardelijke variantie maar kennelijk geen minimale variantie onder

alle mogelijke schatters van Y bezit.
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b
g(x) =5 =2 )
I glx) =< glx}) =1
i 2
z bX2 a“Var(x) =D
, €x2{b + 3.2Var(x)} B 2 bX2 (
$'Y + a“Var(x bX + a“Var(x) béx" + a“Var(x)
i N oo 1 Var(x) Var(x) Var(x)
¥ - 5 == 1Bl 5
£x nX n £x2
~ 1
§ 1
5 > === !
£x° . £x X&x 1
Va,
g . r(x) Var(x)
e 2 ! V=3
£x
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Aggendix '

TR R I TR
De nummering van de Appendix loopt parallel met de nummering van

de paragrafen waarop toelichting wordt gegeven.

A3. Met (3.2) werden reeds de grootheden Sx en Sy gedefinigerd. Men
verifieert gemakkelijk de relatie

7 -Y=Y(sy - sx) - sx(y - ¥, (A3.1)

Met volledige inductie in m kan dan verder de betrekking

g-T=Tsg-s0 ) (80’ + (8™ (3-  (a3.2)
v=0 .
bewezen worden. Omdat hier slechts van een eindig aantal termen sprake
is, kunnen links en rechts verwachtingen worden genomen waaruit dan
direct (3.1) volgt. '
Voor m = 1 geldt dus

£y = T + TE(sx)? - E(sx)(sp)} + E(50)2(§ - ). (a3.3)

Blijft nu nog over aan te tonen, dat IE(QE)Q(E - Y)| minstens van de

orde n“2 is, Met (A3.2) enm = 1 vindt men

T(sx)2(sy) - (5003} (1 - 50) + (s)(3 - T) =

(sx)%(3 - T)

Ti(sx)?(sy) - (513 - (sx)3(sp)) + (sx)™g.  (A3.4)

. De verwachting van de eerste term van het laatste 1id van (A3.b4) is
volgens (A3.11) en A3.12) van de orde n-2° Omdat de populatie eindig

is, heeft |2J zeker een maximum M. Dus

£6sx) | < E(sx)*|gl < v &s)t (43.5)

terwijl E(Sé)h volgens (A3.12) van de orde a2 is.
Een bevredigender afschatting van Q(SE)%i wordt verkregen indien
men onderstelt, dat x; > 0 en y; > 0 voor i = 1,,,., N, Dan kan name=

1ijk de volgende ongelijkheid afgeleid worden:
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n n
- 21 L - i£1 E-is-i n X.
i== X 1n =X n =X .z n . -1 =
) x. Y x. =1y 4
i=1 % i=1 7t i=1 7t
n
<X _21 r, = nfF, (A3.6)
1= .

Dus, indien men op dezelfde wijze als Sx en Sy de grootheid Sr defini-

eert,
£(5x)%5 < oF €x(sx)" = ofR £(1 + s1)(50)", (A3.7)

waaruit volgt, dat Z(Sﬁ)&i van minstens de orde n™° is.

In het bovenstaande werden geen bijzondere eisen aan de populatie

gesteld., Meestal wordt de volgende afleiding gegeven (zie bijvoorbeeld

[16]):

- L _ltsy _ ®
§=X—=T==T1+5y) | (=80 (A3.8)
X - v=0

Hierbij wordt dah de eis gesteld, dat lﬁgl < 1 voor elke mogelijke
steekproef van de omvang n. Verder neemt men in (A3.8) links en rechts
verwachtingen zonder de zekerheid, dat dan het gelijkteken blijft gel-

den.

X

Hieronder volgen voor o + B < b de verwachtingen van (Sﬁ)a(qx)so
Alle niet vermelde momenten met @ + B < 4 kunnen door verwisseling of

door identificatie van x en y uit de vermelde afgeleid worden.

E(sx) = E&(sy) = 03 (A3.9)
u
£(sx)(sy) = 2=2 . 1L, (A3.10)
S IE R
u
£(sx)%(sy) = (N - )N -20) .21 . (A3.11)

T -1y =2) 02555
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u
3 = N-n 2 _ 2 31
£(sx)(sy) = D LG E)) {(N énN + 6n° + N) 5 +
’ u, . H -
2011
+3(n - 1)NMN ~-n - 1)‘-==-=} ; (A3.12)
n3%Y
2,2 _ - N -n 2 L2 Moo
E(Qﬁ) (sy)® = W=1)(N - 2)(N = 3) {(N = 6nN + 6n° + N) n3§e?2 +
2
U Mo+ 20
20702 11
+(n=1)NN=n-=1) - } o (A3.13)
. n" XY
X
De afleiding van (3.11) gaat als volgt:
Cov(j,x) = ¥ - X€F = -%B(§), (A3.14)
— - i
Cov(§,x) = t(F,x) o {Var(§) ¢ Var(x)}?, (A3.15)
S N =2 o 2 - N =n . :.2_(1
Var(x) -‘x (8x)° = = ° — - (A3.16)

Met |z| < 1 volgt hieruit direct (3.11).

A6, Het hieronder volgende bewijs van (6.1) is gebaseerd op een idee
van LAHIRI [9]o Op een rechte wordt een lijnstuk AB ter lengte NM' in
N gelijke delen ter lengte M' verdeeld. Elk van deze N delen wordt
weer onderverdeeld in een stuk'ter lengte X; en een stuk ter lengte

M' - x, (i = 14000, N). Zie ook de bijgaande figuur.

A‘{ X X B
b 2 i oL

]7______‘] . '___4 5[ r.____i 1
0 M? oM? (i = 1)M* iM* (N = 1)M* NM°

Men kiest nu aselect een punt op AB op een afstand (\),,g - 1)M* + E.g
van A door eerst aselect een natuurlijk getal v, (1 = vy S N) en daar-
na aselect een refel getal £, (0 < E, <M, M 2 M) te kiezen. Indien

£, > X kiest men een geheel nieuw tweetal getallen Vo (1 £v, ¢ N)

1 1

2
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en 52 (0 2 52 < M'), enz, Na j - 1 herhalingen geldt voor de eerste
maal §. £ x, , het
i l%i

(A6.1)
., T VN V- X
P[.‘.’.i=1ul=J]=ﬁT<1‘M') °;X:=<‘"W * g (A6-2)
dus
© b 4
Plv.=i] = | plv. =14, 3=3] ==. (86.3)
" S = T A . NX

Er zijn, bij gegeven steekproefomvang n, (ﬁ) verschillende steek-
proeven mogelijk. De werkelijk getrokken elementen worden hierna met
{x11,oo09 xi } weergegeven, Dan geldt
n

3%
P [{549000, én} = {xi1,ooo, x; 1 =

n
n

Z PE%i iv, daarna de andere n = 1 elementen]
v=

]

Il e~
-
<
1]

V. i ] ° P[de andere n - 1 elementenl v, = v] =
v=1 L : L
n
X. : X.
n 1 =1 =1 1
\Y N - 1 N v=1 v
= J — (n _ 1) = (n) o — . (A6.4)
v=1 NX nX
Ter controle verifiéert men gemakkelijk, dat

zs P*[{£19000,>

En} = {xi1,ooo, x; 1] =

n
=1 n
SN IR P S
as n X v=1 v X
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3%
De variantie Var (J) van ¥ wordt als volgt gevonden:

-1 EE) 0
- (ﬁ)ﬂj 3 s, (3{ %.) = £75. (16 6)

var (§) = &35 - T = £33 - D) =

T. 601 +sp){F(sy -5x) L (=80)" + (5™ (3 - T},
v

I e~

0

(846,7)

e 2
Voor een eerste benadering Var1(i) van Var (§) , waarbij slechts ver-
wachtingen van termen van de tweede graad in Sx en Sy wordsn meege-

teld, vindt men derhalve:

VarT(ff_) = Yg{s(s;g)Q - 2g(8x)(sy) + 5(51)2} = Var (y). (46.8)

A9. De vermenigvuldigingsregels voor sgn zijn niet moeilijk te vinden;

ze worden uitvoerig behandeld in [18] . Hier volgen snkele voorbeelden:

(1 xia) . (1 xib) =) xia+b + 1 xiaxab, (A9.1)
i i i R
en dus
da> . <b)' = aa vy + XL any (49.2)
? N N 2 ’ ’

(9.3}

en dus

1 = 5 IS
{a)' {bye) = %(a + bycdt + =ﬁ=<a + c,b)+ i = 2 {ayb,cd'y (A9.h)
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+ +
(3 X, B2 . () x; °x.d) = ) xia L AL ) xia"'dx,,b'ﬁc +
i#j J i#j J i#j J i#j J
+ ) x. 2% P 4y )) x 219, Py c x, % P¥ey &

R A LY "

a b+d ¢
+ ) x.0x, X, * )) J xk , ,(A9°5)

igjge * Y i#j#k#m i

en dus
1 1
<a,b>° o <b,c)' -'-'m {a + c;b + d>' + (a. +d,b + c) +

-TTI-—:-T)-<a+cbd> +—¢r—£;y<a+dbc> +

%m(b + c,a )’ +7NTI—=-2-1-T<b + d,a,c) +
+ (x ;(§)5N1; 3) {asb,c,d)’e (A9.6)

Voor sgn zonder accent gelden precies dezelfde regels, waarbij
echter N vervangen dient te worden door n. Met behulp van deze regels
kunnen vormen als bijv. £(110),(001)>' in de momenten u omgerekend wor-
den, Met (A9.2) vindt men:

L}

<(110),(001) ) <(110))" . ¢(001)) -F}?«m))v -

N
N =1

7 (Mexy . €1 - £xyr) =

1 = o =2
=T (NRM11 + NXYR = ugy, = ). (A9.T)

Voor alle in (9.4) voorkomende sgn (zonder accent) volgen hier-

onder de omzettingen in de steekproefmomenten Sa8 =<((a,0,8)>o

(020)) = s, 3 (A9.8)

{(010),(010) > = Tj?'T (ngf1 - 8p0)3 (A9.9)
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<(110),(001)> = ot (msy180; = 555)5 (89.10)
<(200),(002)> = =1 (8,080, = 5p,)3 (A9.11)
<(200),(001),(001)> = e 1)1(n —3) (negzo_gg1 - 2ns, .80 +

=ns_ . S,, * 25,,)3 (49.12)

20=02 =22

<(100),(010), (001)7 = 7=— 1)1(n =2) (n2,§_10§.,11_§01 T BpeS01 *

2
-ns;, = D8.,8.0 * 28,,); (A9,13)
{(100),(100),(002)> = ! (n252 S., = NS, S~ +
s > (n - 1)(n - 2) =10=02 ~ "=20=02
-208 1,8, * 2_5_22); (A9, 1h)
= 1 32 2
<(100),(100),(001),(001)> = =737t —3T (™ 510501 *
2g2 2 32 Y 25 S, 5., +
"B 240202 ~ P E20201 7 P Z11210201
2
* MEpgSgp  * 2ngyy * Mnsaso + bnsysgy - 6spy)- (A9.15)
X
A10. De variantie van §' wordt als volgt gevonden. Stel
1 ok a
ad>=¢ 1 (F9°, (A10,1)
. J
J=1
dan is, wegens de zuiverheid van de schatter §',
G> =Y. (A10.2)

De variantie van §' = {1) is nu

E(K1) = <1>M)2 = £y - 1>y =

Gt

Var(y*)

gy + B - ey - B2 -




=28~
-k
= 2.5.1.:_ (k2> - <1,1D7), (A10,3)
hetgeen een andere schrijfwijze is voor (10.3).
Ai2, De zuivere quotientschatter, lineair in de r., met de kleinste
(voorwaardelijke) variantie wordt, met (12.1) en (12.2), als volgt ge-

vonden., Stel

n
z= ) A.r. (A12.1)
n ) n -
€z=CCz|lx)= 1 "Eelz, I x)=2a [ r =Y. (a12.2)

n omo
! A -X=o0, (a12.3)

Verder geldt voor de variantie

£l(z -T2 | x} =

Var(E_| x)

n n
E[{ LAz - a)}2 | §] = 3 Aizg(xi)o (A12.4)
i=1 i=1

Onder de voorwaarde (A12.3) dienen de Ai z6 bepaald te worden, dat

Var(z | x) minimaal is. Volgens Lagrange dient dan de functie

P =

i

2
As g(xi) - 2u(
1 1

il >~
I e~
|

A, = X) (A12,5)
1 1

geminimaliseerd te worden., Dit geeft, met partiéle differentiatie naar

de Xi’

- n 1 =1
)\i = X{g(xi) 2 ‘éz—x—y} o (A12.6)
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Dus
—{’2‘ 1 }'1 ——
z =X (A12°"()
- i=1 g(-’ﬁij i=1 gz?iiS-
en

=2 n 1 =1
var(z | x) = X {21 'g'("‘"T} o (A12.8)

Bij het bepalen van Var(z ) wordt gebruik gemaakt van de volgende

bekende relatie tussen voorwaardelijke en onvoorwaardelijke variantie:
Var(z) = £Var(z | x) + Var{€(z | x)} (A12.9)

Met (A12.9) vindt men dan Var(z), zoals gegeven in (12.5),

° o o < S a9 o o
De varianties van de schatters y, y, ¥ en ¥’ dienen nu nog in Xs
en g(xi) uitgedrukt te worden.
De schatter i:

-_1 ¥ 1 ¢

== 1l ¥y =7 L xx;, (A12.10)
i=1 1=1

- - 1 8 - =

Ey =¢8y | x =£3~ 121 g_ig(ii | x;) = Eax =Y, (A12,11)

var(y | x) = €{(y - az)2 | x} =

1 [/ F 2 , n
2 &Hi; x(x; - a)} ] = 2 Z X, g(x ,(A12.12)

dus met (A12.9):

Var(y) = %5&%(3_{_) + % aZVar(_E)o (A12.13)
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De schatter‘i:

;o (A12.1L)

= £aX =¥, (a12.15)

-}EQ
var(y | x) = = E[
nzx

=55 1 x;izg(xi), (A12.16)
nx i=1
=2 - .o 1 - v
Var(y) = %5 E{E ) _Jg?g(_:gi)}e (A12,17)
n i=1 : ’

Volgens een stelling van CRAMER [1, pp. 353-4] mag voor n + = Var(§)
geschreven worden als

n
2
-g(x.) 2
Var(}) = Z—z 821 . =¥ fxel) (A12.18)
n? Z? 55? + (n - 1)§?
De schatter §:
. _1= ¢ :
r=cX .21 I (A12,19)
1=
= n
£ = €6 | x) =62 | &z |0 = EX =T, (A12.20)
i=1
3(-2 n 2 =}-(=2 n
Var(§ | x) =—2—£[{Z (z; - a)} | x] =5 1 oelx;),(a12.21)
n i=1 n  i=1

(a12,22)
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De schatter i' :

n = x,-; .
i=1

i=1
-t X-7, (A12.2h)
Vr('l)-i[rfl(?-rl-;)( )zl -
ar\y x) = i o = £1~a x| =
n i xi-; 2
= .21 ( n + n -1 > g(xi)s (A12.25)
i=
x  %5-%)\°
1) = - = _
Var(§') = ¢ iz1 ( — 2 ) g(x,) =

= %Exeg(x) - m{—;q—ygg(i) o Var(x), (A12.26)
en voor n -+ s

Eng(x)u (A12.27)
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