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§0, Het probleem

Bij het Mathematisch Centrum is een algemeen variantieanalyse-
programma in gebruik waarmee toetsen en schattingen kunnen worden
verkregen; dit programma is gebaseerd op een parametrisering van de
verschillende effekten zoals b.v. behandeld wordt in [1], hoofdstuk
1 en 2, Bij een praktijkgeval - met als parameters de hoofdeffekten
en interskties onder de gebruikelijke (homogene) bijvoorwasarden -
bleken de schatters voor de interakties niet aan de gestelde bijvoor-
waarden te voldoen. De vraag was: hoe komt dit, wanneer is zoiets
precies het geval en hie is het op te vangen. Het zal blijken dat deze
- gebruikelijke - parametrisering in sommige beperkte modellen niet
een toegelaten parametrisering (in de zin van stelling (1.1)) is.

Het hoofdresultaat staat vermeld in stelling (2.1); de formulering
van die stelling maakt gebruik van definitie (2.1). In §1 wordt het

speciale geval van een tweefaktormodel besproken.



§1. Het tweefaktormodel

We bekijken een tweefaktormodel uit de variantienalyse. Het ge-

bruikte model is

oy = .+ B, + y.. + e..
1.1. Xﬁgk Hotoog BJ YlJ Ele
voor 1 = 1, 2y cosy 13 J = 15 2, ooy J3 K =1, 2, coo, Kij (Kij > 0
voor alle i en j; er zijn dus geen lege cellen), De variabelen Eijk

worden onderling onafhankelijk verondersteld met verwachting nul en ge-
. . . 2
lijke variantie ¢ »

In dat geval is

.. = o0 = . + B. . eo
1.2, s T Ep e T tog b Bt

In vektornotatie kunnen we dit schrijven als
= 1 . o i = '
1.3, n = X'g, waarbij n (n11’n12?ooo,n1J,oow,nI1,ooo,nIJ) en

B' = (u,a.l,ooc,ul, 819000,BJ, Y11,Y12,000,YIJ)0

In de matrix X' komen slechts nullen en enen voor. Men kan bij
gegeven vektor n vele vektoren B vinden die voldoen aan (1.3). Om de
gewenste één-é&n-duidigheid van de afbeelding te krijgen leggen we aan
de vektor B lineaire restrikties op. Hierbij maken we gebruik van de
volgende stelling (zie [1] sec. (1.4)).

Stelling 1.1. Zij X' een n x p-matrix en H' een t x p-matrix, De afbeel~

ding n = X'B, O = H'B beeldt de kern van H' dan en slechts dan &&n-&&n-
duidig af op de kolommenruimte van X' als

1
a. de rang van G' = (X ) gelijk is aan p en

Hi
b. de doorsnede van de rijenruimte van X' en de rijenruimte van
H' de nulvektor is.

We kiezen nu de bijvoorwaarden:

[oj= [85=0,
1 j



Z Yij 0 Voor J = 1, 2, coas I,
i

Z Yij 0 voor 1i=1, 2, 560, Is
J

Nu levert de hiermee gedefini&erde matrix H' een stelsel op dat
aan a en b voldoet.

Het is duidelijk dat voor de kleinste-kwadraten-schatters van de
parameters die aan de bijbehorende bijvoorwaarden voldoen, moet gelden

(we nemen even gelijke aantallen, en wel K, waarnemingen per cel):

Xy = XX'B
0= H'_B_
waarin
1 K
ilJ =K z lljk en _E' = (_1_1.,&1,-“,2_1_,31,.“,31,
k=1
141’°°°’1iJ)°
Noemen we
XV
o = (&)
dan geldt

A

6G'E = G(%) = x§.

Uit a volgt dat GG' inverteerbaar is dus:
Toke B= (GG')_1Xi = (X' + HH')—1Xir_g

De komponent van de vektor § die loodrecht staat op het beeld van de
afbeelding (1.3) wordt door de afbeelding (1.4) op de nulvektor afge-
beeld zodat (1.4) dus als een echte inverse afbeelding beschouwd kan
worden., Deze schattingsmethode gebruikt men onder andere bij het toet-
sen van lineaire hypothesen, vooral met behulp van de computer.

2
voren te eisen dat de interakties (Yij) nul zijn. Dat dit niet alleen

We bekijken de hypothese G = Oy T eos = 0 = 0 en wel zonder te-

een theoretisch denkbare maar ook een praktisch voorkomende hypothese
is, mag blijken uit het volgende voorbeeld.,

&



De faktor A heeft 2 niveau's: het al of niet invoeren van de een
of andere verkeersmaatregel (zebrapad, maximumsnelheid enz.) die in de
verschillende seizoenen eventueel een verschillende invloed heeft op
de gemeten grootheid: de tijd nodig om per auto van een bepaald punt
naar een ander te rijden. Faktor B zou dan b,v. 4 niveau's kunnen heb-
ben, korresponderend met de 4 seizoenen. De hypothese die hier van be-
lang is, is a; = a, = 0, ongeacht de vraag of er interakties zijn of
niet.

Voor het toetsen van genoemde hypothese willen we de schattingen
voor de parameters hebben in het model:

.. = + B. + v.. met :
Nig W By TN

1.5

wo

ZBD=ZY”= Y. =0
jJ 5 1 §1J

of, in matrixvorm:

X'g

3
]

1060
HB.

o
]

Deze matrices X' en H' voldoen niet aan de voorwaarden van stelling
(1.1). We zullen dit nagaan bij een voorbeeld, stel I = 2, J = 33 in

dit geval wordt de matrix X':

™1 100 100 0007
1 010 010 000
1T 7 001 001 000
ole 1 100 000 100
1 010 000 010
1 001 000 001 |
en de matrix H':
"0 111 000 000
0O 000 111 000
18 0 000 000 111
° Qe 0O 000 100 100
0 000 010 010
(0 000 001 001_|




We zien dat de matrix X' 6 onafhankelijke rijen heeft en de matrix
H' 5, De rang van &' = (g:) is hoogstens gelijk aan 10, het aantal ko~
lommen; dus bestaat er een niet-nul-vektor die een element is van zowel
de rijenruimte van X' als van de rijenruimte van f'. Dit is in tegen-
spraak met voorwaarde b van stelling (1.1),

(Tellen we de eerste drie rijen van X' bij elkaar op, trekken we
daar van af de laatste drie rijen van X', dan krijgen we het verschil
van rij 2 en rij 3 van H'.)

Uit stelling (1.1) volgt dat de afbeelding (1.6) niet een afbeelding

is van de kern van H' op de kolommenruimte van X' (= kolommenruimte
ven X') maar een afbeelding van de kern van Hf op een echte deelruimte,
zeg D, van de kolommenruimte van X'. Een echte inverse afbbelding
(schatter) zou dus de komponent van § die loodrecht staat op D, op de

nulvektor moeten afbeelden. De afbeelding )
1.9. Bo= (x4 )y

beeldt echter alleen de komponent van J, die loodrecht staat op de ko-
lommenruimte van X', af op de nulvektor en niet de komponent, loodrecht
op D, binnen de kolommenruimte van X'. De schatters (1.9) zullen niet
aan de overeenkomstige bijvoorwaarden voldoen, want de dimensie van het
beeld van de afbeelding (1.9) is gelijk aan de dimensie van de rijen-
ruimte van X' en we hebben gezien dat deze groter is dan de dimensie
van de kern van H', De schatters (1.9) zijn dus niet de gezocht schattersse<),
Het is uiteraard mogelijk de gestelde hypothese te onderzoeken zon-
der gebruik te maken van de schattingen van de (overblijvende) parameters
van het model ([1], sec. b.l bij ongelijke aantallen waarnemingen per
cel), Willen we echter gebruik maken van een rekenprogramms dat van die

schattingen uitgaat dan kunnen we het volgende bedenken: een model

%) De rang van G' is gelijk aan het aantal komponenten van_E zodat
de inverse van GG' bestaat.

%) Men kan door uitwerking van het voorbeeld nagaan dat de schatters (1.9)
niet alleen niet aan de bijvoorwaarden voldoen, maar bovendien geen
kleinste kwadratenschatters zijn in het model m.a.w.

XXX + ﬁﬁ')-1i # X, zodat het gebruik van (1.9) een onjuiste toet-

singsgrootheid zou opleveren,



verandert niet bij substitutie van enkele lineaire restrikties van de
matrix H'. De rijen van de matrix H' die verantwoordelijk zijn voor de
afhankelijkheid van de matrix X' zijn (in ons voorbeeld 1.8) de tweede
en derde. Substitueren we de daarmee korresponderende bijvoorwaarden

Y = ° = - —
\eF 0 voor i 1, 2, bov. door te stellen 713 Y11 ~Y12 en

L
: 1]
J = - - 3 i3 i ix X!
o3 Yo1 Yoo dan zijgn de rijen van de nieuwe matrix X
1 100 1000 |
1 010 0100
1 001 =1-100
1.10 1 100 0010
1 010 0001
|1 001 0 0=1=1_]

onafhankelijk van die van de nieuwe matrix H!

0 111 0000
1,11 0O 000 1010
0O 000 0101

De nieuwe getransponeerde parametervektor wordt dan

(Up 81: 829 833 'Y-l1s Y12, Y21, Y22)o De afbeelding

=12,

1,12 B o= (XX + HE')T'xy

levert dan de kleinste-kwadratenschatters van de parameters die aan de
bijvoorwaarden voldoen,

Bij berekening blijkt dat de afbeelding (1.9) als resultaat heeft

=y
Bs =¥ 5L, . .
e = Voo =Y o = BY. -+ 1Y
llJ X’lJ lo J uz'le l1"X’o °
voor 1 = 1, 2, osos I3 J = 1, 2, v0os Jo Omdat in het model geldt
n, -n = Ovoor 1 =1, 2, ¢co, I, zijn deze schattingen, die niet

aan de bijbehorende bijvoorwaarden voldoen, wel zuiver.,

Bij gelijke aantallen waarnemingen per cel is het niet nodig ma-
trices te inverteren; de kleinste-kwadraten-schatters zijn in dat geval
ommiddellijk op te schrijven. De bovenstaande redenering is echter zonder
meer aan te passen voor het geval van ongelijke aantallen waarnemingen
per cel (gesteld dat geen der cellen leeg is); zie hiervoor de opmer-

king aan het einde van §2,

&



2, Het algemene geval

Zij gegeven een I1I2 P In—dﬁnensionale stochastische vektor

L= 1,181,120 L11..1 > L11..121> °c» Y, 1 » Waarvan de compo-
‘ n n

1
nenten onderling onafhankelijk verdeeld zijn met gelijke variantie 020
We noteren By = n en voeren een (I1+1)(12+1) coo (In+1)—dimensionale

vektor B in die we in verband met het volgende als volgt noteren

8= ( o 1 1 a1 a2 an a12 a12 a12 u23 o_L12Mn )s
= \Q sa1sa29°°°3 I.° 19°°°’ T *°*11° 125°'°9 I. T 2°112°°°»? T...T 9
1 n 172 1 n
de komponenten van B noemen we de parameters van het model. We geven de
Euklidische ruimte waarin de vektor n ligt aan met A en die waarin B
ligt met B,
Een lineaire deelruimte UCB wordt gedefinieerd door de volgende

lineaire restrikties

IT 12
1 2
Z A = z Q. = o000 =o,
i=1 M1 oi=1 2
1 2
I I
1 2
2.1, 1 121 =] gei = geo = 0, oo,
11—1 172 12—1 172
I I I
21 1 2 ool - 22 1 2 oo ll - Vn 1 2 ooll O
° . . - ° 3 ° - 0 Q - L o . © - o
i=1 Mterctn i=1 trteeed i=1 Miterct
1 2 n
We definiéren een lineaire afbeelding van U naar A als volgt
2.2, n ;o3 < u0+u; +a§ +°°o,u? +a; ? +oo+a?-1’ ? +oo+a; ? °°?
172°°"n 1 2 n “1°2 n-1°"n 172°°"n

waarbij de index i, de getallen 1, 2, 3, ..., I, doorloopt voor elke k.

k k
In matrixvorm schrijven we (2,2) resp. (2.1) als

2.3, n=X'8 en H'B =0,



Zoals bekend is de afbeelding (2.2) &&néénduidig; de inverse af-

beelding wordt in de bekende puntnotatie x):

0 1
2.k, o =n 3 Q. = 1. - n , enzovoort,
006000 11 1100a 0O 00600
: K, Kook -
De verzameling parameters <) {ua1.2 .rl. . noemen we het
l l 001 l DGQl
k1ookr 172" "r 71 r
effekt o waarin de faktoren k1,k2, coo s kr optreden.,

Definitie 2.1. We voeren in de verzameling der effekten een partiéle
ordening in: het effekt Y4 gaat vooraf aan het effekt Yo (notatie

Yo < y1) als alle in Y4 optredende faktoren ook in Yo optreden. Het
effekt o gaat aan alle andere effekten vooraf.

Voorbeeld: a136 < a13 < u3

Met gebruik van de matrix

X'
schrijven we (2.3) als
tg = (N
G'B (0)0
Dus
GG'e = G(j) = Xn.
Dit geeft, omdat rang G' = (IT+1)(IZ+1) cos (In+1), de inverse transfor-
matie:

B = (GG‘)—1Xn = (XX' + HH')‘1xn .

») Wegens typografische moeilijkheden wordt hier een o-notatie gebruikt,

k.ook knek
1 r . . csoss 1 r
¢ oy 3 1s een vereenvoudigde schrijfwijze voor o i
1@5 r o0
. 172 r



De kleinste-kwadratenschatters die aan de bijvoorwaarden voldoen

zijn dus:

-~

2.5. 3= (xt o+ mE) g,

We vragen ons het volgende af: als bekend is ~ door hypothese of

in het model ~ dat bepaalde effekten afwezig zijn (afwezigheid van

k100kr k ODk-

o wil zeggen o. .~ = 0 voor alle i,, 1
1ol 1

methode van berekenen van de kleinste-kwadratenschatters (met behulp

5o v ir), is dan deze

van de bij het model passende matrices X' en H') nog juist en - zo

niet - hoe zijn die dan te berekenen?

Het zal blijken dat deze schattingsmethode dan en slechts dan
Juiste resultaten geeft als met elk ontbrekend effekt vy ook alle
effekten Y met v £y ontbreken. Zign er effekten y en Y met
Y* < v waarbij Y*Taanwezig 18 en y niet, dan levert substitutie

o o o ; = 3 o
van bijvoorwaarden van al die effekten y nieuwe matrices X' en H',
die ingevuld in (2.5) wel de juiste schatters voor de parameters

opleveren,

We definiéren bij elk effekt y lineaire deelruimten AYC:A:}:A

op de volgende manier:

A;his de ruimte opgespannen door de vektor

[- N U G

e

—_

AT’is de ruimte opgespannen door de vektoren
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enzovoort, bij elk effekt de ruimte opgespannen door de overeenkom-

stige kolomvektoren van X', Verder is )

A = AT
0o~ 0

>
A, = ATOA

A, = K OA, ©A) = L,OA,
enz,
Deze deelruimten zijn gedefinieerd onafhankelijk van het al of niet op-
treden van de effekten.
De lineaire deelruimten AO’ A1, A2, coes A12,°n staan alle lood-
recht op elkaar en spannen samen de kolommenruimte van X' op. Als alle

effekten aanwezig zijn is dit de gehele ruimte A,

%) A@B wil zeggen de verzameling vektoren uit A die loodrecht op alle
vektoren van B staan.
A @B wil zeggen de verzameling vektoren die als sommen van vektoren

<« uit A en B te schrijven zijn (we veronderstellen dat A 1.B),



11

We formuleren eerst enige hulpstellingen:

. N - _
Hulpstelling 2.1, Dim (Ak K ..k ) = I T oI
172 r 172 r
Dim (A ) = (I, =1)(I, ~1) coo (I, =1)
k1k200kr k1 k2 kr
Bewijs: A: k ..k heeft Ik Ik oeoIk opspannende vektoren die onaf-
172°°"r 172 T

hankelijk zijn. De tweede bewering volgt uit stelling 3 van de appendix.

Hulpstelling 2.2, A$m= AY + AY + A + ... + AY , waarbij

Yqs Yps ecos Y alle effekten z%jn dig voorafgaaﬂmaan Yo

120001‘

Bewijs: Zeg y = o , dan is
> >
AT =4 = {n=(n; .+ )|i,3J 51 5dps000,i =j =n, . =n. . ]
Y 126000 1ieely 1 91272 Y2 rr 1geel Jyeedy
(bijvoorbeeld: voor elke vektor (n. . )JEAT, geldt dat n en
J
1001, 12 5411, .1
.. .. * ¥ .
”5&22002 geligk zijn). Dus als y1<< Y dan AY1C:AY1C:AY’ dat wil zeggen
A DA @A @... DA A,
Y Y1 Yo Ym Y
. > _ B > _ =
Verder geldt: dim (Ay) = dim (A12°°r) = I,I,.0.1,

{(T =01 H(T =141} woo {(T-1)41} = (T,-1)(Tp=1)000 (T -1)=

(T =T =)o eo (T, _4=1)4e et (Tp=1) e o (T =1)4e oI +T 4, o +1 #1 =

>
aim (o) + [ dim (A, ) dus A DA ®...@DA, =4,
i (&) g i (4 ) dus AQ® Y1C) ® Y, Y

Noem de deelruimte opgespannen door de vektoren B € B waarvoor geldt dat
k.y000,K
19 2

alle komponenten, behalve misschien fai ¥ , nul zijn

* 1’00Q’ir i1’°°°’1r
B . Dan geldt:
k1’000’k

r
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Hulpstelling 2.3, Als alle effekten aanwezig zijn wordt voor elk effekt
y de deelruimte BchB door de afbeelding (2.3) afgebeeld op AYC:Ae

Gevolg. De afbeelding (2,3) is dus ook voor elk van deze deelruimten

généénduidig.
.o _ 12..r .
Bewijgs: Zeg weer y = o , dan geldt wegens hulpstelling (2,2):
>*
AY =Ao,.r T {n = (ni ool )|n€:A12oor Ny ..i L 000..0
1 n 1 r-1
= Ne o . = s00 =N _ © = O
1jo0l, 5010000 0l,e 01,0000
voor alle i1, i29 cooy ir}o
1 2..1r .. .
Het beeld van een element (a. -°° . ). . uit B is
1.1 001 "1,001 12501
172" "r r
n = (n. . ) = (a]2°°fr)° . » Men ziet dat dit een element van
Tyeel) ~lieel Tlioel
' k mokr
Ao o is, Omdat voor elk effect o geldt: beeld (Bk JC A

0ok k ook
r r

1 1

en omdat de afbeelding (2.3) éénéénduidig is, volget het gestelde,

Nemen we als voorbeeld de X'-matrix (1.5) van het 2-faktormodel

uit §1. De eerste kolom spant AO op, de tweede en derde kolom A?; de
vierde, vijfde en zesde kolom Azuen de overige kolommen A?én Verder

is A = Ao@ Al @ A2@A12. De komponenten van de verwachtingsvektor

n schrijven we in de puntnotatie als volgt

el = + . = + 0 = + cs = Ne = o o
npy =, (n; =n ) (neJ n ) (n1J Ny omoms n )

waarbij de vier termen korresponderen met de projekties op de deel-

ruimten A ., A,, A, en A Stel nu dat de interakties ontbreken, d.w,Z.

0? 712 T2 12°
volgens hulpstelling (2,3) neﬂXC)sz, dan spannen de deelruimten

Ao, A1 en A2 de kolommenruimte van de gereduceerde matrix X' op. Ont-
breekt daarentegen b.v. de faktor a(korresponderend met de {ai}),

maar niet de interakties, d.w.z. NEA®A,, dan is blijkens (1.8)

1°
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de kolommenruimte van de gereduceerde matrix X' gelijk aan A dus groter

dan de definitieruimte van no

Laten we bij ontbreken van effekten de overeenkomstige kolommen

van de matrices X' en H' weg, dan geldt de volgende

Stelling 2,1, Er zljn twee mogelijkheden:
1. Met elk ontbrekend effekt, ontbreken ook alle effekten Y*’met

y*=< y; in dit geval geldt: de overblijvende komponenten van de vek-
tot B zljn alle schatbaar in het model en de kleinste-kwadratenschat-
ters die aan de bijvoorwaarden voldoen worden gegeven door (2.5).

2, Br zijn effekten y en y%:met Y*.< Y waarbi] Y*-aanwezig is en Y niet;
in dit geval zijn de overblijvende komponenten van de vektor B alle
schatbaar maar de kleinste-kwadraten-schatters die aan de bijvoor=-

waarden voldoen worden niet gegeven door (2.5).

Bewijs: Welke effekten ook ontbreken, steeds bestaat een &&néénduidig

verband tussen de vektor n en de aan bijvoorwaarden onderworpen getal-

0 1 12 .00 12 ..n AN
len o, Qs 5 vess O & o4 ooy Op I (waarbij de ontbrekende ef=-

1 T1tere iy 172,.°n
fekten zijn weggelaten) door middel van enerzijds de relaties (2.2) en
anderzijds de relaties (2.4). De vektor n doorloopt hierbij niet de ge-

hele ruimte A maar een lineaire deelruimte van A, gedefinieerd door )
Y Y Y.
1 2

- = m
Qi(v ) - 09 ui(y ) O, ©0 0 g o

1 1(Ym) = 0 voor alle 1(y1), l(YQ)’°°°91(Ym)

2
(y1, Yoo to0s Yp zijn de ontbrekende effekten), vertaald in beperkingen

voor de n-vektor met behulp van de afbeelding

g = (' + HE')™'Xn,

d.W.2Z, n é‘Ad = AGA A ... A ; dit volgt uit hulpstelling
h "2 m (2.3)

) De uitdrukking i(y) stelt een vektor van indices behorend bij het

effekt y voor.
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We definiéren de matrix F als volgt: Fg is de projektie van de
vektor g op Ad voor g€A en de matrix P als volgt: Pg is de projektie
van g op de kolommenruimte van X' voor geA.

Bij elke ne€A. is er een BEB met X'B = n en H'B = 0 dus )

d

B = (XX' + HH')"'Xn
voor n €Ad dus

g = (XX’ + HH')™'X Fn

1s een afbeelding die vektoren n | Ad op nul afbeeldt en vektoren

neA. op vektoren B waarvoor (2.3) geldt =),

d

Steeds geldt: Adc;kolommenruimte van X'. Welnu: de kolommenruimte

van X' is de direkte som van A*; A*; soos AT
o] 1 12, o

deelruimten van de optredende effekten voorkomen.

s, waaronder alleen de

In geval 1 van de stelling geldt volgens hulpstelling (2.2):
Ad = kolommenruimte van X'; voor de echte inverse afbeelding van (2.3)
geldt dan
B = (XX' + HH')™'XPn = (XX' + HH')™ 'XPn = (XX' + HE' )™ 'Xn;

ook voor de kleinste~kwadratenschatters die aan de bijvoorwaarden vol-
doen geldt:
:é = (XX' + HH?)"1FX = (XX' + HH')'1X;r_.

In geval 2 van de stelling zijn de kleinste-kwadratenschatters van
B die aan de bijvoorwaarden voldoen
3= (xx' = m)” 'xFy

en deze uitdrukking is niet voor alle y gelijk aan

%) De inverse van de matrix XX' + HH' bestaat want stel dat er een
B*' # 0 1s met X"B* =0 en H'B* = 0 dan zou gelden dim Ad < dim
(kern H'); dus G' heeft volledige rang.

»»~) Een dergelijke afbeelding noemen we een echte inverse afbeelding

van de afbeelding (2.3).



15
(XX* + HH' )"1XI

want: stel y*"< Yy Voor een k<men f* / {71, Yos c00s ym} dan geldt:

A € kolommenruimte van X';
k
dus geldt niet:

Ad = kolommenruimte van X'
dat wil zeggen

rijenruimte (XX' + HH')™'XF # rijenruimte (XX' + HH') X,

Hiermee is de stelling bewezen,

Een methode om in geval 2 uit de moeilijkheden te komen is de vol-

gende: Stel dat a12°°°r afwezig is. Substitueer (voorzover aanwezig)
a; ? °°§SI = - Z al ? °°§si voor alle s > r
172°°"r’s 1 #I 172°°"rs
s’ s

; ? ”°§s§ ;i = - Z a} ? °°iriti voor alle s ent > r

172°°"r7s™t 1 #I 172°°r's’t

s" s i

] ? °°?S? = = u] ? °°?SF voor alle s ent > r
1.1,001 1 I 1.1.001 1 1

172 rst

1t#It 172°°r' st

enzovoort; doe dit voor alle effekten die ontbreken. De rijen van H'
die de betreffende restrikties geven zijn nu overbodig geworden: we
laten ze weg. De resulterende matrices noemen we X' en H', Het is ge-
makkelijk in te zien dat de kolommen van X' korresponderend met het

1 oo >
effekt a‘2 rs loodrecht staan op A12 re Dit geldt ook voor alle an-

dere effekten waaraan a12°°r voorafgaat, Dus Ad = kolommenruimte X';
verder blijft de éénéénduidige toevoeging bestaan zodat we in geval 1

van de stelling zijn.komen te verkeren.
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Een belangrijke toepassing is de volgende:

Bij de gebruikelijke situatie van meerdere waarnemingen per cel
(geen lege cellen) definiéren we als in §1 een vektor y van celgemid-
delden en een diagonaalmatrix N van aantallen waarnemingen per cel.

We gebruiken dan een vektor n* = Mn in plaats van n waarbij M de dia-
gonaalmatrix is met MM = N3 in plaats van (2.3) komt dan de afbeelding
n* = MX'B en H'B = 0, De matrix (M)é:) voldoet dan en slechts dan aan
de voorwaarden a., en b, van de stelling genoemd aan het begin van §1
(zie [1] sec (1.4)) als de matrix (}I;:) aan die voorwaarden voldoet.

Dus voor de schattingsmethode
§=(mwv+fmw”mmi=(mm'+HW)”m@

geldt de stelling (2.1).
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§3, Appendix: dimensiestelling

Definitie 3.1. Bij vektoren a€R", beR", a' = (a19 8By ooes -a.n) en

b? = (b,, b,s coos b ) definiéren we de tensorproduktvektor a »* b als
1 2 * n »

L
(a % b) (a1b1, 8,b55 ooy anbn)o

. . . . n . . .
Bij een linealre deelruimte UCR " en een lineaire deelruimte

Ve R definiéren we de tensorproduktruimte U % V als -

UV = {ceRnHueUave_V c = u % v}, De operatié s is associatief

en commutatief,

Opmerking. Uitgaande van de vektoren n = (ni 5 )JEA, ingevoerd in
§2, definiéren we naast de deelruimten ! n

. -
Ags Bys Bys coey Byp ys Byp

de volgende deelruimte van A:

120 or)

bij elk effekt y (zeg y = o nog

D, = Do r = {n = (”i1i Min)| T Jppos 0o 1T

5 lr+1 = Jr+1’ l:t'+2

= n. = n. te

1ioel Jqeedy
OEmerkingo AY("\DY = Ao°

Hulpstelling 3.1. Voor a, a € A end, a°e D, geldt:

a % d J_ao * 3% <= a_l_ao of 4d J_do of beide.

C. ) o o o
Bewijs: (a % d, a %d°) = ’ a. . . oan . G Lodl . , =
165 x, ylgeeiipdgeed Tlidgeed Miidpeld)
=,1="1
1<i <T
=n=n
=( 7 a. . . ac . ) 7 a, . ad )
- i,i 001 Tiiie.d 5 1,00l 1,001
1;31;;1 172 n 172 n 1=}r+1§;r+1 1 n 1 n
1<i<I 1<i <I
=r=l" _n——-

= (a, a°).(d, a°).
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Hulpstelling 3.2, Voor UCAY, dim (U) = q en VCDy, dim (V) = s
geldt:

dim (U % V) = (dim U).(dim V).

Bewijs: Laten Uss Ugy oo uq orthogonale opspannende vektoren van U
zijn en Vis Vps eces Vo orthogonale opspannende vektoren van V, dan

spant het stelsel orthogonale vektoren (ui *—v.)g

S de ruimte
J'1i=1 j=1

U %V op.

Gevolg. Men zlet langs rekursieve weg in dat dim (A.I *-AZ * 500 *=Ar) =
= (dim A1).,(dim A2) 0oo (dim Ar) =

Hulpstelling 3.3.

A= AO®A1 Do ®An@A1 * A, DA, *A3®Mo @An_1 *An®
@A1 * Ay w a0 %A

Bewijs: Elke deelruimte uit het rechterlid staat loodrecht op elke an-
dere deelruimte uit dit 1id; dit volgt uit hulpstelling (3.1): bijvoor-
beeld A1 = A1 -x—AO_L.A1 x-A2 omdab AO(_‘_D20 Verder geldt dat

dim (rechterlid) = dim (A ) + ... + dim (A% ... A ) =

k=1 k
r

Stelling 3.4, Ay ook T _Z *A

1 r 1=1 1
Bewijs: Uit de definitie van Ak ,ooo,kr en uit de definitie van de pro-
duktvektorruimte blijkt direkt:

r
3-9 A=A Lk D,Z Ay
1 r 1=1 1
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I.0..1
Stel nu: J ruimte CCR L =T %A @C,

K,oo0k .
1 T 1 1

Dus CC‘.AY° Stel c€C, dan geldt c # II -x-Ak 0
i i

Er moet dus gelden, volgens (3.7): 3 v o# Y, YV = m‘l’ ooogy M 3

s .
s
ce I +A dus volgens (3. c€A .. Maar ceA . dus
1=1 mi’ € ( 9) y! € Y3Y#Y“
I1°°In
ACCR , dus AY=I.,I*'Ak,°
i i
r
Gevolg. Dim (Rk Lk )= 1 (Ik - 1)
1 r 1=1 1
Literatuur: 1. H. Scheffé (1959): The Analysis of Variance;

Wiley, New York.






