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_Inleid_ing 

De hier behandelde stof is voornamelijk gebaseerd op Feller 2, -
hoofdstuk XIII, dat handelt over Laplace-Stieltjesgetransfurtneerden van 

verdelingsfuncties, maar omvat ook verschillende uitbreidingen. Met name 

§ 7 geeft verschillende onlangs verkregen resultaten van Steutel en 

Goldie over klassen van oneindig deelbare verdelingsfuncties (zie voor 

de literatuur van§ 7 blzo 79-80). 

De paragrafen met nummer 2a, 3a en 6a vermelden eigenschappen van 

karakteristieke functies, die corresponderen met de in de paragrafen 2, 

3 en 6 behandelde eigenschappen van Laplace-Stieltjesr,etransformeerden. 

Naar onderstaande vier boeken wordt regelmatig in de tekst verwezen; 

tussen rechte haken staan hier de trefwoorden vermeld, waarmee de ver

wijzing in de tekst geschiedt. 

[feller .!.1 

- [Fe-ller 2] -
[Lukacs] 

!yidder} 

• • 

• • 

• • 

• • 

W. Feller, An introduction to probability theory and its 
applications, vol. I, 2nd ed. (1957); Wiley, New York 

w. Feller, An introduction to probability theory and its 
applications, vol~ II (1967); Wiley, New York. 

E. Lukacs, Characteristic.functions (1960); Griffin, 
London~ 

D.V. Widder, The Laplace transform (1941); Princeton 
University Press. 
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I. LAPLACE-STIELTJESGETP..ANSFOfilfEERDEN 

§ I Convergentie van verdelinr,sfuncties -· -·---··- ,..... -
(Feller 2 VIII I, gedeelte van 6) -

Zij "IB. de verzameli11g der reelc getallen en 6?> de a-algebra der 

Borelverzamelingen van fil.. 

Definitie l. J. Een reeel,,,raardige functie U op ]R. heet een maatfunatie 

als U recl1tscontinu e11 niet:dalend is. 

Definitie l .2. Tt-.ree maatfuncties U en V heten n1aatequival.ent als U en ...... '" _ ........ -
Veen constante verschillen. 

1'1aatequivalentie is een equivalentierelatie op de verzameling van maat

functies. Er is een 1-1-correspondentie tussen de roaten op (JR ,(B) die 

eindig zijn op eindige intervallen en de equivalentieklassen van maat

functies. 

Een maatfunctie U definieert een maat µ op ("IB. ,IB ) door 

( I • 1 ) µ((a,b]) = U(b) - U(a) voor a < b ; 

de zo verkregen maat µ is eindig op eindige intervallen en blijft de

zelfde indien t-re in ( l • I) U vervangen door een met U maatequivalente 

maatfunctie V. 

Ell<.e maat µ op (JR, 8) die eindig is op ein<lige intervallen bepaalt 

,,,eer eenduidig een equivalentieklasse van maatfuncties 

( I • 2) U (x) == { 
C 

c + µ([o,x]) 

c - µ((x,0)) 

voor x ~ 0 , 

voor x < 0. 

{u} door 
C 

In navolging van Feller schrijven we u{A} in plaats van µ(A) als 

A e tJ3. }let de akkoladen om het argument van U geven we dus aan dat we 

niet de maatfunctie U bedoelen, maar de maat die door U op ("IB.,(B) gede

finieerd ,.,ordt. Feller gebruikt de ter1n ''measure'' zowel voor U(.) als 

voor u{.}, ,-1aar tvij t,,;ee verschillende terrnen (maatfunctie resp. maat) 

zullen gebruiken. 
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Definitie 1.3. Een functie Fop JR is een verdetingsaohtige funatie als 

F een maatfunctie is met 

( 1 • 3) F(-00 ) ~~!_ lim F(x) = 0. 
x ►-m 

Definitie 1.4. Een functie Fop JR is een verdelingsfunatie als F een 

maatfunctie is met F(-00 ) = 0 en F(00 ) ~~-~ lim F(x) = l. 
x~ 

Definitie 1.5. Een functie Fop IB. • 1s een 

als F een maatfunctie is met F(-00 ) = 0 en 

heet het defeat van F. 

defectieve verdelingsfunatie 

F(00 ) < 1. Het getal l - F(00
) 

Hieronder volgen de termen die Feller gebruikt voor de functies, die 

gedefinieerd ,vorden in de definities 1. 3, 1. 4 en 1 .5. 

verdelingsfunctie 

defectieve verdelingsfunctie 

verdelingsacl1tige functie 

distribution function, 
proper distribution function 

defective distribution function 

improper distribution function 

Definitie 1.6. Een interval I van reele getallen (zij het open, half

open of gesloten en eventueel onbegrensd) heet een oontinuiteitsinter

val van een maatfunctie U, als U continu is in de ein<lige eindpunten 

van I. 

Feller eist op blz. 242 <lat continuiteitsintervallen open zijn, 

maar reeds op de volgende bladzijde overtreedt hij de beperking die 

deze eis hem oplegt. 

Definitie 1.7. De rij maatfuncties {u} is maatconvergent, als er een 
n 

maatfunctie U is met 

( l • 4) lim u {1} = u{r} 
n n >oo 

voor ieder begrens<l continuiteitsinterval I van U. In <lit geval heet de 

rij {u} maatconvergent naar U. (N.B. Als een U voldoet aan (1.4), dan 
n 

voldoet ook U+c!) 
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.£.I?!:le.~king_,_l_. l_. Als ,,e in (1 .4) U vervangen door V = U + c (c reeel 
n n n n n 

getal), dan is oolt {vn} maatconvergent naar U. Het is duidelijl( dat het 

voor maatconvergente {u } mogelijk is dat {u (x)} voor geen enkele x 
n n 

convergeert. 

Definitie I .8. De rij verdelingsachtige functies {F} is konvergent, 
n 

als er een verdelingsachtige functie F bestaat z6, dat {Fn} maatconver-

gent naar F is. In dit geval heet de rij { F } konvergent naar F en ,,e 
n 

gebruiken alleen hier de notatie F 
n 
➔ F dan ,,,el lim F = F (N.B. hier 

n 
kan F dus noch in de definitie, noch in de notatie door F+c vervangen 

,.,rorden). Door de spell.ing van ''ltonvergent'' maken tve onderscl1eid tussen 

het bier gedefinieerde begrip en het begrip ''convergent'' dat ,.,e kennen 

voor rijen van reele getallen. 

Definitie 1 .9. De rij verdelingsachtige functies {F } is verdelingsaah
n 

tig convergent, als er een verdelingsachtige functie F bestaat met 

( 1 • 5) lim F (x) = F(x) 
n n ► oo 

voor alle continuiteitspunten x van F. In <lit geval heet de rij 

verdelingsaahtig convergent naar F. 

{F } 
n 

Definitie I .IO. De rij verdelingsfuncties {F } is aonservatief aonvern 
gent, als er een verdelingsfunctie F bestaat z6, dat {F} maatconvergent n 
naar Fis. In dit geval heet de rij {F } aonservatief convergent naar 

n 
F (notatie F con~ F). 

n 

Om de lezer zo snel mogelijk met deze drie convergentiebegrippen 

voor verdelingsachtige functies (en in het bijzonder verdelingsfuncties) 

vertrouwd te malten volgt 11ier een opso11naing van allerlei eigenschappen, 

die in de hierna volgende stellingen en opmerkingen zullen worden bewe

zen. 

1) (Vgl. stelling 1.2) 

a) Conservatieve convergentie van verdelingsfuncties impliceert ver

delingsachtige convergentie van die verdelingsfuncties. 

b) Verdelingsachtige convergentie van verdelingsachtige functies 

pliceert konvergentie van die verdelingsachtige functies. 

• im-
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2) Geen enkele implicatic in 1) l<an tvorden omgekeerd (zie opm. 1.5 in 

verband met de oml<ering van a) en voorbeeld I. 1 in verband met de 

oml,:.ering van b) ) . 

3) Uit de tegenvoorbeelden blijl-::t tlat tve cle verscl1illen tussen de drie 

convergentiebcgrippcn voor 1JcrdcZings_fu1iat1'.es als volgt 1-:.unnen 

sc11etscn. 

Bij conservatieve convcrgentie verdwijnt er geen massa naar - 00 of 

+00
; bij verdelingsachtige convergentie kan er massa naar +00 verdwij

nen; bij konvcrgentie kan er zot.;el naar -ex> als naar +00 massa ver

dv1ijnen. 

4) Als {F
11

} een rij verdelingsfuncties is, clan r,eldt a) F
11 

+ F dan en 

slechts da11 als F:· een vcrdelingsnchtir,e functie '' is met 

F {r} + F{I} voor elk ein<lig contir1uiteitsinterval I van F (def. n 
l .8), ter,.;ij 1 b) F con~ F da.n en slecl1ts clan als F · een verdelings

n 
achtige functie • is met F {r} + F{r} voor elk continuiteitsinterval n 
I van F (stclling 1.1). 

Opmerking 1.2. Bij ons is, in navolr;i11g van Feller, 1-::onvergentie van 

verdelingsachtige functies konvergentie volgens def. 1.8. De meeste 

andere auteurs definieren ''convergentie'' van verdelingsacl1tige functies 

volgens def. 1.9. Feller bespreekt convergentic volr,ens def. 1.9 in een 

voetnoot op blz. 243 en tnaakt verder geen gebrui1::. van dit begrip. 

Hieronder volgen de termen die Feller gebruikt voor de convergen

tiebegrippen, die v1orden gedefinieerd in de definities 1. 7, l .8, I. 9 

en l . 10. 

maa tcon,rergent 

lconvergent 

verdelingsacl1tig convergent 

conservatief convergent 
(alleen voor verdelingsfuncties) 

niet-conservatief converr,ent 
(alleen voor verdelingsfuncties) 

convergent 

convergent 

---
properly convergent 

improperl'j1 convergent 

Opmerking 1.3. Als een rij verdelingsachtige functies {F } naar F kon-_,__ __ ___.,____ n 

vergeert, is het niet mogelijk zeals in opm. l .1 F
0 

te vervangen door 

maatequivalente maatfuncties. 1<Je l1ebben dan geen verdelingsachtige 
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functies meer, die immers moeten voldoen aan eis (1.3). Toch is het nog 

steeds mogelijl{ dat F -+ F, teri-1ijl {F (x)} voor geen enkele x conver-
n n 

geert. Dit blijkt uit het volgende voorbeeld. 

Voorbeeld 1.1. Zij F een verdelingsfunctie en 

( 1 • 6) F (x) = F(x + (-l)nn) 
n 

voor n = 1,2, ... , 

dan is lim F 2n(x) = 1 en lim Fzn+l(x) = 0 voor alle reele x, terwijl 

lim F {r} = 0 voor alle begrensde intervallen I. 
n 

Opmerl<:ing 1 .4. Als een rij verdelingsfuncties {F} naar een defectieve 
n 

verdelingsfunctie F 1-::.onvergeert, sprels:en ,,,e van niet-aonsel''vatieve 

oonvergentie. 

Stelling 1.1. De rij verdelingsfunaties {F} convergeert 
n 

dan conservatief, als er een verdelingsachtige functie F 

( I • 7) lim F fr}= F{I} n 

voor alle continuiteitsintervallen I van F. 

Betvij s. 

dan en slechts 
• 
1.s met 

a) Als (1.7) geldt voor alle continuiteitsintervallen I van de verde

lingsachtige functie F, dan konvergeert F per definitie naar Fen n 
geldt bovendien, daar E. een continuiteitsinterval is, 

( l • 8) F ( 00 ) = F { lli. } = 1 im F { ]R } = I 
n 

b) Zij nu gegeven F con~ F. Dan is F een verdelingsfunctie. Voor be-
n 

grensde continuiteitsintervallen I geldt (I .7) wegens def. 1.7 en 

def. 1.8. Zij I nu een onbegrensd continuiteitsinterval van Fen 

zij £ > 0. Orndat F{I} eindig is, is er een begrensd continuiteits

interval J van F met Jc: I en F{J} > F{I} - £, Daar F {J}-+ F{J} n 
en F

0
{I} ::_ Fn{J}, is liminf Fn{I} ~ F{I} - E. 

Dit laatste geldt voor elke £ > 0 en bijgevolg is 

( 1 • 9) 
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(N.B. drukfout in (1.3) van Feller 2, blz. 242). -
Het complement I' van I 

van F, zodat (1.9) oak 

F{I'} = I - F{I}, is 

is oak een onbegrensd continuiteitsinterval 

geldt voor I'. Daar F {I'}= I - F {r} en 
n n 

(I. I 0) limsup Fn{I} ~ F{I}. 

Combinatie van (1.9) en (1.10) geeft (1 .7). 

Stelling l .2. 

a) Conservatieve convergentie van verdelingsfuncties impliceert verde

lingsachtige convergentie van die verdelingsfuncties. 

b) Verdelingsachtige convergentie van verdelingsachtige functies impli

ceert konvergentie van die verdelingsachtige functies. 

Bewij s. 

a) Laat de rij verdelingsfuncties {F } naar een verdelingsfunctie kon
n 

vergeren. Als x een continuiteitspunt van Fis, is (-00 ,xJ een con-

tinuiteitsinterval van Fen geldt wegens de vorige stelling 

(1.11) 

b) Laat 

gent 

geldt 

( 1 • 12) 

de rij verdelingsacl1tige functies {F } verdelingsachtig convern 
zijn naar (een verdelingsachtige functie) F. Wegens def. I .9 

nu 

F {I}-+ F{I} 
n 

voor elk continuiteitsinterval I van F van de vorm (-00 ,x]. 
Voor e; > O is F (x-e:) < F (x-0) < F (x) ,v-egens de monotonie van F • 

n = n = n n 
Voor elk paar continuiteitspunten x-e:,x van F volgt hieruit 

(1.13) F(x-e:) < liminf F (x-0) ~ limsup F (x-0) ~ F(x). = n -·... n -

Omdat de continuiteitspunten van F dicht liggen, is het mogelijk e: 

naar O te laten gaan, terwijl x-e: continuiteitspunten van F door

loopt, zodat uit (1.13) volgt 

(1.14) F (x-0) + F(x-0) • F(x) • 
n 
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Dus (1 .12) geldt ool<. voor continuiteitsintervallen van de vorm I = (-00 ,x). 

Elk begrensd continuitei ts interval van F is het verschil van t,;-1ee 

continuitcitsintervallen van de vorm (-~,x] of (-00 ,x), zodat (1.12) 

geldt voor alle begrensde continuiteitsintervallen van F. 

Opmerking 1.5. De implicaties in stelling 1.2 kunnen niet warden omge

keerd. Een tegenvoorbeeld tegen de omkering van b) is al gegeven door 

voorbeeld I.I. 

Tegenvoorbeeld tegen de omkering van a): 

We definieren de verdelingsfunctie 1 door 

l 
(1.15) t(x) = { 

voor x ~ 0, 

0 voor x < 0. 

Zij F (x) = i(x-n), dan is lim F (x) = 0 voor alle re~le x. 
n n 

Stelling 1.3. Als {F} een rij verdelingsfuncties is met dichtheden 
n 

f = F' en f convergeert bijna 
n n n 

overal naar f, i-1aarbij f de dichtheid 

dan convergeert F conservatief naar F. 
n 

is van een verdelingsfunctie F, 

Bewij s. 

Voor ell<.e A e U3 geldt ,vegens het lemma van Fatou 

(I .16) AJ f(x) dx = AJ liminf f(x) dx ~ liminf AJ fn(x) dx 

Omdat (1. 16) ook geldt voor A' = JR- A en omdat JRJ f(x) dx = 

= ]Rf £ n (x) dx = I, geldt ook 

(1.17) 

zodat 

(1.18) 

Dus F {A} n 
gestelde. 

lim J f (x) dx = Af f(x) dx. 
A n 

-+ F{A} voor alle A e(B. 1'1et behulp van stelling I.I volgt het 

2.,Plll;e.!ki17g 1 .6_. Ilet omgekeerde van stelling 1 .3 is niet ,;,;raar. Neem voor 

n = 1,2, .•. 



(1.19) 

dan is 

( I • 20) 

f (x)"" n 

F (x) = x -
Il 

8 

l - cos 2n1rx 

0 

sin 2nnx 
2n1r 

voor 

voor O<x<I, 

elders 
' 

0 < X < 1 - ' --

zodat F (x) 
n 

+ X voor n + 00 en O < x < - - I, ter,,Jij 1 f (x) niet naar 1 
n 

convcrgeert. 

Definitie 1.11. Ecn maatfunctie U heet geconcentreerd op een Borelverza

meling A als u{IB. - A}= 0. 

Gevolg. Ell~e maatfunctie is geconccntreerd op m. 

In de volgende paragrafen van <lit hoofdstul<:, die handelen over Laplace

Stieltj esgetransformeerden, zijn de maatfuncties dieter sprake komen 

uitsl ui tend verdel ing;sacl1t ige functies, geconcentreerd op [o , 00
) • De 

volgende stelling laat zien <lat voor deze verdelingsachtige functies de 

begrippen konvergentie en verdelingsachtige converp,entie identiek zijn. 

Stelling I .4. Een rij op [0, 00 ) geconcentreerde verdelingsachtige functies 

{F } is dan en slechts dan konvergent als ze verdelingsachtig convergent 
n 

• 
l.S • 

ne,-1ij s. 

Volgens 
• gent1.e. 

stelling l .2 impliceert verdelingsachtige convergentie konver

Zij de rij { F } konvergent n:1ar F, dat ~vil zeggen F is een verde
n 

lingsachtige functie met 

(1 .21) F {r} ➔ F{r} 
n 

voor alle begrensde continuiteitsintervallen I van F. 

Daar F {I}= 0 voor alle begrensde continuiteitsintervallen I van F met 
n 

alleen negatieve getallen, geldt F{I} = 0 voor deze intervallen. 
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Dus ool,;. F is gcconcentreerd op [0, 00). Zij x ?: 0 een continuiteitspunt van 

F, dan geldt, daar oak -I een continuiteitspunt van Fis, 

( I • 22) Fn(x) = Fn{(-=,x]} = Fn{[-1,x]} ➔ F{[-1,x]} = 

= F{(-00 ,x]} = F(x), 

terwijl voor x < 0 geldt dat F (x) = F(x) = O. Dus {F} is verdelingscon-
n n 

vergent naar F. 

Stelling 1 .5. (''selection tl1eorem'') Zij {a } een rij reele getallen en ____ .s,:..__ n 

{ un} een rij reeelv1aardige functies op IR. Dan is er een deelrij 

{ Un 1:=} 
k 

-zo, <lat lim u (a) bestaat voor alle n ~ I (de limieten kunnen 
l,;. >"' nk n 

oneindig zijn). 

met behulp van de diagonaalmethode van Cantor. De rij {u }bevat een deeln 

rij {un };=l z6, dat de rij {un (a 1)};=l een limiet heeft. Uitgaande 
l,k 1,1<: 

van een deelrij {un }~=I z6, dat de rij {un (am)}~=! een limiet 
m,k 

00 
m,k 

heeft; lzunnen 't·le een rij { un }l<:==I vinden, die deelrij is van 
m+ l, k 

00 

z6, dat {u (a 1)}1 _1 een liMiet heeft. 
nm+ l , 1<: m+ -:.-

Beschou,-1, na op deze ,-,ij ze voor m = 1,2, ••• deelrijen {un }~=l 
m, l<. 

geconstrueerd te hebben, de diagonaalrij {un }~=I. Voor m 
k,l< 

geldt: afgezien van de eerste m-1 termen is de diagonaalrij 

= 1,2, ••• 

een deelrij 

van { un }~=l en bij gevolg l1eeft de rij 
m,k 

{u (a )}
00

k-l een limiet. 
nk k m -

' 

Stelling 1.6. (Belly). Iedere rij verdelingsfuncties {Fn} bezit een 

deelrij die naar een eventueel defectieve verdelingsfunctie F konvergeert. 

• • Bev11.J s. 
Zij {rm}:=l een aftelling van de rationale getallen. Wegens stelling 1.5 
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en de uniforme begrenzing [0,1] voor verdelingsfuncties is er een deel-

-zo' 

tallen m convergeert, zeg 

<lat F (r) 
n1<. m 

naar G(r ), 
m 

voor k ➔ 00 en alle natuurlijke ge

waarbij O < G(r) < I. :::":':-:':' m ~ 

Omdat de F niet-dalend zijn, is G (gedefinieerd op de rationale 
nk 

getallen) niet-dalend. Voor reele x definieren ,,1ij G door 

(1.23) G(x) = inf 
r >x 

rrr=' 

G(r ). 
m 

Deze definitie laat de ,vaarden van G(x) voor rationale x onveranderd en 

maakt van G een niet-dalende functie op Til met 'tvaarden in [o, t]. 

Zij x een reeel getal en r 1
, r 11 t,vee rationale getallen met 

r' < x < r''. Dan geldt 

( I • 24) lim F (r') 
le ► 00 nl<: 

= G(r') < liminf = 

< lim -··- F (r'') = 
7<: 

2... limsup -- k 100 

G (r' 1
). 

Omdat de rationale getallen dicht in de reele getallen liggen, volgt uit 

( I • 24) 

( l • 25) G(x-0) .2.. liminf F (x) < lirnsup 
7c = 

Als x een continuiteitspunt van G is, geldt 

( J • 26) lim F (x) = G(x) 
k➔oo ~ 

en bovendien 

(1.27) lim F (x-0) = G(x) , 
k ► oo nk 

< G(x+O). 
=·-

orndat in ( J • 24) en ( J • 25) zonder bez'tvaar x in de argument en van 

door x-0 mag warden vervangen. 

Zij G(x) = G(x+O), dan is G rechtscontinu en niet-dalend, dus een maat-



• 

l 1 

- - -functie. Daar G(x) = G(x) voor continuiteitspunten x van G (Gen G 

hebben dezelfde continuiteitspunten), blijven (1.26) en (1.27) juist 
~ 

voor deze x, indien we G vervangen door G. 

Zij 

( 1 • 28) F(x) = G(x) - G(-00 ) 

(c(-00 ) kan positief zijn, zie voorbeeld I.I), clan is F een eventueel 

defectieve verdelingsfunctie. Voor elk begrensd continuiteitsinterval 

I van F met eindpunten a en b (a< b) geldt nu ,1egens (1.26) en (1.27) 
• 

met Gin plaats van G 

( I • 29) lim F {I}= G(b) - G(a) = F(b) - F(a) = F{I} , 
1-.-+= nlc 

dus F -+ F. 
nlt 

Het is mogelijk voor konvergentie van verdelingsfuncties noodzake

lijke en voldoende voorwaarden te vinden, die geformuleerd zijn in termen 

van convergentie van ver,vachtingen. Daartoe hebben ,_,e de volgende defi

nities nodig. 

Definitie 1.12. C(-=, 00 ) is de verzameling van alle reeel,vaardige be-

grensde continue functies 

u e C(-=, 00 ) met lim u(x) 
x-+-oo 

op ]R• C (-co oo) 
. ' 0 ' 

= lim u(x) = O. 

is de verzameling van alle 

Vanaf nu is in deze paragraaf steeds sprake van een rij verdelings 

functies {F } een een eventueel defectieve verdelingsfunctie F. t,Je malcen 
n 

gebruik van de afkortingen 

( 1 • 30) M (u) = J00 

u(x) dF (x) 
n - 00 n ' 

M(u) = _
00

/

00 

u(x) dF(x). 

De notatie (I .30), die in deze paragraaf voor ver,;,:rachtingen gebruikt zal 

worden, wijkt af van de gangbare notatie, die in de volgende paragrafen 

v1eer gebruikt zal ,;s1orden. In die notatie schrijven tve f? u(x ) in plaats -n 
van M (u) en §u(x) in plaats van M(u), waarbij x verdeeld is volgens 

n - -n 
F voor n = 1,2, ••. en x volgens F. 

n -

I 
I 
' i 
' ' 
' 
' 
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Stelling 1.7. Zij {Fn} een rij verdelingsfuncties. 

a) Er bestaat dan en slechts dan een eventueel defectieve verdelings-

functie F zo, 
uGC (-00,00). 

0 

dat F 
n 

In dit 

-+ F 
' als {I-1 (u)} convergeert voor alle 

n 
r,eval e;eldt 

(1.31) M (u)-+ M(u) 
n 

voor alle u EC (-00,00). 
0 

b) Er bestaat dan en slechts dan een verdelingsfunctie F z6, dat 

(i) 

F -+ F, als{M (u)}convergeert voor alle u E C(-00 , 00). In dit geval n n 
geldt (1.31) voor alle u e C(-00,00). 

[a) : (--->)]. Ger,even is Fn 

er een begrensd en gesloten 

z6, <lat lu(x)I < e voor x E 

-+ F. Zij u EC (-00 , 00 ) en£> O, dan is 
0 

continuiteitsinterval A= [a,b] van F 
A' =JR-A. Omdat u uniform continu is 

op A, is er een natuurlijlz getal lz en een verdeling a = x
0 

< x
1 

< 

< ••• < x 1< = b van A zo, dat x
0 

,x
1

, ••• , x
1
< continuiteitspunten van 

F zijn en de schunuut:!ling van u in elk interval [xi-I ,xi} (i = 1,2, 

, ••. ,k) minder dan £ bedraagt. Zij 

u(x.) als (x. 
1 
,x.], • l,2, ••• ,1< X E l. -- , 

l. 1.- l 
(I .32) a(x) - u (a) als X - X - a - - - , 

clan is 

(1.33) Ila - ull 

waaruit volgt 

0 

def sup 
xelR 

0 

als x€ A' 
' 

o(x) - u(x)I < £, 

( I • 34) l-1 (a) - M ( u) I < £ , 
n n 

IM(a) - M(tt) I < £ • 

Omdat x
0

,x
1

, ••• ,xk continuiteitspunten van F zijn, geldt 

( 1 • 35) I1 (a) = 
n 

l< 

I 
i=I 

u(x.)(F (x.) - F (x. 1)) + u(a)(F (a) - F (a-0)) 
1. n 1. n i- n n 
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u(x.) (F(x.) - F(x. 1)) = M(a) 
1 1 1-

zodat IM(a) - Mn(cr)I < £ voor voldoende grote n. 

\.Jegens ( 1. 32) geldt voor deze n 

( l . 36) lM(u) - M (u) I < 3£ 
n ' 

zodat (1 .31) geldt voor u EC (-co,oo), 
0 

, 

(ii) [b) : (---->)]. Gegeven is Fn-+ F met F een verdelingsfunctie. 

Zij £ > 0, dan is er een ber,rensd en geslotcn continuiteitsinter

val A= [a,b] van F met F{A} > 1 - £. Zij u e C(-00
,

00
), zeg met 

II ull ~ 1. Op dezelfde ~vijze als in (i) kunnen i,;e, gegeven F, A, 

u en E, een trapfunctie cr construeren, 

Nu geldt 

(1.37) IM(a) - M(u) I ~ e:F{A} + l - F{A} < 2e: 

en voor voldaende grote n 

(I .38) 

want F {A} -+ F{A}, omdat A een continuiteitsinterval van F • 
J.S • Omdat 

n 
(1.35) onveranderd blijft gelden, is oak jM(a) - M (cr)I < n 

e: voor vol-

doende grate n, zodat voor deze n wegens (1 .37) en (1.38) 

( l . 39) IM(u) - M (u)! < 6£ . n 

Nu geldt (1.31) voor u E C(-00
,

00
). 

(iii) 

i•Jegens 

[a) : ( <== )] . Gegeven .is een rij 

<lat {:r-1n (u)} convergeert voor alle u 

stelling 1.6 is er een deelrij {Fn} 
1<. 

... 
verdelingsfuncties 

e C (-co,oo). 

{F } 
n 

zo, 

0 

z6, dat F -+ F met F een 
nk 

eventueel defectieve verdelingsfunctie. Zij ~ de ver~1achtingsoperator 



met hetrelclcinr; tot cleze F, dan i..,clclt ,-1erens de reeds l)e,-1ezen gedeeltcn 

van dcze stellinn ' . 

( 1 • 40) 

voor u E C (-= ,cv,). \ 1er,ens (lC r,ep;evcn converr;entie van {M (u)} lean allcen 
o n 

flan ee11 cventuecl dcfccti.eve vercleli.nrsfunctie G limiet zijn van een 

dcelrij van {P } als M = 1'-1G op C (-"" 00
). n ·-p T . Q , 

Zij A een nore1.verzrrf:le:L :i.nr;, {lan \•ror<lt x.\. cle ·z'.ric.?1'.cator van /\, r,e

definieerd door 

l als X EA, 

(1.41) 

0 als x 4 A. 

Omdat X(-oo,x] ljmiet is van een uniforr.1. ber,rensde rij functies {un} met 

tin s C
O 

(-00 ,=), gcl<lt ,-;egcns de stel ling van T,ebesgue over gemaj oreerde 

• convergent1e 

(I .L,2) F(x) = !:L_ (X ( ] ) = 1 im t·l ( u ) = 
"F - 00 X F n 

' n-+«> 

= lim ~1G(u ) = 11G(X, ]) = G(x) , n t_-00 X 
n-),co ' 

zodat F en G identielc. zijn. Ellce oneindige dcelrij van {F } bezit ecn n 
konvergente dcelrij, die dus naar F moet lconvergeren. 

Stel dat {F } niet naar F konvergeert, dan is er een begrensd con
n 

tinuiteitsinterval I van F z6, <lat {Fn{I}} niet naar F{I} convergeert, 

dus er is een reeel getal a+ F{I} en een deelrij {F } van {F} zo, 
nlt n 

<lat F {I} ➔ a. l·laar { F } bevat een konvergente deelrij {F \ die naar 
nk nk nk 

F lconvergeert, zodat Fn {r} ➔ F{I}. Tegenspraak, dus Fn ➔ F. 
1 

lc.1 

(iv) [b) : (<---)}. Gegeven is een rij verdelingsfuncties 

{!-1 (u)} convergeert voor elke u E C(-00
,

00
). 

n 

{F } 
n 

.. 
zo, dat 

De over,,1egingen in (iii) zijn nu geldig met C
0 
(-00

,
00

) vervanBen 

door C (-00 , 00 ) • 
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Daar de constante functie 1 e C(-m,m), geldt 

( 1 • 43) F(ro) = }1(1) = 

Dus Fis een verdelingsfunctie. 

lim }1 ( l) = 1 
n 

Opmerking 1. 7. Analoog aan stelling I. 7 l<:an men l1el,,ijzen <lat een rij 

verdelingsfuncties {F n\ dan en slechts dan verdelingsacl1tig convergent 

als {M (u)} convergeert voor alle u E C(-00 , 00 ) met lim u(x) = O. n 
x+= 

• 
1S, 

Uit stelling 1.7 kunnen we de volgende veelgebruikte stelling af

leiden. 

Stelling 1.8. Zij {vn} een rij maatfuncties die maatconvergent is naar 

een maatfunctie V. Zij verder [a,b} een ber,rensd en gesloten continui

teitsinterval van V en zij u een reeeli-;raardige continue functie op 

[a, b], dan geldt 

J 
[a,b] 

u(x) dV (x) 
n 

-~ J u(x) dV(x) 
[a,b} 

voor n + oo • 

Be,vij s. 

Stel v{[a,b]} > O, clan is 

voor deze n 

( l • 45) F (x) = 
n 

V {[a,b]} 
n 

0 

V { [a ,x}} 
n 

·v {Ca, bJ'f 
n 

I 

> 0 voor voldoende grate n. Zij 

voor X < a , 

voor 

voor X > b ' 

terwijl F analoo~ aan (1.45) met behulp van V gcdefinieerd wordt, dan is 

{Fn} een r:i_j vc!rcle11.ngsfunct:i.es die conservatief naar F convergeert. 

ive definicren u E C(-co,,u) <loor 

( 1 • 46) u(x) = 

u(a) 

u(x) 

u(b) 

voor 

voor 

voor 

X < a , 

a~x~b, -
X > b • 
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'i:•Jegens stelling 1.7b en t-.regens vn{[n,l)J} --·--.,, v{[a,b]} r,eldt 

(t .47) J u(x) 
[a,b] 

dV (x) 
n 

= tl (~) V { [a,h]} + ll(~) V { [a,b]} = 
n n n 

= f u(x) dV(x) • 
[a,b] 

Als v{ [a,b]}= 0, dan is het rechterlid van (1.44) gelijk aan nul, ter

\•Jij 1 de absolute v1aarde van het linl<.erlid overschat \-1ordt door 

V {[a,b]}.max Ju(x)I + 0 voor n + 00 , 

n a<x<b --- " -·-· 

Opmerking I .8. Stelling I .8 1<.an ool<. rechtstreel<.s bevrezen ,-1orden door 

bij V op [a, b] een trapfunctie o te construeren als in het l)ewij s van 

st e 11 i ng 1 • 7 • 

Tot slot volgen er t,.,ree stellingen over convergentie van momentcn 

van verdelingsfuncties. 

~telling 1.9. Een rij verdelingsfuncties {Fn}, geconcentreerd op [0,1], 

konvergeert dan en slechts dan naar een limict 

negatieve gehele getallen l<. de momenten 11 (x
1
c) n 

reE!el getal µl<.' In dit geval is µk = 1'1(x
1
t) het 

{F} conservatief convergent. 
n 

Bet-Jij s. 

F, als voor alle niet-

convergeren naar een 

ke moment van Fen is 

Zij F ➔ F. Voor alle begrensde continuiteitsintervallen I van F met 
n 

[o,t]CI geldt l = F {r} -i-F{I}, zodat F{[o,t]} = 1. Fis dus eenver
n 

delingsfunctie, geconcentreerd op [0,1]. 

Wegens stelling 1.8 geldt nu voor k = 0,1, ••• 

( 1 • 48) J 1 1.-
➔ ·x "dF (x) 

0 

,, • · {1-1 (x
1~) } Zij nu gegeven, dat voor k = O,l,-,··· de riJ momenten . n naar 

een getal µk convergeert. Dan is {1'In (p)} convergent voor ellc polynoom 

p (x). Volgens de benaderin~sstelling van lveierstrass (zie ook Feller 

2 VII,2) l<.an elke u 6 C(-00 ,ro) op [O, 1] uniform door polynomen benaderd 
-

-- ----~------------

, , 
_.] ,. 
-:1 , , 
l ;., 
\· 
' --~ 
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,.,orden, 'tvaaruit 

lvegens stelling 

geert en dat JJl<. 

de convergentie volgt van {!·1n (u)} voor ell<.e u e C(-00
, 00). 

1.7b geldt nu dat F conservatief naar een F conver-
n 

het ke moment is van F. 

012._merking 1.9. In het algemenere geval, als de verdelingsfuncties Fn 

niet op eenzelfde beerens<l interval r,econcentreerd zijn, hocft uit de 

conservatieve convergentie van {F} geen convcrr,entie van de momenten 
n 

te volgen. Zij bijvoorbeeld voor n = 1,2, ••• 

(1.49) 

dan convergeert F (x) puntsge,-1i.i s naar l (x) voor n ->- 00
, maar tcr,elijli:: 

n 
geldt M (x) = n ➔ 00 • ... n 

• 
De volr,ende stelling gee ft restil ta ten over converp:cntic van mo-

menten voor hct alr,emenere r,eval. 

Stelling 1.10. Als een 

en voor een p > 0 en n 

rij verdelingsfuncties {Fn} naar F konvergeert 

= I ,2, ••• geldt <lat M (lx!P) ~ C < 00
, dan geldt n --

a) < 1 imi nf I:1 ( I x ] P) ~ C ; 
~ n -

n>oo 

b) voor 

c) Fis een verdelingsfunctie • 

Tie'tvij s. 
l,Je sprelcen af, dat a in <lit be,vij s steeds een positief re~el getal is 

z6, dat -a en a continuiteitspunten van F zijn. 

a) •r stel 1 in<>, 1 • 8 g,eld t voor al le in aanmerl<.ing ltomende a > 0 ,•,egens 1, 

(1.50) 

van 
Omdat het linkerlid 
(1.50) kleiner is dan M ClxlP), n 

geldt 

(1.51) -aJa lxlpdF(x) ~- liminf Mn(lxlp) • 
n4<» 

Omdat het rechterlid van (1.51) niet van a afhangt, blijft de ongelijk-

I 



.----------------------------- - - -

18 

heid gelden als links a+ 00 gaat. 

b) Zij O ~ a < p. Uit a) vJeten ~.;re dat :r-1(!xla.) bestaat, omdat 1'1( x\f)) 

bestaat. Er r,eldt 

( 1. 52) 

Omdat 

(1.53) 

< 
= 

J Ix adF(x) + 
l x I ;_a 

convergeert de laatste term in het rechterlid van (1.52) uniform inn 

naar O voor a+ 00 , evenals de middelste term in het rechterlid van 

( 1. 52), deze vantvege l1et bestaan van ~1( x I a). 

Kies bij e: > 0 een a z6, dat voor n = 1,2, ... 

( 1 .54) f !x!adF(x) + 
x!~a 

lJegens stelling I .8 is de eerste term in bet rechterlid van (1 .52) 

< e: voor voldoende r.;rote n. Dus het linker lid is l<.leiner dan 2e:, 1,1aar

uit b) volgt. 

c) Gevolg van b) met a= 0. 

l 
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§ 2 _l?._C:.f_initi? van I,nplace-Sticlt_iesr,ctransformcerdcn 

'1e: cont :i1111itci t.sstc.11 i11r• --·--·•----------,·-····--- ,,.,. ---· 
( 1 .• 11 ~)- . __ • __ TTT. ,:C' . . c:1· __ · , I ) 

l)cfinit:i.c 2 .1. 1\l:1 f' ecn cventuccl c1cfccticvc vcr<•cl.L110",,ft111ct:ie 
_, _________ ,. - - ------··-··-··- ---·--··'"' ' 

(:Dr,c: C,lt: ]~ (',;::r,1 01) . [ ': t•> 1 
\_; ' /' ' 

,. [o,,,,) ~cdcfiniccrd dc1or 

( 2. l ) 
V 

F(>,,) --· \T()Or .\ > () • 

- - ---------

• 
] , . 

.:, ' ,. ci ~rn . -

:\ f'l~ort i11r;. in n1.a:its var1 

''I 1 c . l . f J '· J/'li) ~1ce_·-.,t. 1 c t 1 csr:etrans ornccrttc ·• - . 

<11),Ht;rl~ i r1r 2. l . ?:-let •-·-.--·- ----·- .. -• .......... _...... ...... 
J"' 1,edoelcr1 

0-4 
~1e c1c :i.ntc,-.ra,11 J 

rn, 07 ) 

t 1: C (! 1·,1 • 
l :; ()D 

• 

,-
\_Cl ,m) 

-intcnr;1tic-intcr,•~l ' . 
V 

Llc,o r Z(.,n 10r· c1 ·1·•• 1~ ,,,,-.,1,·11·,·rt .... (.,, ~· ... , \. • "---1. /'I, •\..>- .- • • 

• 

rr, o:.i) \1(11"'"\-r•11·1, ........ , L..··, ~ ... .;1 .,'--l.1 

,_ 'C' ovr,1· ,le 

trn11sforr1ccr<!c. van ccn cvcnt.,1ccl <!eft,ct-icve verclclinnsf11r1c~ti_c :' 

is stilzwijrcnd vcron<lcrstcl<l <lnt F reconcentrecrd is op ~, 00
), 

··r, .. t,,1 ,.I .:.. '-· l 
'l t"J l. i. '· , 

np••1erl:inp- 2. 2. Vaal: r-!Or(Jcn I~S-r,ctr:1nsformcicrt:e11 vnn ,1er(lc!li_nf'sft111ctic:; 

~edcfinieerd door (~. 1) voor :le \ > O . .. 

Onnerking 2.3. Zij x een nict-nerntieve stochastische varinbele Met vcr-
----·--·-·--•·"-•---... -··-- -
clclinr;sfunct ic 

V 

clan noemcn ,,1e f' de l,S-retrnnnfc)rmeerd(' !}1'..--i x. 
V 

F ntt schri·ivcn nls ecn verwachtin~: • 

(2.2) 
V Q -,\::( 
F(.\) = c:.,C - • 

VoorlJeeld 2. 1 • Al s O, 1 ') ,-,. •• de mogel.ijls:e ,-,aartlen van x z:i.jn c11 
-·· -----· .. .... -

n P P (.·le 1J1·.1·bel,orende 1<.ansen, clan is ~o' I' z,··· · 

aoZ.Z.. a.Pl • 
• 

I 

' 
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(2.3) 
\I 

F(\) = I 
n=O 

-n\ 
P e n 

20 

voor A ,;;,, 0 , 

teri;rijl de r,enererende functie r van de rij {pn} gedefinieerd 1•,ordt door 

00 

(2 0 4) P(s) = l 
n=O 

n 
p s 

n voor Isl ~ I • 

Dus 

(2.5) 

De laatste relatie verklaart de analogie tussen eigenschappen van LS

getransformeerden en die van kansgenererende functies. 

Stellinr, 2a 1. Als F een eventueel defectieve verdelingsfunctie ---......::.........;._ 

geldt: 
V 

1) F(>-) is continu voor A> 0; 

2) 

3) 

= 
V 

0 < F(A) < F(00 ) < 1 voor A> 0 • = = = , 
V 

Fis niet stijgend; 

is, dan 

V 

4) Fis dan en slechts dan een verdelingsfunctie als F(O) = l • 

Be1,1ij s. 
V 

1) F().+h) = J00 e-(A+h)x dF(x) ► J00 e->-x dF(x) = F(\) 

voor h 
0- 0- . -(\+h)x . 

+ O, omdat 1 een sommeerbare maJorant vane is 

(stelling van T,ebesgJ.e over gemajoreerde converr;entie); 

2) en 3) volgen uit de begrenzing en de monotonie van de integrand; 

V Joo 4) F(O) = dF(x) = F(00 ). 

0-

Stelling 2. 2. Verschillende eventueel defectieve verdelingsfuncties l)e

zitten verschillende LS-getransfor1ueerden. 

Eev,ij s. 

Direct gevolg van de oml<eerstelling, ,.;rell,;e later volgt (zie § 5). Het 

bewijs <lat Feller in 2 XIII,l geeft be.rust op de stelling dat een ver--
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delinnsfunctie, geconcentreerd op [0,1}, eenduidig bepaald is door zijn 

moment en. 

Cevolg. Verdelingsfuncties en defectieve verdelingsfuncties zijn eendui

dig bepaald door, dus in principe herl~enbaar aan hun LS-getransformeerden, 

Stelling 2.3 (continuiteitsstelling). 

Zij {F n} een rij verdelingsfuncties. De rij {F n} l<onvergeert dan en 

slechts dan naar een eventueel defectieve verdelinr,sfunctie F, als er 

een functie <I> op (0, 00 ) is met F (A) ➔ ¢(A) voor allc A> O. In <lat geval 
n 

is <I>= Fop (0, 00
). De limiet Fis niet-defectief dan en slechts dan als 

(2.6) def 
<I> ( 0) -- --- 1 im 4> ( A ) = I • 

A+O 

Be,vij s. 
V V 

Zij gegeven F ➔ F. 
n 

Dan geldt F (;x.) ➔ F(A) 
n 

voor A > 0 ,vegens 
-).x 

stelline 

1.7a (als A> 0 is er een u e c
0
(-00 , 00 ) met 

V 

u(x) = e voor x ~ 0). -
Zij gegeven F (;x.) ➔ ¢(A) voor alle A > O. tsJegens stelling 

n 
I • 6 

(Helly) is er een convergente deelrij {F } van {F }. Zij F = lim 
~( n V V 

dan geldt wegens bet eerste gedeelte van <lit bewijs F (;x.) ➔ F(l) 
nk 

V 

A> O, dus F(A) = <p(A) voor A> O. 

F n , 
le. 

voor 

V V 
Hierdoor is F wegens de continuiteit van Fin O volledig bepaald, 

en J bepaalt wegens stelling 2.2 eenduidig F, dus alleen deze F kan 

limiet zijn van deelrijen van {F } • Als in het be~,.rij s van stelling I. 7 
n 

(blz. 14) volr.;t 

De laatste 

F -+ F. 
n 

bet-;rer inr, van de stalling volgt uit ~(O) 

Opmerl.:::ing 2. l1-. Als F ➔ F, clan hoeft niet te p.;elden clat 
n v -AX 

lleem F (x) = 1(x-n) en P(x) = O, dan r,eldt F (A) = e 
n v n 

is fn(O) = 1 voor n = 1,2, ••• , en F(O) = 0, terwijl Fn 

V 

= F(O) = 

V 
F (0) ➔ 

n 
, F(>.) = 

➔ F. 

F(m). 

F (0). 

O. 11u 

Als we def. 2.1 bekijken, zien we dat het linl:erlid van (2.1) ni.et 

verandert, indien ~,re recl1ts F door een met F maatequivalente maatfunctie 
V 

vervanp;en. 1·!e l~unnen F met evenveel recht de LS-getransformeerde van de 

door Fop [0,m) getnduceerde ~aat noemen, of de LS-getransformeerde van 
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de equivalentieklasse van maatfuncties ,,raar F toe behoort. 

1'7e ,,rillen nu een LS-getransfor1:1eerde invoeren voor alle of zoveel 

mogelijk maten op [0, 00 ) die eindig zijn op eindige intervallen. Dit 

zou kunnen door 

(2.7) V Joo -Ax µ(A)= e dµ , 
0-

als µ zo' n maat is, maar \•Te hebben liever een notatie ,.;raarin maatfuncties 

optreden, dus iets als 

(2.8) V Joo -Ax U (>.) = e d U (x) , 
0-

vraarin U een r.1aatfunctie is, geconcentreerd op [0, 00). 

Er geldt dan <lat twee maatequivalente maatfuncties dezelfde LS-ge

transforrneerdc hebben. Omdat ,,1e ecl1ter alleen te doen 11ebben met maten 

die eindig zijn op eindige intervallen en geconcentreerd op [0, 00), zijn 

,,1e in de gelul:kip;e omstandir,heid <lat er een 1-1-correspondentie is tus

sen deze maten en de verdelingsachtige functies U met U(x) = 0 voor 

x < 0. Deze I - ! -correspondent ie "t-rord t bepaald door de re lat ies 

(2.9) 
U (x) = µ ( (-oo, x]) , 

µ((a,b}) = U(b) - U(a) voor a < b 

(N.B. voor alp,emenere maten die eindig zijn op eindi~e intervallen geldt 

zoiets niet: de Lebesguemaat kan niet beschreven warden door een verde

lingsachtige functie). l~et ligt dus voor de hand in (2 .8) alleen verde

lingsachtige functies U toe te laten met U(x) = 0 voor x < 0. 

Een moeilijkheid is, dat de integraal in (2.8) niet voor alle 

>.. ~ 0 hoeft te convergeren. l·Jel geldt dat converr,entie voor A = a con-

vergentie voor >.>a impliceert, zodat de verzameling der reele getallen 

A .. ,aarvoor de integraal in (2 .8) convergeert leeg is of een interval van 

de vorn1 (a, 00 ) of [a, 00). 

Definitie 2.2. Zij U een verdelingsachtige functie, geconcentreerd op 

[O,oo) en z6, dat er reele getallen >.. zijn ~•1aarvoor de integraal in (2.8) 

eindig is; zij >.
0 

het infimum van deze r,etallen >...Danis de door (2.8) 

' 

1. 
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y 

op (A 0 , 00 ) gedefinieerde functie Ude LS-getransformeerde van U; AO 

heet de converaentie-absois van u . . , 

Opmerking 2 .5. Zodra "t-Je spreken over de LS-getransformeerde van een ver

delingsachtige functie U, is stilz,,,ijgend verondersteld dat U geconcen

treerd is op [0, 00
) en dat er reele getallen A bestaan ;,,aarvoor de inte

graal in (2. 8) eindig is. 1•l'e reserveren de letters F en G zoveel moge

lijk voor eventueel defectieve verdelingsfuncties en de letters U en V 

voor verdelingsachtige functies. 

Opmerking 2. 6. Een veel voorl<.omend geval is, dat de verdelingsachtige 

functie U absoluut continu is met dichtl1eid (= afgeleide) u. In dat ge

val ,vordt (2.8) 

(2. 10) 

Ilet rechterlid 

De u in (2.10) 

v 0fro -A.X U(X..) = e u(x)dx. 

van (2.10) noemen 

is (bijna overal) 

v1e de Lar.;lace-cretrans-Pormeerde van u. . ~--· .. 
niet-negatief, maar ,.;re zullen Laplace-

getransforH1eerden toevoegen aan grotere l~lassen van functies. Ool<. het 

bcgrip LS-getransformeerde lean uitrebreid ,•1orden, maar <lit is voor ons 

doel niet noclig. 

Definitie 2.3. Als u een meetbare functie is op [0, 00 ) en er reele getal

len >,, bestaan z6, dat e->,,x u(x) sommeerbaar is over [0, 00
), ,,raarbij A0 

het infimum is van deze getallen A, dan beet de door 

(2. 11) u(A) = e A u(x)dx 0 
Of

oo -'x 

(AO ,oo) p.;eclefinieerde functie ft de Laplaoe-getrans.+'ormeerde van u; 
. b • o heet de converaent~e-a sc~s van u. ,, 

Opmerl<.ing 2. 7. Een LS-getransforr1teerde heet bij Feller ''Laplace transform'' 

en een Laplace-getransformeerde een ''ordinary Laplace transform''. 
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Voorbeeld 2.2. Laat u de dichtheid (= afgeleide) zijn van een absoluut 

continue verdelingsachtige functie U. 

a) Als u(x) = xa met een a> -1, dan geldt U(A) = S(A) = r(a+l)/Aa+l 

voor alle A> O. 
) ax v 

b Als u(x) = e , dan geldt U(A) = 1/(A-a) voor A> a, terwijl de inte-

graal in 

c) Als u(x) 

(2. 10) divergeert voor " ~ a. Dit r,eldt voor ell1;.e reele a. 
x2 = e , divergeert de integraal in (2.10) voor elke "· 

Opmerking 2. 8. Als U en V t~.;ee maatfuncties zijn en f een reeel~.raardige 

Borelmeetbare functie op IR z6, <lat 

(2. 12) v{A} = Af dV(x) = Af f(x)dU(x) 

dan korten we (2.12) af met de notatie 

(2.13) dV(x) = f(x)dU(x) (of 

voor alle A E (8, 

f = dV 
dU 

) . 

We noemen f de diahtheid van V met betrekking tot U. Dichtheden zonder 

meer zijn dichtheden met betrel(l(ing tot de Lebesquemaat. Een relatie 

als (2.12) kan alleen gelden tussen maatfuncties, als f U-sommeerbaar 

is over alle eindige intervallen en de verzameling der reele getallen 

x met f(x) < 0 U-maat O heeft. Uit (2.12) volgt dat voor elke niet-ne

gatieve Borelmeetbare functie ~ 

(2. 14) m.f ~(x) dV(x) = ]Rf ip(x) f(x) dU(x) 

Men be"t,1ij st dit door een niet-dalende rij Borelmeetbare trapfuncties 

te beschou"v1en, die puntsge'l:vij s naar $ convergeert. 

Als f(x) > 0 voor alle reele x, dan volgt uit (2.13) 

(2.15) dU(x) 
1 

= f (x)' dV(x) . 

I111111ers, voor elke A e ~ geldt 
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(2.16) 

Als de verzameling der reele getallen x met f(x) ~ O U-maat O heeft, 

dan blijft (2.15) .iuist. De integranden in (2. 16) zijn nu niet gedefi

nieerd als f (x) = 0, maar de verzameling der reele getallen x ,.aarvoor 

dit het geval is heeft U- en V-1naat O. 

Indien U en V verdelingsachtige functies zijn, geldt (2.12) dan en 

slechts dan als 

(2. 1 7) voor alle reele x. 

In dit geval is V eenduidig bepaald door U en f. 

Als U een verdelingsachtige functie is ~ zo, Opmerking 2.9. 

graal in (2.8) convergeert voor A= a, dan is voor A> 0 = 

(2.18) 
V 
U (>.+a) = o-f

00 -).x -ax 
e e dU(x) 

<lat de inte-

de LS-getransforiueerde van de begrensde verdelingsachtige functie uif , 

bepaald door 

(2. 19) 
-ax 

e dU(x) • 

V V 
llieruit volgt dat U(>..+a) /U(a) de LS-getransforu1eerde is van een verde-

v 
lingsfunctie, mits U(a) > O. l•Je hebben hier een middel om stellingen 

over LS-getransformeerden van verdelingsfuncties te vertalen in stel

lingen over LS-getransforrneerden van verdelingsacl1tige functies. Op 

deze manier zullen t•re stelling 2.4 en gedeeltelijl<. stelling 2.5 uit de 

stellingen 2. 2 en 2. 3 afleiden. Omdat de nieu'l:\Te LS-getransfuttueerde 
V V 
U(A+a) ontstaat door verschuiving van U(A), noemen ,.e deze methode het 

versahuivingsprinaipe (Feller: ''translation principle''). 

Stelling 2.4. Indien U(A) bestaat voor >- > AO' dan ,.,ordt de verdelings-
v 

achtige functie U volledig bepaald door het geven van U(A) voor alle 

>.. > a ?_ AO. 
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Be,,;ij s. 

1) Als U(A) = 0 voor een A> a, dan geldt voor deze A en alle x > 0 = 

(2.20) ;\x Jx U(x) ~ e 
0

_ 

zodat U(x) = 0 voor alle reele x. 
V 

-Ay AX V 
e dU(y) ~ e U(\) = 

Gevolg: U(;\) = 0 voor alle reele >-. 

0 ' 

V V 
2) Stel dat u

1 
en u2 verdelingsachtige functies zijn met u1 = u

2 
op 

V 
(a, 00 ) en z6, <lat er een b > a is met U 

1 
(b) > 0 (1,1egens !J geldt dan 

V 

U. ()..) > 0 voor alle A > a en i = 1 ,2). Dan geldt 
l. 

(2.21) 

V 
U,(\+b) jJ., 

l. "'if 
t:J."(b) = Ui (\) 

l. 

voor ;\ ~ 0 , • 1 2 
l. = ' ' 

als de uf de verdelingsfuncties zijn, gedefinieerd door 
l. 

(2.22) e -bx dU. (x) 
l. 

V 

/ U. (b) 
l. 

voor • 
l. = I , 2. 

V 

Omdat u
1 

geldt u* = 1 
waaruit ,;,regens stelling 2. 2 volgt dat 

U1/: - u~ 
1 - 2· 

(2.23) 

Daar wegens opmerking 2.8 

dU. (x) 
l. 

V 
= U. (b) 

l. 

bx 
e 

volgt uit uf = uf dat u1 = u2 • 

voor • 
l. = I , 2, 

Stelling 2.5 (Uitgebreide continuiteitsstelling). 

Zij {un} een rij verdelingsachtige functies. 
V 

a) Als er een reeelwaardiee functie wop (a, 00 ) bestaat met U (;\)-+ w(\) n 
voor alle ;\>a, dan is er een verdelingsachtige functie U met 

op (a, 00). 

v 
rij {un(a)} 

\I' 
u + U en u - (A) -

n 
b) Als u -+ u en de 

n 
is begrensd, dan geldt 

v 
U (A) 

n 

V 
+ u(;i..) voor 

;\ > a. 

Be,.;ij s. 
o I 

a 1) Als w()..) = 0 voor een A> a, dan geldt voor deze A en alle x ~O 
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AX 

U (x) < e 
n = 

zodat U ➔ O. 
n 

27 

als n ➔ o:, 

' 

a 2) Stel er is een b > a met w(b) > 0, dan is 

grote n. Dan geldt 

v 
U (b) 

n 
> 0 voor voldoende 

v' 
U (.X+b) 

tr. (b) 
n 

(2.25) voor alle >.. ;:,., 0 , 

als u# de verdelingsfunctie 
n 

• 
l.S' gedefinieerd door 

(2.26) dU*(x) = e-bx dU (x) 
n n 

V 
/ U (b) • 

n 

Wegens de convergentie van {D (.X)} geldt 
n 

(2.27) voor 

zodat 1-regens stelling 2. 3 geldt dat u# ➔ u# met n 

(2.28) U~(>..) = _(.l)(A+b) 
(.I) (b) voor \ > 0 • 

lvegens opmerl<.ing 2.8 volgt uit (2.26) voor x ~ 0 

(2.29) U (x) = U (b) 
0 

/x eby d#(y) . 
n n - n 

Daar u·! ➔ uW en tn (p) ➔ w(b), geldt "t-1egens stelling 1 .8 voor alle 

continuiteitspunten x van U 

(2. 30) U(x) ~~i- lirn Un(x) = w(b) 0_fx e-by dU#-(y} , 
n ➔ oo 

waarbi.i 

(2.31) voor X > b . 
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b) (Feller bewijst stelling 2.Sb niet, maar merkt op <lat deze stelling 

met het verschuivingsprincipe bewezen kan ivorden. Daar ons dit niet 

gelukt is, volgt hier een ander bewijs) 

Zij O ~ U (a) ~ ~I voor n = I, 2, ••• en zij c steeds een continuiteits-- n --
punt van U. Dan geldt ,-1egens stelling 1 .8 voor alle reele A 

(2.32) . f c ->.x f c lim 0_ e dUn(x) = 
0

_ 
n ► oo 

e ->.x dU (x) • 

Daar voor elke in aanrnerking komende c 

(2.33) 

volgt 

(2.34) 

-ax 
e dU(x) = lim 

0
_Jc 

n ► oo 

V 

U(a) ~ limsup 
n ► oo 

y 
U (a) 

n ;;, }1 ' 

V' 

-ax v 
e dU (x) ~ limsup U (a) 

n ·- n n )'CO 

,-1aarrnee bet bestaan van U ().) voor >.. ~ a is aangetoond. 

(2.35) 

Omdat 

Zij >..>a. Er geldt 

v I I Jc ->..x - Un(>..) ~ 
0

_ e dU(x) e->..x dU (x)! + 
n 

e->..x dU (x) • 
n 

< M, 

(2.36) Joo -'x dU ( ) -(>..-a)c Joo e-ax dUn(x) -2.. e-(>..-a)c,L. , el\ x <e "1 
C n = C 

convergeert de laatste t~ttn in bet rechterlid van (2 .35) uniforn1 in 

n naar O voor c -+ 00 , evenals de voorlaatste ter1n, deze ~vegens bet 
V 

bestaan van U().). Kies bij E > 0 een c z6, dat voor n = 1,2, ••• 

(2.37) e->..x dU (x) 
n 

< e:. 

1•Tegens stelling 1 .8 is de eerste tern1 in het rechterlid van (2.35) 

- : 
' 
' ,--

' \ 
' 

! 
I 
j 

l ; 
l 
i 
' i 
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< £ voor voldoende grate n, zodat het linkerlid < 2£ is voor deze n, 

waaruit het gestelde volgt. 

Voorbeeld 2.3. 

a) Zij 

(2.38) U (x) 
n 

n2 
= e t(x-n) , 

dan geldt U -+ 0, ter,;,;rij 1 voor alle reele A 
n 

(2.39) als n-+oo. 

b) Zij F een verdelingsfunctie, a> 0 en 

(2.40) U (x) = 
n 

F(x) 

ax 
F(x) + e 1(x-n) 

dan geldt U 
n 

-+ F. Daar voor A> 0 --

(2.41) U (A) = 
n 

F(A) + e-(A-a)n 

voor oneven n, 

voor even n, 

voor oneven n, 

voor even n, 

V V V 

geldt dat lim U (A)= F(A) 
V ll V 

voor A > a, terwijl U (a) afl,1isselend 
n 

de ,;,;aarden F (a) en F (a) + 1 aanneemt als n de natuurlijke getallen 

doorloopt. 
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Aanvulling (De liaan). l-Je kunnen stelling 2 .Sb ook met het verschuivings

principe bewijzen. Daarbij gebruiken we het volgende lennna. 

Lemma. Als onder de voorwaarden van stelling 2.Sb er een <leelrij 

{un
1
<}~=l van {un}:=l is met Unk (a) -+ 0 voor k-+ oo, dan geldt 

1 ) 

2) 

U + 0 , 
n 

lim 
k )oo 

voor alle A> a. 

Bev1ij s. 

l) Analoog aan a I) in het bewijs van stelling 2.Sa volgt 0 en dus 

Un+ 0 wegens de konvergentie van {un}. 

2) Gevolg van de monotonie van 

~e.wij_s_ van stell ing 2. Sb met -
behulp van bet verschuivingsprincipe. 

v 
i) Als U (a)-+ 0, dan geldt 

n 
wegens hct lenm1a U -+ 0 en U (.>..) ➔ 0 voor 

n n 
alle >..>a. 

00 V 

ii) Stel, er is een deelrij van {u} z6, <lat lim U (a)= c 
n n=l k➔oo nk 

V' 

Zonder verlies van algemeenhei<l l~unnen l•7e aannemen <lat alle U (a) 
nk 

positief zijn. Derhalve <lefinieert 

(2.42) 

verdelingsfuncties 

(2.43) 

\-Jegens de 

-ax 
e dU (x) 

Ilk 

V 
/ U (a) 

nk 

u-W voor k = 1 , 2, ••• met LS-getransformeerden 
ri< 
V 
U (A+a) / 

Ilk 

V 
U (a) 

nk 
voor ;\ > 0 • -··-- . 

{u (a) 1 

> o. 

geldt U ~ 

konverr,entie van {u } en de convergentie van 
Ill< 

+ u·#- (vgl. bewij s van stelling 2 .Sa), ,-1aarbij 

nk 

u-#=- is gede-
Ilk 

finieerd door 

coii. Wh-rek. afZ. 4 
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) dU=ff(x) = e-ax dU(x) / c 

Let LS-getransforn1eerde 

; ) 
V 

U(A.+a) / c • 

~egens stelling 2.3 convergeert (2.43) naar (2.45) als k + 00 voor 

~lle A> O, zodat 

S) 
V V 
U ().) + U(A) 
~ 

Stel <lat niet geldt: 

7) 
V' V 

lim U ().) = U(X) 
n n-+<» 

voor alle). >a. 

voor alle). >a, 

dan is er een b > a, een reeel getal q en een deelrij {u } zo, dat 
mk 

8) lim 
k >a:> 

V 

U (b) 
mk 

V = q ,/, U(b) • 

Nu bezit {u (a)} een convergente deelrij {u (a)}, 
mk . ~ 

zeg met limiet c'. 

1 v V 
a) Als c' = 0, dan volgt uit het le1mt1a U = 0, U = 0 en U (1,.) 

m 
1 ➔ 00 voor alle A> a, in het bijzonder voor). 

Tegenspraak met (2.48). 

= b. lcl 

6) Als c' > O, dan volgt analoog aan (2.42) t/m (2.47) dat 
V V 
U ().) + U().) voor alle}.. > a, in het bijzonder ).= b. 

mk 
1 

Tegenspraak met (2.48). 

Conclusie: (2.47) geldt. 

+ 0 als 
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§ 2a 

(Feller 2, XV, l, 3) -
Definitie 2a.1. Als F een begrensde verdelingsachtige functie is, dan is 

de kax-akteristieke functie van F de complexwaardige functie, op JR ge

definieerd door 

• 

(2a. J) t(T) = -oofoo e1TX dF(x) voor T e R. 

012merking 2a .1 . Anders dan bij LS-getransforrneerden is bet begrip 11karalc-. ' 

teristieke functie 11 niet uit te breiden tot algemenere typen van maat

funct ies, want voor de sounneerbaarheid van de integrand in ( 2a. I) is het 

noodzakelijlc dat F{ Ill} eindig is. Daarom kunnen karakteristieke functies 

alleen zinvol gedefinieerd worden bij begrensde maten op (JR, <8), welke 

eeneenduidig corresponderen met <le begrensde verdelingsachtige functies. 

Opmerk~ng 2,a. 2,. Zij ~ een stochastische variabele met verdelingsfunctie 

F, dan noemen we de karakteristieke functie cp van F ook de karakteris

tieke functie van x; ¢ kan nu als verwachting geschreven warden: -
(2a.2) 

(j iTX 
cp(T) = C, e -

Opmerking 2a.3. Er zijn stellingen over karakteristieke functies die 

geen analogon voor LS-getransforrneerden bezitten. Als we werken met LS

getransfur1neerden, dan kunnen we vaal-. toch gebruik maken van deze stel

lingen, omdat de karakteristieke functie cp van een verdelingsfunctie F 
v' 

vaak verkregen kan worden uit de LS-getransformeerde F door de fonnele 

substitutie 

(2a.3) $C,) = FC-i,) • 

~t~lling .~a. l. Als F een begrensde verdelingsachtige functie is met l<.a

rakteristieke functie ~, dan geldt 

1) <I> is • continu; 
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2) 0 ~ jcp(,:) I ~ F(oo); 

3) Fis dan en slechts dan een verdelingsfunctie als $(0) = l. 

Stelling 2a.2. Verschillende begrens<le verdelingsachtige functies hebben 

verschillende karakteristieke functies. 

Stelling 2!-~ (continuiteitsstelling). 

Een rij verdelingsfuncties {F} convergeert dan en slechts dan naar een 
n 

verdelingsfunctie F, als er een in O aontinue functie $ op JR bestaat 

met qi(,)~ qi(,) voor alle reele 1:. 
n 

functie van Fen is de convergentie 

elk eindig interval. 

In dat geval is¢ de karakteristieke 

van { qi ( t)} naar ¢ ( 1:) unif orrn op 
n 
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§ 3 Eenvoud_ige eigenschapp~n v,a~ .1:s.-g~trans_formeerden 

(Feller 2, V 4, XIII 2) -

(i) convoluties. 

Zij U een maatfunctie en 4> een meetbare functie op lR, dan defi-

• nieert 

(3. l) w(x) = -00J
00 

(j>(x-y) dU(y) 

een nieuwe functie $ op D c:: lR., waarbij D de verzameling der reele ge

tallen is, waarvoor 4>(x-y) U-integreerbaar is. 

Als U absoluut continu is met dichtheid u = U', dan is (3.1) te 

schrijven als 

(3 .2) $(x) = _00J
00 

¢(x-y) u(y)dy. 

Definitie 3.1. De aonvolutie van een meetbare functie 4> met een maat

funatie U is de door (3 .1) gedefinieerde functie ij, op D c ].l • Notatie 

w = U * t (let op volgorde). 

Als U absoluut continu is met dichtheid u, dan noemen we ij, ook wel 

de aonvoZutie van 4> met de diahtheid u. Notatie ij, = u ♦ ¢. 

Opmerking 3 .,1 • Feller geeft de convolutie-operatoren aan met* in plaats 

van * en * in plaats van ♦• 

· Stelling 3 .1. Als F en G verdelingsfuncties zijn, dan is F * G een ver-
.. ' -

delingsfunctie. 

• • Bewl.J s. 

Zij voor reele x 

(3.3) H(x) = _
00
J00 

G(x-y) dF(y) , 
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dan is H = F * G niet-dalend, omdat G dat is. Omdat 1 een so!l1Ineerbare 

majorant voor de integrand G(x-y) is, mogen in (3.3) wegens de stelling 

van Lebesgue over gemajoreerde convergentie het integraalteken en li

mieten met betrekking tot x verwisseld warden. Uit de rechtscontinui

teit van G volgt nu die van H, uit G(-oo) =Oen G( 00 ) = I <lat H(-oo) = 0 

en H(00 ) = 1. 

Stelling 3.2. Als ~ en x_ onderling onafhankelijke stochastische varia

belen zijn met verdelingsfuncties F resp. G, dan is F • G de verdelings

functie van~+ x_. 

~ewi,j sschet s. 
OC)(X) 

(3.4) P{~ + 1.. ~ z} = ff t(z-x-y) dG(y) dF(x) = -oof
00 

G(z-x) dF(x) = 
-00-co 

= F * G(z) • 

Gevolg. Tussen verdelingsfuncties • 
l.S de convolutie-operator * aommuta-

tief en assoaiatief, d.w.z. 

1) F * G = G * F 
' 

2) F * (G * H) - (F * G) * lI - • 

Opmerking 3.1. Als ~ en x_ stochastische variabelen zijn met verdelings

functies Fen Gen de verdelingsfunctie van~+ z. is F * G, dan hoeven 

~ en x_ niet noodzakelijk onderling onafhankelijk te zijn. Zij bij voor

beeld n de vereniging van de gebieden in IR. 2 begrensd door de vierhoek 

met hoekpunten (O,O), (1,1), (O,½), (!,t) en de driehoek met hoekpunten 

(!,O), (1,0), (t,a) en laat de stochastische vector (~,x_) homogeen over 

n verdeeld zijn, d.v1.z. als A een Borelmeetbare verzameling in JR 2 is, 

dan is P{ (~,x_) e A} gelijk aan t,veemaal de Lebesguemaat van An 11 • 

Dan zijn de componenten ~ en x_ homogeen verdeeld over [o, t], ter,.rij 1 

~ + x_ dezelfde verdelingsfunctie heeft als in het geval van onafhanke-

lijke ~ en 1..· 

i 
I 

i 
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Stelling 3.3. Als Fen G verdelingsfuncties zijn en H = F * G, dan geldt 
V V V 

H(A) = F(A) G(A) voor alle A~ O. --

Bewijs. Laten.:: en z twee onderling onafhankelijke stochastische varia

belen zijn met verdelingsfuncties F resp. G. l-Jeeens stelling 3.2 is II 

de verdelingsfunctie van~+ y_, zodat 

(3 .s) 
V V 
F(>.) G(A) 

voor alle A> O. = 

Opm~rking 3.2. Ook uit deze stelling volgt wegens stelling 2.2 de com

mutativiteit en associativiteit van de convolutie-operator * tussen ver

delingsfuncties. Stelling 3.3 en het gevolg van stelling 3.2 zullen op

nieuw afgeleid warden als bijzonder geval van de volgende algemenere 

stellingen over convoluties van verdelingsachtige functies. 

· Opmer_king 3. 3. De convolutie van t~vee verdelingsachtige functies hoeft 

niet gedefinieerd te zijn. Neem bij voorbeeld 

x voor x ?... 0 , 

U(x) = 
0 voor x < 0 , 

1 -1 
TxT voor X < 

V(x) --
1 voor X > -I = 

dan divergeert -oofoo V(x-y) dU(y) voor alle reE!le x. 

_Stellin,B_ 3.4. Als U en V twee verdelingsachtige functies zijn, gecon

centreerd op [0, 00), dan is lv = U * V een verdelingsachtige functie, die 

geconcentreerd is op [o ,00
). 

~ewij s. Daar 
f V(x-y) dU(y) als X > 0 , 

[o,x} = 
(3 .6) 1.J(x) - -~f00 

V(x-y) dU(y) ---
0 als X < 0 ' 
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is W gedefinieerd en eindig op :rn. met W(x) = 0 voor x < O. Omdat V niet

dalend is, is l,J' niet-dalend. Voor O 2- h .:::_ 1 is V(x+l-y) een U-so1mneer-- -
bare majorant van V(x+h-y), zodat wegens de stelling van Lebesgue over 

gemajoreerde convergentie en de rechtscontinuiteit van V 

(3.7) lim W(x+h) 
h+O 

= lim _
00
f00 

V(x+h-y) dU(y) = 
h4-0 

= -cof00 
lim V(x+I-1-y) dU(y) = -00J

00 
V(x-y) dU(y) = W(x) • 

h+O 

Dus Wis rechtscontinu. 

St_elli_ng 3 .5. Tussen verdelingsachtige functies geconcentreerd op [O,"") 

is de convolutie-operator ir- cormnutatief en associatief. 

_BE:~ij s. Laten U, V en ,-1 verdelingsachtige functies zijn, geconcentreerd 

op [0, 00 ). Dan geldt wegens de stelling van Fubini 

(3.8) 

= _
00
J00 

U(z-y) dV(y) = V * U(z) • 

Wegens (3.8) en de stelling van Fubini is 

(3.9) 

0000 

= _
00
J00 

( [f 1(z-x
1
-x

2
-x

3
) dV(x

2
) d\v(x

3
)) dU(x

1
) = 

-co<>o 

00 co 00 

= ff f 1(z-x1-x2-x3) dU(x 1) dV(x2) dW(x3) • 
-00-00-00 

Aan de syrnr11etrie van het laatste lid van (3. 9) zien we dat berekening 

van (U * V) * W(z) hetzelfde resultaat geeft. 
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Opmerki,ns 3 .4. Aan het bewij s van stelling 3 .5 zien we dat deze stelling 

geldig is voor alle verdelingsachtige functies. Het is dan wel mogelijk, 

dat de leden van (3.8) en (3.9) oneindig zijn. 

Stelliil;&_ 3 .,6. Als U en V twee verdelingsac11tige functies zij n en 

W = U ~Vis een verdelingsachtige functie, dan geldt voor elke conti

nue, niet-negatieve, niet-stijgende functie 4> op JR 

00 00 

(3. 1 O) _
00
f 00 

q,(x) d\v(x) = f f 4>(x+y) dU(x) dV(y) • 
-00-00 

De leden van (3.10) kunnen oneindig zijn. 

_Opmerki,ng 3 .s,. Men kan bewij zen dat (3. 1 O) reeds geldt als 4> Borelmeet

baar en W-integreerbaar is. Voor onze doeleinden is de beperktere stel

ling voldoende. 

Bewijs van stelling 3.6. 

Als q,(x) = t(a-x) met a reeel, dan geldt (3.10), i-uu-ner s 

_
00

J= t (a-x) d1'1(x) = i,J(a) , 

(3. 11) 
CO 00 

ff t(a-x-y) dU(x) dV(y) = -=f00 

U(a-y) dV(y) = W(a) , 
-00-00 

en bijgevolg is (3.10) juist als cp een eindige lineaire combinatie van 

functies t(a -x) is. 
m 

Zij cp
0 

een continue, niet-negatieve, niet-dalende functie op lli. en 

zij t voor n = 1,2, ••• de links-continue trapfunctie gedefinieerd door 
n 

(3. 12) t (x) = 
n 

als le- I <P ( ) < Q X < n= 
2 

n als q, 0 (x) ~ n , 

n 
voor I~ k ~ n.2 , 

· dan is t een eindige lineaire combinatie van functies t(a -x) en dus 
n m 
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(3. 13) t (x) • 
n 

als 
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l<;.- 1 
< <l>o(x) 

2n 

n als ¢
0
(x) > n 

k 
< -= n 2 

voor 
n 

I ~ k ~ n.2 - -

als ¢
0 

niet-dalend is, dan is tn een eindige lineaire combinatie van 

functies 1(a -x) en een constante. Dus (3.10) geldt voor ¢ = t . 
rn n 

Bovendien is {t} een niet-dalende rij niet-negatieve functies met 
11 

lim tn(x) = ¢
0

(x) voor alle reele x. 

' 

Algerneen geldt, als (X,~F,µ) een maatruimte is (d.v1.z. X is een ver

.~ameling, Cf" een a-algebra van deelverzamelingen van X en µ een o-eindige 

maat op (X,<f')) en {f } een niet-dalende rij niet-negatieveT-meetbare . n 
functies op X, <lat 

(3. 14) lim ff dµ = f lim f dµ n n 
n >00 X X 

(de leden van (3.14) kunnen oneindig zijn). Deze stelling wordt .soms de 

stelling van Beppo Levi genoemd. Derhalve is 

lim _
00
J00 

tn(x) dW(x) - _
00
f00 

¢
0 

(x) dlv(x) -
woo 

(3. 15) 

00 00 

lirn f I t (x+y) dU(x) dV(y) --
n n >oo -00-00 

Uit de geldigheid van (3.10) voor ¢ = 

vc,or qi = <l>o• 

t 
n 

00 CO 

f I tPo(x+y) dU(x) dV(y) • 
-00-00 

en (3.15) volgt <lat (3.10) geldt 

Ste~l~ng 3.7. ~ls U en V op [0, 00 ) geconcentreerde maatfuncties zijn met 

U ,/. O, V :/, 0 en als 'Iv = U ll- V, dan bestaat W(>-) juist voor die ivaarden 

van", waarvoor U(>.) en V(>.) beide bestaan. Voor al deze A geldt 
v' V v 
W(A) = U(A)V(A). 
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}~ewij s. Kies qi (x) 
-AX = e in stelling 3.6, dan volgt uit (3.10) 

(3. I 6) -Ax 
e fa, ->-x 

dW(x) = O e dU(x) • 
-).y 

e dV(y) , 

waarbij de leden van (3 .16) oneindig l<unnen zijn. 1-Je zeggen dat U(X), 
V V 

V().) of W(X) bestaat, als de definierende integraal eindig is. Uit (3.16) 

volgt nu al het gestelde. 

_Op~~rk:~ng 3 •. 6. Stelling 3. 5 kan niet afgeleid worden uit st el ling 3. 7, 

orndat niet alle op [0, 00 ) geconcentreerde verdelingsachtige functies een 

LS-getransformeerde bezitten (zie voorbeeld 2.2c). 

Met het oog op stelling 3.8 volgen hier definities van het begrip 

absolute continuiteit en for1nuleren ,..re de stelling van Radon-Nil<odym. 

Definitie 3.2. Als X een verzameling is en ?""een a-algebra van deelver

zamelingen van X en als µ en v twee ma ten op (X,'F) zij n, dan heet v 

absoluut continu ten opziahte van µ als v(N) = 0 voor iedere N s 'F met 

µ(N) = O. 

Definitie 3.3. Een maatfunctie U heet absoluut aontinu als de maat u{.} 
absoluut continu is ten opzichte van de Lebesguemaat µ op (JR ,t ) waar

in ~ de a-algebra van alle Lebesguemeetbare verzamelingen in IR.is. 

Stelling van Rad_on-_NikodY:11:. 
" 

Als µ en v t,,;ee maten op (X, ~?") zijn en µ cr-eindig is, dan is v 

dan en slechts dan absoluut continu ten opzichte vanµ als er een niet

negatieve, eindigwaardige '77"-nieetbare functie f is z6, dat 

(3. 1 7) v(A) =ff dµ 
A 

voor alle A e T. 

dv 
(Notaties: dv = f dµ , f = dµ ; vgl. opm. 2.8). 

De functie f is door (3.17) op een µ-nulfunctie na bepaald, d.t-1,z. een 

functie g voldoet dan en slechts dan aan (3.17) als g-f een µ-nulfunctie 
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is, dus als µ({xix e X, g(x) - f(x) ~ o}) = 0 • 

~evol&• Een maatfunctie U is dan en slechts dan absoluut continu als er 

een Lebesguemeetbare functie u bestaat met 

(3.18) U{A} = J u(x) dx 
A 

voor alle • 

Voor (3.18) is het noodzakelijk en voldoende dat 

(3 .19) U(b) - U(a) =U{(a,b]}= J u(x)dx 
(a, b] 

voor alle reele 
a, b met a < b. 

\,Je noemen u een diclitheid van U. Aan (3. 18) voldoen alle functies die 

slechts een nulfunctie van u verschillen. Omdat we zulke functies vaak 

gelijk noemen, spreken we ook i..rel van de dichtheid u van U. 

Lemma. Als U een absoluut continue maatfunctie is, dan is er een dicht

heid van U die Borelmeetbaar is. 

Bewijs. Zij µ de Lebesguemaat, dan geldt, daar u{N} = 0 voor alle 

N s :€. met µ(N) = O, dat U{N} = 0 voor alle N e(5c '€ met µ(N) = O. 

Dus u{.} is absoluut continu ten opzichte van de Lebesguemaat beperkt 

tot de Borelmeetbare verzamelingen. I-let leunr1a volgt nu uit de stelling 

van Radon-Nikodym. 

~t~lling 3.8. Zijn U en V twee verdelingsachtige functies 
.,. 

zo, dat 

W = U *Veen verdelingsachtige functie is, en is V absoluut continu 

met Borelmeetbare dichtheid v dan is ook 1,J absoluut continu met Borel

meetbare dichtheid w = U * v. 

Gevolg. Als ook U absoluut continu is met dichtheid u, dan geldt 

w = u ♦ v. 

Be~-1ijs_ van ~telling 3.~. Er geldt 
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(3. 20) lv(x) = _
00
J00 

V(x-y) dU(y) = _
00

fro (_
00
fx v(z-y)dz)dU(y) • 

Als v(z-y) aan zekere meetbaarheidseisen voldoet, dan geldt wegens de 

stelling van Fubini. 

(3.21) vl(x) = _
00
J00 

(_
00
Jx v(z-y)dz)dU(y) = _

00
Jx (_

00
J00 

v(z-y)dU(y))dz. 

Hieruit volgt dat 

(3.22) w(x) = _
00
J00 

v(x-y)dU(y) 

een dichtheid van \-1 is, zodat l-1 ,,;egens de stelling van Radon-11il<.odym ab

soluut continu is. 

Nu moet de meetbaarheid van v(z-y) nag onderzocht warden. 1-legens het 

le1t1111a is er een Borelmeetbare dichtl1eid v van V. IZies deze v in (3. 20). 

Omdat z-y een continue, dus Borelmeetbare functie op JR.2 is en omdat elke 

Borelmeetbare functie van een (Borel)meetbare functie (Borel)meetbaar is, 

is v(z-y) een Borelmeetbare functie op IR.2. Nu is de overgang van (3.20) 

naar (3.21) geoorloofd en geldt bovendien dat (3.22) een Borelmeetbare 

dichtheid van W definieert. 

Opme,rking 3. 7. Uit het gevolg van stelling 3 .8 en uit de voorgaande stel

lingen volgt dat de convolutie-operator + tussen dichtheden van verde

lingsachtige functies commutatief en associatief is en dat 

8-(>..) = RC>..) -S(>..) voor dic11theden u, v en w van verdelingsacl1tige functies 

met ,;,; = u + v. 

Voorbeeld 3.1. 
-a>..v 

a) Zij a ~ 0 en U een verdelingsachtige functie, dan is e U().) de LS-

getransformeerde van de verdelingsachtige functie U(x-a). Dit volgt 

rechtstreeks uit de definitie van de LS-getransformeerden, maar kan 

oak gezien warden als een toepassing van stelling 3.7, waarin 
V -).a 

V(x) = ,(x-a) met V(A) = e • 
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a-1 
b) Zij u (x) = x met a> O, dan is 

a 

(3.23) o -a 
u (A)= A f(a.) • 

Cl. 

Wegens opmerking 3.7 is X-(a.+S)r(a)f(B) de Laplacegetransformeerde 

van u
0 

♦ u
8

, zodat 

(3.24) _ r (a)r (8) - r(a+B) 
a.+13-1 

X 

In het bijzonder volgt voor a.,S > 0 

(3.25) 

ii) Af gele1;d,en en ID:Omenten 
' 

(a, B > O) • 

r(a)r(13) 
= --'r-,..( a'-+-,:8-:--)..:;.. • 

s,t,ell_ing 3. 2. Zij U een verdelingsachtige functie en "o de convergentie-
"' v abscis van U, dan is U oneindig vaak differentieerbaar op (A

0
,m) met 

(3.26) U(n)(X) = (-l)n J00 
e-"xxndU(x) 

0-
voor A> A0 , n = 0,1,2, ••• 

Bewijs. Voor A> "o en n = 0,1,2, .•• is e-Axxn U-sommeerbaar, want 
xn = o(e}(\-AO)x) voor x ➔ 00 , zodat e-Axxn = o(e-!(Ao+X)x) voor 

-! (>.o+\)x . 
x ➔ 00

, en e 1.s U-s01umeerbaar. Stel dat (3.26) geldt voor zekere 

n en alle >. > >.
0

, dan geldt als ook J..+h > "a 

(3.27) 
-hx 1-e 

h dU(x) • 

Uit de middelwaardestelling der differentiaalrekening volgt dat 

lh-1(1-e-hx)I ~ xe!(A->.o)x als lhl < ½(X-\
0
), zodat e-~(Xo+\)xxn+l een 

sormneerbare majorant van de integrand in (3 .27) is als I h I < ½ (x->.
0
). 

Wegens de stelling van Lebesgue over gemajoreerde convergentie volgt 

(3.26) met n+l in plaats van n uit (3.27) voor 11 ➔ O. Daar (3.26) juist 

is voor n=O volgt het gestelde met volledige inductie. 

' 

• 
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_0,Emerking 3. 8. Uit de voorgaande st ell ing volgt dat de afgeleiden van u 
af,11isselend niet-positief en niet-negatief zij n, zodat alle afgeleiden 

van U monotoon zijn. Daarom bestaan, als F een verdelingsfunctie is, de 

eventueel oneindige limieten lim>-+OF(n) (>..) voor n = 0, 1,2, •••• llet 
v(n) e v 
F (0) zullen tve de n rechterafgeleidc van F in O aangeven, als deze 

bestaat, d.,11.z. een eindige waarde l1eeft. 

Stel_lin& 3. 1,0. Als ~ een stochastiscl1e variabele is met verdelingsfunctie 

F, dan geldt voor n = 0,1,2, ••• 

a) 

(beide leden kunnen oneindig zijn). 

b) I F(n) (>,_) I < "" • In dat geval geldt 

v(n) . v(n) 
F (0) = 11.m>..4-0 F (>..) • 

~~~ij s_. 
. ->..x n 

a) Daar e x niet-negatief is en niet-dalend voor afnemende >.., geldt 

"t-1egens ( een generalisatie) van de stelling van Beppo Levi 

(3.28) lim 
>.. -1- 0 

-- J
oo 

lim 
0- >..+O 

lim 
>-.+o 

J<X> n ->..x 
x e dF(x) = 

0-

Joo n @ n 
x dF(x) = C ~ , 

0-

ook als de leden van (3.28) oneindig zijn. 

b) Voor n = 0 is het gestelde juist: F(O) = lim>..+O F(>..) = 1. 
v(n) . v(n) 

Stel dat voor zekere n geldt dat F (0) bestaat, lim>..+O F (>..) 

eindig is en dat lim>..+O F(n)(A) = F(n)(O). Dan geldt voor zekere 0A 

met O < 0 ;\ < 1 

(3.29) 
" 

aoii. Wh-rek. afl. 6 
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Indien limA+O F(n+l)(A) eindig is. dan bestaat F(n+l)(O) wegens (3.29) 
v(n+l) ""(n+l) . lv(n+l) I met F (O) = limA+O F (A). Als limAtO F (A) = 00

, dan heeft 

bet differentiequotient in (3.29) geen eindige lirniet voor A+O, zodat 

de (n+1) 6 rechterafgeleide van Fin O niet bestaat evenmin als de hogere 

afgeleiden. i.Jegens a) geldt dat ook limA+OIF(m)(A)I = co voor m.;:,. n+l, · 
r, xn+ I L"' xm i1nn1ers, als t:.,.. = 00 , dan geldt c.., = 00 voor m > n+l. 

- - = 

Voorbeeld 3.2. (zwaklte v1et van de grate aantallen). 

Zij {xn}:=l een rij onderling onafhankelijke stochastische variabelen 

met alle dezelfde verdelingsfunctie Fen verwachting µ < 00
, Dan is 

,,;regens stelling 3. 10 

(3. 30) 
V 
F(A) = 1 - µA+ o(A) voor 

De LS-getransformeerde bij (x
1
+x2+ ••• +x )/n is 

- - -n 

zodat wegens (3.30) 

(3.32) 
Q -A(x1+x2+ ••• +x )/n 

log c.., e - - -n = n log (1 -

= µA + 
A 

no(-) n 

Dus voor vaste A> 0 geldt 

(3.33) 
ll ► CO 

voor 

= e 

A 
- -+ 0 • n 

-µA • 

A 
µ- + 

n 
o(!.)) = 

n 

Daar e-µX de LS-gestransfor1neerde van de verdelingsfunctie 1 (x-µ) is, 

convergeren wegens de continuiteitsstelling (st. 2.3) de verdelings

functies van ~
1
+~

2
+ ••• +2:!.n)/n conservatief naar t (x-µ) voor n-+ ...,, Wegens 

stelling 1.1 geldt nu voor elke E > 0 

. ---- ---
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(3.34) 
x

1
+x

2
+ ••• +x 

lim P{ I- - -n - µ I > e} = 0 , 
n n >oo 

dus (x
1
+x

2
+ ••• +x )/ convergeert in .-1aarschijnlijkheid naar µ. 

- - -n n 

Ste~l~ng 3.11. Als U een verdelingsachtige functie is zo, dat ti conver

gentie-abscis O heeft, dan geldt 

(3.35) 

Bewij s .• 

lim 
11.+0 

V 
U(11.) = U(oo) < oo. = 

lvegens de stelling van Beppo Levi geldt 

(3.36) V fo:, lim U(11.) = lim 
11.+0 11.+0 o-

e-11.x dU(x) = fco lim 
0- 11.+0 

= U (oo) < oo • = 

iii) ~artiele integratie 

V 
Stelling 3.12. Als U een verdelingsachtige functie is, dan bestaat U(A) 

dan en slecl1ts dan voor alle 11. > a > 0 als fi(A) voor alle A > a > 0 be-= = 
staat. In dit geval geldt 

(3.37) 

,Be\vij s. Voor 11. > a en b > 0 geldt t,1egens de stelling van Fubini 

(3.38) 

= 

zodat 

( fx dU(y))dx = 
o-

dU(y) , 
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(3.39) 

0 0 
a) Als U(A) bestaat, dan convergeert het linkerlid van (3.39) naar U(>.) 

voor b + 00 • Daar de integraal in het rechterlid voor b + 00 een eventueel 
->.b oneindige limiet heeft~ bezit e U(b) voor b ➔ 00 een eventueel oneindige 

-:\b 
limiet. Stel dat limb4<X>e U(b) > O, 

d U( ) s AX b . at x > ue voor x > 
0

, waaruit 

dan is er een 6 > 0 en een b0 zo, 
volgt dat het linkerlid van (3.39) 

-). b 
divergeert voor b + 00 • Tegenspraak, dus limb

400
e U(b) = O, zodat (3.37) 

uit (3.39) volgt door de limietovergang b + 00
• 

V 
b) Als U(>.) bestaat, dan convergeert de integraal in het rechterlid van 

(3.39) naar U(A) voor b + 00 • De integraal in het linkerlid is niet-nega

tief en niet grater dan de integraal in het rechterlid, zodat ook de 

linkerintep.raal convergeert voor b ➔ 00 , Nu geldt (3.37) wegens a). 

Voorbeeld 3. 3. 

Als F een verdelingsfunctie is, dan is 
0
fx (1 - F(y))dy een verdelings

achtige functie met LS-getransforn1eerde 

(3.40) voor A > 0 • 

Als F een eindig positief eerste moment µ l1eeft, dan geldt \vegens 

stelling 3. 10 

(3.41) 

v 
1 im _t _---,--F...;C..,.>-.... ) = 
).+0 A 

V 

- F' (O) = µ 

en dus wegens stelling 3.11 

(3.42) J00 (t - F(x))dx = µ. 
0 

Derhalve is µ-l (t-F(x)) de dichtheid van een absoluut continue verde

lingsfunctie met LS-getransformeerde 
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(3.43) • 

Deze verdelingsfunctie speelt een belangrijke rol in de vervangings

theorie. 

§ 3a (Lukacs§ 3.2.) 

St~lli~~ 3a.1. Als Fen G begrensde verdelingsachtige functies zijn met 

li:.aral<.teristieke functies cp en y, clan is <j) (T )y(-r) de karal~teristieke 

functie van F * G. 

Ste~l,ing 3a. 2. Zij F een verdelingsfunct ie met karal<teristieke functie 

cp en n een niet-negatief geheel getal. 

a) Als het ne moment van F bestaat, dan is cp n-maal differentieerbaar 

met 

(3a. 1 ) 4> (m) (-r) = voor m = 0,1, .•• ,n. 
-oo 

13) Als qi n n1aal differentieerbaar 

van F (d.w.z. Jix1'\lFtX)<00 ) als n 

e is in 0, dan bestaat het n moment 

even is en het (n-l)e moment als n --• oneven is. 

Opm~rking 3a.l. Stelling 3a.213 kan niet verscherpt v1orden. 

Opmerking_ 3a.2. 
I • T - S 

Er bestaan nergens differentieerbare karalcteristieke 

functies. Bijvoorbeeld: 

(3a.2) 
00 

<1><-r) = I 
k=O 

1 

is de karakteristieke functie van de verdelingsfunctie 

(3a.3) 
CJO 

F(x) = I 
k=O 

1 lt 
1 (x - 7 ) 

en is nergens di££ erentieerbaar (zie 1:Iobson, Tl1e theory of functions of a real 

variable II), 

! 
i 
' ~ 
i ,, 

! ·' Ii 

I 
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§ 4 Voorbeelden. Stocl1astisch,E: wandelins en Besselfuncties 
' . ' "' - . 

(Feller 2 II 7 en XIII 3) -

(i) ~omogene ~er~eling 

Zij {~k}~;J een rij onderling onafhankelijke stochastische variabelen, 

die homogeen over [0,1] verdeeld zijn, d.w.z. alle ~k bezitten dezelfde 

verdelingsfunctie H met 
'·• 

0 

(4. l) H(x) = X 

1 

als 

als 

als 

X < 0 , 

O~x<l, 

X > I • = 

Gevraagd: de verdelingsfunctie van ~ 1+~2 + ••• +~n. 

Wegens stelling 3. 2 is lln*, de n-voudige convolutie van 11 met zicl1-

zelf, de verdelingsfunctie van ~ 1+~2+ ••• +~n· Daar ll(A) = A- 1(1-e-A) 

is wegens stelling 3.3 

n 
(4.2) = I 

k=O 

de LS-getransfotnteerde van Hn*. Nu is A -n de LS-getransformeerde van 
n -Ak -n x /n~ (voorbeeld 2.2a), zodat wegens voorbeeld 3,la e A de LS-

getransformeerde is van ((x-k)+)n/n! , waarbij x+ gedefinieerd wordt 

door 

(4.3) + 
X --

0 

X 

als 

als 

X < 0 , 

X > 0 • = 

Omdat de LS-transformatie een lineaire operatie op verdelingsachtige 

functies is, volgt uit (4.2) 

(4.4) n* 1 tl (x) = , 
n. 

n 

I 
k=O 
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(ii) Convolutiemachtreeksen 
ex, 

Zij {.~k}k=l een rij onderling onafhankelijke stochastische variabelen 

met alle dezelfde verdelingsfunctie F, zij n een stochastische variabele . -
met mogelijke waarden 0,1,2, ••• en bijbehorende kansen 

zij P(s) 

dat {~} 

= 2 P sn de genererende functie van {p }. Zij 
n n 

en n onderling onafhanl<elijk zi·in. Dan heeft -
n -

Po ' P 1 • P 2 ' • • • en 
bovendien gegeven 

(4.5) def 
:x. I X 

-1< 
als n ~ I , - -k=l 

0 als n = 0 , -als verdelingsfunctie 
00 

(4.6) G = I 
l<.=O 

( . . . O* def ) hierin is F t , zodat 

00 

(4.7) ?5(>-.) = I 
k=O 

de LS-getransformeerde bij z is 
klf. . ) getransformeerde van F is • 

vk 
(ook voor k=O geldt, <lat F (>-.) de LS-

(iii) Stochastische _,vandeling 

Met het oog op (iv) en (v) volgt hier een korte behandeling van de sto

chastische wandeling (random walk). 

Definitie 4.1. Als {~k};=l een rij onderling onafhanl<elijke stocl1as

tische variabelen is z6, dat voor k = 1,2, ••. 

(4.8) 
P{~k=l}=p 

P{~k = -1} = q = 1-p , 

(0 ~ p < 1) , = 

dan heet de rij stochastische variabelen l!n}:=O gedefinieerd door 
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• 
0 ~o - met leans 1 -

(4.9) n 
s - L ~ voor n - I , 2 , ••• - -
-r1 k=l 

een stoalw.stisahe wandeling. 

}Ien kan { s } interpreteren aan de l1and van een golcspel. A en B 
-L1. 

spelen een spel waarbi.i A met leans p een gulden \vint van B en met kans 

q=l-p een gulden aan B verliest. Dit gokspel tussen A en B wordt steeds 

onafhankelijlz herhaald. l:~u is x de ,.;inst van A uit het n
8 

spel en s -n -n 
de totale ,•1inst van A na n keer spelen. 

Een andere illustratie van de stochastische wandeling krijgen we 

door de punten (n,s ) voor n = O,I, •.. in een assenstelsel uit te zet
-Il 

ten en opeenvolgende punten (n,s) en (n+l,s 1) te verbinden met een 
-n -n+ 

lijnstuk (zie fig. 4.1). Een dergelijke grafiek van een realisering 

van {~n} noemen Tt1e een pad. 

4 

3 

2 

1 

0 

-1 

-2 

1 
t (I) 
-

2 3 4 5 
t(2) t(3) 
- -

(-1) (-2) 
t t - -

I 
t (4) 
-

fig. 4.1 

We stellen ons hierbij voor dat in de grafiek de baan van een deel

tje dat zich over de reele rechte be,,,eegt tegen de t ijd is uitgezet. ivan

neer de tijd een geheel aantal tijdseenheden bedraagt, bevindt bet deeltje 

j 
! 
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zich in een geheel getal, en een tijdseenheid verder is de coordinaat 

van de plaats van het deeltje met +1 of -1 toegenomen. Omdat de plaats 

van het deeltje op de verticale as is uitgezet, noemen we de plaats van 

het deeltje op de reele rechte gemakshalve de hoogte of het niveau van 

het deeltje. De ter111lnologie die tve gebruiken om evenementen met betrek

king tot { s } te bescl1rijven is van 
-n 

scl1rijven we het evenement 

tijdstip n op hoogte l<''• 

{s = k} 
-n 

om-deze zienstvijze afkomstig. Zo 

met 11l1et deeltje bevindt zich op 

We definieren nu voor gehele r en niet-negatieve gehele n: 

(4.10) 
(r) - P { s =r} = l<.ans , dat het deeltje u -n -n 

zich op tijdstip n 

op hoogte r bevindt 

(dus u(r)=O als rl= 0 en u(O)=l) • 
0 0 ' 

als r > 0 

(4.11) A (r) = 
n 

P {_s 
0

< r , s l < r , • • • , s l < r , s ==r } - -n- --n 

(dus A(r);:; 
0 

(4.12) 

als r < 0 

= kans, dat het deeltje op tijdstip n voor het eerst 

niveau r bereikt 

0 voor rl=O) ; 

f = 0 
0 

(r/0) 

fn= P{~1+o, 2.,2-/:0, ••• '~n-l:i'0,2.,n=O} = kans, dat 

eerste terugkeer in O op tijdstip n plaats 

vindt (n ~ 1) . -

Hierbij definieren we de genererende functies 

00 

I 
n=O 

(4.13) 

00 

F (s) = l 
n=O 

(r) n 
u s 

n 
<Isl < 1> , 

<isl ~ i) , 

<Isl ~ i) 

= 

! 
I 
i 
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en voor r r/: 0 de stochastiscl1e variabele 

(4.14) min{nls =r, n=l,2, •.• } = tijdstip dat niveau r 
-n -

voor het eerst bereilct ,.;rordt. 

Derhalve geldt voor n = 0,1 , ••• en r = +1,+2, .•• - -

(4.15) A (r) • 
r1 

_OpmE:r:,k~ng 4. 1. Er geldt: l:=O ;\~r) = 1 - d ~ 1. Het is mogelijk dat 

d > O. In dat geval is de verdelingsfunctie van t(r) defectief en noe

men we t (r) een defeatieve stoahastisohe variabele en d l1et defect van 

t(r). w: interpreteren d als de kans dat t(r)= 00 en kennen aan t(r) in - - -
<lit geval daarom ver,.;rachting co toe. 

St_elling 4. 1 • 

a) 

b) 

B e,.;ri j s • 

(r) 
u r+2k (

r+2k) r+k k 
= le p q 

(r) 0 u = n 
voor 

u(O)(s) = I 

II - 4pqs2 

voor r,l<- = 0,1,2, •.• , 

r,n = 0, 1,2, ••• met n-r 'f 0,2,4, •••• 

voor Is I < l • 

a) Zij n,r.?:. O. Om van (O,O) naar (n,r) te komen moet het pad !(n-r) -
keer dalen en ~(n+r) keer stijgen. Dit is alleen mogelijk als beide 

aantallen niet-negatief en geheel zij n, ,-;rat dan en slechts dan het 

geval is als n-r niet-negatief en even is, dus als n-r = 2k met 

k = O,l , •••• Er zijn (r:2k) verschillende paden met r+k stijgende 

en k dalende verbindingslijnstul<.ken en ellc van deze paden heeft le.ans 
r+1<. k p q op realisatie, waaruit het gestelde volgt. 

b) 1-Jegens a) en (4. 13) geldt 

(X) 

(4.16) u(O)(s) = I 
n=O 

(0) n 
u s = 

n 

co 

I 
k=O 

(2k) le. Ii:. 21c 
k P q s == 



Op_me~lcin& 4 ._2. 

A(r), A(r)(s), 
n 
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00 

= I 
lc=O 

l 
. . ' (;...r) r1en ver <.rl.J gt /\ , n 

u(r) en U(r)(s) door 
n 

• 

A(-r)(s), 

pen q te verwisselen. 

Opfl!.~-~-k~ng ,4. 3. l.fet behulp van de zgn. methode der oo Z Zeatieve kenmerken 

van Van Dantzig is het mogelijk genererende functies voor O < s < 1 als 

kansen te interpreteren. 

Stel dater op elk tijdstip n (n natuurlijk getal) met kans 1-s 

een ramp gebeurt (O < s < 1) en dat het al of niet optreden van deze 

ramp onafhanlcelijk is van het verloop van de stochastiscl1e ;;,,7andeling en 

onafhankelijk van het optreden van rampen op andere tijdstippen, dan is 

A (r) (s) de kans dat niveau r voor het eerst bereikt 't..rordt zonder dat er 

een ramp is gebeurd, en F(s) de kans op een eerste terugkeer in O zonder 

dater een ramp is gebeurd. Deze zienswijze wordt in het bewijs van de 

volgende stelling gebruikt. 

Stelling 4 •. 2. 

a) A(r)(s) = 

• \..raarin 

b) F(s) = l - ✓l-4pqs2 voor 

c) { A (r)}oo 
n n=O 

is een lcansverdeling 

d) is een kansverdeling 

Bewij s. 

a) Zij r > 2. Nu is A(r)(s) de kans dat 
= 

voor I s I ;;_ l , r = 1 , 2, ••• , 

Isl < 1 • 

I p ~ 2 • 

< > P - 1 - 2 • 

niveau r voor het eerst bereikt 

wordt, zonder dater een ramp gebeurd is. Dit is alleen mogelijk, na

dat eerst niveau r-1 voor het eerst bereikt is zonder dater een ramp 

gebeurd is (kans h(r-l)(s)). Als het deeltje dat de stochastische wan

deling uitvoert niveau r-1 voor het eerst en zonder ramp bereil<t heeft ,' 



• 

---- ----------------

55 

stel op tijdstip n, dan moet l1et daarna nog 1 in hoogte stijgen zonder . 

<lat er een ramp in de hiervoor benodigde tijd gebeurt. De 

is onafhankelijk van water tot en met tijdstip n gebeurd 

kans hierop 

is en gelijk 

aan de kans dat het deeltje uitgaande van (O,O) voor het eerst niveau 

1 bereil<t, zonder dat er een ramp gebeurd is. Dus A (r) (s) = A (r-l) (s)I\ (s) 

waaruit volgt dat A(r)(s) = Ar(s) , 

Berekening van A(s). Als ~
1
= l en geen ramp op tijdstip 1 optreedt 

(kans ps), dan is op tijdstip 1 niveau 1 voor het eerst bereikt zonder 

ramp, Als ~
1
= -1 en geen ramp optreedt op tijdstip l (kans qs), dan 

wordt niveau 1 voor het eerst zonder ramp bereikt dan en slechts dan 

als het pad na (1,-1) zonder ramp 2 aan hoogte \vint (l<ans A2 (s)). 

Derhalve geldt 

(4.17) A ( s ) = p s + q sA 2 ( s ) • 

De wortels van vergelijking (4.17) zijn 

(4.18) 
1 ± ✓ 1 - 4pqs2 A ( s) = ___ 2,,_q_s_..._._ • 

Omdat A(s) ~vegens (4.13) analytisch is voor Isl < 1 en de wortel met 

het plus-teken naar 00 gaat voor s+O, geldt 

(4.19) A (s) = 1 - /i-4pqs2 
2qs 

voor Isl ~2//pq, dus zeker voor Isl~ 1. 

b) Splitsing naar de mogelijke uitkomsten van .!t levert analoog aan het 

betvij s van a) en met behulp van opmerking 4. 2 

(4.20)·· F(s) = ps A(-l)(s) + qs A(s) = l - /t-4pqs • 

c) Er geldt: {A~r)}:=O is een kansverdeling < > 

A (r) = 1 = 1. Dit is clan en slechts dan het geval 
n 

a 1 s p ~ ½ , daar 

l 

' I 
i 
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(4.21) A( l) = 

--

1 .-. ✓1 -_4pq = 
2q 

. 1 

I?. 
q 

als 

als 
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1 - ~(_p-_9.) 2 = 1 
2q 

p < 1 
2 • 

-_. Lr-q I = 
2q 

d) F (I) = 1 - l1-4pq = 1 - Ip-qi= 1 <=> p=q=~ • 

O_Emerking _4 ._4. Onder de omstandigheden die beschreven zijn in opmer

king 4.3 is 

1-s u(r)(s) 2 als rrO, 
s 

00 

(4.22) I 
n=l 

de kans <lat de eerste ramp optreedt op een tijdstip dat het deeltje zich 

op hoogte r bevindt. Op dezelfde wijze volgt 

(4.23) 

kans dat het optreden van 
met de eerste aankomst op 

de eerste ramp samenvalt 
• n1veau r; 

1-s F(s) = leans dat het optreden van de eerste ramp samenvalt 
s met de eerste terugkeer in O. 

Deze interpretaties warden gebruikt in het bewijs van de volgende 

stelling. 

St_e~_~ing 4 .3. 

A(r) 
r+2k = 

A(r) = 0 
n 

r 
r+21< (r+2k) r+l<. k 

k P q voor 

voor 

k=0,1, ••. , 
r = 1,2, .•. 

l< = 0, 1 , • • • , r = l , 2, • • • met 
n-r ,f, 0, 2, 4 , • • • • 

l 
i 
} 
} 

I 
1 
! 
~ . . 
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Be~ijs. Voor r ·~ 0 en O < s < 1 zullen we afleiden 

zodat 

Afleiding van (4.24) door interpretatie: het optreden van de eerste ramp 

op een tijdstip dat het deeltje zich in r bevindt kan op twee manieren 

gebeuren: 

I) de eerste ramp valt samen met de eerste aankomst in r (kans 

s-1(1-s) Ar(s)) ; 

2) bij de eerste aankomst in riser nog geen ramp gebeurd (kans Ar(s)) 

en de eerste ramp treedt op op een tijdstip van terugkeer naar het

zelfde niveau r (kans s- 1(1-s){U{O)(s) - 1}). 

Wegens stelling 4.lb en stelling 4.2a geldt 

(4.26) .. u<O) (s) • ___ 1 __ 1 

✓ 1 - 4pqs2 I - 2qsA (s) 

· Uit (4.25) en (4.26) volgt 

(4.27) 

zodat 

(4.28) = •{r) -
n • 

Wegens stalling 4.la is A (r) 
n 

alleen positief als n = r+2k met k=0,1,2, ••• 
• en is 

(4o29) ,_(r) = 
r+2k (r+2k) r+k k 2 (r+2k-l) r+k k-1 = 

k p q - q k-1 p q 

r (r+2k) r+k k 
= -r-+~2-k k p q • 

aoii. Wh-rek. afi. ? 
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Opm_er.~~ng 4 .~ (Gobel). (4 .28) is ook rechtstreeks door kansinterpreta

tie af te leiden. Er geldt un(r) = A (r) + x(r) waarin u(r) de kans is op 
( ) n n n 

niveau r op tijdstip n~ Ar de kans op voor de eerste keer niveau r op 

tijdstip n en x(r) de kan:, dat het deeltje op tijdstip n op niveau r is n 
nadat het al minstens een keer in niveau r geweest is. 

Nadat · ·het deeltj e op tijdstip t (r) voor het eerst op nive~u r gekomen -
is, kan bet deeltje op tijdstip n weer in r terugkomen vanuit niveau 

r-1 Pt r+l op tijdstip n-1. Door van alle paden die door (n,r) gaan na 

niveau r minstens een keer gesneden te hebben het stuk tussen (t{r) ,r) -
en (n,r) te spiegelen ten opzichte van niveau r ontstaat een 1-1-corres

pondentie tussen de hiervoorgenoemde paden die door (n-1,r-l) en die 

door (n-l,r+I) gaan, waarbij corresponderende paden gelijke kansen 

hebben, 

De kans·op hoogte r+I op tijdstip n-I en vervolgens hoogte r op tijd-
. . (r+l) ~odat (r) 2 (r+l) st1p n 1.s u , .q, ... x = qu 

1 
• n-g n n-

qp_merkit1:g_ 4._6. Stelling 4.lb kan ook afgeleid t-rorden uit stelling 4.2b 

en de kansinterpretatie van opmerking 4.4 

(4.30) 1-s 
s 

(u(O) {s)-t) = l-s F(s) 
s 

+ F (s) __ 1_-_s 
s 

• 

(u(O) (s)-t) ; !> 

· QpmEl:%'.k:i~_g_ 4.,7. De volgende zienswijze waarin U(r) (s) - o0 geinterpre-,r 
teerd wordt als verwachting berust op een idee van Cox (zie de discussie 

bij de voordracht van Runnenburg in: W.L. Smith, W.E. Wilkinson, Pro

ceedings on the symposium on congestion theory, University of North 

Carolina (1965)). 

Zij 

geldt 

(4.31) 

N het aantal terugkeren naar O in het tijdsinterval (O,n], dan 
-n 

. p N = 
C-n 

n 

r 
k=l 

immers· Nn ""' l:=l !:k waarin ~ =·t als op tijdstip k een terugkeer naar 0 

l 
! 

I 
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plaats vindt en O anders (k=l,2, ••• ), dus 2.!k = P{_!k=l} = u~O). 

verwachte aantal terugkeren voor de eerste ramp is daarom gelijk 

00 

I 
n=2 

n-1 (:.> 
s (1-s) e, !!n-l 

"" 
= c1-s) I 

k=l 

00 

= c1-s> I n-1 
s 

n=2 

00 00 

I n-1 \' 
s = l 

n=k+l k=J 

n-1 

I 
k=l 

Het 

aan 

Analoog leidt men af dat U(r)(s) voor r~O het verwachte aantal snij

punten van· het pad met ni·veau r is v66r optreden van de eerste ramp. 

Toepassing. Het aantal terugkeren naar O v66r optreden van de eerste 

ramp is gelijk aan O met kans 1-F(s) en,;;,, I met kans F(s) (zie opmer

king 4a3). Onder de voorwaarde dat de eerste terugkeer naar O zonder 

ramp heeft plaat·sgevon(len, heeft het aantal terugkeren naar O na deze 

eerste terugkeer en voor het optreden van de eerste ramp dezelfde ver

deling als het aantal terugkeren naar O v66r de eerste ramp zonder meer. 

Derl1alve is 

(4.33)· · u(O)(s)-1 = (1-F(s)).o + F(s) {1 + (u(O)(s) - 1)}, 

zodat u<O)(s) = (1 - F(s))- 1• Op analoge wijze kan (4.25) afgeleid 

wordeno 

We definieren voor r=I,2, ••• , n=0,1,2, ••• 

f(r) ~ kans dat re terugkeer 
n plaats vindt; 

naar O op tijdstip n 

(4.34) co 

F(r) (s) = l 
n=O 

f(r)sn 
n 

Wegens (4.12) en (4.13) geldt 

Stelling 4.40 

voor s I ~ I • -

-= f en F ( 1 ) ( s) = 
n 

F(s). 

(r) r 
a) F · (s) = F (s) = (I - II-4pqs2)r voor r=l,2, ••• en Isl~ I. 

! 
l ;, 

' I 
' " il 
" " 'I 
I 

t 

I 
I 
I 

i 
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voor k=O, I , • • • , r= l , 2 , ••• 

voor alle n=O,l, ••• , r=l,2, ••• met n-2r~ 0,2,4, ••• 

c)· {f(r)}"" n n~o is een kansverdeling <=> p=½ • 

. Bew_~j s, o 

) Z." 2 F(r) ( ) • e a 1J r;;,,.; s 1s de kans op een r terugkeer naar O zonder dat 

er een ramp gebeurd is. Dan moet er een eerste terugkeer naar Oge

weest zijn zonder dater een ramp gebeurd is, gevolgd door (r-1)-maal 

terugkeren naar O zonder dater een ramp is gebeurd. Dus 

F(r)(s) = F(s) F(r-l)(s), zodat F(r)(s) = Fr(s) = (I - lt-4pqs2)r 

(stelling 4 .2b). 

b) Wegens a) en stelling 4.2a geldt Fr(s) = 
dat: 

· r r 
(2qs) A (s), waaruit volgt 

' 
(4.35) • 

Bet gestelde volgt nu uit stelling 4.3 en (4.35). 

r 
c) F (I)= 1 <=> F(l) = 1 <=> p: ! (stelling 4.2d). 

·Aanhanasel: analytische methode 
• • ? ~; • 

sn in de machtreeksontwikkeling 

voor het bepalen 
r 

van A (s). 

van de coefficient van 

In Fe·ller·' t • III ,6 is ). (r) als kans met behulp van combinatorische 
- n 

methoden berekend; in Feller I XI,3, waar de stochastische wandeling 

met behulp van genererende fu~cties behandeld, wordt ).(r) niet uit Ar(s) 
n 

berekendo Dit gebeurt wel in een artikel van Feller*), waaraan het be-

wijs van stelling 4.3 ontleend is, afgezien van de kansinterpretatie 

van de opcredende genererende functies. Feller merkt hierbij op dat be

rekening van A(r) uit Ar(s) met analytische methoden zeer moeilijk is. 
n 

~) WQ Feller, Infinitely divisible distributions and Bessel functions 
· associated with random ,~alks, J. Soc. Industr. Appl. Math. 14, 

864..:..875 (1966). 
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streeks uit Ar(s) 

Daar 

gelukt >..~r) met 

te berekenen. 
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betrekkelijk eenvoudige middelen recht-

(l() 

c-½) (-4pqs2)n l - I 
"" n n=O I (4.36) A(s) I -- .. 

1+2k 2qs k=O 

r1+2k) l+k k 1+2k 
l k p q s , 

• Ar (s) r=O, 1 , 2, ••• te schrijveµ • de l.S voor in vorm 

(4.37) 

waarin A(r,k) een functie is van de niet-negatieve gehele getallen r en 

ken 

(4.38) 

Omdat 

(4.39) 

A(O,k) m <.5 0 k, 
' 
1 ( lk+2k) • A(l ,k) = J+Zk 

A2 (s) = I A(s) 
qs 

- .E. 
q ' 

geldt voor gehele r 2:._ 2 

(4.40) Ar (s) = 1 Ar-J (s) 
qs 

zodat wegens (4.37) 

(4.41) A(r,k) = A(r-1,k+l) - A(r-2,k+l) voor r 2:._ 2, k 2:._ O. - -

Met behulp van deze relatie en (4.38) kan al met volledige inductie be

weten worden dat 

(4.42) r (rk+2k) A(r,k) = r+2k voor r 2:._ l, k 2:._ 0, - -

maar we zullen een meer constructieve methode volgen. 

Door 

(4.43). B(r+2k,k) = A(r,k) 
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is B(n,.k) gedefinieerd voor gehele n en k met k ~ 0 en n ~ 2k, waarbij 

(4.44) B(1+2k,k) = A(l ,k) = 1 
1+2k 

... (2kk) (2k ) 
- k-1 voor k ~ 0. -

Uit (4.41) volgt voor alle in aam11erking komende n en k 

(4.45) B(n+l,k) = B(n,k) + B(n,k-1) • 

Dit is juist de optelregel voor binomiaalcoefficienten die de driehoek 

van Pascal genereert. Men gaat gemakkelijk na, dat B(n,k) op een en 

slechts een manier uitgebreid kan worden tot een functie van gehele n 

en k met n ~ 0 door te eisen dat B(n,k) voor k ~ 0 en n ~ 2k aan (4.43) 

en voor n ~ 0 aan optelregel (4.45) voldoet (zie fig. 4.2b). In dat 

geval geldt voor gehele n,m en k met n,m ~ 0 

00 

(4.46} B(n+m,k) = I 
t=-oo 

m.a.wo, als we B(n,k) uitzetten in een rooster als van de Pascaldrie

hoek, dan ontstaat de (n+m) e rij door ''interferentie'' van Pascaldrie

hoeken· die naar beneden worden 11uitgezonden1
' vanaf de ne rij, waarbij 

aan de Pascaldriehoek met top op (n,t) gewicht B(n,t) wordt toegekend 

(zie fig. 4.2). Toepassing van (4.46) met n=l, m=2k geeft 

(4.47) B(l+2k,k) = 
k 2k I B(l ,t) (k_t) . 

t•O 

Vergelijkingmet (4.44) leert dat (4.47) met B(l,O) = l, B(l,l) = -1 

en B(l,t) = 0 voort,J O een oplossing B(n,t) geeft, die aan (4.43) en 

(4.45) voldoet, en dus de oplossing. 

Nu geldt wegens (4.43) en (4.47) voor r ~ I, k ~ 0 

(4.48) (r+2k-1) A(r,k) • B(r+2k,k) = k - (r+2k-l) =
k-1 

r 
r+2k 

', 

• 

' ·• 
' 



(~) 
n "' 

B(n,k) 

n = 

iv) Besselfuncties 

k = 

1 

2 

3 

4 

5 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

-3 
I 

0 

0 

0 

0 

0 

I 

-3 
,L 

0 0 

0 

0 0 

0 

0 1 

J 

63 

--l -I 0 1 2 3 
I i I .! I / <-

0 0 1 0 0 0 

0 I I 0 0 

0 I 2 I 0 0 

1 3 3 1 0 

l 4 6 4 l 0 

5 10 10 5 1 a) een Pascaldriehoek 

-2 -I 0 ] 2 3 4 
.j 

' J ..J, I I ,j,, ~ Ii-

0 I \ -1 
\ 

0 0 0 
\ 

0 1 0 ' -1 I 0 0 
I 

1 I 
I 

0 0 / -1 -l 
\ 
' 

\ 

I 2 0' -2 I -l 0 
I 

3 2 
I \ -2 -3 -1 0 
\ 

\ 

4 5 0 '-5 
I 

-4 1 
I 

n > 2k I 
I -

fig. 4 .2 

b) twee interfererende Pascaldrie
hoeken met gewicht +1 en -1. 

Definitie· 4 .2. De BesaeZ.funatie van orde p > -1 is de functie I op lR • p 

gedefinieerd door 

I • 
I 

I 
I 

I 
I 
I 
I • 

I 
I 
i 
• { 

i , 
• 
' i 
l 
' 
1 , 
' ' , . 
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co 

(4. 49) I (x) = 
p z: 

1 
k! f(k+p+I) 

(1) 2k+p voor x 6 lR o 

k=O 

Opmerking .. ,,,4.8. De convergentiestraal van de machtreeks in (4.49) is '"', 
' 

omdat 
' 

(hl) p ~ 1 ( I x
2 

I.) 2k = 
2 k;O k! 

voor ,~lle complexe x een convergente majorant van deze reeks • 
l.S • 

Opmerking 4.9. In de literatuur heet I de gemodifiaeerde Beaaetfunatie. • p 

De gewone Besselfunctie wordt altijd aangegeven met J en wordt gedefi-
P k 

nieerd door in het rechterlid van (4.49) achter het somteken (-1) in 

te voegen. Omdat we ons alleen met de gemodificeerde Besselfunctie zul

len bezighouden en de gewone Besselfunctie niet zullen tegenkomen, dui

den we I kortweg aan met Besselfunctie. 
p 

De!initie 4.3. De 'Besselfuncties van orde -r met r=I ,2, •.• warden gede

finieerd door I =I. -r r 

02merking _4.10. De functie 1/r(x) kan uitgebreid worden tot een gehele 

functie op de complexe getallen, zodat (4.49) voor alle complexe Peen 

functie I definieert. De inhoud van definitie 4.3 wordt dan een gevolg 
p ' 

van de op deze wijze gegeneraliseerde ~efinitie van IP. 

Besselfuncties komen voor in veel expliciete oplossingen in wachttijd

theorie en diffusietheorie. In het volgende zullen we aan de hand van een 

generalisatie van de in iii) gedefinieerde stochastische wandeling ver

delingsfuncties afleiden waarin Besselfuncties optreden. 

In iii) hebben we een stochastische wandeling bekeken waarin de sprongen 

11 d d t .. d . 1 2 3 M k d ' 1t1.·J·d11 1.·n deze a een optre en op e iJ stippen , , , •••• en an e 

stochastische wandeling zien als een variabele die het aantal opgetreden 

sprongen telt. We gaan de stochastische wandeling van iii) veralgernenen 

door de sprongen niet meer te laten plaats vinden op vaste tijdstippen 

- i 

' ' 

ii 

' . . --
•.-._.-

' -,, 
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rnaar op stochastische tijdstippen. 

We veronderstellen dat de tijdstipper1 waarop sprongen optreden word.en 

aangev-1ezen door een stationair Poissonproces met intensiteit a (et > 0), 

d.wez. de lengten van de tijdsintervallen tussen opeenvolgende sprongen 

en de lengte van het tijdsinterval tusser1 0 en de eerste sprang zijn 

onderling onafhankelijke $tochastische variabelen met alle dezelfde 

dichtheid ae -at voor t > 0 • Elke sprang heeft grootte +1 met kans p en 

grootte -1 me·t kans q = ·1-p. De g.rootte van elke sprang is onafhankelij k 

van de grootte van andere sprongen en onafhankelijk van het Poissonpro

ces dat de tijdstippen der sprongen bepaalt. 

We zullen het hier beschreven stochastische proces voor het gemak 

een Poissonwandeling noemen. De positie op tijdstip t van een deeltje 

dat uitgaande van O op tijdstip O deze Poissonwandeling uitvoert geven 

we aan met cr(t) en het aantal sprongen dat is opgetreden in het tijds--
interval· (0 ,tJ met !!_(t). ~Ju geldt 

(4.50) g_(t) = ~(t) . 
-

Hierin is {s }
00 

0 
de stochastische wandeling·, die beschreven is in iii); -n n= 

{~}~~o en {!}_(t)};E[P,"") zijn twee onderling onafhankelijke collecties 

stochastische variabelen. 

Stelling 4.5. 
a• -

a (t) def 
r P{cr(t)=r} -

Bewijs. Voor alle gehele r geldt 

00 

(4. 51) a (t) 
r = P{s ( )= r} = l 

!l t n=D 

-- I 
n=O 

-at (ort)n 
e .. r n. • 

voor r geheel en t .?:. 0 • 

n}P{n(t) = n} = --

V O 1 2 l, s het laatste 1.id van ( 4 • 51 ) wegens stelling 4. 1 oor r= , , , .•. 

gelijk aan 

' 
' ' ,, 
' ,, 
' ,, . ,, 

_a 

" ,, 
1: 

' ' ' ' 

.I 
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(4.52) 
00 

-at f' 

e l 
.k=O 

n 1 r -at 'i::..1 2 e I.,..., ( 2✓pq-at) • lq.l .I. 

Voor r;;:-1,-2, •.• vol.gt l1et t;es·teJ.de tvegens opmerking 4.2 en definitie 4.3. 

:2Perking __ 4 e 9 o Uit het model. van de stochastische t•1andel.ing volgt dat 

{ r) l°" J , , . • • ( u . _ voor e}. < natuur l 1.J k get a 1. n een kansver'dell.Ilg 1.s d • w. z . n r=-«> -- -

u (r) > a 
n = 

000 Cr) ) . . . ( )}m en ' u ::: 1 • Dan is wegens ( Lt • 51 ) { a t 
Lr:-oo D r r=-00 

een kansver-

deling, zodai: l'00 

a Ct) =- 1. Door substitutie 2 ✓pqa.t = x e11 p/q = s 2 
r:.:;; -"" r 

volgt uit deze laatste identi•teit 

00 

(4.53) I (x) 
r 

l --1 r -x(s+s ) s ::: e 2 
• 

I!iermee hebben we de genererende functies van de Besself\mcties van ge

he:Le orde gevonden, f'ormule ( 4. 53) j welke oc)k gemakk:elijk rechtst:reeks 

rnet behul 1, van de def in it ies 4 . 2 en 4 • 3 af te leider1 is, wordt sqms de 

formule van Schlomilch genoemd. 

Qp~erking 4 ... 11 " U it 

(4.54) -
<JO 

,. I P{o(t) - = 
k::-oo 

"" 
" . I ~<:(t) -

k::-oo 

volgt wegens stelling 4.5 

(4.55) I ( t+i:) ,;; 
r 

00 

~· k}P{o(t+1) - rl_q_t=k} -- - --

a k( T) voor t,r > 0 
r- --

(identit:eit van K, I'11--:::1mia.nn); (4.55) VC)lgt C)ok onmiddelijk uit (4.53). 

Voor· gehele :r't O def :inicr·cr1 v.Je ~i r:.: ,0
: t·c:,,:'. t,~1s·t :Ls(· r1;, -,,-· ,.J. 1 . 1 :: )-, · i ; · 

{ 1··) .., l .... 
1 i.---1. '."'.') 

r1e·t tijdstip waaror) in de i ,c · .: : " 1 ,. • i ; r--1,'J ·voo·r· ·-•-~-'(,_· • ...,, ., .,.,,; .Ji.. ~ ... 
• .. ,. 

I 
' j 
l ,: 
' 
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het eerst niveau r bereikt wordt. De verdelingfunctie van .!...(r) geven we 
aan met L · ( r) L kunn d f · f · · r' .!... en r en e ectie ZlJI1. 

Stell1:!lg ~. 6. 

a) Lr is absoluut continu met dichtheid 

(4.56) 

voor t > O, r geheel, r i O. 

b) Voor r = 1,2, ..• en\~ O geldt 

/(X+1 )2-4pq 
a )r 

2q ' 

waarin L def L
1 

• 

C) L : Tr* 1 r w voor r = ,2, •... 

d) Lr is een niet-defectieve verdelingsfunctie <w• > p ~ ½ (r > O), 

Bewijs. 

a) Zij y1 het tijdstip van de eerste sprang en :4i voor n .::._ 2 de lengte 

van het tijdsinterval tussen de (n-1 )e en ne sprong, da.n is {:4i}~=1 
een rij onderling onafhankelijke stochastische variabelen met alle 

. -at dezelfde verdelingsfunctie F(t) = 1-e voor t ~ 0. Nu geldt 
t(r) 

(4 .57) 
(r) 

't = -
-
}: 

n=1 

. (r) h . 'd . anko . . . d ha waarin t et tiJ stip van eerste a mst in r is in e stoc s--
· ·tische wandeling met vaste 

{>.Cr)} 
00 

1 
de kansverdeling 

n n= 

sprongtijden, beschreven in iii). Omdat 

van t(r) is, geldt wegens ii) voor t.::, O. -

00 

( 4. 58) I 
n=1 

A (r) r1°1*(t) = 
n I 

n=1 



00 

===- oft I 
Beppo Levi n=1 
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n n-1 
Ci T 

(n-1 ) ! 
-a-r 

e d-r , 

dus Lr is absoluut continLt. Voor r•::: 1,2, ••• geldt wegens st:e}ling 4.3 

(4,,59) L' (t) r 
-at = e 

"° 1'.'+2ktr+2k-1 
k~O ~-(,r+2k.-1) !---- r:2k 

1 

= e-at (l2.) 2r E. I (2./oo";pqat) 
q t r ' 

rr+2k) r+k k 
'-k p q = 

zodat (4c56) geldt voor niet-negatieve r. De juistheid van (4.56) voor 

negatieve r volgt uit opmerking 4.2 en definitie 4.3. 

b) Wegens ii) en stelling 4.2a geldt voor r = 1 ,2, ••• 

(4.60) 

l + 1 -
= ((l 

c) Gevolg van b). 

d) Voor r = 1 ,2, ••• geldt 

- == vr r · Lr niet defectief < "·''> L (0) = A (1) · = 1 · <=> p ~ 1 

StE:_lli?g 4. 7_. 

(4,61) oI ( ) def roo -At I (t)dt = r A QJ e r 

voor >.. > 1, r geheel. 

(A - ✓A2·_1)lrl 
/"}..2-1 

( stelling 4 . 2c) • 

• 

. . 

. . . . 
• 
• 

i 
. ! 

• 

' • 
!, 
1 
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Bewijs. Uit stelling 4.6a met p=q=l, a=I en stelling 3.9 volgt voor 

r"' I , 2, • • • en ;\ > 0 

(4.62) 

lvegens stel.ling 4.6b i::-; 

(4,63) L' (A) 
i· 

e-(A.+l)t I (t) dt = 
r 

= ...... r 
0 
I (>.+ I ) • 

r 

= _ r (A+ I - ✓ (>.+J)2-l)r 
/(;\+! )2-I-

• 

Combinatie van (4 62) en (4.63) geeft (4.61) voor positieve gehele r en 

vervolgens voor negatieve gehele r wegens definitie 4.3. 

Voor r=O volgt (4.61) ult 

(4 o 64) 

"" 
I -2n (2n) of"" -At - 2 e - n n~~o 
00 

(:½) \ (-1 )n -2n-l - " - L 
n=O 

I / ').. - -------- I =----
II=" ( I /:l.) 2 /').,2 - I 

t2n 

(2n)! 

:-==--::: 

(2) 

• 

l 

(n! )2 

dt -
(I) 

f!12n dt = 
2J 

ldentiteit (1) is juist voor A> 0 en identiteit (2) voor IA-JI < ly 

dus (4.64) in zijn geheel is juist voor A> I. 

_(?p_~e_r_ki_ng 4.12. In een artikel (zie voetnoot op blz. 60) toont Fcllrr 

aan dat (4 .56) voor alle reele positieve r een verdelingsfunctiEi l. de 
X: 

finieert met LS-getransformeerde als in stelling 4.6b. Ten gevolge hier-

van is stel.ling 4. 7 ju1.st voor alle reele positieve r, 

eoti. Wh-~ek. aft. 8 

j 
• 



' . 

70 

1/) St_abiele ve1:J.eli11_g_ met coefficient ½, 

We beschouwen de stochastische wandeling beschreven in iii) met 

p=q~½. Uit stelling 4.4c volgt dat het deeltie dat de stochastische 

wandeling uitvoert met kans I minstens r keer naar O terugkeert voor 

alle natuurlijke getallen r, zodat het deeltje met kans I oneindig vaak 

naar O terugkeert. 

Zij .!i het tijdstip van de eerste terugkeer naar Oen.!~ het 
e e verloop tussen de (r-1) en r terugkeer naar 0 ( r ~ 2) , d an is 

tijds
{ t }co 

--.: r"" I 
een 

met 

rij onderling 

alle dezelfde 

onafhankelijke geheelwaardige stochastische variabelen 

(4.65) 

kansverdeling {£} en kansgenererende functie 
Ll 

F(s) = I - ✓ 1-s2 voor Isl«:.., I • 

Het tijdstip van de re terurkeer naar O is _!
1
+_!2+, •• +_!r met kansverde-

1.ing { f~r)} m _
0 

en kansgenercrende functie Fr (s). 
LL n-

Wij zijn geinteresseerd in de verdelingsfunctie van de gemiddelde 

terugkeertijd (_!
1
+ ••• +_!r)/r en hopen dat deze voor r + co naar een inte

ressante limiet gaat. De LS-getransformeerde bij (t
1
+ ••• +t )/r is 

- -r 
Fr(e->.../r). Omdat 

(4.66) log F(s) ~ - /i(J-s) voor s t I 

geldt voor alle A> 0 

(4.67) ,... - r 

voor r + 00
• 

De LS-getransformeerde bij (t 1+ ••• +t )/r convergeert naar O voor alle 
- -r 

;,,. :,. O en dus konvergeert de verdelingsfunctie van de gemiddelde terug-

keertijd naar O vo~r r ➔ 00 (stelling 2.3). De verdelingsfuncties van 

een rij niet-negatieve stochastische variabelen kunnen alleen naar 0 

konvergeren als alle massa naar co verdwijnt, dus de gerniddelde terug

keertijd divergeert in waarscbijnlijkheid naar 00 voor r + 00
• 

We gaan nu voor 

delingsfunctie van 

alle a> 0 onderzoeken wat de lirniet is van de ver
cx (t

1
+ ••• +t )/r met LS-getransformeerde 

- -r 

i 
l 
i 

I 
j ' . . 
" ·, 

,, 

' ' 
' 
• 
l 

l 
l 
' 



(4068) 
a r ->. /r F (e ) ·• exp (-

71 

fi5.) 
r\/ 

I; ra 
voor r -+- 00 

0 

Uit (4.68) volgt dat de LS-getransformeerden naar O convergeren als 

a< 2 en naar I als a> 2, wat correspondeert met konvergentie van de 

bijbehorende verdelingsfuncties naar O als a< 2 en naar 1 als a> 2 
a 

en divergentie in waarschijnliikheid naar 00 van (t+ ••• +t )/r als a< 2 
- -r 

en convergentie in wac1rschijnlijkheid naar O als a> 2. 

Uit (4.68) met a.=2 volgt convergentie van de LS-getransformeerden 

bij (E_
1
+ ••• +,E.r)/r2 naar e-./IT voor r-+- 00

1 A~ O. De vraag is van welke 

verdelingsfunctie dit de LS-getransformeerde is. 

De verdelingsfunctie van (_!:
1
+ ••• +,E.r)/r 2 is bekend omdat de kansver

deling {f(r)} van t
1
+ ••• +t .. bekend is (stelling 4.4). llet is daarom mo-

n - -J. 

gelijk de limiet van de verdelingsfuncties van (E_1+ ••• +.!:_r)/r2 recht-

streeks uit te rekenen. Aanwijzingen hiervoor worden gegeven in 

Feller l, p. 87, waar als limiet de verdelingsfunctie G met dichtheid -

(4.69) G' (x) = _..;..l_ 
/27rx3 

-
e 

l 
2x voor X > 0 

wordt vermeld. In Feller 2 wordt ender verwijzing naar dit resultaat en -
met beh~ van de continuiteitsstelling (stelling 2.3) geconcludeerd 

-✓2A date de LS-getransformeerde is van G, gedefinieerd door (4.69). 

Wij zullen een andere weg bewandelen eyrechtstreeks aantonen dat 
G(A) = e-✓2A. uitgaande van (4.69) 
Hieruit volgt wegens de continuiteitsstelling dat de verdelingsfunctie 

van (E_
1
+ ••• +,E.r)/r 2 naar deze G konvergeert. 

Ste_lling 4 .8. De functie G, gedefinieerd door (4 ~69 ', is een verdelings

functie met LS-getransformeerde 
G(A) = e- ✓fi_ 

Bewijs. (ontleend aan G. Doetsch, Handbuch der Laplace-Transformation). 

Uit 

(4.70) f
ro -(.! - u)2 

0 
e u du J

oo a -(v - .;.) 2 
= 0 -;:;. e dv (a> 0) 

I 
' ' i 
' ' ' I 

l 
I 
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volgt door het linkerlid bi i beide leclen op te telle11 

(4.71) Joo -(.!!. - u)2 r.., 
2 O e u du = 01 

a, · ... (~ - v) 2 
(1 + ... ~-) e '! dv 

v2 

- f.., -w2 ,. 
- e dw = Y'IT (a > 0) • 

a 
(w = - - v) 

V 

Het eerste en het laatste lid van (4.71) zijn ook gelijk voor a=O. 

Met behulp van bet voorgaande volgt voor A~ 0 

C(A) ->.x 1 I 
(4.72) O·(co e- 2x dx = - e -

l21rx3 

l ) 2 -(✓>..x --✓2>. of"" 1 /"2;: dx - e e -
12'1Tx3 (u ) ) --

-(✓>./'i - u)2 l2x 
-✓2>.. 2 f oo -✓2>. u du - e 0 e - e - - • 

/; 

V 

Daar G(O) = 1, is Geen verdelingsfunctie. 

Vooruitlopend op wat later behandeld zal warden verrnelden we het 

volgende. 

Definitie 4.4. Een verdelingsfunctie R heet etrikt stabiel met aoeffi
aient n, als voor alle natuurlijke getallen n geldt 

(4.73) 

~evolg. Als {x
11

} een rij onderling onafhankelijke stochastische varia

belen is met alle dezelfde vertelingsfunctie R, dan is Rook de verde

lingsfunctie van (x
1
+ ••• +x )/n11 

- -n 

Definitie 4.5. Een verdelingsfunctie R heet stabiel met coefficient a, 

als er een reeel getal c bestaat zo, dat R(x-c) strikt stabiel is met 

co€!fficient a. 
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_O~p_m_e_r_k_~-~¥g_4 ___ ~_1_~_. De verdelingsfunctie G is strikt stabiel met coefficiE!nt 

½, i111111ers uit Gn(:>./n2 ) • G(:>.) volgt cn•(xn2 ) .. G(x). 

Opmerking 4.14. Men kan aantonen dater dan en slechts dan een strikt 

stabiele verdeling bestaat met coefficil:!nt ,.a ala O < a. ~ 2. Voorbeelden 

van strikt stabiele verdelingen zijn: de standaardnormale verdeling 

(coefficient 2) en de Cauchy-verdeling (coefficient l). 

§ 5 Absoluut_ ~n v_o_lledig ;monoto~e. -~,unctiea 

(Feller 2 XIII 4, VII 6) -
Definitie 5.1. Een functie f beet absoZuut monotoon op (a,b) als alle 

afgeleiden van fop (a,b) bestaan en f(n)(x) ~ 0 voor n•0,1,2, ••• , 

a< x < b. 

Voorbeeld 5 .1. 

a) 

b) 

1 - - is absoluut monotoon op (-~,O) ; 

is absoluut monotoon op IR; 

- log lxl is absoluut monotoon op (-1,0) ; 
' 

c) 

d) Als {pk};.0 een ka~sverdeling is, dan is de bijbehorende genere-

rende functie l pks absoluut monotoon op (0,1) • 

Definitie 5.2. Een functie f beet 

afgeleiden van fop (a,b) bestaan 

a< x < b. 

volledig monotoon op (a,b) als alle 

en (-l)nf(n)(x) > 0 voor n=O,l ,2, ••• , .... 

~prnerking 5.1. f(x) volledig monotoon op (a,b) <=> f(-x) absoluut 

monotoon op (-b,-a). 

Voorbeeld 5.2. 

a) 
I • volledig monotoon op (O,"°) • - l.S ' X 

b) -x is volledig monotoon op IR· e ' 
c) - log xis volledig monotoon op (0,1) • , 

i 
' l 
! 
! 
i 
l , 
i 
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1's U een verdelingsachtige functie is en AO de convergentie-abscis 

;n U, dan is U (A) volledig monotoon op (.>-
0 

,"") (gevolg van stelling 

9). 
" 
f,E-.K_S.1 (ontleend aan Widder). Als f absoluut monotoon is op (a,b), 

-;_,n f uitgebreid worden tot een analytische functie f(z) (z complex) 

cirkel lz-al < b-a. 

ff!,• De limieten lim, f(n)(x) bestaan en zijn niet-negatief en ein-
y XYa( ) 
c,or n=O,t, ••• , daar f n niet-dalend en niet-negatief is op (a,b). 

~tstelling f(a) def limx+af(x) volgt als in het bewijs van stelling 

dat alle rechterafgeleiden van£ in a bestaan (die we aangeven met 
(n) . (n) 

p.) ) en dat f (a)= lim, f (x) voor n=0,1,2, •••• Met behulp x..,a 
,p.ylor volgt voor a ~ x < b 

f(x) 
(n) 

= f(a) + f'(a)(x-a) + ••• + f (a) 
n 

(x-a) + R (x) 
n! n ' 

n 
R (x) = Jx (x-t) f(n+1)(t) dt = 

n a n~ 

n+l 
= (x-a~ 

0
f 1 (1-t)n f(n+I) (a+ (x-a)t) dt. 

n. 

£ (n+ 1) (a + (x-a) t) ni· et-dalend · · ldt < < < h 1n x 1s, ge voor a= x = c 

( )n+J ( )n+J x-a x-a = -:...._..;..__ R ( C) = -'---'---. 
( )n+l n ( )n+l c-a c-a 

{f(c)-f(a)-f'(a)(c-a) - ••• -

- f(n)(a) 

~ it volgt <lat lim --MlO R (x) n~ 00 n 
= 0 voor a< x < c < b en dus voor 

~ < b, omdat c willekeurig 

f(z) = 

--
in (a,b) gekozen mag warden. Dus 

n 
(z-a) 
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voor reele z met a~ z < b, waaruit volgt dat (5.4) voor complexe z met 

lz-aj < b-a een analytische functie definieert. 

Gev~lg. Een functie P(s) op (0,1) is dan en slechts dan een kansgene

rerende functie als P(s) absoluut monotoon is op (0,1) en lim
8

t
1
P(s) = I. 

9.P~erking_ 5_!_2_. Uit stelling 5.1 volgt dat een functie f op (a,b) dan en 

slechts dan voor x ~ (a,b) te schrijven is ala een convergente macht

reeks in (x-a), als f het verschil is van twee absoluut monotone func-

ties op (a,b). Immers, de 

de noodzakelijkheid volgt 

voorwaarde is wegens stelling 

uit lb (x-a)n = Lb+ (x-a)n -
n n 

5. 1 voldoende; 
\' - n lb (x-a) • n 

Opmerking 5,.3,. Wegens opmerking 5,1 en stelling 5.1 geldt het volgende. 

Als een functie f volledig monotoon is op (a,b), dan is f uit te brei

den tot een analytische functie f(z) op de cirkel ]z-bl < b-a. 

Stelling 5.2. 

gentie-abscis 

Als U een verdelingsachtige functie is en AO de conver-
v • y 

van U, dan is U(A) uit te breiden tot een analytische 

functie op het complexe halfvlak Re A> A0 • 

V 
Bewijs. Wegens stelling 3.9 is U volledig monotoon op (A0 , 00

). Elk punt 

i1. het halfvlak Re ). > AO is bevat in een cirkel l A-bl < b-X0 met 

b > A
0

• Het gestelde volgt nu uit opmerking 5.3. 

Stelling 5.3. Een functie qi is dan en slechts dan volledig monotoon op 

(O,oo) als 4> de LS-getransformeerde is van een verdelingsachtige functie 

met convergentie-abscis AO~ O. 

Bewijs. 

a) Wegens stelling 3.9 is de voorwaarde voldoende. 

b) Zij qi volledig monotoon op (0, 00 ) en zij a> 0, Dan is qi(a-as) als 

functie vans absoluut monotoon op (0,1) en geldt wegens stelling 5.1 

00 

(5.5) 4>(a-as) = l 
n=O 

(-a)nqi(n)(a) n 
s 

n. 
voor O<s<l. 
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Dus ♦ (a-as) is de genererende functie van de rij niet-negatieve getallen 

{p} met 
n 

(5.6) 
(-a) n<I> (n) (a) - -------.....-----"n. 

voor n=Ot 1 ,2, •••• 

-). 
Bijgevolg is ♦ (a-ae ) voor A> 0 de LS-getransformeerde van de verde-

lingsachtige functie l < p. 
'/ n x n -I\ a .,., 

Dan is ook ♦ (a-ae ) LS-getransformeerde van een verdelingsachtige 

functie, en wel van 

(5.7) U (x) def 
a 

Daar voor), > 0 

l P0 • 
n < ax --

(5 .8) lim ♦ (a-ae->./a) • ♦ (A) , 
a ► 00 

• 1.s wegens stelling 2.5 ♦ (A)= U(;.) voor A > 0, waarin U = lim U • a a >oo 

Hiermee hebben we de volgende omkee:r,steZ."ling ''bewezen'', 

Stelling 5.4 (omkeerstelling). Als U een verdelingsachtige functie is 
! I I 

en de convergentie-abscis van U niet-positief is, dan geldt voor alle 

continuiteitspunten x van U 

(5. 9) U(x) = lim l 
a· ►00 n < ax = 

9,p~e.rkip.g S_. 4,. 

2.2) hebben we 

Voor het bewijs van de eenduidigheidsstelling (stelling 

verwezen naar bovenstaande 

-is alleen geoorloofd, als stelling 2.2 en 

omkeerstelling. Deze verwijzing 

de gevolgtrekkingen uit deze 

stelling niet gebruikt zijn voor het bewijs van stelling 5.4. 

We kunnen er daarom niet mee volstaan stelling 5.4 te ~1en als een 

gevolg van het bewij s van stelling 5 .3, omdat daarin gebruik is gemaal<t 

van de uitgebreide continuiteitsstelling, die met behulp van stelling 

2.2 bewezen iso 

+ :: ,, 
' ·, 
;: 
' 

' :: 
-;• 

' :: 
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een beperking van 
Op bet eind van deze paragraaf volgt een nieuw bewijs vanYstelling 

5.4, dat berust op 

3.9 (deze stelling 

V v 
de ongelijkheid van Bienayme - Cebysev en stelling 

is onafhankelijk van stelling 2.2). De beperking 

van stelling 5.4 bestaat hierin, dat U verondersteld wordt een verde

lingfunatie te zi.in. Dit is voor het bewijs van stelling 2,2 voldoende. 

St.el_ling ~~-~-• Zij 4> ee.n reele functie op (0, 00) en c een niet-negatief 

reeel getal. Dan zijn de volgende twee beweringen equivalent. 

a) $=U op (0, 00), waarin U een absoluut continue verdelingsachtige 

functie is met dichtheid u, die voldoet aan 

(5. IO) 0 ~ u(x) ~ c 

voor alle x > O. 

b) q> is oneindig vaak differentieerbaar met 

(5 • I 1 ) voor alle A > 0 , 
n=O, l , 2, • • • • 

Bewijs. Zij a) gegeven, dan geldt voor alle A> 0 en n=0,1,2, ••• wegens 

stelling 3.9 

(5. 12) 0 < _(_-__ >.. )_n___.'P_(n_)_( __ A __ ) = f"" ...:.(_>..x..:.)_n e-:\x u (x) 
= n. 0 n! 

(Xx)n 
~ C 0f"" n! e->..x dx C 

= -A • 

dx < = 

Zij b) gegeven, dan is q, volledig monotoon op (0, 00 ). Wegens stelling 5.3 
. . 

is er een verdelingsachtige functie U zo, dat de convergentie-abscis van 
V V 

U niet-positief is en $=U op (0,00). Wegens stelling 5.4 geldt nu voor elk 

paar niet-negatieve reele getallen x
1
,x

2 
met x

1 
< x

2 

(5. I 3) lirn }: 
a ►00 ax 1< n ~ ax2 

< c lim -- a )CO 
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tlieruit volgt da.t U absoluut continu is met betrekking tot de Lebesgue

maat en dater een dichtheid van U is die aan (5.10) voldoet (elke dicht

heid van U voldoet bijna overal aan (S.10)). 

§_te,lling 5 .6. Als f en g absoluut (volledig) monotoon zijn op (a, b) dan 

zijn de som f+g en het product fg ook absoluut (volledig) monotoon op 

(a,b). 

Bewij s. De bewering over f+g 

Zijn f en g absoluut monotoon 

tie£ op (a,b) voor n=O, 1,2, ... 

• 
15 

op 

• 

triviaal. Beschouw verder alleen fg. 

(a,b), dan zijn f(n) en g(n) niet-nega-

Uit de formule van Leibniz 

(5. J 4) (fg) (n) = 
n 
I 

k=O 
(~) f (k) g (n-k) voor n=O, I , ••• 

volgt dat (fg)(n) voor n=0,1,2, ... niet-negatief is op (a,b), dus fg is 

op (a,b) absoluut monotoon. 

Als fen g volledig monotoon zijn op (a,b), dan zijn wegens opmerking 

5.1 f(-x) en g(-x), dus ook f(-x)g(-x) absoluut monotoon op (-b,-a), 

dus fg is volledig monotoon op (a,b). 

Opmerking 5.4. Dat het product van twee volledig monotone functies volle

dig monotoon is volgt ook rechtstreeks uit de tekenwisseling der afge

leiden en (5.14). 

Stelling 5.7. Zij g een functie op (a,b) met een op (a,b) absoluut (vol

ledig) monotone afgeleide en zij f een absoluut (volledig) monotone func

tie op (g(a), g(b)), clan is de samengestelde functie f(g) absoluut (vol

ledig monotoon op (a,b) • 

..!?.e~ij_s. Met volledige inductie gaat men na dat 

(5. I 5) (f(g)) (n) = 
n 
I voor n=l,2, ••• , 

k=l 

waarin Pk een polynoom in g',g", ••• ,g(n) is met niet-negatieve coeffi
,n 

cienten (n=l,2, ••• ; k=l,2, ••• ,n). Als g' absoluut monotoon is op (a,b) en 

coll. Wh-rek. afl. 9 

l 
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f absoluut monotoon op (g(a),g(b)), dan is het rechterlid van (5.15) niet

negatief op (a,b), waaruit de absolute monotonie van f(g) volgt. 

Stel nu, dat g' volledig monotoon is op (a,b) en f volledig monotoon 

op (g(a),g(b)) en definieer $(x) = £(-x) en ~(x) = -g(-x) voor 

x E (-g(b), -g(a)) resp. x c (-b,-a). Wegens opmerking 5.1 is f(g(x)) 

dan en slechts dan volledig monotoon op (a,b) als f(g(-x)) = ~(~(x)) ab

soluut monotoon is op (-b,-a). Dit laatste is bet geval, daar wegens op

merking 5.1 $(x) = f(-x) absoluut monotoon is op (-g(b), -g(a)) en 

~'(x) = g'(-x) absoluut monotoon op (-b,-a). 

Gev~. Als ~ op (a,b) een volledig monotone afgeleide bezit, dan is 

e-~ volledig monotoon op (a,b). 

Aanhang s e 1_ (Feller 2 VII,6) -
Bewij s van stel_ling 5 .4 voor Vet'detingsfunaties U = F zonder gebruik te 

maken van stelling 2.2 en de hieruit volgende stellingen. 

Zij y een positief reeel getal en x voor a> 0 een geheelwaardige 
-a 

stochastische variabele met 

(5. 16) -ay P{x = n} = e 
-a 

dan is t, x = var x = ay. 
-;:ia -a 

n 
(ay) 

n! n=0,1,2, ••• , 

Omdat volgens de ongelijkheid • _. V V van B1enayme-Cebysev voor alle e > 0 

(5. 17) P{ x - ay] > ae:} < · ay 
-a a2e2 

0 als a --+- "" , 

convergeert wegens stelling 

tief naar t(x-y) als a--+- 00 , 

. -ay t (5. J 8) lim e 
a ► co k < ax --

I.I de verdelingsfunctie van x /a conserva
a 

dus 

0 voor X < y 
' k 

(ay1· --k. 
I voor X > y • 

Zij F een verdelingsfunctie, dan is wegens stelling 3.9 voor alle a> O, 

X > 0 



---------~·- --~ - ---- ----·--·· ---------

(5. 19) I 
k < ax = 

--
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(-a)~(k)(a) 
= I k -ay y e dF(y) = k! 

k < ax 

J e -ay l 
0- k < ax = 

= 

k 
(ay) dF( ) k! y • 

Wegens (5.18) en de stelling van Lebesgue over gemajoreerde convergentie 

geldt voor continuiteitspunten x van F, dat het laatste lid van (5.19) 

voor a+ 00 convergeert naar F(x). 

9ymerking 5.5. Uit de centrale-limietstelling volgt dat het linkerlid ~) 

van (5.18) gelijk is aan i voor x=y, zodat het voorgaande veralgemeend 

kan warden tot 

(5.20) lim L 
a400 k < ax 

k <-:~ F (k) (a) F(x+O) + F(x-0) = 2 • 

= 

_Stelling 5. 8 (omkeerstelling voor gewone Laplacegetransforr11eerden). 

Als u een begrensde continue functie is op (0, 00 ), dan geldt voor alle 

X > 0 

(5.21) lim 
n ►oo 

(- l )n-1 
(n-1) ! 

Bewijs. Zij F (y) voor n=l,2, •.• de verdelingsfunctie met dichtheid .. n 

(5.22) F' (y) = 
n 

(~)nyn-1 

(n-t): e 

n 
--:-:Y 

X voor y > 0 ' 

dan is x de verwachting en x2 /n de variantie bij F. n 
Uit de ongelijkheid van Bienayme-Cebysev volgt als in het voorgaande 

bewijs dat F (y) conservatief naar t(y-x) convergeert voor n + 00
• 

n 

*) In G. Doetsch, Handbuch der Laplace-Transformation, Band II, p. 60 
wordt aangetoond dat 

fs ts -t - l 1 .;.2 -½ + O(s-1) 
0 r(s+l) e dt - 2 + 3 "i's 

-ax (ax)k -½ 
Hieruit volgt datkE e kl = ½ + O(a ) 

<ax • 

voor 

voor a+~. Dit laatste 
-

volgt ook rechtstreeks uit de stelling van Berry-Esseen (Feller 2, -
p. 515). 
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Omdat u begrensd en continu is, bestaat 

(5.23) o fm -Ay u(A) = 0 e u(y) dy 

voor A> O. Door u als verschil van twee niet-negatieve functies te schrij

ven en Stelling 3.9 toe te passen ziet men dat 

(5.24) 

voor A> O, n=0,1,2, ••.• Derhalve geldt 

(5.25) 
n-i 

(-I) (~)n g(n-1)(~) = ofoo u(y) dFn(y) . 
(n-J)~ X X 

Uit de conservatieve convergentie van F (y) naar 1(y-x) en stelling 1.7b 
n 

volgt nu het gestelde. 

Opmerking 5.6. Men kan zonder veel moeite aantonen dat (5.21) reeds geldt 

als u begrensd en Lebesgue-meetbaar is en x een continuiteitspunt van 
• u is. 

l 
1 
' 

~ 
! 
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Oneindig deelbare verde_lingsfuncties _op [0, 00 ) 

Feller 2, XIII 7. -

Definitie 6.1. Een verdelingsfunctie F heet oneindig deeZbaar als er 

voor elk natuurlijk getal n een verdelingsfunctie Fl/n bestaat met 
n• 

F 1 /n = F • 

Definitie 6.2. De LS-getransformeerde van een verdelingsfunctie heet 

oneindig deeZbaar als het de LS-getransformeerde is van een oneindig 

deelbare verdelingsfunctie. 

Gevol~. Als F een verdelingsfunctie is, dan is F clan en slechts dan on

eindig deelbaar als Fl/n voor elk natuurlijk getal n LS-getransforrneerde 

van een verdelingsfunctie is (omdat de LS-getransformeerden niet-negatief 

zijn geeft de definitie van de ne-machtswortel geen moeilijkheden, dit 

in tegenstelling tot de complexwaardige karakteristieke functies). 

Stelling 6.1. Als Fen G oneindig deelbare verdelingsfuncties zijn, dan 

is F * G oneindig deelbaar. 

Bewij_s. Wegens de co1[m1utativiteit van het convolutieproduct volgt uit 
n• n• n• 

F = Fl/n en G = Gl/n dat F * G = (Fl/n * Gl/n) • 

G~_v_o,lg. Als F een oneindig deelbare verdelingsfunctie is dan is Ft 
LS-getransformeerde van een verdelingsf~nctie Ft voor elk niet-negatief 

rationaaZ getal t. 

,, 

Stelling 6.2. Als {F(n)}:=l een rij oneindig deelbare verdelingsfuncties 

is, F = lim __ F(n) en F een verdelingsfunctie is, dan is F oneindig 
nioc 

deelbaar. 

-~e_wijs. Wegens de continuiteitsstelling geldt limn>oc F(n) (>.) = F(>..) 

voor alle >. ~ O. Derhalve geldt voor elk natuurlijk getal ken alle ·- >. > 0 = 
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(6. 1) lim (F(n)(\)) 1/k = (F(\)) 1/k. 
n-+<n 

Omdat (F(n)(1,.)) l/k LS-getransformeerde is van een verdelingsfunctie F~;! 
en F(O) = 1, is (F(1,.)) t/k wegens de continuiteitsstelling LS-getrans-

(n) 
formeerde van een verdelingsfunctie Fl/k' waarbij Fl/k = limn ►oo Fl/k. 

Gevolg. Als F een oneindig deelbare verdelingsfunctie is, dan is Ft 
_...,..,.,--, e -•-

LS-getransformeerde van een verdelingsfunctie F voor alle niet-nega
t 

tieve reele t. Deze verdelingsfuncties voldoen aan 

(6.2) F * F = F s t s+t 
voor s,t > O. = 

Definitie 6.3. Een collectie verdelingsfuncties {Ft}t 

voldoet beet een halfgroep van verdelingsfunaties. 

> 
0 

die aan (6.2) 

§telling 6.3. Een functie $ op [0, 00 ) is dan en slechts dan LS-getransfor

meerde van een oneindig deelbare verdelingsfunctie als ~(A)= e-~(A) met 

w' volledig monotoon op (O,=) en ~(0) = lim"~O ~(A)= O. 

Bewij s. 

a) Zij ~' volledig monotoon op (0, 00 ) en ~(O) = lim),,~Q ~(A)= O. Wegens 

het gevolg van stelling 5.7 is~= e-~ volledig monotoon op (0, 00
), zo

dat er wegens stelling 5.3 een verdelingsachtige functie Fis met 

e-1/J= F. Uit e-ljJ(O) = F(O) = I volgt dat F een verdelingsfunctie is. 

Vervanging van 1jJ door ~/n geeft met dezelfde argumenten date 
-w/n 

LS-getransfor1neerde van een verdelingsfunctie is. Dus F is oneindig 

deelbaar. 

b) Zij F oneindig deelbaar en zij 1jJ gedefinieerd door F = e-w, dan is 
vJ/n -qi/n F = e voor elk natuurlijk getal n LS-getransf. van een verdelings-

functie, dus volledig monotoon op (O.~). Zij 

(6.3) -w/n vJ/n 
1jJ = n(l - e ) = n(l - F ) n ' 

dan is voor n=J,2, ••• 
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(6.4) 

volledig monotoon op (0, 00 ). Uit (6.3) volgt ook 

(6.5) voor alle A> 0, 

zodat ~, wegens stelling 5.3 en stelling 2.5 volledig monotoon 

De bewering over w(O) is triviaal. 

• 
1S • 

Stelling 6.4. Een functie <Pop [O,m) is dan en slechts dan LS-getrahs

formeerde van een oneindig deelbare verdelingsfunctie als ~ = - log~ 

voldoet aan 

(6.6) ij,(>-.) = 
oo 1 ->..x f _-_e __ dP(x) 

Q- X 
(lees;\ voor de 

X = 

waarin Peen verdelingsachtige functie is z6. dat 

(6. 7) Joo l 
1 x dP(x) < 00 

• 

integrand 
0) , 

als 

Bewijs. De eindigheid van (6.6) voor alle >.. > 0 is equivalent met (6.7) 

wegens 

00 "" ->..x 
(6 .8) ->. I I (1-e ) - dP(x) 

) X 

~ J _l_-e __ 

0- X 
dP (x) ~ >..P (I) + J

oo I 
1 x dP(x) -

--

\vegens stelling 5 .3 en 6 .3 is <P dan en slechts dan LS-getransfor

meerde van een oneindig deelbare verdelingsfunctie als 

(6.9) ij,(O) = lim ij,(A) = 0 
>.. -l-0 

en er een verdelingsachtige functie Pis met 

(6.10) 
00 

~'(>..) = P()..) = J e->-.x dP(x) < oo 

0-
voor alle >.. > 0. 
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Het is dus voldoende te bewi.izen dat (6.6) geldt en eindig is voor alle 

A> 0 dan en slechts dan als (6.9) en (&.10) gelden. 

Zijn (6.9) en (6. 10) gegeven, dan is w'(A) als LS-getransformeerde 

continu voor A> 0, zodat 

(6.11) 1/l(A) -- IA ij,'(µ) dµ + C 
a a 

waarin a enc reele constanten zijn a 
bestaan van 0J

8 1/l'(µ)dµ en tevens dat 

en a> O. Uit (6.9) volgt nu het 

deze integraal gelijk is aan c. 
a 

Dus 

(6.12) 

co 

1 .. • • Fuu1.n1. 
f ( JA 

0- 0 

CXJ 

( J e-µxdP(x))dµ = 
0-

e-µxdµ)dP(x) = f _l_-_e_-_>.._x 
0- X 

dP (x) . 

Indien (6.6) geldt en eindig is voor alle A> 0 (dus ook (6.7) = 
V 

geldt), bestaat P(A) voor A~ 0 wegens 

00 

(6.13) v f -AX Jco l P(>..) = e dP(x) ~ P(I) + l x dP(x) 
0-

< co • 

Met overwegingen als in het bewijs van stelling 3.9 volgt nu, dat ~• 

uit (6.6) verkregen kan warden door onder de integraal naar Ate diffe-
v 

rentieren, dus iµ'(A) = P(A), waarmee (6.10) bewezen is. 
V -1,.x 

Wegens het bestaan van P(O) is I~ A~ (1-e )/x voor O,;;. A,;;. 1 

een son1meeriJare majorant van de integrand in (6 .6). Met behulp van de 
• 

stellit1g va11 Lebesgue over gemajoreerde convergentie volgt nu de juist-

heid van(6.9). 

Voorbeeld 6.1 (1/1 en P hebben dezelfde betekenis als in de voorgaande 
- stelling). 

a) Samengestelde Poissonverdeling (F verdelingsfunctie; a> O) 

co n 
Q = 

-a. I Ct Fn* e 
n! 

• 
' n=O 

V 
V -a.(1-F().)) Q(A) - • - e 

' 



ERRATUM 

De tekst op bladzijde 85 vanaf formule (6~12) tot aan voorbeeld 

6~1~ moet als volgt gewijzigd worden., 

Indien (6~6) geldt en eindig is voor alle 
V ->..x 

geldt) 9 bestaat P(A) voor A>O omdat e 

).>0 
-1 

< X 

(dus ook (607) 

voor voldoende 

grote Xo Met overwegingen als in het bewijs van Stelling 3,9~ volgt nu9 

dat w"(A) voor ).>0 uit (6,6) verkregen kan worden door onder de 
V 

integraal naar te differentierenp dus ~'(>.) = P(A) voor X> 0 9 

waarmee (6,.10) bewezen is 

->..x -Ax 
Daar ( 1 =e ) / x ~ I /x en ( 1-e ) /x~,;>.~l voor O~,:;,.l 0 is 

min (ID 1/x) voor deze waarden van A een sonuneerbare majorant van de 

integrand in (6a6). Met behulp van de stelling van Lebesque over ge

majoreerde convergentie volgt nu de juistheid van (6,9). 

< 



b) 

v' 
if!'(>.) = -a111 (1>.) 

. 

dP(x) axdF(x) --

Gammaverdeling (a 

a-1 
X -x 

G' (x) = r(a) e 

1/1'(>.) = a 
I +1>. 

-x dP(x) = a e dx 
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• , 

• 

> O) 

voor X > 0 • , 

• , 

• • 

• 

c) (vsl. stelling 4.6) 

L'(x) = e-x hl I (x) 
r x r voor x > O, r geheel, r; O; 

L (>.)=(A+ l - ✓ (A+J)2-J) r 
r 

• t 

• , 
st. 4.7 

dP(x) I r I -x dx - e r
0

(x) - • 

l 
l -d) G' (x) - e 2x voor X > 0 • - ' -

✓2rrx3 -

V -m G(A) - e • -
' 

ljl' (>.) I = • 
' ✓2>. 

dP(x) I 
dx == • 

12TIX 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' I 
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_Stellins 6.
0
5. Als {Ft}t>O en {Gt}t>O twee halfgroepen van verdelingsfuncties 

•• = == 
Z1.Jn en 

(6. 14) voor x~O, t;:_,0, 

dan is {Qt}t>O een halfgroep van verdelingsfuncties • 
..... 

Bewijs. Met behulp van de stelling van Lebesgue over gemajoreerde conver

gentie volgt dat Qt gedefinieerd door (6.14) alle eigenschappen van een 

verdelingsfunctie bezit. 

Uit 

(6. 15) 

volgt dat 

(6.16) 

DO 00 

J J J(a-x) dFT(x) dGt(,) = 
o- o-

00 

J ~(x) dQt(x) = J 
0- o-

00 

-- J ~ (a-x) dQt (x) 
0-

co 

J ~(x) dFT(x) dGt(T) 
o-

voor alle zwak-monotone continue niet-negatieve functies 

voor alle a>O -

op JR, wat 

men bewijst door 

te benaderen. Dus 

als in het bewijs van stalling 306 met trapfuncties 

(6 .. 17) 

Met 

en 

behulp van 
V =tijlz 
Gt= e 

(6" 18) 

de notaties 

, zodat 

eoZZ. Tm-reko afZ. 10 

00 
V 

= I F (A) dGt(T). 
Q- T 

V V 

ijJ1 = -log Fl' ijJ2 = -log G1 volgt 

• 



-- --- -,----------------

88 

Dus 

volgt~ 

voor s~t~O~ waaruit het gestelde 

Opmerkins 6~1$ De voorgaande stelling heeft de volgende achtergrond. 

Bij de halfgroep {Ft} bestaat een stochastisch proces {.?E,(t)}t>O met -onafhankelijke stationaire incrementen (een voorbeeld van een stationair 

Markov-proces) zo 9 

voor al le s., t.;;:_O • 

dat Ft de verdelingsfunctie is van x - x -s+t -s 
Zij {z(t)}t>O een soortgelijk proces bij de halfgroep .... 

{Gt} en stel dat {~(t)} en {z(t)} 

zijn. Dan is {.!(z(t))}t>O een 

onderling onafhankelijke processen 

stochastisch proces met onafhankelijke 
= 

stationaire incrementen bij de halfgroep {Qt}. 

Het Markovproces {.!(r(t))} ontstaat uit {x(t)} -
meter'' stochastisch te maken (iets soortgelijks is 

door de ''tij dpara

gebeurd in §4 waar 

uit de stochastische wandeling de Poissonwandeling geconstrueerd werd). 

Deze manier van combineren van Markovprocessen wordt ''subordination 

of processes'' genoemd. Het proces _!(z(t)) heet ondergeschikt 

(subordinated to) het proces {x(t)} metals regelend proces (directing 

process) {y(t)}. 

§ 6a 

Definitie 6aol = definitie 6.1. 

Stelling 6ao1 = stelling 6.lo 

Stelling 6ao2 = stelling 6&2e 

Toelichtingo In bovenstaande definitie en stellingen hoeven de verdelings

functies niet op (o, w) geconcentreerd te zijn. Het bewijs van Stelling 

641. blijft geldig. Het bewijs van stelling 6.2. gaat niet meer op~ 

Definitie 6a~2o Een karakteristieke functie $(T) heet oneindig deel-

baar als het de karakteristieke functie is van een oneindig deelbare 

verdelingsfunctie. 
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Gevolg_e 

dan is 

Hierbij 

door de 

Als ¢(,) een oneindig deelbare karakteristieke functie is~ 

qit(·r) een karakterist.ieke func.tie voor alle reele t>O. .... 
is de complexwaardige functie $t ondubbelzinnig gedefinieerd 

• e1.sen 

1) 4>t(O) = ft 

2) 4> t(r) is een continue functie van ,(-r .;,; 1R). 

Deze eisen bepalen <f>t ondubbelzinnig wegens 

Stelling 6ao3:, Als qi(ir) een oneindig deelbare karakteristieke functie 

is~ dan geldt <f>(T) ~ 0 voor alle TE JRo 

Stelling _6,..!,:t,i• (kanonieke voorstelling van Levy~Chinc'in). 

Een karakteristieke functie $(,) is dan en slechts dan oneindig deel

baar als er een reeel getal a en een begrensde verdelingsachtige 

functie 8 bestaan met 

00 • • 

( 6a. l) log 4>(-r) = • air + J (el.IX=} - l. 'tX ) 

l+x
2 

2 
l+x 

2 
X 

d8(x)o 

§7., Klassen van oneindig de~l~ar~ .. v-=;r~elingsfupE,;,tie,~, 

Literatuur:; 

[1] F~Wo Steutel (1967) 0 Note on the infinite divisibility of exponential 

mixtures~ Anno Math. Stato 38~ 1303 - 13050 

[2] FoWo Steutel (1968), A class of infinitely divisible 

(wordt gepubliceerd in de Anno Math. Stato)o 

• ml.xtureso 

[3] F$W. Steutel (1968)~ Infinitely divisible renewal distributions 

(nog niet gepubliceerd). 

[~} C.M. Goldie (1967)~ A class of infinitely divisible distributions 9 

Proco Cambridge Philoso Soco 63~ 1141 - 11430 
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[s·J discussie bij de voordracht van J .F oC., Kingman ing WoL. Smithp 

WeEo Wilkinson (1965) 0 Proceedings on the symposium on congestion 

theoryp University of North Carolina press. 

[6} Tho Kaluza (1928)~ Uber die Koeffizienten reziproker Potenzreihen, 

Mathe Zo 28p 16!=170G 

[7} DuG& Kendall (1967) 9 Renewal sequences and their arithmetic~ 

Symposium on probability methods in analysis 9 Lecture Notes in 

Mathematics nro 31~ Springer. 

In deze paragraaf worden (tenzij anders vermeld wordt) door 

Steutel verkregen resultaten over oneindig deelbare karakteristieke 

functies (dus over oneindig deelbare verdelingsfuncties zonder meer) 

gespec.ialiseerd tot resultaten over LS-getransformeerden (dus over 

oneindig deelbare verdelingsfuncties geconcentreerd op [Op 00)) en in 

die vorm afgeleid. Soros worden de bewijzen van Steutel bijna ongewijzigd 

overgenomenD terwijl in andere gevallen de bewijzen door het begrip 

volledige monotonie sterk vereenvoudigd warden~ uiteraard ten koste 

van de grotere algemeenheid van de resultaten van Steutel. 

Definitie 7~lo Zij T een verzameling van reele getallen~ {Ft}t:ET 

een collectie verdelingsfuncties en G een verdelingsfunctie ge

concentreerd op To Dan noemen we de verdelingsfunctie 

(7. l) H(x) = J Ft(x) dG(t) 
T 

eer1 mengsel van de verdelingsfunctie {Ft} met mengfunatie G en de LS

getransformeerde 

(7 o2} 
V 

H(>-) = f 
T 

V 
F t(A) dG(t) 

V 

een mengsel van de LS=getransformeerden {Ft} o 
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De resultaten van Steutel in [1] en [2] betreffen bet al of niet 

oneindig deelbaar zijn van mengsels van oneindig deelbare verdelings

functiese In stelling 6.5 hebben we al een resultaat van dit soort 

verkregeno Daar is aangetoond dat een mengsel van een halfgroep van 

verdelingsfuncties met een oneindig deelbare mengfunctie weer oneindig 

deelbaar is. 

Ste!ling 7 ~ 1 .. {p.}.nl n • • Als en {a..}. I twee r1.Jen 
J J= J J= 

zijn waarbij n 
E. Ip. 

J= J 
functie 

(7 e3) 
n 

H(x) = I.: 
j=l 

1 {a.. } - en -

-a..x 
p. ( I =e J ) 

J 

J 
stijgend • 

l.S~ 

voor x>O -

• • pos1.t1.eve getallen 

dan • de verdelings-l.8 

oneindig deelbaar (ll is een mengsel van exponentiele verdelingsfunc-

ties met mengfunctie 

Bewijs. Er geldt voor 

(7 .4) 
n ,., 

H(>..) = E 
j=l 

n E • 
1 

p . 1 (x-a . ) ) • 
J= J J 

t.. > 0 .... 

p.a. / (a.+ t..) = 
J J J 

p (A) I 

(n-1) 

n 
IT (a.+>.), 

j=) J 

of kleiner. waarin p(A) een polynoom is van 

wordt ook voor A< 0 een functie 

graad 
V 
H(A) gedefinieerd • mi.ts 

voor j=l!)2~ .. oo~no Daar voor j=l,2,ooo,n 

(7 .. s) 

lim 
>,.+-a. 

J 

lim 
)..t-a.. 

J 

·~ 
H("A) = co , 

V 
H(t..) = -oo 

Door 

A • :/= 
J 

V 

en 
✓ 

H voor "A 'F - a. 
J 

(j = 1,2~•••,n) continu is, bezit H n-1 

(7.4) 

- o:. 
J 

Daar H en p dezelfde nulpunten bezitten en p er hoogstens n-1 
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V 

hezitp zijn nu alle nulpunten van 
.,,, 
H en p gevondeno Daar H(O) = 1, 

• 
l.S 

v 
H(A) = 

n 
II 

j=l 

CL • 
J 

a.+,\ 
J 

n-1 
TI 

k=l 
0 

Met behulp van ~(,\) = - log H(A) volgt voor n=O.t,2,ooo 

(7.8) ipv (A) = 

met 

(7.9) po (x) --

n 
E 

j=t 

n 
I: 

j=l 
e 
=a.x 

J = 

n-1 
I: 

k=I 

n=l 
I: 

k=l 
-a.x 

-l3 X 
k o. e voor X > 

-13.x •) • (7.6) volgt dat J U1.t e - e J > 0 voor x>O en j = l 9 2 ~ o ,, • , n-1 

en dus p 0 (x)>O voor x>O. Daar P een begrensde verdelingsachtige 

functie is~ is H oneindig deelbaar wegens stelling 6.4. 

Opmerkip.~ 7 •,I,, Zij 
-ax 

F (x) = 1-e 
CL 

er hij elke verdelingsfunctie H 

voor ~o. 
gedefinieerd 

Uit (7.7) 

door (7.4) 

nie1..~negatieve getallen te vinden is met 

* ... ·* = F 
al 

F 
CL 

n 
• 

blijkt dat 
• • een r1.J 

•) Eveneens met behulp van (7.6) kan men aantonen dat ipi in (7.8) 

volledig monotoon is~ omdat de afgeleiden van w' op de juiste manier 

van teken wisseleno De oneindig-deelbaarheid van H volgt nu uit 

stelling 6 .. 30 
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~y:nerking 7:'.~,c l-let bewijs van Stelling 7olo is aan [1} ontleend., 

Als oneindig-deelbaarheidscriterium wordt daar echter stelling 6a.,4. 

gebruikt)) waar wij Stelling 604., gebruikeno De met stell.ing 7.,lo 

corresponderende stelling in (1] is echter algemener en bestrijkt ook 

gevall.en waarin sommige der p. negatief zijno Het is nam.elijk mogelijk 
J 

dat de rij {p.} negatieve getallen bevat en dat (7o3) toch een ver
J 

delingsfunctie H definieerto Noodzakelijk hiervoor is& dat 

Io Ep. = l ( <nmr,.H ( 00) = l) I) 

J 

3° pn>O (<=:>Hv(x) positief voor voldoende grote x)o 

Dat deze voo:rwaarden niet voldoende zijn om (7o3) 

te doen definieren blijkt uit het voorbeeld H"(x) 

een verdelingsfunctie 
-x 

8 
=2x 

12 
=3x = e - e + e 0 

dat aan de drie voorwaarden voldoet~ maar negatief is voor 

log 2<x<log 6 en dus geen dichtheid iso Eenvoudige voldoende voorwaarden 

voor {p.} schijnen niet voorhanden te zijno 
J 

De met stelling 7., lo corresponderende stelling in [1] zegt nu~ dat 

H gedefinieerd door (7o3) 

als de rij {p} zo is, dat 
n 

(dus noodzakelijk 

tekenwisseling bevate 

een oneindig deelbare verdelingsfunctie is 0 

(7o3) een verdelingsfunctie H definieert 

de rij {p} bovendien hoogstens een 
n 

In het geval dat (7e3) een verdelingsfunctie H definieert en 

{p.} meer tekenwisselingen 
J 

oneindig=deelbaarheid van 

volgende voorbeeldeno 

bevat is een 

H • niet meer 

categorische uitspraak over 

mogelijk 9 wat blijkt uit de 

de 

a) H" (x) 2e -x 6e 
=3x + 5 -Sx • een dichtheid van een verdelings-- - l.S - .e 

functie die • oneindig deelbaar • • e~ 0 (x) 
2 

n1.et J.S " Immersp Ul.t = Sy =6y+2 
• =2x volgt dat I:1 8 (x) 0 x>O~ dus H • 

waar1.n y = e > voor l.S een ver= 

delingsfunctie. Dat H niet oneindig deelbaar isl) is het snelst te zien 

aan de bijbehorende karakteristieke functie 

• 
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X=i, 
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die reele nulpunten bezit en dus niet oneindig deelbaar is wegens 

stelling 6ao3• Hetzelfde is met iets meer moeite af te leiden uit 

V 
H(:>..) 

• 1~nn-ners 

waaruit V•olgi 

15 + >..
2 

= (l+>..)(3+)..)(5+)..) 

l 
5+). 

2 .... 
= 15+>.2 = p ()..) r. 

pO (x) -x =3x =Sx -=-= = e + e + e = 2 cos ✓ B5 x voor x>O. 

Omdat P 0 negatieve waarden aanneemt, is P geen verdelingsachtige functie, 

dus H is niet oneindig deelbaar wegens stelling @.4& 

1 =x =2x + B5 = ,e -e 4 
=3x 

e is de dichtheid van een oneindig 

deelbare verdelingsfunctie F. Want 

4 
2+>. 

+ 151 
3+>. = 3(4/3 + )..)(3/2+).) 

( l+A) (2+).) (3+>-) 

V V 

Met behulp van~= - log Hen P = ~ 0 volgt 

pD (x) =x =2x ~3x 
= e + e + e 

4 
= -x 

3 
= e 

3 
- -x 2 

~ e voor x>O., 

Wegens stelling 6~4o is H een oneindig deelbare verdelingsfunctie dan 

en slechts dan als P 9 (x)~ • .O voor x~Oc Dit laatste is het geval daar 

(7.nO) x>O. -
Bewijs van (7~10)g P 0 (x): ~(x) + w(x) • waarin 



q, (x) 

"'(:x) 

13 e-x 

2 
==(l--

9 

4 
- -x 3 -e 

=2x 
+ e 
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=x 2 r,,:-= e (9 v3 -

-3x -x 
+ e = e (I 

1 
- -x 

3 

-lfi-t 
9 

s = e 

met t "' e 
-lx 

• 

functie j 13 - s + s
3 is op [o, tl minimaal voor s = 3-l (volgt -

door differentieren) en neemt in di t minimum de 

voor x>Oo Op dezelfde wijze volgt dat 

waarde O aan, dus 
2 ~ 4 

I - - ¥3 - t + t 
9 ¢i (~)~O 

Op [Ol> 1] minimaal is voor t = 2-2/3 en in dit minimum de waarde 

2 - -9 
'3 - 2-2/ 3 -2-813 = 0 14263 Y.l il • • • 

aanneemt 9 zodat 
-x . 

~(x) > 0~ 1426 e • waaruit (7ol0) volgt. 

_S t:.e lling, 7 •• ,2 .. Zij G een eventueel defectieve verdelingsfunctie met 

G(O) = 0 en defect de [0 9 1]1i dan is de verdelingsfunctie 

00 

( 7 • 11) H(x) == J -a.x 
· (1-e )dG(a.) + d voor x>O --0 

on.eindig deelbaar 

Be.wij s. Als d= 1 9 geldt H = 1. en 1 

d e: [o 1> I). Door limietovergang a ►eo n 
s telling 6 .. 2.. dat verdelingsfuncties 

( 7. 12) 
'\, 

H(x) = 
n-1 

E 
j =1 

-a..x 
p.(1-e J ) + 

J 

is oneindig deelbaar. Stel 

in (7.,3) volgt met behulp 

van de vorm 

voor x>O -

nu 

van 

o~eindig deelbaar zijno Zij G voor n=l,2p•oo gedefinieerd door 
n 

( 7 .. 13) G (x) = .!:_ (1-d) 
n n 

als 2k=I (l-d) ..,.< G(x) < 2k+l 
2n 2n 

(1-d) 

, 
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• • en Zl.J 

00 

(7 0 14) H (x) = 
n f =ax 

(1-e ) dG (a)+ d 
0 n 

voor x > 0 -
dan is H van de vorm (7 .. 12) en dus oneindig deelbaaro Daar G (x) 

n n 
wegens (7el3) uniform op JR naar G convergeert 9 geldt zeker 

lim Gn = G (konvergentie)I,) zodat lim I-In = H wegens stelling 1,.lb 

(toegepast op G /(l=d) ~ G/(l=d))o Dus H is oneindig deelbaar. 
n 

St~!lin8 7o3o Als ~ en z twee onderling onafhankelijke niet=negatieve 

stochastische variabelen zijn en z is exponentieel verdeeld 0 dan is 

de verdelingsfunctie van xy oneindig deelbaar., 

=sx !=e de verdelingsfunctie van y en zij de eventueel -
defectieve stochastische variabele z gedefinieerd door -

z = s/x - - als x> Oi) -
dan is d; P{x = 0} het defect van z .. Als G de eventueel defectieve - -
verdelingsfunctie van z - isl> geldt voor 

(7.16) P{,! z !, x}= P{ S.x., ,!. x~} + d = 

x>O -
00 

f (l=e-ax) dG(a) + d& 
0 

Wegens stelling 7.20 is de verdelingsfunctie van ,!_ z oneindig deelbaar. 

Voorgeschiedenig van stel~ing_ 7.3e 

In een discussie na een voordracht van Kingman in 1964 (zie [51) 
merkte Keilson op dat Runnenburg en hij bewezen hadden dat de stationaire 

wachttijdverdeling in de ''Lindley case'' (een loketfl bediening in volg

orde van aankomst) steeds oneindig deelbaar ise Naar aanleiding hiervan 

vroeg Runnenburg de aanwezigen ook andere stationaire wachttijdverde= 

lingen op oneindig-deelbaarheid te onderzoeken 9 en dit met name te doen 

voor een wachttijdverdeling die gezien kan worden als de verdelings

functie van het product van twee onderling onafhankelijke exponentieel 
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verdeelde stochastische variabelen {deze treedt op bij een loket~ be

diening in aselecte volgorde)o 

Daarna bewees Goldie [4} dat de verdelingsfunctie van het product 

van twee onderling onafhankelijke niet-negatieve stochastische varia= 

belen waarvan er een exponentieel verdeeld is oneindig deelbaar iso 

Kort daarop bewees Steutel [1] hetzelfde met volledig andere methoden. 

Ons bewijs is aan [11 ontleend.,~) Het bewijs van deze stelling was voor 

Steutel aanleiding om ook andere algemenere resultaten af te leiden 

over mengsels van oneindig deelbare verdelingsfuncties. 

Stell~?~ 7.4. Zij d een positief reeel getal. Als alle mengsels van 

{(a/(a+A))d} oneindig deelbaar zijn~ dan zijn ook alle mengsels 
a>O 

van {(a/(a+ A))c} 
0 

oneindig deelbaar voor alle c met Q<~d. 
a> 

Bewijs. We zullen aantonen dater bij O<c<d een verdelingsfunctie 

G d bestaat zo~ dat 
Cp 

00 

(7.17) l = f( f3·,d 
f3 +A j dG d (S) 

cl) 
0 

Dan is elk mengsel van 
d { (a./(a+>..)) } 

0 8 want 
a> 

00 

(7 .18) f (a:A ) C dF(cx) 
0 

• waarin 

00 

(7 .. 19) H(y) = 

{(a,/(a+>.))c} 0 
a,> 

0:, 00 

- f f (a~~A) -
0 0 

d 
00 

F 

(y:f>, r - J -
0 

(B dF(a) o 
a 

voor A > 0., -
te schrijven als mengsel van 

d 
dG (S) dF(a) --c~d 

dH(y) 9 

Omdat het laatste lid van (7el8) een LS-getransformeerde van een oneindig 

*) Het bewijs van Goldie volgt op het eind van deze paragraaf, 
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deelbare verdelingsfunctie isB is het eerste lid dat ook 0 waarmee de 

stelling is bewezeno 

Nu moeten we nog het bestaan van 

van (7oll7) is gelijk aan 

(7o20) 
00 00 

P,;' f c=Ax 
J l J e 

O 0 

= J 
0 

00 

= AX 
e 

d d-1 
13 X 

r(d) 

00 

J 
0 

G aantoneno Het rechterlid 
c 0 d 

terwijl het linkerlid van (7ol7) gelijk is aan 

(7.2ll) 
00 , 

J 
0 

-;..x 
e dxe 

Vergelijking van het laatste lid van (7.20} met (7.21) geeft wegens de 

een-eenduidigheid van de Laplacetransformatie 

00 

(7. 22) f 
0 

e=•Bx ad dG 
.., d 

Ci> 
(6) = r(d) 

rec> 
c-d 

X 
-x 

e • 

Het rechterlid van (7,22) is voor d > c de LS-getransformeerde van 

een verdelingsachtige fttnctie. Tl:1·ugtransforme..:en gee ft 

13ddG d (B) 
r(d) ( 6_ 1) d-c-1 dl3 als B > 1 

(7. 23) r< cr~r ca=c'>---c~ 

l 0 als 13 < 1 
• 

waaruit volgt dat 

verdelingsfunctie 

G een op [lf/ 00 
) 

c~ d 
geconcentreerde 9 absoluut continue 

• is met 

(7. 24) 
r(d) 

r(c) r(d-c)' voor 8 > l. -
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C ~~vol,a. Elk mengsel van {(a/(a+A)) }a>O is oneindig deelbaar als 

O<c~l wegens stelling 7o2o We vragen ons af of deze eigenschap be= 

houden blijft als c>I. De volgende stelling zal laten zien 9 dat dit 

voor c>2 zeker niet het geval is. 

Voor ce (lp2] is het probleem nog niet opgelost. 

Zij C de verzameling der getallen c waarvoor geldt dat alle 

mengsels {(a /(a+A))c}a> 0 oneindig deelbaar zijn, dan is C wegens 

Stelling 7o4~ en het bovenstaande een interval van de vorm (On c ) 
~ maw 

of (Og c ]~ waarin c een tot nu toe onbekend getal ma~ max 
[1 11 2] is. Wegens stelling 6.,2 is ook elk mengsel van 

{(a/(a+A))cmax} 
0 

oneindig deelbaar 9 daar a> 

Dus C 

lim 
etc 

max 

is rechts gesloten 

00 

g C = (0 n c ] • " max 

C 
max dF(at)., 

• 
Ul.t 

~pmeEking 7de Stelling 7.4. kan men als volgt veralgemeneng Als alle 

mengsels van {(a/(a+A))d} 
0 

oneindig deelbaar zijn en c(a) is een a> 
Borel=meetbare funct.ie op (0, 00 ) zo., dat O<c(a)~d voor a>Oj dan is elk 

mengsel van {(a/(a+A))c(a)} 0 oneindig deelbaar~ 
a> 

§telling 7.50 (Runnenburg). Als c>2~ dan zijn er mengsels van 

{ (a/(a+A))c} 0 die niet oneindig deelbaar zijn. a> 

Bewijs. Stel 0 alle mengsels van {(a/(a+A))c}a>O zijn oneindig deelbaar. 

Dan zijn in het bijzonder de LS-getranformeerden 

(7.26) (p~ q > O; p+q = I) 

oneindig deelbaar, en wegens stelling 602 ook bun limiet voor a~ 00 

(7.27) + q. 
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We zullen aantonen dat p zo te kiezen isi dat de bijbehorende karak

teristieke functie 

(7.28) _,.,~p__ + q 
( 1-i,) C 

een reeel nulpunt bezit. Uit stelling 6a.3 volgt dan dat deze karak

teristieke functie niet oneindig deelbaar is~ wat in tegenspraak is met 

de gevolgen van.onze veronderstelling. 

In (7.28) hebben we alleen dan te doen met een karakteristieke 
-c functie als we voor $(,) = (I - i,) die complexwaardige functie 

nemenv waarvoor geldt 

n ° $ (o) = 1 

2° qi(T) is continu voor alle Te JR. 

-I 
Omdat arg ( I - i T) = =arg (1 - iT) •· arctg voor 

' 
lR (1 - 1.•T)=l , <E ~ passeert - • in het complexe vlak bij continue voort-

zetting voor reele T niet de negatieve reele halfrechte 9 dus $(,) 

is voor alle reele gelijk aan de hoofdwaarde van (I - i,)-c ~ of 

-c/2 
q,(1:) =(I+ -r2) e 

• ic arctg,: 

Nu bezit r~.28) dan en slechts dan een reeel nulpunt als er een reele 
• 
l.S met 

(7.30) =-S p .. 

Uit (7 .. 29) ziet men <lat de beide leden van (7.30) dan en slechts dan 

gelijke argumenten kunnen bezitten als c > 2 ~ Gelijkstelling der 

argumenten levert 

(7.31) 
'Tr 

C arctg T = TT ~,SIIIQ~· T = tg - • 
C 

De moduli in (7.30) worden ook gelijk indien 



(7 e32) .9. = (! 
p 

2 1T =c/2 
+ tg - ) 

C 
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C 
1T 

= {cos -) 
C • 

Er zijn positieve p en q te vinden die aan (7e32) voldoen en aan 

p + q = l P waarmee we een karakteristieke functie van de vorm 

(7e28) gevonden hebben met een reeel nulpunt. 

Stellins 7,'!'.6" Zij 1jJ een functie op (0~ 00
) • dan zijn de volgende 

twee beweringen equivalent~ 

a) a/(a + ljJ(A)) is de LS-getransformeerde van een verdelingsfunctie 

voor alle ct > 0 • 
t 

b) $v is volledig monotoon op (O~ 00 ) en 

$(0) = limA~ oljJ(A) = 0 0 

Er geldt bovendien dat a/(a + $(A)) oneindig deelbaar is voor alle 

a > 0 ., 

Bewijs. Zij a) gegeven~ dan is an/(an + ljJ(A)) en dus ook 
n {an/(an + $(A))} voor alle a> 0 de LS-getransformeerde van een ver-

delingsfunctieo Wegens stelling 6.,2 geldt hetzelfde voor 

(7.,33) lim 
n ~oo 

,. l 
li+wC>-)/an 

voor alle a> 0 e Dus e-ljJ(A)/a is oneindig deelbaar en de bewerin

gen over 1jJ in b) volgen uit stelling 6~3 

Zij b) gegevenD dan is a/(a + $(A)) wegens stelling 5.7 een 

volledig monotone functie~ daar a/(a + A) en $ 8 (A) volledig mono= 

toon zijn. Dus a/(a + ljJ(A)) is een LS-getransformeerde en wel van 

een verdelingsfunctie omdat a/(a + $(0)) = I • 

Daar a/(a + A) oneindig deelbaar is 0 is ook {a/(a + A)}l/n 

volledig monotoon~ zodat de conclusies van de voorgaande alinea gel

dig blijven voor {a/(a + $(X))}l/n. 

Dus a/(a + ijJ(A)) is oneindig deelbaaro 
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Opmerking 7 ._4_. Steutel bewees in l~2J een soortgelijke stelling voor 

karakteristieke funaties a/(a-h(,)). Bewering b) in de stelling moet 

dan vervangen worden door 1'eh(-r) is een oneindig deelbare karakteris

tieke functie''. 

Opmerking 7.5. Stelling 7.6 en de overeenkomstige stelling van Steutel 

blijven geldig, indien a./(a+ip(>.)) resp. a./(a-h(,)) vervangen worden 

door (a./(a.+ljl(A)))c resp. (a/(a-h(-r)))c, waarin c > O • 

Stelling 7.7. Als 1jl aan voorwaarde b) van stelling 7.6 voldoet, dan 

zijn alle mengsels van {a./(a+lJ!(>.})} 
0 

oneindig deelbaar. 
a> 

Bewijs. Wegens stelling 7.2 is voor elke verdelingsfunctie F geconcen

treerd·op (O,co) 

• 

(7.34) 
a 
+). dF (a) 

een oneindig deelbare LS-getransformeerde, dus ifl/n(>..) is volledig mo

notoon op (0, 00 ) voor n=l,2, •••. Wegens stelling 5.7 is dan ook 
V) /n H (ip(>..)) volledig monotoon op (O,co) voor n=l,2, •••• Daar bovendien 
v' V H(ljl(O)) = 1, is H(ip(:\)) de LS-getransformeerde van een oneindig deel-

bare verdelingsfunctie. 

·eprnerking 7. 6,. Stelling 7. 7 blij ft geldig indien a/ (a+lJ! (}..)) vervangen 

wordt door {a/(a+~(>..))}c met c E (O,c J . max 

Voorbeeld 7.1. Alle mengsels van 

verdelingsfuncties zijn oneindig 

met 1 < c < 2). = max= 

de volgende LS-getransformeerden van 

deelbaar (steeds geldt c G (O,c ] max 

a) (O < a < 1) = 
• , 

b} (negatief binomiale verdeling) ; 

aoti. Wh-rek. aft. 11 
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c) { (-a+iog ( 1-t ~)) c} a>O • 
' 

d) ( 
a ')c { __ _.:;.. ___ , } a.>0 

o.-,\ +I(,\+ I) 2- I 
(vgl. stelling 4.6: 

- A + /(>..+1)2-1 
V = 1 - L(>..) ) . 

In opmerking 7.8 zal blijken dat het mogelijk is~ dat a/(a+~(,\)) 

LS-getransforineerde van een verdelingsfunctie is voor s011nnige, maar 

niet alle a> O. Wegens stelling 7.6 voldoet ~ clan niet aan de aldaar 

onder b) genoemde voorwaarden. Aan [2} ontlenen we de volgende voor dit 

geval belangrijke stelling. 

Stelling 7.8. Als a/(a+~(,\)) voor a= a0 > 0 LS-getransformeerde van 

een verdelingsfunctie is, dan is o./(o.+w(>..)) LS-getransforrneerde van een 

verdelingsfunccie voor O <a.::_ o. 0 • Als o./(a+~(,\)) bovendien oneindig 

deelbaar is voor a= a 0 , dan geldt hetzelfde voor O <a~ a 0 • 

Bewijs. Zij O <a< a 0 , dan geldt 

ao 8 
= a'O +~ (A) • . o.O 

e+I- a O +ij, ( ,\ ) 

(7. 35) 
a 

' 

waarin S = a/(o.
0
-a) > O. Omdat a 0 /(o.0+~(,\)) LS-getransformeerde, dus 

volledig monotoon is, voldoet 1 - a 0 /(a0+w(A)) aan voorwaarde b) van 

Stelling 7.6; dus de tweede factor in het rechterlid van (7.35) is een 

oneindig deelbare LS-getransformeerde. Omdat de eerste factor in het 

rechterlid van (7.35) een (oneindig deelbare) LS-getransformeerde is 

van een verdelingsfunctie, geldt hetzelfde voor het linkerlid van (7.35). 

Opmerking ,7. 7,. Stelling 7 .8 blijft geldig, indien a/ (a+ijl(>.)) vervangen 

wordt door {a/(a.+~(A))}c met c > O. 

Gevolg. Zij F een (oneindig deelbare) verdelingsfunctie, dan is 
v-1 a/(a+F -1) voor O <a~ 1 LS-getransformeerde van een (oneindig deel-
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-.,•- l V 
bare) verdelingsfunctie, omdat 1/(l+F -1) = F dat " 1s. 

Oprnerking· 7_.8. Kies 

dan volgt dat ¢ (A) 
CL 

in het bovenstaande 

= a/(a+eA-1) voor 0 

,,,, -'A 
F('A) = e (oneindig deelbaar), 

<CL~ l LS-getransformeerde van --
een oneindig deelbare verdelingsfunctie is. Daar 

¢ ().) 
a. 

voor A+O 

--- -------~ ------ --

wordt, indien ¢ de LS-getransformeerde van een verdelingsfunctie is, de 
CL 

variantie bii deze verdelingsfunctie gegeven door 

2-a I 1-a 
2 -- -· - "" -- • 

Daar deze laatste uitdrukking negatief is voor a> I, kan $ voor a> 1 
(l 

geen LS-getransformeerde van een verdelingsfunctie zijn. 

St_elling 7 .9 .• Als a/(a+lj,,(1,)) LS-getransformeerde is van een oneindig 

deelbare verdelingsfunctie voor a= CLO (en dus voor (0 <a~ a 0 ), dan 

is elk mengsel van {a/(a+lj,(A))} 0 oneindig tleelbaar. 
<:CL~CI.Q 

Jewijs. Zij F een verdelingsfunctie geconcentreerd op (O,a0}, dan krij

gen we met een splitsing als in (7.34} 

CL 

(7.36) 
. 

fa0 a 
0 a+t/l(A) dF(a) 

a a -a 
= o( { Jao-0 ___ o _____ dF(a) + 

0 o+t/l 'A) O a aO 
+ 1 - --~,-,... 

a
0
-a a

0
+~(A} 

De eerste factor in het recqterlid is krachtens gegeven oneindig deel

baar; de tweede factor is als limiet van LS-getransformeerden, die wegens 

stelling 7.7 oneindig deelbaar zijn, oneindig deelbaar. 

Opmerking 7.9. In Stelling 7.8 kan a/(CL+t/l('A)) vervangen warden door 
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{a/(a+~(A))}c met O < c < C " -na"" !. ,:,.,:, ,.n. 

-
Bij verdelingsfuncties F geconcentreerd op L0, 00 ) en met eindig posi-

tief eerste moment µ kan men de Va1i'Vangingsve1"'deling F 
O 

definieren do0v 

·' 
, V 

f' ) 
l-l? ( A) 

I,' -
j \ ,A ? - ,,,,.--,,.. .... ~_, .. ,"". • 

a. µ ·, ' '} 
.. , . /t 

(7.37) ...: 
' , J-I•.~l.J-I 

F O (-;r.) 
rX 

d;y L -- !)J • ~· 
In een vervangingsproces waar F de verdelingsfunctie ,,an de levensduur 

is, is F
0 

de enige beginverdeling zo, dat het vervangingsproces statio-

Nu is gebleken, <lat vele wachttijdverdelingen oneindig deelbaar 

zijn, onafhankelijk van de deelbaarheidseigenschappen van de verdelings

functies van de aankomsttijden eri. bedieningstijden, zou men kunnen ver

moeden dat (7.37) oneindig deelbare verdelingsfuncties F
0 

aan F toevoegt, 

of op zijn minst dat de overgang F ➔ F
0 

oneindig-deelbaarheid bevorderend 

werkt, omdat vervangingsprocessen een belangrijke rol :i.n de wachttijd

theorie spelen. In [3] heeft Steutel echter aangetoond dat deze ver111oe

dens onjuist zijrt. Hij geeft voor.beelden l.raarin F wel oneindig deelbaar 

is en F
0 

niet en voorbeelden waarin F niet oneindig deelbaar is en F
0 

wel. Bovendien toont hij aan dat wachttijdverdelingen, betrekking heb

bende op bet geval dat et· een loltet is en de laatst binnengekomen klant 

het eerst bediend wordt, niet oneirtdig deelbaar hoeven te zijn. 

Naast d.eze negatieve resultaten bevat [3]. ook twee stellingen over 

het al· of niet oneindig deelba;;°lr zijn van verdelingsfuncties, welke 

stellingen wi.i t,ier, zor1der l:,et..r1 j tt c::i. teren. 

Stelling ~ .10. Zij F een verdelingsfunctie geconcentreerd op [0, 00 ) en 

met·· eindig positief eerste moment µ e11 zij F 
O 

bij F gedefinieerd door 

(7.37). Dan geldt 

a) Als F discontinu is voor een x > O, dan is F
0 

niet oneindig deelbaar. 

b) Als .F = p1 + ( 1-p)H waarin O ~ p < · 1 en H een absoluut continue ver

delingsful'fctie is met d.ifhtheid h, dan is F
0 

dan en slechts dan 
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oneindig deelbaar als 

(X) 

(7.38) I 
k=I 

~ hk♦ (x) < I 
1'. = , ... voor alle X > 0 • 

Stellin& .Z..."..1_1_. Als g een dichtheid is van een absoluut continue verde

lingsfunctie G, geconcentreerd op (0, 00 ) en als g bovendien voldoet aan: 

a) g(x) is niet-stijgend op (0, 00 ) , 

b) g(O+) = lim g(x) < 00 , 

x..-0 
dan geldt: 

(i) G is niet oneindig deelbaar als g niet continu is op (0, 00 ) ; 

(ii) als g(x) voor x > 0 differentieerbaar is, dan is het voor de onein

dig-deelbaarheid van G noodzakelijk dat 

(7.39). -1 
-g•(x) ~ x g(O+) voor alle X > 0 • 

Tot slot zullen we stelling 7.2 nogmaals bewijzen volgens Goldie 

[4}. We maken daarbij gebruik van een stelling van Kaluza over vervangings-

00 

Definitie 7.2. Een rij reele getallen {u
0

}n=O met u0=t heet een ver-
"" vangingsrij als er een rij niet-negatieve reele getallen {fn}n=l bestaat 

zo, dat 

(7.40) U' = 
n 

n 

I voor n=l ,2, •••• 
k=l 

De rij {un} met u
0

=t heet een eahte vervangingsrij als er een rij niet

negatieve reele getallen {f} bestaat zo, dat aan (7.40) voldaan is en 
n 

bovendien l f < I. 
n= 

00 

Opmerking 7.10. Zij {u} 0 een rij reele getallen met u ~ O. - - n n= n 
wordt dan en slechts dan een rij niet-negatieve reele getallen 

u 
finieerd als { n} een vervangingsrij is. 

uo 

Door (7.40) 

{f} gede
n 

Opmerking 7.11. Relatie (7.40) en de voorwsarde u0=1 zijn equivalent met 
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(7.41) U(s) = 1 + U(s)F(s) , 

waarin U(s) = \ 00 

0 
u sn en F(s) = '

00 

1 
f sn formele machtreeksen zijn. ln= n ln= n 

Uit (7.40) volgt met volledige inductie dat een vervangingsrij {un} 

geen negatieve getallen bevato 

Opmerk.ip.g 7 •• E ~~. In de theorie van de -ter,ugkerende patronen wordt in het 

geval van een echte vervangingsrij u geinterpreteerd als de kans dat 
n 

het terugkerend patroon optreedt op tijdstip n en f als de kans dat het 
n 

terugkerend patroon voor bet eerst op tijdstip n optreedt. 

Stelling 7. 12 (Kaluza [6}). 
0:, 

Als {un}n=O een rij niet-negatieve getallen is met u0=1 en 

u 
n-1 

u 
n 

(7o42) > 0 ·oor n :;, • 
' ' = ~ 

u u 
n➔• 1 n 

dan is {u
0

} een vervangingsrij. 

Bewij s. 

a) Stel dat u =O 
n 

u =O voor alle n 
n 

voor zeker natuurlijk getal 

> 1. Dus U (s) = I => F(s) = 

n, dan volgt uit (7.42) dat 

0 ·-> f = 0 voor n= 1 , 2, • • • • 
n 

Dus { u } is 
n 

b) Stel dat 

(7.43) 

Ii> ., -G, 

een vervang1ngsr1J. 

alle u positief zijn. Dan is (7.42) equivalent met 
n 

< 
=u 

1 
• • • 

u 
< n 
=u 

n-1 
< 

u n+I 
= u 

n 
< I) S A = • 

Uit (7.40) met n+l in plaats van n volgt 

n 
(7.44) }: 

k=l 
u f 
n-k+l k 

voor n= I, 2, ••• 

Wederom met behulp van (7.40) volgt uit (7.44) 

.. 
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fl 

1 
k.=l 

u n-k 

u 
n 
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u u f 
n n-k+l k 

u 
n+l 

= 

voor n=l ,2,, •• 

Wegens (7.43) zijn de determinanten in (7.45) niet-negatief. Uit (7.45) 

en f
1
=u

1
> 0 volgt nu met vo:Lledige inductie dat fn~ 0 voor n=l,2, •••• 

ppmeF~ing 7.13. De stelling en het bewijs van Kaluza staan ook in 171. 
Daar wordt bovendien bewezen dat elke begrensde rij {u} die aan de voorn 

een echte vervangingsrij • 1s. waarden van de 

In J. Lamperti 

stelling van Kaluza voldoet 

(1958), On the coefficients of reciprocal power-series, 

Am.Math.Monthly 65, 90-94, werd voor het eerst op het belang van de 

stelling va11 Kaluza voor de vervangingstheorie gewezen. Hetzelfde 

artikel bevat een stelling over een noodzakelijke en voldoende voor

waarde voor vervangingsrijen. 

_Opme~k·ing 7.~ ... !i• Er zi.in vervangingsrijen {u } die niet aan (7.42) voldoen. n 
Neem f~=f 3=! en fn=O voor n•l en n~4, dan definieert (7.40) een echte 

vervangingsrij {u} met u
1
=0 en u >0 voor alle n>2. n n = 

· · · Ste~_~it;g ? .. ~m,!,.~ (Goldie). 

Zij F een v-erdelingsfunctie. Als de rij {u (A)}
00 

0 gedefinieerd door 
n n= 

(7.46) F(A+h) -··1cX'> - -
00 

I 
n=O 

voor 

voor elke A> 0 een vervangingsrij is, dan is F oneindig deelbaar. 

Bewij s • Aan de • e1s u = 
0 

' 

eerd door (7 .40). Daar 

tie£ • is 

(7.47) 

voor h=O, bezit 

def 
cf>A(h) 

1 

l 

• voldaan. l.S 

u (>.) 
n 

(-h)n 

00 

I 
n=l 

Zij {fn(X)} bij {u
0

(A)} gedefini

convergeert voor !hi < A en posi-
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een positieve convergentiestraal. Gegeven is dat f (>.) z... 0 voor n=l,2, ••• n --
en alle >. > O, dus dat $.A. (11.) vo<:ir elke A > 0 volledig monotoon is in een 

rechteromgeving van h=O. Uit 

(7.48) 
V 

,.., F(>-) 
f(A+h) = -f-.--. .t-....... r:~---';· 
\, ~·;i,\•' 

V 

(7.49) i'(A+h) = __ F~(_l~) __ 
( !-·$). (h})2 

$~ (h) 

, v 
volgt voor ¢(1) = - log F(l) dat 

(7.50) ip I (l+h) ;::: -

..,. 
F'(>.+h) 
ff (l+h) = 

-cp~(h) 

1-<Px(h) = 

..,, 
-qi~ {h) F(X+h) 

YC>-) • 

Omdat -qi;(h) en F(l+h) in een rechteromgeving van h=O volledig monotoon 

zijn, is w'().+p) volledig monotoon in een rechteromgeving van h=O, en 

daar dit geldt voor alle ). > 0 is 1µ 1 volledig monotoon op (0, 00). 

Dus Fis oneindig deelbaar wegens stelling 6.4. 

Opm~rkin~ 7_.1 .. ?..• Er zijn oneindig deelbare verdelingsfuncties F die ' niet 
V -c 

aan de·voorwa.ardett van· stelli.ng 7. 13 voldoen. Neem F(\) = (l+l) • 

Dan geldt 

·(7.51) I , 
n=O 

zodat 

(7.52) voor n=l,2, •••• 

Alleen als O < c ~ I zijn alle fn(A) niet-negatief, terwijl F voor alle 

c > 0 oneindig deelbaar is. 

St_ellirig · 7 ·• 14. Alle mengsels van de LS-getransformeerden { (a/ (a+>.)) c} a,>O 

zijn oneindig deelbaar als O < c ~ I. 
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1 l 0 

(Goldie bewees de stelling alleen voor c=l, maar zijn bewijsmethode is 

ook toepasbaar voor O < c < I; voor c=I is de stelling dezelfde als 

stelling 7.2). 

~ewijs. Zij 

(7.53) , 

waarin O < c < I en = F een verdelingsfunctie is, geconcentreerd op (0, 00). 

00 

We zullen aantonen, 

door 

<lat voor alle A> 0 de rij {un(>.)}n=O gedefinieerd 

(7.54) 
y 

1-I(X+h) 
ff(>.) = 

00 

I 
n=O 

n u (>.) (-h) 
n 

voor 

aan de voorwaarden van de stelling van Kaluza voldoet en dus een ver

vangingsrij is. Wegens stelling 7.13. is H dan oneindig deelbaar. 

Daar voor lhl < 

(7.55) i(>,,+h) = ·ofoo ( a )c a+>.+h dF(a) = 

a )c h -c 
( >,, (I.+, >,,) dF(a) = a+ · · a+ 

volgt uit (7.54) 

(7.56) c -c-n a (a+A) dF(a) . 

De rij {u (>,,)} voldoet aan (7.42) dan en slechts clan als {v (>.)} aan 
n n . 

(7 .42) voldoet. Dit laatste is het geval, inm1ers 

(7.57) v 1<>-) v l(X) == n- n+ 

(-c) (-c) J"° c -c-n+l f00 c -c-n-1 .. n-l n+l O a (a+>,,) · dF(a) 0 a (a+>,,) dF(a)~ 
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> = Cauchy-Schwarz 

en 

(c+n)n 
> l als 0 < C < l 

(c.+n)n-( 1-c) 
, 

(7.58) 
(:~1) (::1) --r-c) 2 

,._ n 

l l als C = l , 

9Pmerking 7. I 6. Het linker lid van (7. 58) is kleiner dan 1 bij c > 1, 

zodat dit bewijs niet voor c > l gebruikt kan warden. 
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Toepassins van LS-getransformeerden in een vertakkingsproces 

Feller z. XIV 4 -

l.Je beschouwen een stamboom die de afst,111nningsrelaties van een stam

vader en zijn nageslacht aangeeft en waarin alleen de mannelijke nakome

lingen s taan vermeld die in recl1te n1annelijl<:e lijn van de stamvader af

stamrnen, d.w.z. de stamboom vermeldt alleen zonen van vaders en laat 

dochters en haar kinderen buiten beschouwing. De totstandkoming van een 

dergelijke stamboom is een VePtakkingsproaea, waarover we bet volgende 

veronderstellen. 

I) De levensduren van de verschillende individuen in de stamboom zijn 

onderling onafhankelijke stochastische variabelen met alle dezelfde 

verdelingsfunctie F. 

2) Onder de voorwaarde dat x de levensduur van een man uit de stamboom 

is, is het aantal zonen van hem Poissonverdeeld met verwachting ex 

(c is een positieve constante), m.a.w. zo lang hij leeft krijgt hij 

zonen op tijdstippen aangewezen door een stationair Poissonproces 

met intensiteit c. Het aantal van zijn zonen hangt alleen op de aan

gegeven wijze van de levensduur van de vader af en is onafhankelijk 

van de levensduren en aantallen zonen van andere personen uit de 

stamboom, 

Bij elk individu A uit de hierboven beschreven stamboom kunnen we een 

nieuwe stamboo1i1 vormen waarin A stamvader is en alleen A en zijn nako

melingen voorkomen. Ook deze stamboom voldoet aan voorwaarden 1) en 2) • 
• 

We definieren nu v als de som van de levensduren van alle indivi--
duen in de stamboom. Het is mogelijk dat de stamboom met positieve kans 

oneindig veel individuen bevat. In dit geval is v met positieve kans -
oneindig en is v dus een defectieve stochastische variabele. Zij x de - -
levensduur van de stamvader. Onder de voorwaarde x = x geldt -
(8. I) :f... "" X + .!J + :f...z + • • • + '¾l 

-x 
J 
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waarin E.x het aantal zonen is van de stamvader en yk voor 1 ~ k ~~x de 

som van de levensduren van de ke zoon ·en zijn nageslacht. We kunnen nu 

{!,k};=l zien als een rij onderling onafhankelijke stochastische varia

belen, die alle dezelfde ver<lelingsfunctie, zeg V, als v bezitten en n 
- -x 

als een van {ykl onafha11kelijkc Poissonverdeelde stochastische variabele 

met verwachting ex. Derhalve geldt 

(802) 
n e - AV - ).x (J V ~ c(e - x = x) = e e,,.(V().)) = -

• 
V 

= exp [- AX - <...J{( 1-V( >..))] , 

zodat 

(8.3) V fOO('_J -')..VI V V V(>..) = 0 c.,(e - ~=x)dF(x) = F(>..+c-cV().)) • 

In stelling 8.1 zal met analytische hulpmiddelen warden aangetoond dat 

(8.3) eenduidig een eventueel defectieve verdelingsfuncti.e V definieert 

en dat V dan en slechts dan niet-defectief is als het eerste moment~ 

van F eindig is en cµ ~ 1. Nu is het verwachte aantal zonen van een 

individu 

(8.4) . t n = tcx = cµ -x --, 

en uit stelling 8.1 volgt dus dat de somvan alle levensduren inde stam

•·boom met kans l eindig is clan en slechts dan, als het verwachte aantal 

zonen per individu ~ 1 • 
l.S • 

V 
Hoewel V·en dus V meestal niet expliciet uit (8.3) op te lossen is, 

is het toch mogelijk de momenten van V te berekenen. Door differentieren 

van (8.3) krijgen we 

(8.5) 
V V v' V 

V'(A) = F 1 (A+c-cV(A)) (1-cV'(A)) , 
' 

zodat 
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8 .6) 
v V 
F' (A+c-cV(A)) 

= 
V V 

l+cF' (),_+c-cV(>,.)) 
• 

1s cµ ~ I volgt wegens stelli.ng 3. 10 

8. 7) 

p dezelfde 
(-) v2 erst e, -

8 .8) 

µ ais C )..l < l 
1-cµ 

, 
cv V 

= - lim V' (A) --- )._.j,Q 
als 1 00 ' cµ = • 

wijze berekent men door tweemaal differentieren van (8.4) 

en vervolgens 

var v -
o2 + cµ3 =----
(l-cµ)3 

(c}J 5-. J) ' 

aarin cr 2 de variantie bij Fis. Het rechterlid van (8.8) interpretere 

en als 00 als cµ = l of als a 2 = 00 • 

• • telling 8. I. Zij F een verdelingsfunctie met eerste n1oment µ ~ 00 

een positief getal. Dan definieert vergelijking (8.3) eenduidig 

en Zl.J 

een 

ventueel defectieve verdelingsfunctie V, die niet defectief is dan en 
' 

1echts dan als cµ < I. = 

ewijs. Voor F = 1 is de stelling triviaal. Zij F ~ t en beschouw de 

ergelij king 

8 .9) def" f(A,s) =====F(A+c-cs) - s = 0 

oor A .:::.. 0 en O 5-. s 5-_ 1. Het linkerlid van (8.9) is voor vaste A > 0 - - -
en convexe functie van s die negatief is voor s = I en positief voor 

= O, zodat f(A,s) = 0 voor elke A> 0 een en slechts een wortel 

= cr(A) e (0,1) bezit. We zullen aantonen <lat a volledig monotoon is 

p (0, 00). Daartoe definieren we cr0{A) = 0 voor A> 0 en verder resursief 

8. 10) 
v 

a 1(A) = F(A+c-ccr (A)) n+ n voor n=0,1,2, ••• en A> 0. 
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v 
Daar F niet-stijgend is en O = o0 (A) ~ o 1(A) ~ I voor A> O, volgt uit 

(8. 10) met volledige inductie O :;, or. (A) :;,, a,
1

.; 
1 

(A) _<__ 1 voor >, > O, dus 

{o (A)} is een uniforni begrensde niet-dalende rij functies en conver-
n 

- --- ----

geert derhalve naar een limietfunctie, en wel naar o(A) omdat de limiet-

functie voldoet aan (8.9). Ev~neens met volledige inductie tonen we aan 

dat on voor n=O, 1,2, ••• volledig monotoon is op (O,ro). I11m1ers 0
0

(1) = 0 

is volledig monotoon op (0, 00 ) en uit de volledige monotonie van cr op n 
(0, 00 ) volgt met behulp van (8.10) die van (J .·l·l wegens stelling 5, 7. 

Wegens stelling 5.3 en 2.5 is daarom ook o volledig monotoon op (O,~). 

Omdat o(A) niet-stijgend en begrensd is op (0, 00 ), bestaat 

(8. 11) o(O) def lim cr(A) 
A+O 

- en geldt O:;, o(O):;, 1. Duso is de LS-getransformeerde van een eventueel 

defectieve verdelingsfunctie V, die niet-defectief is dan en slechts dan 

als cr(O) =I.We gaan nu na wanneer dit het geval • is. 

Wegens de continuiteit van F volgt uit (8.9) en (8. I!) dat cr(O) een 

worte1 is van f(O,s) = O. Nu is s=l altijd een nulpunt van f(O,s). Omdat 

f(O,O) > 0 en f(O,s) een convexe functie vans is, bezit f(O,s) dan en 

slechts dan een nulpunt s 0 e(0,1) als f(O,s) stijgt in s=I, dus als 

(8.12) = [-cF' (c-cs) - t] = cµ - I > 0 • 
s=l 

Als cµ:;, 1, is s=l de enige wortel in [0,1] van f(O,s) = O, dus cr(O) = 1 

en Vis niet-defectief. 

Als cµ > 1, dan heeft f(O,s) = 1 twee wortelsin [0,1] en wel 

s 0 e (0, I) en I. We we ten, dat cr (O) gelij k is aan een van beide. 

Daar f(l,s) continue partiele afgeleiden bezit, £(0,1) = 0 en 

·Gts f(A,s)](O,l) = cµ - I> O is het mogelijk en slechts op een manier 

111ogelijk in een zekere rechteromgeving van O een differentieerbare 
~ 

functie o(A) te definieren, die voldoet aan f(A,cr(A)) = 0 en a(O) = I, 

terwijl bovendien 

(8. 13) - Gaf o'(>..) = - oA 
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Voor >..=O volgt o'(O) = µ/(cµ-1) > O, dus a·().) stijgt: in O, zodat er een 

rechteromgeving van O is, waar cr(A) > l is. Omdat O .s._ a().)< I voor -
~ 

). ~ 0, kunnen cr en a niet dezelfcle functies zijn, dus a(O) :/: I, Derhalve -
geldt a(O) = s 0 en is V defectier met defect I-s0 . 

Opme_rking 8. 1. Zij ~ het aantal personen in de s tamboom, dan volgt 

analoog aan (8.1) dat 

(8. 14) -
~ = 1 + ~! + ~2 + • 'f'I • + m 

--n 
als X = X - ' -x 

waarin ~-I het aantal nakomelingen is van de kc zoon van de stamvader. 

Analoog aan(8.2) volgt 

(8. 15) 

zodat 

(8.16) 
C.:;, -,\m -,\ V Q -,\m 
(.,.e - • e F(c-cce -) • 

Daar m een geheelwaardige stochastische variabele is, gaan we over op -
de kansgenererende functie P(s) =f! s~ voor Is I < 1, en (8. 16). wordt 

-,\ 
mets= e 

(8.17) P(s) 
V = sF(c-cP(s)) • 

Analoog aan het bewijs van stelling 8.l kan men aant:onen dat (8. 17) de 

genererende functie van een eventueel defectieve kansverdeling definieert 

en dat deze kansverdeling niet-defectief is, dan en slechts clan als 

cm~ l. Het geslacht dat door de stamboom beschreven wordt sterft uit 

dan en slechts dan als m eindig is. De kans op uitsterven wordt dus ge-

geven door 

00 

(8. 18) I 
n=l 

P{m = n} -

-

= lim P(s) = s0 , 
stl 

waarin s 0 de kleinste positieve wortel is van 
V 

s = F(c-cs). 

I 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
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Door differentiatie van (8.16) of (8.17) krijgen we in geval cµ < I 
= 

fm 1 -- 1-cµ ' -
(8. 19) 

cµ + c2a2 
var m -- • - ( 1-cµ) 3 

Voorbeeld 8. I. Werkperioden van een loket. 

Klanten komen op zekere tijdstippen aan bij een loket. De eerste klant 

die binnenkomt wordt meteen bediend. Indien er tijdens zijn bediening 

andere klanten binnenkomen moeten ze wachten in een rij. Als de eerste 

klant geholpen is, wordt onrniddellijk een volgende klant uit de rij ge

holpen, als er tenminste al klanten binnengekomen zijn, enz., totdat er 

op zeker moment een klant geholpen is, terwijl er geen klant meer wacht. 

De loketbediende, die vanaf de aankomst van de eerste klant ononderbroken 

gewerkt heeft, krijgt nu een rustperiode in afwachting van een volgende 

klant. De lengte van het tijdsinterval gedurende welke de loketbediende 

ononderbroken gewerkt heeft noemen we de werkperiode (busy period) van 

het loket. Deze werkperiode is gelijk aan de som van de bedieningstijden 

van de klanten die in deze werkperiode geholpen zijn. 

We veronderstellen nu dat de bedieningstijden van de verschillende 

klanten onderling onafhankelijke stochastische variabelen zijn die alle 

dezelfde verdelingsfunctie F 

dieningstijden onafhankelijk 

met eerste moment ll~"" bezitten, dat de be--
zijn van de aankomsttijden der klanten, en 

verder dat de klanten binnenkomen volgens een stationair Poissonproces 

met intensiteit c. De hierboven g~schetste ~ituatie blijkt dan beschreven 

te kunnen warden door het aan het begin van deze paragraaf ingevoerde 

vertakkingsproces. 

De in een werkperiode geholpen klanten laten we corresponderen met 

de indiv~duen in een stamboom; de levensduur van een individu uit de stam

boom is de bedieningstijd van de corresponderende klant en we zeggen dat 

individu Been zoon van A is, als klant B tijdens de bediening van A is 

binnengekomen; in het bijzonder correspondeert de eerst binnengekomen 

klant met de stamvader van de stamboom. Het zo gedefinieerde vertakkings

proces voldoet aan de voorwaarden die aan het begin van deze paragraaf 
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gesteld zijn; v kunnen we nu interpreteren als de werkperiode van het -
loket en m als het aantal klanten <lat in deze werkperiode is geholpen. -
De verdelingsfunctie V van.!_ wordt gegeven door (8.3) en de kansgenere

rende functie P van m door (8.17). Wegens stelling 8.1 is de eerste werk--
periode en het aantal daarin geholpen klanten dan en slechts dan met 

kans I eindig als cµ ~ 1, d.w.z. als de verwachte totale bedieningstijd -
van de klanten die in een tijdsinterval van lengte l binnenkomen ,:;_ I is. 

Opmerking 8.2. In voorbeeld 8.1 doet het er niet toe in welke volgorde 

de klanten die in de rij staan te wachten bediend worden, als er maar 

steeds meteen een nieuwe klant geholpen wordt zodra de vorige klaar is. 

De verdelingsfuncties van de werkperiode en het aantal daarin geholpen 

klanten zijn onafhankelijk van de bedieningsvolgorde. 

Voorbeeld 8.2. Auto's passeren een bepaald punt van de weg volgens een 

stationair Poissonproces met intensiteit c. Gedurende·een tijdsduur o 
is de weg ter plaatse gestremd (zeg door een ongeluk of een rood stop

licht). Na opheffing van de strennaing heeft zich een file gevormd van 

k auto's, waarin k Poissonverdeeld is met verwachting coo De auto's zet-- - -

ten zich een voor een in beweging; als een auto is weggereden, zet de 

volgende auto zich pas in beweging na een zekere reactietijd. We veron

derstellen dat de verschillende reactietijden onderling onafhankelijke 

stochastische variabelen zijn die alle dezelfde verdelingsfunctie F met 

eerste momentµ~ 00 bezitten, en dat de reactietijden onafhankelijk zijn -
van de aankomsttijden der auto's. Gedurende de tijd dat de auto's zich 

van voren uit de file losmaken, kunnen zich nieuwe auto's achter de 

file aansluiten. 

We kunnen deze situatie beschrijven met k onderling onafhankelijke -
s tambomen, waarin de k auto's die de file vormden toen de s tr~11mtlng werd -
opgeheven de stamvaders zijn. De ''kinderen'' van een auto A zijn de auto's 

die zich bij de file hebben aangesloten gedurende de reactietijd tussen 

het wegrijden van.auto A en het wegrijden van de volgende auto uit de 

file-0 Wil het model kloppen, dan moeten we aannemen dat, indien de file 

nag uit een auto bestaat en deze laatste auto wegrijdt, de nu ''lege'' 

i 

! 
l. 
' -1 

I 
' ' ' 

_, 

--J 
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file nog gedurende een reactietijd x (verdelingsfunctie F) blijft be--
staano Komt een auto binnen deze reactietijd aan, dan stopt deze en 

rij dt door zodra de ''lege'' reactietij d verstreken is o Deze auto dient 

nog tot de file gerekend te warden (en hoeft niet de laatste van de 

file te zijn!). Is binnen de reactietijd geen auto gearriveerd, dan 

wordt de file geacht te zijn verdwenen na afloop van de reactietijdo 

Zij v het ti.i dsverloop na opheffing van de stremrtting gedurende -
welke de file bestaat en zij m het totaal aantal auto's dat tot deze -
filevorming heeft bijgedrageno Dan is v de som van k onderling onafhan-- -• 

kelijke stochastische variabelen Vo Omdat k Poissonverdeeld is met ver-- -
wachting co en onafhankelijk is van de termen van de som, geldt 

~ V 
9 -">.v -co(l-V(">.)) 
(_e - = e 

(8 0 20) 

£ v = co f v = coµ 
- - 1-cµ 

als 

• V ( waar1n V door 803) gedefinieerd wordt. 

Op dezelfde wijze volgt 

e 
-co{I-P(s)) 

0 cot.,m = -
co 

1-cµ 
als 

waarin P(s) door (8.17) gegeven wordt. 

cµ ~ I , 

cµ ~ 1 , 

Voorbeeld 8.3. Als F een exponentiele verdelingsfunctie is, dus 
V 

F(">.) = y/(y+">.) voor een y > O, dan wordt (8.3) een vierkantsvergelijking 

in•V, die expliciet oplosbaar iso We krijgen dan 

+ I_ Ir(). + t)2 _ 4yc 
v y+c y+c y+c 
V (">.) = ...:.....----....:..,,..--------2c 

y+c 

Met behulp van stelling 4.6 volgt 

(8 0 23) V' (x) = 
ff -(y+c)x v.J.. e 
C 

(2/yc x) 

n 

voor X > Q o 
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St~,llin,& 8._~• Zij F een verdelingsfunctie met eerste moment ll c (0, .... ). 

Vergelijking (8.3) definieert dan en slechts dan voor alle c E (0,µ- 1] 

een oneindig deelbare verdelingsfunctie V, als F oneindig deelbaar • 
l.S o 

Be;-1ijs. Wegens stelling 8.1 definieert (8.3) voor O < c 

delingsfunctie V. 

-1 
< µ 
= een ver-

C 

a) Als F oneindig deelbaar is, is Fl/n volledig monotoon op (0, 00 ) voor 
V 

n=t,2, •••• Daar A+c-cV (A) een op (0, 00 ) volledig monotone afgeleide 
C 

bezit, is 

I/] /n V 
= F (A+c-cV (A)) 

C 

volledig monotoon op (0, 00 ) voor n=l ,2, ••• wegens stelling 5. 7. 
-1 is een oneindig deelbare verdelingsfunctie als O < c ~ µ • 

.... 
b) Wegens de monotonie van F geldt 

V 
· F (X) 

V 

> V (>.) = C 

V \i V 

= F(A+c-cV (>.)) > F(X+c) 
C = 

Dus V 
C 

V V 

zodat limc+O Vc(l) = F(>.) voor alle X > O. Als V oneindig deelbaar is 
== C 

in een rechteromgeving van c=O, dan is F oneindig de·elbaar. 

Gevolg. De verdelingsfunctie V met dichtheid (8.23) is oneindig deel

baar ( 0 < c < y) • 
== 

Opmerking 8. ~ c 

• voor so"'nn""n1.ge c 

nieert en voor 

Het is ans niet bekend of er geval~en zijn, waatin (8.3) 

e (0,µ- 1] een oneindig deelbare verdelingsfunctie V defi

andere c e (0,µ- 1] niet. 
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Aat1hall;gs·e·l. St,~_1,ling van Lagrange-~tirmann. 

Dr. Strackee merkte op dat de co~ffici~nten van de machtreeksont

wikkeling 

✓ J-~pqs2)r 
ro 

= (1 .>,.(r)sn Ar(s) - l (1) r=t,2, ••• - voor • -2qs 
, 

n n=O 
4pqlsl 2 I < 

berekend kunnen worden met de stelling van Lagrange-Burmann. Aan 

Whittaker & Watson, A course of modern· analysis, 4th ed. p.133 ontlenen 

we· de·volgende stelling en de daarop volgende toepassing. 

Stelling. Zij qi een functie analytisch op en binnen een contour Com 

een punt a·,· en zij het complexe getal t zo, dat alle punten z E C vol-
, 

doen aan de ongelijkheid 

(2) lt¢(z)I < lz-al, 

dan heeft de vergelijking in~ 

(3) i;; = a + tcj> (z;) 

precies een·wortel I;;= i;;(t) binnen C en voor iedere functie f die ana

lytisch is op en binnen C geldt 

(4) f(l;;(t)) = f(a) + 
n-1 

dn-1 (f'(z) qin(z)) z=a • 
dz 

Toepassing. l\Te beschouwen de vergelijking 

(5) I;; = I + tz:;; 2 
• 

Voor het bestaan van een contour Com. l zo, dat 

(6) voor alle z ~ C 

is het nood-zakelijken voldoende dat ltl < !. 

. 
;1 -,, 

' . 

•. 

. 
' . 
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Nbodzakelijk: er meet een reeel getal z > 1 bestaan zo, dat jtjz2 < z-1; 

dan moet ltlz 2 - z + 1 = 0 twee verschillende reele wortels bezitten, 

dus de discriminant 1 - 4ltl meet pesitief zijn. 

Voldoende: zij !ti < ! en C de cirkel lz-1 I = I, dan geldt voor 
ie z = l + e E C dat I tz2 I = It I I z+2cos e I < ¼ I z+2cos 8 I ~ I = I z- 1 I o -

Derhalve geldt dat voor !ti <!de wortel l;, = r;;(t) van (5) die 

binnen C ligt voldoet aan 

(7) 1 + 

00 

= z: 
n=O 

z: 
n=l 

r 
2n+r 

n! 
.-n,;.~ 

. n-1 ',_ 

( r-1 2n) 
rz z z=l = 

r2n+r) n 
l n t ( r= I , 2, o o • ) • 

Van de wortels van (5) 

1 - ✓ 1-4t -
l;. 1 (t) = 2t ' 

(8) 

'2 (t) 
) + ✓ 1-4t -- 2t f 

is r;; 1(t) analytisch voor !ti<! met r;; 1(0) = l en is r;; 2 (t) analytisch 

voor ·It-I < ! met uitzonderi11g van de pool t=Oo Door (7) wordt een £unctie 

r;;(t) gedefinieerd die analytisch is voor ltl <¼met r;;(O) = l en die 

voor elke t met ltl < ! gelijk is aan r;; 1(t) of r;; 2(t)o Dus r;;(t) = ~l (t) 

voor ltl < ¼ • 

De functie A(s) gedefinieerd door (I) voldoet aan 

(9) 
A(s) 

ps • 

Wegens het voorgaande geldt voor jpqs2 < ! 

(10) 

en dus 

(11) 

a:, 

(A(s))r = \ ( 82 )n r (2n+r) 
Ps l pq 2n+r n ( r= 1 , 2, o • o ) , 

. (r) 
).r+2k --

).(r) - 0 -n 

n=O 

(r:2k) p r 
2+k 

r+k k 
q voor k,..O:, i , ., " , ; 

r;. 1 , 2--. ~ r: i., ; 

voor n=O, l , 2, ••• ; r= 1, 2, " 
met n-r + o.2,4, ... 

. 
' 
~ 


