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Inleiding

De hier behandelde stof is voornamelijk gebaseerd op Feller 2,
hoofdstuk XIII, dat handelt over Laplace-Stieltjesgetransformeerden van
verdelingsfuncties, maar omvat ook verschillende uitbreidingen. Met name
§ 7 geeft verschillende onlangs verkregen resultaten van Steutel en
Goldie over klassen van oneindig deelbare verdelingsfuncties (zie voor
de literatuur van § 7 blz, 79-80).

De paragrafen met nummer 2a, 3a en 6a vermelden eigenschappen van
karakteristieke functies, die corresponderen met de in de paragrafen 2,
3 en 6 behandelde eigenschappen van Laplace~Stieltjesgetransformeerden.
Naar onderstaande vier boeken wordt regelmatig in de tekst verwezen;
tussen rechte haken staan hier de trefwocorden vermeld, waarmee de ver-

wijzing in de tekst geschiedt,

L1

W. Feller, An introduction to probability theory and its

[Fe};ler ._l_-_[
| - applications, vol., I, 2nd ed, (1957); Wiley, New York

[Fetler 2] ¢ W, Feller, An introduction. to probability theory and its
applications, vol. II (1967); Wiley, New York.

ELukacé] : E. Lukacs, Characteristic. functions (1960); Griffin,
- London,
[widder] : D.V. Widder, The Laplace transform (1941); Princeton

University Press.,
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I. LAPLACE-STIELTJESGETRANSFORMEERDER

P ¥ P T S

5 1 Convergentie van verdelingsfuncties

St iyl P, 3y BT 4 AN el St arvin el pbr vt ttin

(Feller 2 VIII 1, gedeelte van 6)

Z1] R de verzameling der re&le petallen en 03 de g-algebra der

Borelverzamelingen van R,

Definitie 1.1, Een re&elwaardige functie U op R heet een maatfuncitie

als U rechtscontinu en nietdalend is,

Definitie 1,2, Twee maatfuncties U en V heten maatequivalent als U en

V een constante verschillen,

Maatequivalentie is een equivalentierelatie op de verzameling van maat-
functies. Er is een l-l-correspondentie tussen de maten op (R, ) die
eindig zijn op eindige intervallen en de equivalentieklassen van maat-
functies,

Een maatfunctie U definieert een maat p op (IR,B ) door
(1.1) u{(a,b]) = U) - U(a) voor a < b ;

de zo verkregen maat u is eindig op eindige intervallen en blijft de-—
zelfde indien we in (1.!) U vervangen door een met U maatequivalente
maatfunctie V,
Flke maat u op (IR,B ) die eindig is op eindige intervallen bepaalt
weer eenduidipg een equivalentieklasse van maatfuncties {Uc} door
c + p[[O,x]) voor x > 0

(1.2) U_(x) = {
c - u((x,D)} voor x < Q

In navolging van Feller schrijven we U{A} in plaats van u(A) als
A €{3. Met de akkoladen om het argument van U geven we dus aan dat we
niet de maatfunctie U bedoelen, maar de maat die door U op (IR,BB) gede~
finieerd wordt. Feller gebruikt de term ''measure' zowel voor U(.) als
voor U{.}, waar wij twee verschillende termen (maatfunctie resp. maat)

zullen gebruiken.
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Definitie 1.3. Een functie F op R is een verdelingsachtige functie als

¥ een maatfunctie 1s met

(1.3) F(~x) def 1im T(x) = 0 .

X>—o0

Definitie 1,4, Een functie F op IR 1s een verdelingsfunctie als F een

maatfunctie is met F(-=) = 0 en F(=) S&& 1im r(x) = 1.

M —»00

Definitie 1.5, Een functie T op IR is een defectieve verdelingsfunctie

als ¥ een maatfunctie is met F(-») = 0 en F(x) < 1. Het getal | — F(x)
heet het defect van F.

Hieronder volgen de termen die Feller gebruikt voor de functies, die

gedefinieerd worden in de definities 1.3, 1.4 en 1.5.

verdelingsfunctie distribution function,

proper distribution function
defectieve verdelingsfunctie defective distribution function
verdelingsachtige functie improper distribution function

Definitie 1.6. Een interval I van reé€le getallen (zij het open, half-

open of gesloten en eventueel onbegrensd) heet een continuitertsinter-

val van een maatfunctie U, als U continu is in de eindige eindpunten

van 1.

Feller eist op blz. 242 dat continuiteitsintervallen open zijn,
maar reeds op de volgende bladzijde overtreedt hij de beperking die

deze eils hem oplegt.

Definitie 1.7. De rij maatfuncties {U_} is maatconvergent, als er een

maatfunctie U 1s met

(1.4) lim U_{1} = u{1}

T} 0
voor ieder begrensd continuilteitsinterval I van U. In dit geval heet de

rij {Un} maateonvergent naar U. (N.B. Als een U voldoet aan (1.4), dan

voldoet ook U+e!)



Opmerking 1.1. Als we in (1.4) U vervangen door V. =U + ¢ (c redel
n n o} n on

getal), dan is ook {Vn} maatconvergent naar U. Het is duidelijk dat het

vVoor maatconvergente {Un} mogelijk is dat {Un(x)} voor geen enkele x

convergeert,

g T s

Definitie 1,8, De rij verdelingsachtige functies {Fn} is Ronvergent,
als er een verdelingsachtige functie F bestaat zd, dat {Fn} maatconver-
gent naar F is. In dit geval heet de rij {Fn} kKonvergent naar F en we
gebruiken alleen hier de notatie Fn > T dan wel 1im Fn = I (N.B. hier
kan F dus noch in de definitie, noch in de notatie door F+c¢ vervangen
worden)., Door de spelling van "konvergent" maken we onderscheid tussen
het hier gedefinieerde begrip en het begrip "convergent" dat we kennen

voor rijem van reéle getallen.

Definitie 1.9. De rij verdelingsachtige functies {Fn} is verdelingsach—

t1g convergent, als er een verdelingsachtige functie F bestaat met

(1.5) 1imFﬁ(x) = TF{x)

) AR
voor alle continuiteitspunten x van F. In dit geval heet de rij {F_}

n
verdelingsachtig convergent naar T,

Definitie 1.10, De rij verdelingsfuncties {Fn} is conservatief conver-—
gent, als er een verdelingsfunctie F bestaat z6, dat {Fn} maatconvergent

naar F is. In dit geval heet de rij {Fn} conservatief convergent naar
F (notatie Fn@EEEE-F).

Om de lezer zo snel mogelijk met deze drie convergentiebegrippen
voor verdelingsachtige functies (en in het bijzonder verdelingsfuncties)
vertrouwd te maken volgt hier een opsomming van allerlei eigenschappen,

die in de hierna volgende stellingen en opmerkingen zullen worden bewe-

zen,
1) (vgl. stelling 1.2)
a) Conservatieve convergentie van verdelingsfuncties impliceert ver-
delingsachtige convergentie van die verdelingsfuncties.
b) Verdelingsachtige convergentie van verdelingsachtige functies im-

pliceert konvergentie van die verdelingsachtige functies.




2) Geen enkele implicatie in 1) kan worden omgekeerd (zie opm. 1.5 in
verband met de omkering van a) en voorbeeld 1.l in verband met de
omkering van b) ).

3) Uit de tegenvoorbeelden blijkt dat we de verschillen tussen de drie
convergentiebegrippen voor werdelingsfunctics als volgt kunnen
schetscen,

Bij conservatieve convergentie verdwijnt er geen massa naar -« of
+o; bij verdelingsachtige convergentie kan er massa naar + verdwi -

nen; bij konvergentie kan er zowel naar -« als naar +© massa ver-—

dwijnen.

4) Als {F | een rij verdelingsfuncties is, dan peldt a) ' - F dan en

n n
slechts dan als F+ een verdelingsachtipe functie ™ is met

Fn{I} + F{I} voor elk eindig continuiteitsinterval I van I' (def.

1.8), terwiil b) Fn =273

» F dan en slechts dan als F- een verdelings-
achtige functie i is met Fn{I} + F{1} voor elk continuiteitsinterval

I van T (stelling 1.1).

Opmerking 1.2. Bij ons is, in navolging van Feller, konvergentie van

verdelingsachtige functies konvergentie volgens def. 1.8. De meeste
andere auteurs definiéren "convergentie' van verdelingsachtige functies
volgens def. 1.9. Feller bespreekt convergentic volgens def. 1.9 in een

voetnoot op blz. 243 en maakt verder geen gebruik van dit begrip.

Hieronder volgen de termen die Feller gebruikt voor de convergen-
tiebegrippen, die worden gedefinieerd in de definities 1.7, 1.8, 1.9
en 1,10,

maatconvergent convergent

konvergent convergent

verdelingsachtig convergent ———

conservatief convergent properly convergent
(alleen voor verdelingsfuncties)

niet—-conservatief convergent improperly convergent
(alleen voor verdelingsfuncties)

L

Opmerking 1.3. Als een rij verdelingsachtige functies {Fn} naar F kon-

vergeert, is het niet mogelijk zoals in opm. 1.l Fn te vervangen door

maatequivalente maatfuncties. We hebben dan geen verdelingsachtige




functies meer, die immers moeten voldoen aan eis (1.3). Tech is het nog
steeds mogelijk dat Fn -~ F, terwijl {Fn(x)} voor geen enkele x conver-

geert, Dit blijkt uit het volgende voorbeeld.

Voorbeeld 1.1, Zij T een verdelingsfunctie en

i e o g Nt il Nl i napall

(1.6) F_(x) = F(x + (-1)"n) voor n = 1,2,...,

dan is llm_an(x) = | en lim F2n+](x) = 0 voor alle reédle x, terwijl

lim Fn{I} = 0 voor alle begrensde intervallen I.

Opmerking 1.4, Als een rij verdelingsfuncties {Fn} naar een defectieve

Y S g WL T i

verdelingsfunctie T konvergeert, spreken we van niet—conservatieve

convergentie.

e

Stelling 1.1. De rij verdelingsfuncties {Fn} convergeert dan en slechts

dan conservatief, als er een verdelingsachtige functie F is met
(1.7) lim F_{I1} = F{1}
voor alle continuiteitsintervallen I van T,

Bewiliys.
a) Als (1.7) geldt voor alle continuiteitsintervallen I van de verde-
lingsachtige functie F, dan konvergeert P per definitie naar T en

geldt bovendien, daar R een continuiteitsinterval is,
(1.8) F(2) = F{R} = lim F_{R} = |

b) Zi] nu gegeven Fn =288 r. Dan is F een verdelingsfunctie., Voor be-
grensde continuiteitsintervallen I geldt (1.7) wegens def, 1.7 en
def. 1.8, Zij I nu een onbegrensd continuiteitsinterval van F en
zii € > 0. Omdat F{I} eindig is, i1s er een begrensd continuiteits~
interval J van F met J< I en F{J} > F{I} ~ £, Daar Fn{J} +*F{J}
en FH{I} ;:FH{J}, 1s liminf Fn{I} ;FF{I} - €,

Dit laatste geldt voor elke € > 0 en bijgevolg 1is

(1.9) liminf F_{I} > F{1}




(N.B. drukfout in (1.3) van Feller 2, blz. 242),

Het complement I' van I is ook een onbegrensd continuiteitsinterval
van T, zodat (1.9) ook geldt voor I'. Daar Fn{I‘} = 1 - Fn{l} en
F{1'} = 1 - r{1}, is

(1.10) limsup Fn{l} < r{1}.
Combinatie van (1.9) en (1,10) geeft (1.7).

Stelling 1.2,

|

a) Conservatieve convergentie van verdelingsfuncties impliceert verde-
lingsachtige convergentie van die verdelingsfuncties.
b) Verdelingsachtige convergentie van verdelingsachtige functies impli-~

ceert konvergentie van die verdelingsachtige functies.

Bewijs.

a) Laat de rij verdelingsfuncties {Fn} naar een verdelingsfunctie kon-
vergeren, Als x een continuiteitspunt van F is, 1is (-mgx] een con-

tinuiteitsinterval van ¥ en geldt wegens de vorige stelling
(1.11) F_(x) = Fn{(—m,:{]} > F{ (~=,x]} = F(x).

b) Laat de rij verdelingsachtige functies {Fn} verdelingsachtig conver-

gent zijn naar (een verdelingsachtige functie) T. Wegens def. 1.9

geldt nu

(1.12) Fn{I} ~ F{1}

voor elk continuiteitsinterval I van F van de vorm (~W,x].
Voor ¢ > 0 1is Fn(X"E) ;an(xﬂﬂ) ;=Fn(x) wvegens de monotonie van F .

Voor elk paar continuiteitspunten x-€,x van F volgt hieruit
(1.13) F(x—-¢) < liminf Fn(x—O) éﬁlimsup'Fn(x—O) < F(x).

Omdat de continuiteitspunten van F dicht liggen, is het mogelijk ¢

naar 0 te laten gaan, terwijl x—e continuiteitspunten van F door-

loopt, zodat uit (1.13) volgt

(1.14) F_(x-0) - F(x-0) = F(x)




Dus (1.12) geldt ook voor continuiteitsintervallen van de vorm I = (-=,x).
Elk begrensd continuiteitsinterval van T is het verschil van twee
continuiteitsintervallen van de vorm (-=,x]| of (~=,x), zodat (1.12)

geldt voor alle begrensde continuiteitsintervallen van F.

Opmerking 1.5, De implicaties in stelling 1.2 kunnen niet worden omge-

keerd. Een tegenvoorbeeld tegen de omkering van b) is al gegeven door
voorbeeld 1.1.
Tegenvoorbeeld tegen de omkering van a):

We definiéren de verdelingsfunctie 1 doox

! voor x > 0 ,
(1.15) 1{x) = {
0 voor x < O .
Z1ij Fn(x) = 1(x-n), dan is lim Fn(x) = 0 voor alle red8le x,.

Stelling 1.3. Als {Fn} een rij verdelingsfuncties is met dichtheden

fn ='F; en fn convergeert bijna overal naar f, waarbij f de dichtheid
is van een verdelingsfunctie F, dan convergeert Fnconservatief naar F.
Bewljs.

Voor elke A €{3 geldt wegens het lemma van Fatou
(1.16) Af f(x) dx = AI liminf f(x) dx < liminf Af fn(x) dx

Omdat (1,16) ook geldt voor A" = IR- A en omdat ﬂlf f(x) dx =
= HKI fn(x) dx = 1, geldt ook

(1.17) o () dx 2 limsup o £ () dx
zodat
(1.18) lim [ £ (x) dx = o £ dx .

Dus F_{A} + F{A} voor alle A g(B. Met behulp van stelling 1.1 volgt het
n

gestelde.

Opmerking 1.6. Het omgekeerde van stelling 1.3 is niet waar. Neem voor

n=1,2,...




I - cos Z2nnx voor 0 < x <1,
(1.19) fn(X) =
0 elders
dan 1is
_ . _ sin 2nmx
(1.20) Fn(x) = ¥ e voor 0<x <1 |,

zodat Fn(x) + X wvoor n -+ wen 0 < x <1, terwijl ﬁn(x) niet naar |

convergeert.

Definitie 1.1!1, Een maatfunctie U heet geconcentreerd op een Borelverza-

—

meling A als U{IR - A} = O,

Gevolg, Elke maatfunctie is geconcentreerd op IR

In de volgende paragrafen van dit hoofdstuk, die handelen over Laplace-

Stieltiesgetransformeerden, zijn de maatfuncties die ter sprake komen

uitsluitend verdelingsachtige functies, geconcentreerd op [0,=). De

volgende stelling laat zien dat voor deze verdelingsachtige functies de

begrippen konvergentie en verdelingsachtige convergentie identiek zijn.

Stelling 1.4, Een rij op [p,m) ceconcentreerde verdelingsachtige functies

h? } is dan en slechts dan konvergent als ze verdelingsachtig convergent

&+

185,

Bewijs.
Volgens stelling !.2 impliceert verdelingsachtipe convergentie konver-

gentie. Zij de rij {Fn} konvergent naar T, dat wil zeggen T 1s een verde-

lingsachtige functie met
(1.21) Fn{l}-+ F{1}

voor alle begrensde continuiteitsintervallen I van F.

Daar Fn{I} = 0 voor alle begrensde continuiteitsintervallen T van F met

alleen negatieve getallen, geldt F{I} = 0 voor deze intervallen.

....n"?"f T.?'f.-. ’lﬂﬂ?} ﬂ-.cj ‘}




Dus ook F 1s geconcentreerd op [b;w). Zij x > 0 een continuiteitspunt van

F, dan geldt, daar ook -1 een continuiteitspunt van T is,

Fn{ (“W,X]} = Fn{ [—-l ,xj} > 1?{ ["],}{]} o

F{(-=,x|} = F(x),

(1.22) Fn(x)

terwijl voor x < 0 geldt dat Fn(x) = (x)} = 0, Dus {Fn} is verdelingscon-—

vergent naar T.

n-— Ty eyt

{un} een rij reelwaardige functies op IR. Dan is er een deelrij

{u Ym 25, dat lim u (a ) bestaat voor alle n > | (de limieten kunnen
n, ‘ k=l | " 8] —
k x>0 k
oneindig zijn).

RBewi]js

[P g e |

met behulp van de diagonaalmethode van Cantor. De rij {uﬁ}bevat een deel-

rij {u };_1 z6, dat de rij {un (al)}:=] een limiet heeft. Uitgaande
MLk _ 1,k ~
van een deelrij {un }P— z6, dat de rij {un (am)}k=l een limiet

m, Kk = m, K

heeft: kunnen we een rij {un }k=1 vinden, die deelrij is van
- m+l,k -
{un }k=l en zo0, dat {un (am+1)}k=1 een limiet heeft.

m, Kk m+],k

Beschouw, na op deze wijze voor m = 1,2,... deelrijen {u
- m, K

geconstrueerd te hebben, de diagonaalrij {un }k=l' Voor m = 1,2,.,.
I, ke
geldt: afgezien van de eerste m-l termen is de diagonaalrij een deelrij

oo

van {un k}k=] en bijgevolg heeft de rij {unk k(am)}k=1 een limiet,
41 ’

_StEILiQE_ILE- (Helly). 1Iedere rij verdelingsfuncties {Fn} bezit een

deelrij die naar een eventueel defectieve verdelingsfunctie T konvergeert.

Bewi]s.
Z1ij {r }m | een aftelling van de rationale getallen. Wegens stelling 1.5
m’ m=
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en de uniforme begrenzing [p,I] voor verdelingsfuncties is er een deel-

ri] {Fnk}k=l Van.{Fn} z6, dat Fnk(rm) voor k =+ « en alle natuurlijke ge-
tallen m convergeert, zeg naar G(rm), waarbij O 5_G(rm):; I,

Mo

Omdat de Fn. niet—~dalend zijn, is G (gedefinieerd op de rationale
k

getallen) niet-dalend. Voor reéle x definiéren wij G door

(1.23) G(x) = inf G(rm).

r >x

Deze definitie laat de waarden van G(x) voor rationale x onveranderd en

maakt van G een niet-dalende functie op IR met waarden in [Q,f].

Z1] X een reé&el getal en r', r" twee rationale getallen met

L]

r' < x < r"”, Dan geldt

(1.24) lim F_ (r') = G(r') g liminf F_ (x) < limsup F_ (x) g
o e k+ o e K-+oo0 M

< lim T (") = G(r").

leroo Z

Omdat de rationale getallen dicht in de re&le getallen liggen, volgt uit
(1.24)

(1.25) G(x~-0) < liminf F_ (x) £ limsup Fn (x) < G(x+0).
< 14

Als x een continuiteitspunt van G is, geldt

(1.26) lim T_ (x) = G(x)
"k

lceo

en bovendien

(1.27) 1im F  (x-0) = G(x) ,
ke Tk

omdat in (1.24) en (1,25) zonder bezwaar X 1n de argumenten van Fnk
door x~0 mag worden vervangen,

Zij+§(x) = G(x+0), dan 1is C rechtscontinu en niet-dalend, dus een maat-—
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functie, Daar G(x) = c(x) voor continuiteitspunten x van G (G en G
hebben dezelfde continuiteitspunten), blijven (1.26) en (1.27) juist

]

voor deze X, indien we G vervangen door G,

£ b

Z17
(1.28) F(x) = G(x) - G(~=)

[G(*w) kan positief zijn, zie voorbeeld 1.1], dan 1s F een eventueel
defectieve verdelingsfunctie. Voor elk begrensd continuiteitsinterval

I van F met eindpunten a en b (a < b) geldt nu wepgens (1.26) en (1.27)

met G in plaats van G

(1.29) lim 7_ {1}

oo nk

G(b) - G(a) = F(b) - F(a) = {1} ,

Het 1s mogelijk voor konvergentie van verdelingsfuncties noodzake-
lijke en voldoende voorwaarden te vinden, die geformuleerd zijn in termen
van convergentie van verwachtingen. Daartoe hebben we de volgende defi-

nities nodig.

Definitie 1.12, C(~«=,~) is de verzameling van alle refelwaardige be-

grensde continue functies op IR; Co(mw,M) is de verzameling van alle

U € C{~»,») met 1lim u(x) = 1lim ux) = 0.
QR st =~ W0

Vanaf nu is in deze paragraaf steeds sprake van een rij verdelings
functies {Fn} een een eventueel defectieve verdelingsfunctie F. Ve maken

gebruik wvan de afkortingen

(1.30) M (w) = [T u(x) dF_(x) M) = __J" u(x) dF(x).

De notatie (1.30), die in deze paragraaf voor verwachtingen gebruikt zal
vorden, wijkt af van de gangbare notatie, die in de volgende paragrafen
weer gebruikt zal worden. In die notatie schrijven we é?uﬁfn) in plaats
van Mn(u) en gu(ﬁ) in plaats van M(u), waarbij X verdeeld is volgens

Fn.vaor n=1,2,... en x volgens F.
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Stelling 1.7, Zij {Fn} een rij verdelingsfuncties,

a) Er bestaat dan en slechts dan een eventueel defectieve verdelings-
functie T 23, dat F > T, als {Mn(u)} convergeert voor alle

u e-CQ(nm,m), In dit geval geldt
(1.31) Mn(”) > M(u)

voor alle u € CO(-m,m),

b) Er bestaat dan en slechts dan een verdelingsfunctie F z§, dat
Fn > F, als{Mﬁ(u)}convergaert voor alle u € C(—»,»), In dit geval
geldt (1.31) voor alle u & C(~w, =),

Bewi]s,

(i) [a) : (=>)]. Gegeven is F > T. 2ij ue C_(~=,) en € > 0, dan is

er een beprensd en gesloten continuiteitsinterval A = [a,b] van F
z6, dat |u(x)| < ¢ voor x € A' = R- A. Omdat u uniform continu is

op A, is er een natuurlijk getal k en een verdeling a = X, < Xy <

< ... <x_ =Db van A 25, dat x ,x continuiteitspunten van

k R R
F zijn en de schommeling van u in elk interval [}i_],xil (L = 1,2,

y» ++ yk) minder dan e bedraagt. Zij

u(xi) als X e-(xi_l,xi], i=1,2,...,k ,
(1.32) og(x) = u{a) als X =x_ = a,

0 als x &€ A",
dan 1is
(1.33)  flo - ul] €L qup |ox) - u@)| < €,

Xe IR

waaruit volgt
(1.34) \Mﬁ(d) - Mn(u)i < g, IM(0) - M(u)]| < €.
Omdat X 3KiseeesXy continuiteitspunten van F zijn, geldt

%
(1.35) Mﬁ(g) = ‘E u(xi)(Fn(xi) ~ Fn(xi—1>) + u(a)(Fn(a) - Fn(a~0)] —>

1=]
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k
— 121 u(x,) (FGx;) = Plx,_ 1)) = M)

zodat {M(o) - Mn(a)] < € voor voldoende grote n.
Wegens (1.32) geldt voor deze n
(1.36) IM(u) - Mn(u)l < 38

zodat (1.31) geldt voor u.e.Co(wm,W).

(11) [b) : (:ma)]. Gegeven 18 Fn + T met F een verdelingsfunctie.
7Zij € > 0, dan is er een begrensd en gesloten continuiteitsinter-
val A = [ﬁ,ﬁj van [ met F{A} > 1 - €, Zij u € C(-=,x), zeg met
1 ullé:l. Op dezelfde wijze als in (i) kunnen we, gegeven I, A,

u en €, een trapfunctie o construeren,

Nu geldt
(1.37) IM(0) - M(u)| < eF{A} + 1 - F{A} < 2¢
en voor voldoende grote n
(1.38) M (o) - M (W] < eT _{A} + 1 - r {a} < 3e

want Fn{A} + TF{A}, omdat A een continuiteitsinterval van T is. Omdat
(1.35) onveranderd blijft gelden, is ook ‘M(G) - Mn(c::r)l < £ yoor vol-

doende grote n, zodat voor deze n wegens (1.37) en (1,38)

(1.39) IM(u) - Mn(u)! < 6E

Nu geldt (1.31) voor u e C(-=,»).

(i1i1) [é) : (<:==)J. Cepeven .18 een rij verdelingsfuncties {Fn} 20 ,

dat {Mn(u)} convergeert voor alle u € CO(—W,M).

k nk

sventueel defectieve verdelingsfunctie., Z1i] M? de verwachtingsoperator

Wegens stelling 1.6 1s er een deelri] {Fn | z6, dat F_ + T met T een
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met betrekking tot deze F, dan reldt wecens de reeds bewezen gedeelten
van deze stelling

(1.40) M (u) > MF(u)

M

voor u & CQ(—mim). epens de gepeven converpentie van{Mn(u)} kan alleen
dan een eventucel defectieve verdelingsfunctie G limiet zijn van een

deelrij van {Fn} als MF = MG ap Cg(*ﬂ,m).

Zii A een Borelverzameling, dan wvordt X\ de tndicator van A, pe-

definieerd door

I als x €A,

(1.41) XA(X} =
0 als x & A,

Omdat x(~m'x] limiet is van een uniform begrensde rij functies {un} met
3

u & Co(ﬂm,m), geldt wegens de stelling van Lebesgue over pemajoreerde

convergentie

(1.42) r{x) =

ﬁF(x(—m,iI) B iiz MF(un) B

il
il

1lim MG(un) == AG(X{ﬂw,x]) G(x) ,

n—>re
zodat ¥ en G identiek zijn. Llke oneindige deelrij van {Fn} bezit een
konvergente deelrij, die dus naar T' moet konvergeren.

Stel dat {Fn} niet naar F konvergeert, dan is er een begrensd con-
tinuiteitsinterval I van F zd, dat {Fn{l}} niet naar F{I} convergeert,

dus er is een redel getal a # F{I] en een deelrij {Fn } van {Fn} z0,
14
dat F_ {I} ~ a. Maar {Fn } bevat een konvergente dealrij-{l?‘{1 | die naar
e k k
1
T konvergeert, zodat Fn {I} *—F{IL Tepenspraak, dus Fn -+ F.

k‘.l

{iv) Eb) : (<mm§1. Cepeven is een rij verdelingsfuncties {Fn} z6, dat

{Mn(u)} convergeert voor elke u & C(-=,»).

De overwegingen in (iii) zijn nu geldig met CQ(—m,m) vervangen

dooxr C(=w,»),
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Daar de constante functie ! € C(-=,=), ¢geldt

(1.43) F(=) = M(1) = lim Mn(l) = ]

Dus F is een verdelingsfunctie.

verdelingsfuncties{FﬁBdan en slechts dan verdelingsachtig convergent is,

als {Mh(u)} convergeert voor alle u € C(~»,) met lim u(x) = O,
W0

Uit stelling 1.7 kunnen we de volgende veelgebruikte stelling af-

leiden.

Stelling 1.8, Zij {Vn} een rij maatfuncties die maatconvergent is naar

cen maatfunctie V, Zij verder [é,b] een begrensd en gesloten continui-

teitsinterval van V en zij u een re#elwaardige continue functie op
[},b], dan geldt

(1.44) f u(x) dv (x) — f u(x) dvix) voor 1 > %,
[a,b] . [a,b]

RBewiis.

Stel V{[éjb]} > 0, dan is Vn{[é,b]} > 0 voor voldoende grote n. Z1ij

vOoOor deze n

.J# 0 vOoOor X < a ,
(1.45) Fn(x) = Vn{ [a,x:_}
s < < b
v {-Ea,b,_ } vOoOor a = X = 3
n
L l vVOoOor x > b ,

terwvijl T analoog aan (1.45) met behulp van V gedefiniecerd wordt, dan is

{F } een rij verdelingsfuncties die conservatief naar T convergeert.
n - '

We definidren u € C(~~,») door

u(a) voor x < a ,
(1.46) u(x) = u(x) voor a <x <b,
ul(b) voor x >b .
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Wegens stelling 1.7b en wegens Vn{[é,bj} - e V{[é,ﬁ]} reldt

(1.47) [ u) dv_(x)

[a,b] Mn(ﬁ) Vn{ [a,b]} > M(u) vn{[a’b]} _

I

[ ux) dv(x) .
[a,b]

qus'V{[§,5]}= 0, dan is het rechterlid van (1.44) gelijk aan nul, ter-
wijl de absolute waarde van het linkerlid overschat wordt door

Vn{[é,ﬁj},max lu(x)| =+ 0 voor n + =,
agxzh

Opmerking 1.8, Stelling 1.8 kan ook rechtstreeks bewezen worden door

bi1j V op [a,b] een trapfunctie o te construeren als in het bewijs van

stelling 1.7.

Tot slot volgen er twee stellingen over convergentie van momenten

van verdelingsfuncties.

Stelling 1.9. Een rij verdelingsfuncties {Fn}, geconcentreerd op [p,{],

Pl TR TR

konvergeert dan en slechts dan naar een limiet T, als voor alle niet-
. Iz
negatieve gehele getallen k de momenten Mn(x } convergeren naar een
. . kk e :
re&el getal Moo In dit geval 1s M = M({(x ) het k= moment van F en 1s

{Fn} conservatief convergent.,

Bewiis.

Ziij F - F. Voor alle begrensde continuiteitsintervallen T van I met
n
[b,]] C I peldt 1 = Fn{I} +-F{I}, zodat F{[p,l]} =}, T 1s dus een ver-

delingsfunctie, geconcentreerd op [D,l]*

Wegens stelling 1.8 geldt nu voor k =0,1,...

_ - k
den(x) +bf!xde(x) = M{(x ")

kk 1
(1.48) M (x7) = ] ox
. . k
Zij nu gegeven, dat Vvoor k =0,1,2,... de ri] momenten {ﬂn(x )}*naar
een petal uk convergeert, Dan 18 {Mn(p)} convergent voor ellk polynoom
n(x). Volgens de benaderinesstelling van Weierstrass (zie ook Feller

2 V1I,2) kan elke u & C(~w,®) op I:O,I] uniform door polynomen benaderd

. I g T . O e A el
. B B o BT T N Fhn I
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worden, waaruit de convergentie volgt van {M (u)} voor elke u & C(-=,»),
n
Wegens stelling 1.7b geldt nu dat Fn conservatief naar een T conver-
e :
geert en dat uk_het k™ moment 1s van T.

Opmerking 1.9, In het algemenere geval, als de verdelingsfuncties'En

s i e

niet op eenzelfde beprensd interval peconcentreerd zijn, hoeft uit de
conservatieve convergentie van {Fn} geen convergentie van de momenten
te volgen. Zij bijvoorbeeld voor n = 1,2,...

1

(1.49) P () = (1 - A UG+t x - n?),

dan convergeert T (x) puntsgewijs naar 1(x) voor n -+ «, maar tepeliik
" :

geldt Mn(}{) = 1 > o,

De volpende stelling geeft resultaten cover convergentie van mo-

menten voor het algemenere geval,

Stelling 1.10. Als een rij verdelingsfuncties {Fn} naar F konvergeert

en voor een p > O enn = 1,2,,.. peldt dat Mn(lxlp) < € < =, dan geldt

a)  M(]x|?) < liminf M_(|x]") <C ;

n->«

b)Y  lim M (|x!®) = M(x|®) wveor 0 <0 < p
I?.‘“"mn

c) F is een verdelingsfunctie .

Dewl]s.
We spreken af, dat a in dit bewijs steeds een positief redel petal is

23, dat —a en a continuiteitspunten van T zijin,

a) Wegens stelling 1.8 geldt voor alle in aanmerking komende a > O

(1.50) _afa !x{ngn(x) > —afa 1x!odﬁ(x)
Omdat het linkerlid

van (1.50) kleiner is éan.Mn(!xip), geldt

L || Pdr (x) ;:iiﬁinf M (1x1®)

(1.51)

blijft de ongelijk-

Omdat het rechterlid van (1.51) niet van a afhangt,
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heid gelden als links a + « gaat,.
b)Y Zij 0 < a < p. Uit a) weten we dat M(lx!a) bestaat, omdat M(|xlp)

bestaat. Lr peldt

M= = (x[D)] <

(1.52)
a ) a; o oL
;=|~aj lxl dF (x) - “af ix| an(x)l + 1i|£;X| dF {x) +
+ f ixiadF (x)
x| >a i
Omdat
(1.53) f ‘X|&dF (x) ;:aa—p f IXIDdF (x) ;:aanpc .
%] >a i x|2a "

convergeert de laatste term in het rechterlid van (1.52) uniform in n

naar 0 voor a - =, evenals de middelste term in het rechterlid van

(1.52), deze vanwepe het bestaan van ﬁ(lx!a).

Kies bij € > O een a 25, dat voor n = 1,2,...

f lx|%dF(x) + [ ’xiﬁan(x} < E .

|x|>a

(1.54)

x| 22
Wegens stelling 1.8 is de eerste term in het rechterlid van (1.52)

< € voor voldoende grote n. Dus het linkerlid is kleiner dan Ze, waar-
uit b) volgt.

0.

c} Gevolg van b) met o
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§ 2 Heflnltlc van Laplace- qt1e1t7esnetraanarmeerden

SotntileG 4 il v Rl i M

IR AT s e -
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T contzmn teitsstelline

B TRERL FYT et = il ey gl o e B e A ' W il ,-w.ut s
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Nefinitie 2.1, Als T een eventucel defectieve verdelinesfunctie is, ro-

g g - v ol s ol ewl VPR vt 0 mm CE BN Tk, BT WP d . flee . oy

concentreera op [C,m}, dan 1s de Lanlace~-ft7eltfeaoetrans formeerds van

- v | ] »
T ode functice T oon [D,m) codefinicerd door
-y v o0 “}t}:
(2.1) T(A) = f & AT () VOOor o> 0o,

Aflkorting. Ve schrijven voortaan '"T.8-cotransforreerde’” in plaats van

’“i""]-#—l-ﬁn—--*iﬁ

"Laplace-Sticltiesretransformeerde’’,

o
Opmerking 2.1, Met f bedoelen wie de interranl f . mdat ¥ orecorcen-
n- [0,m)
T =t t " o i‘(} iy £F 3 v - "3 2 ——— +$ T 1 r{& oy FYNAT Ry g S
treerd 1s op 10,«) moren ve het intesratic-interva yer) vorvaneon
'

door (—w,=), zonder dat ¥V verandert. Tellens smnneer v over de Li-ve-

T .

transforneerde van cen c¢ventueel defectieve verdelinesfunctice T spreion,

» *

ig stilzwiirend verondersteld dat T ecconcentrecrd is op [b,

ﬁﬁwcrlznﬁ 2.2, Vaal worden LS—eceotransformeerden van verdelinesfuncties

COR T Al —— ﬁu-q-ui*—"""-"-""!

redefinieerd door (2.1) voor Re X > 0, In navoleine van "eller beperien

v ons hicer tot redle X,

Opmerking 2.3. 7Zij x een nict-nepatieve stochastische variabele met ver-

Suqmrrile B . i, gy +. rereie s iliern il v ':I.nm — g T .

V # L ¥
delingsfunctie ¥, dan noemen we T de LS-petransformeerde 177 x. Ve hunnen

LV

" nu schriiven alg een verwaehting:
- AR
(2.2) TQA) = ¢ "=,

Voorbeeld 2.1, Als 0,1,2,... de mogelijke waarden van x zijn cn

b

de bijbehorende kansen, dan is

el xv -yl Conaliy 8 o ey i e yp———

DasDysDpsses

coll. Wh-rek. afl., 3

o =g BT e MMM
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-1\ \

(2.3) F(A) = P e VOOT

n

0,

>

N ~1 8

0

terwijl de genererende functie I van de rij {pn} gedefinieerd wordt door

(2.4) P(s) = ) ps' = EX Voor ls| <1 .
n=0 =
Dusg
2 5 ¥ = ~A
(2.5) F(X) = P(e ™) .,

De laatste relatie verklaart de analogie tussen eigenschappen van LS-

getransformeerden en die van kansgenererende functies.

Stelling 2.1. Als T een eventueel defectieve verdelingsfunctie is, dan

peldt:
A . :
1Y F()) 1is continu voor A > 0 ;
2) 0 < F(A) < F(=) <1 voor A > O ;
3) ¥ is niet stijgend ;

v
4) T is dan en slechts dan een verdelingsfunctie als F(0Q) = 1 ,

BEWij S )
1) T(+h) = fm e—(A+h)X dF(x) — fm e M ¥ dF (x) = F())
Q= O-
voor h + 0, omdat | een sommeerbare majorant van e (A+h)x 18

(stelling van Lebesguie over gemajoreerde convergentie);

2) en 3) volgen uit de begrenzing en de monotonie van de integrand;

4) () = [¥ dF(x) = T(=),
0O~

Stelling 2.2, Verschillende eventueel defectieve verdelingsfuncties be-

zitten verschillende L8=-getransformeerden,

Dewijs,
Direct gevolg van de omkeerstelling, welke later volgt (zie § 5). Het

bewijs dat Feller in 2 XIII,! geeft berust op de stelling dat een ver-
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delingsfunctie, geconcentreerd op [O,l], ecenduidig bepaald is door zijn

momentean.

Cevolg. Verdelingsfuncties en defectieve verdelingsfuncties zijn ecendui-

dig bepaald door, dus in principe herkenbaar aan hun LS~-getransformeerden.

Stelling 2.3 (continuiteitsstelling).

Z1] {Fn} een rij verdelingsfuncties. De rij {Fn} konvergeert dan en
slechts dan naar een eventueel defectieve verdelingsfunctie T, als er
een functie ¢ op (0,*) is met ﬁn(k) + ¢{(A) voor alle A > 0., In dat geval
is ¢ = 3 op (O,»). De limiet F is niet-defectief dan en slechts dan als

(2.6) 6¢0) 285 1im a0y =1 .

A0

Bewi]js.

o |
Zij] gegeven Fn + F. Dan geldt Fn(k) +—§(k) voor A > 0 wegens stelling
1.7a (als 2 > 0 is er een u € CO(HN,W) met u(x) = et_“AX voor x 2 0),
v
Z1j gegeven Fn(k) -~ ¢(A) voor alle A > 0. Wepgens stelling 1.6

(Helly) 1is er een convergente deelrij {Fnl} van {Fn}. Zi] T = 1lim Fn .
L k

dan geldt wegens het ecerste gedeelte van dit bewilis E#k(k) +'E(A) voor
A > 0, dus %(k) = ¢ (i) voor 2 > O,

Hierdoor is T wegens de continuiteit wvan F in O volledig bepaald,
en ﬁ'bepaalt wepens stelling 2.2 eenduidig T, dus alleen deze F kan
limiet zijn van deelrijen van {Fn}. Als in het bewijs van stelling 1.7
(blz. 14) volsgt ?n -+ F,

De laatste bewering van de stelling volgt uit ¢(0) = %(0) = (=),

v
Opmerking 2.4, Als Fn.+ ™, dan hoeft niet te pelden dat Fn(D) + F(0).
vl otk g 5
Heem.Fn(x) = 1{(x-n) en T{(x) = 0, dan peldt Fn(k) = e x’ F(A) = 0. Nu

AV
18 ﬁn(O) = 1 voorn=1,2,..., en ¥F(0) = 0, terwijl Fn + T,

Als we def. 2.1 bekijken, zien we dat het linkerlid van (2.1) niet
verandert, indien we rechts F door een met T maatequivalente maatfunctic
v
vervangen, We kunnen T met evenveel recht de LS-petransformeerde van de

door F op [b,m) geInduceerde maat noemen, of de LS=-getransformeerde van
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de equivalenticklasse van maatfuncties waar T toe behoort.

We willen nu een LS-getransformeerde invoeren voor alle of zoveel

mogelijk maten op [0,») die eindig zijn op eindige intervallen. Dit

zou kunnen door

(2.7) oY = [T e gy,

als gy zo'n maat is, maar we hebben liever een notatie waarin maatfuncties

optreden, dus iets als

v

(2.8) o) = [T e av )
0-
waarin U een maatfunctie is, geconcentreerd op [0,=).

Er geldt dan dat twee maatequivalente maatfuncties dezelfde LS-ge-
transformeerde hebben. Omdat we echter alleen te doen hebben met maten
die eindig zijn op eindige intervallen en geconcentreerd op {p,W), ziin
we in de gelulzkipe omstandigheid‘dat er een l—-l-correspondentie 1s tus-—

sen deze maten en de verdelingsachtige functies U met U(x) = 0 voor

x < 0, Deze l-l-correspondentie wordt bepaald door de relaties
U(x) = n((~=,x]) ,

(2.9)
u((a,b]} = U(b) - U(a) voor a <b

(N.B. voor algemenere maten die eindig zijn op eindige intervallen geldt
zoiets niet: de Lebesguemaat kan niet beschreven worden door een verde-
lingsachtige functie)., Het ligt dus voor de hand in (2.8) alleen verde-
lingsachtige functies U toe te laten met U(x) = 0 voor x < O.

Fen moeilijkheid is, dat de integraal in (2.8) niet voor alle
A > 0 hoeft te conmvergeren. Wel geldt dat convergentie voor A = a con-
verpgentie voor A > a impliceert, zodat de verzameling der reéle getallen

A waarvoor de integraal in (2.8) convergeert leeg is of een interval van

de vorm (a,») of [ﬁ,w).

Definitie 2.2. Zij U een verdelingsachtige functie, geconcentreerd op

L el bl el

[D,m) en z8, dat er re&le getallen X zijn waarvoor de integraal in {(2.8)

eindig is; 2ij XO het infimum van deze petallen XA. Dan is de door (2.8)
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@ * = b
op (kO,W) gedefinieerde functie U de LS—-getransformeerde van Uj AO
heet de convergentie-abscis van U,

Opmerking 2.5. Zodra we spreken over de LS—getransformeerde van een ver-

delingsachtige functie U, is stilzwijpend verondersteld dat U geconcen-—
treerd is op [0,®) en dat er reéle petallen A bestaan waarvoor de inte-
graal in (2.8) eindig is. We reserveren de letters T en G zoveel moge-

1ijk voor eventueel defectieve verdelingsfuncties en de letters U en V

voor verdelingsachtige functies.

Opmerking 2.6. Een veel voorkomend geval is, dat de verdelingsachtige

functie U absoluut continu is met dichtheid (= afgeleide) u. In dat ge-
val wordt (2.8)

(2.10) 00D = of7 e ulxyax .

Het rechterlid van (2.10) nocemen we de Laplace-getransformeerde van u,
De u in (2.10) is (bijna overal) niet-negatief, maar we zullen Laplace-
setransformeerden toevoegen aan grotere klassen van functies. Ook het

begrip LS—getransformeerde kan uitgebreid worden, maar dit is voor ons

doel niet nodig.

Definitie 2.3. Als u een meetbare functie is op (0,) en er re&le getal-
L Ax

len A bestaan z8, dat e  u(x) sommeerbaar is over [0,®), waarbij Ao

het infimum is van deze getallen A, dan heet de door

mAX u{x)dx

(2.11) S(A) = Gfm e

» & * C}
op (kg,m) cedefinieerde functie t de Laplace-getransformeerde van u;

. s O
Ay heet de convergentie—cbseis van u.

Opmerking 2.7. Een LS-getransformeerde heet bij Feller "Laplace transform"

en een Laplace-getransformeerde een 'ordinary Laplace transform'.
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Voorbeeld 2.2. Laat u de dichtheid (= afgeleide) zijn van een absoluut

continue verdelingsachtige functie U,

a) Als u(x) = x% met een a > -1, dan geldt ﬁkl) = 8(A) = P(a+])/Aa+]
voor alle A > O,

%
b) Als u(x) eax’ dan geldt U(A) = 1/(x-a) voor X > a, terwijl de inte-

graal in (2.12) divergeert voor A < a. Dit geldt voor elke reéle a,

c) Als u(x) = e° , divergeert de integraal in (2.10) voor elke A.

Opmerking 2.8, Als U en V twee maatfuncties zijn en f een reeelwaardige

Borelmeetbare functie op IR zd, dat

(2.12) v{a} = [ av(x) = ,[ £(x)dU(x) voor alle A €@,

dan korten we (2.12) af met de notatie
dV
(2.13) dV(}{) = f(X)dU(X) (Of f = ?ﬁ )

We noemen £ de dichtheid van V met betrekking tot U. Dichtheden zonder
meer zijn dichtheden met betrekking tot de Lebesquemaat. Len relatie
als (2.12) kan alleen pelden tussen maatfuncties, als f U-sommeerbaar
is over alle eindige intervallen en de verzameling der reéle getallen
x met £(x) < 0 U-maat 0 heeft. Uit (2.12) volgt dat voor elke niet-ne-—

gatieve Borelmeetbare functie ¢

(2.14) Bif ¢ (x) AV(x) = Hif d{x) f(x) dU(x)

Men bewijst dit door een niet-dalende rij Borelmeetbare trapfuncties
te beschouwen, die puntsgewilijs naar ¢ convergeert.
Als f(x) > 0 voor alle redle x, dan volgt uit (2.13)

(2.15) dU(x) = fng v (x)

Immers, voor elke Ae(d geldt
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!
(2.16) N Ty e = AI'EY;} f(x) dU(x)

Als de verzameling der re&le getallen x met f(x) < 0 U~maat O heeft,
dan blijft (2.15) juist, De integranden in (2,16) zijn nu niet gedefi-
nieerd als £(x) = 0, maar de verzameling der re&le getallen x waarvoor

dit het geval is heeft U- én V-maat O,

Indien U en V verdelingsachtige functies zijn, geldt (2.12) dan en

slechts dan als
(2.17) _mfx dV{y) = _mfx £(y) dU(y) voor alle reéle x ,
In dit geval is V eenduidig bepaald door U en f,.

Opmerking 2,9, Als U een verdelingsachtige functie is 26, dat de inte-

il ealirnamylievigaly

graal in (2.8) convergeert voor A = a, dan 1s voor A 2 O
(2.18) Grta) = o [7 ™ ™ au)

de LS-getransformeerde van de begrensde verdelingsachtige functie'U#:,

bepaald door
(2.19) autx) = e @ au(x)

Hieruit volgt dat ﬁ(k+a)/ﬁ(a) de LS-getransformeerde is van een verde-
lingsfunctie, mits Eka) > 0. We hebben hier een middel om stellingen
over LS-getransformeerden van verdelingsfuncties te vertalen in stel-
lingen over LS—getransformeerden van verdelingsachtige functies. Op
deze manier zullen we stelling 2.4 en gedeeltelijk stelling 2.5 uit de
stellingen 2,2 en 2.3 afleiden. Omdat de nieuwe I.S-getransformeerde
ﬁ(k+a) ontstaat door verschuiving van E(A), noemen we deze methode het

verschuivingsprinceipe (Feller: 'translation principle™).

Stelling 2.4, Indien U(A) bestaat voor X > Ai,, dan wordt de verdelings-

achtige functie U volledig bepaald door het geven van U()A) voor alle

A > a2 A,
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Bewijs,

oA
1) Als U(A) = 0 voor een X > a, dan geldt voor deze X en alle x > O

AX X TAY quey) < M UO) =0,

(2-20) Ux) < € O- =

zodat U(x) O voor alle redle X,

Gevolg: ﬁ(k) = 0 voor alle reéle A.

L7 4
en U, verdelingsachtige functies zijn met U, = ﬁé op

2) stel dat U, ,
N
(a,») en zd, dat er een b > a is met Ul(b) > 0 (wegens 1) geldt dan

ﬁi(k) > 0 voor alle A > a en i = 1,2). Dan geldt

i _XH :
(2.21) -wﬁi(b) = UY(0) voor x>0, i=1,2,
als de Ui? de verdelingsfuncties zijn, gedefinieerd door
# -bx v .
(2.22) dUi(x) = e dUi(x) / Ui(b) VOOT i=1,2,
A v v v . ,
Omdat Ul = U2, geldt Ul = U,, waaruit wegens stelling 2.2 volgt dat
U1 = Ugl Daar wegens opmerking 2.8
(2.23) dUi(x) = Ei(b) ebx de?x) vOoor 1 = 1,2,

v ¥ = it -
volgt uit U1 UZ dat U1 U2.

Stelling 2.5 (Uitgebreide continuiteitsstelling).

Z1i3 {Un} een rij verdelingsachtige functies,
Vv
a) Als er een reeelwaardige functie w op (a,») bestaat met UE(K) > w(\)

voor alle A > a, dan is er een verdelingsachtige functie U met

W
Un-+-U en U = w op (a,x).

v W
b) Als U - U en de rij {ﬁn(a)} is beprensd, dan geldt Un(k) + U(A) voor
n

A > a,

Bewljs.
a 1) Als w(A) = O voor een A > a, dan geldt voor deze X en alle X >0
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AX X =Ay -Ax Y o
(2.24) U (x) g e’ [T e du (y)ze " U )0 als n > @ ,

zodat U - 0O,
n

: ] v
a 2) Stel er is een b > a met w(b) > 0, dan is Un(b) > 0 voor voldoende

grote n. Dan geldt

v/
vy U (A+b)
(2.25) Un(A) =-§%;TET- voor alle X > O ,

als Uﬁ de verdelingsfunctie is, gedefinieerd door

b

(2.26) de(x) = e au_(x) / E‘fn(b)

, %4
Wegens de convergentle van {Un(k)} geldt

w(A+b)
wi{b)

V.
(2.27) u¥Q) - voor x>0,

zodat wegens stelling 2.3 geldt dat Uﬁ + U#“met

v
(2.28) o) = - voor A > O .
Wegens opmerking 2.8 volgt uit (2.26) voor x 2 O

4 b
(2.20) U ) =¥ (b) o [F e av¥iy)

. , ' n
Daar Uﬁ > UF en Un(b) +~ w(b), geldt wegens stelling 1.8 voor alle

continuiteitspunten x van U

(2.30) U(x) égﬁ-lim.Un(x) = w(b) O_IX e-by dUﬁ?y) ’

n— >

waarbij

(2.31) TO0) = wib) UF(G-b) = wA\)  voor A > b
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b) (Feller bewijst stelling 2.5b niet, maar merkt op dat deze stelling

met het verschuivingsprincipe bewezen kan worden. Daar ons dit niet

gelukt is, volgt hier een ander bewiijs)

4 = v & w [ & &
Z1i7 0:;=Un(a) <Mwvoor n = 1,2,... en zij ¢ steeds een continuiteits—

punt van U, Dan geldt wegens stelling 1.8 voor alle reéle A

(2.32) lim Onfc e ¥ qu (x) =
n-ee &

O“fc e—lx dU (x)

Daar voor elke in aanmerking komende c

P
TR R, TR ITEE SR TT] PUTLE THTE WO DT S TORE e RN R D S ] P PR

T

(2.33) O_f° e * JU(x) = lim 5 [€ e™@® qu_(x) < limsup U (a) < M,
var—— n ey n _
e >0
volgt
(2.34) U(a) < limsup U _(a) < M ,
n—}m i o

AV
waarmee het bestaan van U(X) voor X > a is aangetoond.

Zij X > a, Er geldt

(2.35) By = 8 0] <l S e aueo - ¢ e au )] +

O~

©  =AX © =AX
+ cf e dUu(x) + cf e du_ (x)

Omdat

00 — —{ A= o -— - w—
(2.36) cf e AX dUn(x) < e (A-a)c cf g % dUn(x) < e (A a)CM

convergeert de laatste term in het rechterlid van (2.35) uniform in
n naar 0 voor ¢ + =, evenals de voorlaatste term, deze wegens het

bestaan van ﬁ(k). Kies bij € > 0 een ¢ zd6, dat voor n = 1,2,...
(2.37) [P e aquex) + [T e au_(x) < e.
! C c n

Wegens stelling 1.8 is de eerste term in het rechterlid van (2.35)

n A ne e T T
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< £ voor voldoende grote n, zodat het linkerlid < 2& is voor dezZe n,

waaruit het gestelde volgt.

Voorbeeld 2.3,

a) Zij
n?
(2.38) Un(x) = e 1{(x-n) ,
dan geldt Un:+ 0, terwijl voor alle reéle A
(2.39) ﬁn(k) = en(xHA) + o als n-+-o,

b) Zij T een verdelingsfunctie, a > 0 en

F(x) voor oneven n ,

(2.40) U_(x)

F{x) + eaxx(x-n) voor even n ,
dan geldt Un -+ T . Daar voor A > O

E(k) voor oneven n ,

“
F(A) + e voor even n ,

h 4 # haf "
geldt dat 1im‘Un(A) = %(1) voor X > a, terwijl Un(a) afwisselend
de waarden g(a) en ﬁ(a) +] aanneemt als n de natuurlijke getallen

doorloopt.
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Aanvulling (De Haan). We kunnen stelling 2.5b ook met het verschuivings-

e a——

principe bewijzen. Daarbij gebruiken we het volgende lemma.

Lemma. Als onder de voorwaarden van stelling 2.5b er een deelrij

oG

{Un.}k=l van {Un}n=l 1s met Un (a) » 0 voor k » =, dan geldt
k k
1) u_ > o,
Y
2) 1lim U (1) =0 voor alle A > a .
n
kree Tk
Bewi]js.
) Analoog aan a 1) in het bewijs van stelling 2.5a volgt u, - O en dus
k
Un + O wegens de konvergentie van {Un}.
2) Gevolg van de monotonie van ﬁé (A).

k

Bewijs van stelling 2.5b met behulp van het'VEfSChﬂlVlngSprlnczpe
i) Als U (a} + 0, dan geldt wegens het lemma U > 0en U (k)** 0 voor

alle A > a,
1i) Stel, er is een deelrij {U } van {U } z0, dat lim U (a) = c > 0,
k=1 n=1 n
" | e k
Zzonder verlies van algemeenheid kunnen we aannemen dat alle Un (a)
| k
positief zijn. Derhalve definieert

(2.42) duf (x) = e ™ dau_ (x) / ?i?n (a)

k k k

verdelingsfuncties U*F voor k = 1,2,... met LS—getransformeerden
<

N A
(2.43) 13*:(l) =U_ (Ma) / U (a) voor A > 0
n n n .
k k k
Wegens de konvergentie van {Un } en de convergentlie van { (a)}

k *F
geldt Ud¥ +‘U%%(vg1 bewijs van stelling 2,5a), waarbij U 1is gede—

D
finieerd door

coll, W%—rek; afl. 4
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). dﬂﬂix) = ¢ 2% du(x) / ¢
yet LS—getransformeerde
> ) UtA) = UOw+a) / c .

Jegens stelling 2.3 convergeert (2.43) naar (2.45) als k + = voor

21le A > 0, zodat

A%
5) u (i) - ﬁ(l) voor alle A > a ,

Stel dat niet geldt:

' '
7) 1im’Un(A) = U{A) voor alle 2 > a ,

1]

dan is er een b > a, een reeel getal g en een deelrij {Um} z0, dat

k
8) lim U (b) = q # U(b) .
k> k
Nu bezit {ﬁg (a)} een convergente deelrij {ﬁ (a)}, zeg met limiet c'.
k | mkl
o) Als ¢' = 0, dan volgt uit het lemma U = 0, U =0 en.ﬁa (A) - 0 als
1 - = voor alle X > a, in het bijzonder voor X = b, kl

Tegenspraak met (2,48).
B) Als c¢' > 0, dan volgt analoog aan (2.42) t/m (2.47) dat

1 ()) +—ﬁ(l) voor alle A > a, in het bijzonder A= b.

m
k'.L
Tegenspraak met (2.48).

Conclusie: (2.47) geldt.
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8§ 2a

(Fellerig, XV, 1, 3)

Definitie 2a.l., Als T een begrensde verdelingsachtige functie is, dan is

de karakteristieke functie van F de complexwaardige functie ¢ op IR ge-

definieerd door
(Za.l) d(t) = _*mfm el™¥ dF (x) voor T &€ R.

Opmerking 2a.l. Anders dan bij LS—getransformeerden is het begrip "karak-

s o

teristieke functie' niet uit te breiden tot algemenere typen van maat-

functies, want voor de sommeerbaarheid van de integrand in (2a.l) 1is het

noodzakelijk dat F{IR} eindig is. Daarom kunnen karakteristieke functies

alleen zinvol gedefinieerd worden bij begrensde maten op (R,H), welke

eeneenduidig corresponderen met de begrensde verdelingsachtige functies,

Opmerking 2a.2. Zij x een stochastische variabele met verdelingsfunctie

F, dan noemen we de karakteristieke functie ¢ van T ook de karakteris-

tieke functie van xX; ¢ kan nu als verwachting geschreven worden:
(2a.2) p(1) = EelTX

Opmerking 2a.3. Er zijn stellingen over karakteristieke functies die

geen analogen voor LS—-getransformeerden bezitten, Als we werken met LS-
getransformeerden, dan kunnen we vaak toch gebruik maken van deze stel-
lingen, omdat de karakteristieke functie ¢ van een verdelingsfunctie F

vaak verkregen kan worden uit de LS-getransformeerde F door de formele

substitutie
(2a.3) p(t) = T(~-it) .

Stelling 2a.l. Als F een begrensde verdelingsachtige functie is met ka-

rakteristieke functie ¢, dan geldt

1) ¢ 18 continug
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2) 0 2 [e(0)| < F(=);
3) F is dan en slechts dan een verdelingsfunctie als ¢(0) = 1.

verschillende karakteristieke functies,

Stelling 2a.3 (continuiteitsstelling).
Een rij verdelingsfuncties {Fn} convergeert dan en slechts dan naar een

verdelingsfunctie F, als er een Zn 0 continue functie ¢ op R bestaat
met ¢n(z) + ¢(1) voor alle re&le 1. In dat geval is ¢ de karakteristieke

functie van F en is de convergentie van {¢n(r)} naar ¢{(1) uniform op

elk eindig interval,.
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————- e

53  Eenvoudige eigenschappen van LS—getransformeerden

(Feller 2, V 4, XIII 2)

(i) convoluties.

Zij U een maatfunctie en ¢ een meetbare functie op IR, dan defi-

nieert

(3.1) vx) = 7 ¢Gx—y) dU(y)

een nieuwe functie ¥ op D& IR, waarbij D de verzameling der regle ge-

tallen is, waarvoor ¢(x-y) U-integreerbaar 1is.

Als U absocluut continu is met dichtheid u = U', dan is (3.1) te

schrijven als

(3.2) vx) = [ o(x-y) ulyddy.

Definitie 3.1. De convolutie van een meetbare functie ¢ met een maat-

functie U is de door (3.1) gedefinieerde functie y op D — R . Notatie

 =U * ¢ (let op volgorde).
Als U absoluut continu is met dichtheid u, dan noemen we ¥ ook wel

de convolutie van ¢ met de dichtheid u. Notatie § = u + ¢.

e convolutie-~operatoren aan met Jf in plaats

Opmerking 3.1. Feller geeft d

van * en % in plaats van ¢.

Als F en G verdelingsfuncties zijn, dan is F % G een ver-

" Stelling 3.1,

delingsfunctie,.

Bewil j S.

Zij voor reéle x

(3.3) H(x) = [ G(x-y) dF(y) ,
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dan 1s H = F # G niet—dalend, omdat G dat is. Omdat 1 een sommeerbare
majorant voor de integrand G(x-y) is, mogen in (3.3) wegens de stelling
van Lebesgue over gemajoreerde convergentie het integraalteken en li-
mieten met betrekking tot x verwisseld worden. Uit de rechtscontinui-
teit van G volgt nu die van H, uit G(~=) = 0 en G(=x) = 1 dat H{(-~) = O
en H(e) = 1,

Stelling 3.2. Als x en y onderling onafhankelijke stochastische varia-
belen zijn met verdelingsfuncties F resp. G, dan is T * G de verdelings-

functie van x + y,.

Bewlijsschets.

ff 1{z—x~y) dG(y) dF(x) = ﬁmfm G(z-x) dF(x) =

-w—m

il

(3.4) P{_}E +y < z}

=T » G(z)

Gevolg. Tussen verdelingsfuncties is de convolutie—operator % commuta-

tief en assoctatief, d.w.z.
1) F#®» G=G=*TF ,
2) F % (G »% H = (F % G) » H ,

Opmerking 3.1. Als x en y stochastische variabelen zijn met verdelings-
functies F en G en de verdelingsfunctie van x + y is I * G, dan hoeven

X en y niet noodzakelijk onderling onafhankelijk te zijn. Zij bij voor-

beeld © de vereniging van de gebieden in IR? begrensd door de vierhoek

met hoekpunten (0,0), (1,1), (0,%), (4,1) en de driehoek met hoekpunten
(1,0), (1,0), (1,}) en laat de stochastische vector (x,y) homogeen over
Q verdeeld zijn, d.w.z. als A een Borelmeetbare verzameling in R4 is,

dan 1is P{(__}g_,_z) <= A} gelijk aan tweemaal de Lebesguemaat van AN .

Dan zijn de componenten X en y homogeen verdeeld over [p,l], terwijl

'§F+‘z.dezelfde'verdelingsfunctie heeft als in het geval van onafhanke-

lijke x en y.




36

O ol

ﬁkh) = ﬁ(l) E(l) voor alle X > O,

Stelling 3.3. Als F en G verdelingsfuncties zijn en H = F * G, dan geldt

Bewijs. Laten x en y twee onderling onafhankelijke stochastische varia-

belen zijn met verdelingsfuncties F resp. G. Wegens stelling 3.2 is H

de verdelingsfunctie van x + y, zodat

a4 8 ~A (x+y) Q “Ax & =AY .4
(3.5) H{()\) = e - = e — (e = F(X) G(X)
voor alle A > O.

Opmerking 3.2. Ook uit deze stelling volgt wegens stelling 2.2 de com-
mutativiteit en associativiteit van de convolutie-—operator ¥ tussen ver-—
delingsfuncties. Stelling 3.3 en het gevolg van stelling 3.2 zullen op-
nieuw afgeleid worden als bijzonder geval van de volgende algemenere

stellingen over convoluties van verdelingsachtige functies.

‘Opmerking 3.3. De convolutie van twee verdelingsachtige functies hoeft

niet gedefinieerd te zijn. Neem bij voorbeeld

X voor x > 0 ,
U{x) =
0 voor x < 0 ,
( :
TT vOoOoY ¥ < =]
X
V(x) = J
L | voor X ;=-1

dan divergeert "mfm V(x~y) dU(y) voor alle re&le X.

Stelling 3.4. Als U en V twee verdelingsachtige functies zijn, gecon-

centreerd op [p,m), dan is W = U # V een verdelingsachtige functie, die

geconcentreerd is op [0,=).

Bewijs. Daar

(3 ;6) I‘J(K) = __mfm V(]{-Y) dU(y) =
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is W gedefinieerd en eindig op IR met W(x) = 0 voor x < 0. Omdat V niet-—
dalend is, is W niet-dalend. Voor 0 < h £ 1 is V(x+1~y) een U-sommeer-
bare majorant van V(x+h-y), zodat wegens de stelling van Lebesgue over

gemajoreerde convergentie en de rechtscontinuiteit van V

|
|

(3.7) lim W(x+h) = lim __[  V(x+h-y) dU(y)
ht 0 ht0

J7 lim V(x+h-y) dU(y) _mfm V(x-y) dU(y) = W(x).

h+ 0

Dus W is rechtscontinu.

Stelling 3.5. Tussen verdelingsachtige functies geconcentreerd op [0,)

is de convolutie—operator * commutatief en associatief.

Bewijs. Laten U, V en W verdelingsachtige functies zijn, geconcentreerd

DL,

op |0,»). Dan geldt wegens de stelling wvan Fubini

(3.8) U » v(z)

it

ﬂmfm'V(z-x) dU(x) = _mfm (“mfw 1 (z~x-y) dV(y)) du(x) =

It

_mfm (_mfw 1 (2—x~vy) dU(x)} dv(y) =

i

ﬁmfm U(z~y) dV(y) =V * U(z) .
Wegens (3.8) en de stelling van Fubini is

(3.9) U (VrW(2) = [ Vo W(z-x ) dU(x)) =

_mjm [ﬂéi 1(3“K§“X2-X3) dv(xz) dW(xB)} dU(xl) =

o0 oo o

[ ] ] 1= —x,-x,) dU(x,) dV(x,) dW(x,) .

]

Aan de symmetrie van het laatste lid van (3.,9) zien we dat berekening

van (U #* V) % W(z) hetzelfde resultaat geeft.
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Opmerking 3.4. Aan het bewijs van stelling 3.5 zien we dat deze stelling

geldig is voor alle verdelingsachtige functies. Het is dan wel mogelijk,

dat de leden van (3.8) en (3.9) oneindig zijn.

Stelling 3.6. Als U en V twee verdelingsachtige functies zijn en

W=1U %V 1s een verdelingsachtige functie, dan geldt voor elke conti-

nue, niet-negatieve, nilet-stijgende functie ¢ op IR

(3.10) T e aux) = [ [ ¢(x+y) dU(x) dV(y) .

v O 2o O

De leden van (3.10) kunnen oneindig zijn.

Opmerking 3.5. Men kan bewijzen dat (3.10) reeds geldt als ¢ Borelmeet-

baar en W-integreerbaar is. Voor onze doeleinden is de beperktere stel-

ling voldoende.

Bewijs van stelling 3.6,
Als ¢ (x) 1 {a-x) met a reeel, dan geldt (3.10), immers

i

Jr _mfm t{a~-x) dW(x) = W(a) ,

(3.11) - o
f f 1 (a=x-y) dU(x) dV(y) = _mfm U(a-y) dV(y) = W(a) ,

h o (0 e L0

en bijgevolg is (3.10) juist als ¢ een eindige lineaire combinatie van

functiles 1(am—x) is.
Z1] ¢, een continue, niet-negatieve, niet-dalende functie op IRen

zij t wvoor m = 1,2,... de links—continue trapfunctie gedefinieerd door

n
g ESi- als Sl < ¢ . (x) < Jﬁ- voor | < k < n.2" ,
Zn zn S — 0 2n S — fre——er_

(3.12) tn(x) = =

n als ¢O(x) >n ,

dan is t een eindige lineaire combinatie van functies t(am-x) en dus
n
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als o niet-stiigend is, en doox

k1 als k-1

ke 2

< ¢D(x) ;;l% voor | <k < n.2 ,

(3.13) t (x) = ~
n

n als ¢O(x) > n

als éO niet-dalend is, dan is t_ een eindige lineaire combinatie van
i

functies 1(am-x) en een constante, Dus (3.10) geldt voor ¢ = tn'
Bovendien 1is {tn} een niet-dalende rij niet-negatieve functies met

1im_tn(x) = ¢0(x) voor alle reédle x.
Algemeen geldt, als (X;F,u) cen maatruimte 18 (d.w.z. X 1s een ver-

zameling, F cen o-algebra van deelverzamelingen van X en u een o-eindige

maat op (X, ¥)) en {fn} een niet—dalende rij niet-negatieve F-meetbare

functies op X, dat

(3.14) lim [ £ du = [ lim £ du
nr< X X

(de leden van (3.14) kunnen oneindig zijn). Deze stelling wordt soms de

stelling van Beppo Levi genoemd. Derhalve 1is

f'lim._mfm tn(x) dW(x) = _mfm ¢O(x) dW(x)

oo
(3.15) <
lim [ | £_(x+y) dU(x) dV(y) = [ bo(x+y) dU(x) dv(y) .

L > —00—0m

Uit de geldigheid van (3.10) voor ¢ = tn en (3.15) volgt dat (3.10) geldt

veoy ¢ = fbg-»

Stelling 3.7. Als U en V op [0,=) geconcentreerde maatfuncties zijn met

U#£0, V#0enals W=1UH»»YV, dan bestaat ﬁ(k) juist voor die waarden

van A, waarvoor U(\) en V(1) beide bestaan. Voor al deze A geldt

HO) = TV,
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Bewijs. Kies ¢(x) = eﬂkx in stelling 3.6, dan volgt uit (3.10)

(3.16) Ofm e ¥ dW(x) = ofm e AX dU(x) . fm e MY av(y) ,

0
waarbij de leden van (3.16) oneindig kunnen zijn. We zeggen dat ﬁ(}\),

V(A) of W()) bestaat, als de definiérende integraal eindig is. Uit (3.16)
volgt nu al het gestelde,

Opmerking 3.6. Stelling 3.5 kan niet afgeleid worden uit stelling 3.7,
omdat niet alle op [O,W) geconcentreerde verdelingsachtige functies een

LS-pgetransformeerde bezitten (zie voorbeeld 2,2c),.

Met het ocog op stelling 3.8 volgen hier definities wvan het begrip

absolute continuiteit en formuleren we de stelling van Radon-Nikodym,

Definitie 3.2, Als X een verzameling is en ¥ een o—algebra van deelver-

zemelingen van X en als pu en v twee maten op (X,F) zijn, dan heet Vv
absoluut continu ten opzaichte van u als v(N) = 0 voor iedere N & F met
w(N) = O.

Definitie 3.3. Een maatfunctie U heet absoluut continu als de maat u{.}

absoluut continu is ten opzichte van de Lebesguemaat u op (R ,€ ) waar-

in € de o-algebra van alle Lebesguemeetbare verzamelingen in IR1is,

Stelling van Radon—Nikodym.

Als 1 en v twee maten op (X,9) zijn en u c—eindig is, dan is v
dan en slechts dan absoluut continu ten opzichte van p als er een niet-

negatieve, eindigwaardige F-meetbare functie f 1s zo, dat

(3.17) v(A) = [ £ du  voor alle A e F.
A
‘ dv
(Notaties: dv = £f du , f = m : vgl. opm. 2.8).

De functie f is door (3.17) op een u-nulfunctie na bepaald, d.w.z. een

functie g voldoet dan en slechts dan aan (3.17) als g-f een p-nulfunctie
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is, dus als u{{xlx e X, g(x) - £(x) # O}] = 0 ,

Gevolg. Een maatfunctie U is dan en slechts dan absoluut continu als er

een Lebesguemeetbare functie u bestaat met

(3.18) U{A} = f u{x) dx voor alle A e E .
A

Voor (3.18) is het noodzakelijk en voldoende dat

(3.19)  U®) - Ua) =Uf{(a,b]} = [ u(x)dx voor alle reéle
(a,b] a,b met a < b,

We noemen u een dichtherd van U, Aan (3.18) voldoen alle functies die
slechts een nulfunctie van u verschillen. Omdat we zulke functies wvaak

gelijk noemen, spreken we ook wel van de diehtheid u van U,

Lemma. Als U een absoluut continue maatfunctie 1s, dan is er een dicht-

heid van U die Borelmeetbaar is.

0 voor alle
Ne€ met u(N) = 0, dat U{N} = 0 voor alle N eBR< € met u(N) = O.

Dus U{.} is absoluut continu ten opzichte van de Lebesguemaat beperkt

i

Bewijs. Zij u de Lebesguemaat, dan geldt, daar U{N}

tot de Borelmeetbare verzamelingen. Het lemma volgt nu uit de stelling

van Radon—Nikodym,

Stelling 3.8. Zijn U en V twee verdelingsachtige functies 28, dat

W =1U % V een verdelingsachtige functie is, en is V absoluut continu

met Borelmeetbare dichtheid v dan is ook W absoluut continu met Borel-

meetbare dichtheid w = U # v,

Gevolg, Als ook U absoluut continu is met dichtheid u, dan geldt

w==u4¢$ v,

Bewijs van stelling 3.86. Er geldt
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(3.20) W(x) = ”mfw V(x-y) dU(y) = _mfm (_mfx v(z-y)dz]dU(y) .

Als v(z-y) aan zekere meetbaarheidseisen voldoet, dan geldt wegens de

stelling van Fubini,

(3.21) W{(x) =.“mfm (_mfx v(z-y)dz}dU{y) = mfx (_mfm v(z“y)dU(y)]dz.

flieruit volgt dat
(3.22) w(x) = [ v(x-y)du(y)

een dichtheid van W is, zodat W wegens de stelling van Radon~Nikodym ab-
soluut continu is,.

Nu moet de meetbaarheid van v(z~y) nog onderzocht worden. Wegens het
lemma is er een Borelmeetbare dichtheid v van V. Kies deze v in (3.20).
Omdat z—-y een continue, dus Borelmeetbare functie op IR? is en omdat elke

Borelmeetbare functie van een (Borel)meetbare functie (Borel)meetbaar is,

is v{(z-y) een Borelmecetbare functie op R, Nu is de overgang van (3.20)

naar (3.21) geoorloofd en geldt bovendien dat (3.22) een Borelmeetbare

dichtheid van W definieert.

Opmerking 3.7. Uit het gevolg van stelling 3.8 en uit de voorgaande stel-

lingen volgt dat de convolutie—operator ¢ tussen dichtheden van verde-

lingsachtige functies commutatief en associatief is en dat

%(k) ='8(A) %(A) voor dichtheden u, v en w van verdelingsachtige functies

met w = u ¢ v.

Voorbeeld 3.1.
a) Zij a > 0 en U een verdelingsachtige functie, dan 1s eﬁakﬁ(k) de LS-

getransformeerde van de verdelingsachtige functie U(x-a). Dit volgt

rechtstreeks uit de definitie van de LS—getransformeerden, maar kan

ook gezien worden als een toepassing van stelling 3.7, waarin

V(x) = 1(x-a) met 5(%) = e-Aa‘
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b) Zij ua(x) = xgul*met a > 0, dan is
(3.23) G () = 27T (@) .
u » 3 . ~{a+R)
egens opmerking 3.7 is A I'{(a)T(B) de Laplacegetransformeerde
van u_ ¢ Ugs zodat
_ I'(a)T(B) a+R~l
(3.24) u ¢ ug(x) = TaiE) ¥ (¢,B > 0) ,

In het bijzonder volgt voor o, > 0

(3.25)  BG,8) & 17 0P = u WOE T{:ﬁis) ,

i1ii) Afgeleiden en momenten

Stelling 3.9. Zij U een verdelingsachtige functie en )\, de convergentie-

0
abscis van U, dan is U oneindlig vaak differentieerbaar op (AO, ) met

y o o
(3.26) U(n)(k) = (ﬂl)n f kandU(X) voor A > AO’ n=0,1,2,...
0

. ~AX_1n
Bewijs. Voor A > A, enn=0,1,2,.., is e "8 U-sommeerbaar, want

0
- - -1
x" = o[ 2 (- )X) voor X -+ =, zodat e Axxn = o{e 2(A0+A)X} vVOoor

-1 (Apg+r)x

X *+ <, en e is U-sommeearbaar. Stel dat (3.26) geldt voor zekere

n en alle X > X dan geldt als ook A+h > A

0

~ (1) v (1) o -, ~hx
(3.27) U_“Q+h) —~U "(A) _ (—‘!)n+I j ehxxn-lwg — dU(x) .

O~

Uit de middelwaardestelling der differentiaalrekening wvolgt dat
- ~ ~ ~1
h I(I-e hx)l.i=xe%(K Ap)x als |hl| < %(A"AO)’ z(k0+h)xxn+l

sommeerbare majorant van de integrand in (3.27) is als |h| < 3 (A=Aq) .

zodat e een
Wegens de stelling van Lebesgue over gemajoreerde convergentie volgt
(3.26) met n+l in plaats van n uit (3.27) voor h -+ 0, Daar (3.26) juist

is voor n=0 volgt het gestelde met volledige inductie,
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Opmerking 3.8. Uit de voorgaande stelling volgt dat de afgeleiden van U

afwisselend niet-positief en niet-negatief zijn, zodat alle afgeleiden

W

van U monotoon 2zijn. Daarom bestaan, als F een verdelingsfunctie is, de

¥{n)
}M}OF (A) voor n = 031123!”1 . Iiﬁt

v (n) e : v,
F (0) zullen we de n~ rechterafgeleide van F in O aangeven, als deze

eventueel oneindige limileten lim

bestaat, d.w.z. een eindige waarde heeft,

Stelling 3.10. Als x een stochastische variabele is met verdelingsfunctie

F, dan geldt voor n = 0,1,2,...

a) 1lim (_])ni{(n) (A) = 851:1
2+ 0

(beide leden kunnen oneindig zijn).

b) %:(n) (0) bestaat <= l1lim ﬁ;(n) (l)l < =, In dat geval geldt

Av0

1im. . ¥ oy .

7 0y "

Bewijs.
—-A¥X n

a) Daar e " "x niet-negatief is en niet-dalend voor afnemende ), geldt

wegens (een generalisatie) van de stelling van Beppo Levi

A

(3.28) lim D2 F ™M) = 1im [ P Mar(x) =

A0 Av0 O-

[ 1im (P M yar ) = [T x"aF(x) = £x°,
0= A+0 0=

ook als de leden van (3.28) oneindig zijn.

F()) = 1.

b) Voor n = 0 is het gestelde juist: I(0) = lim, 4

v ’
Stel dat voor zekere n geldt dat F(n) (0) bestaat, lz.mHO

eindig is en dat lim %‘{(n)(l) = f?"(n) (0). Dan geldt voor zekere O

240 A

met0<8}\<1

F ey gy

(3.29) . X

coll. Wh-rek. afl. 6
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Indien lim ﬁ(n*l)(l) eindig is, dan bestaat f(n+])(0) wegens (3.29)

Av0 o
met F(ﬁ*l)(ﬁ) = limk+0 F(n+l)(k). Als 11m1+0|F(n+1)(k)|

het differentiequoti&nt in (3.29) geen eindige limiet voor A+0, zodat

= dan heeft

de (n+1)® rechterafgeleide van F in O niet bestaat evenmin als de hogere
afgeleiden, Wegens a) geldt dat ocklimk+oif(m)(k){ = ® yoor m > n+l,

‘ n+1 v m
immers, als Ex = «  dan geldt &E‘E = < yoor m > n+l,

Voorbeeld 3.2. (zwakke wet van de grote aantallen),

Z1 ] {x.} . een rij onderling onafhankelijke stochastische variabelen
—n’ n=

met alle dezelfde verdelingsfunctie F en verwachting p < «, Dan is

wegens stelling 3.10
v’
(3.30) F(A) =1 = ux + o(X) VOOor A0 .
De LS~getransformeerde bij (xl__z ,,.ﬁgn)/n is
0 =A'(x,+

(3.31) e MNE1TE2 tooo¥x )/n {f’f(%)}n

zodat wegens (3,.30)

J - o o @ A

(3.32) log & M @& HEp e BN L 10e (1 - p= + 0(%7*3
A A
--ul-*-no('g) voor *-5‘*0;

Dus voor vaste A > 0 geldt

) - -
(3.33)  1im & e NE[Epterx )/ HA

n->co

Daar eﬂul de LS-gestransformeerde van de verdelingsfunctie 1 (x=u) 1is,
convergeren wegens de continuiteitsstelling (st., 2.3) de verdelings~—
functies van (X, +x, .;,+xn)/n conservatief naar 1(x-u) voor n—+«, Wegens

stelling 1.1 geldt nu voor elke € > O
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~§lf§2+'°°t§n

(3.34) lim P{| -~

>

- ui > 5} =0,

dus (x ﬁ§2+,.,+xnygconvergeert in waarschijnlijkheid naar u.

. . . . . - ) 4
Stelling 3,11, Als U een verdelingsachtige functie 1s z0, dat U conver-

gentie—-abscis 0 heeft, dan geldt

(3.35) lim UQA) = U(®) < = ,
A+0
Bewiis.

Wegens de stelling van Beppo Levi geldt

(3.36) lim E(A) lim fm e A dU(x) = fm 1im (e-kx) du(x) =
AYD Av0 Q= O- A+40

i

U(e) < =,

iii) Partiéle integratie

v
Stelling 3.12. Als U een verdelingsachtige functie is, dan bestaat U(A)
dan en slechts dan voor alle X > a > 0 als ﬁ(l) voor alle A > a > 0 be-
staat, In dit geval geldt

-1V

(3.37) %(A) = A UQ) .

Bewijs. Voor A > a en b > O geldt wegens de stelling van Fubini

(3.38) be emhx U(x) dx = Ofb eﬁkx ( fx'dU(y))dx =
O..

—Ay_e-lb

A

_ fb ( fb eﬁkxdx) du (y) = jb e

dU(y)
o v o Y7

zodat
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(3.39) Ojb e F yix) dx = 27! e P um) + a7 [f ]e"'}‘x dU(x).
0,b

o 0
a) Als U()) bestaat, dan convergeert het linkerlid van (3.39) naar UQ\)

voor b »+ «, Daar de integraal in het rechterlid voor b -+ * een eventueel

oneindige limiet heeft, bezit eﬂlbU(b) voor b + © een eventueel oneindige

limiet, Stel dat 1imb+me—lbU(b) > 0, dan is er een § > 0 en een bO zd,

dat U(x) > éelx'voar X > bO
divergeert voor b - =, Tegenspraak, dus limbﬁme"AbU(b) = (0, zodat (3.37)

, waaruit volgt dat het linkerlid van (3.39)

uit (3.39) volgt door de limietovergang b - =,

b) Als-ﬁfk) bestaat, dan convergeert de integraal in het rechterlid van
(3.39) naar ﬁ(k) voor b -+ =, De integraal in het linkerlid is niet-nega-
tief en niet groter dan de integraal in het rechterlid, zodat ook de

linkerintepraal convergeert voor b + =, Nu geldt (3.37) wegens a).

Voorbeeld 3,3,
Als F een verdelingsfunctie is, dan 1is Ofx (1 ~ F(y))dy een verdelings-

achtige functie met LS-getransiormeerde

(3.40) 7 e (1 - ) ax -1 EA) yer a0

Als T een eindig positief eerste moment uy heeft, dan geldt wegens

stelling 3.10

v
(3.41) tim L2EG) = - Fro) =y
A4 0

en dus wegens stelling 3.1l

I

(3.42) [ (1 - F(x))dx = u.

0
Derhalve 1is uwl(l—F(x)] de dichtheid wvan een absoluut continue verde-

lingsfunctie met LS-getransformeerde
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1 - F()
(3,43). 0

Deze verdelingsfunctie speelt een belangrijke rol in de vervangings-

theorie.

§ 3a (Lukacs § 3.2.)

Stelling 3da.l. Als F en G begrensde verdelingsachtige functies zijn met

karakteristieke functies ¢ en vy, dan is ¢(1t)v(1) de karakteristiecke

functie van F # G,

Stelling 3a.2. Zij F een verdelingsfunctie met karakteristieke functie

$ en n een niet—negatief geheel getal.

a) Als het n® moment van T bestaat, dan 18 ¢ n-maal differentieerbaar

met

(3a.1) ¢(m}(r) = fm aitx (ix)™ dF (x) VOoor m=0,1,...,n .

s 30

. ] . e
R) Als ¢ n-maal differentieerbaar is in 0, dan bestaat het n moment

van F (d.w.z. ﬁx!nd.Fm<m) als n even 1is en het (:n—--l)'e moment als n
- oo

oneven 1is.

Opmerking 3a.l. Stelling 3a.28 kan niet verscherpt worden,

Opmerking 3a.2. Er bestaan nergens differentieerbare karakteristieke
functies., Bijvoorbeeld:

] i'r']k
K+1 ©
2

(3a.2) p(t) = )
k=0

18 de karakteristieke functie van de verdelingsfunctie

(3a.3) F(x) = ) ;;1 1(x - ?k)

en 1s nergens differentieerbaar (zie Hobson, The theory of functions of a real
variable I1).
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e TR

8 4 Voorbeelden,., Stochastische wandeling en Besselfuncties

L Ny

(Feller 2 IT 7 en XITII 3)

Timgvinif

(1) Homogene verdeling

Z1] {Ek}z:] een rij onderling onafhankelijke stochastische variabelen,

die homogeen over [0,1] verdeeld zijn, d.vw.z. alle__:ik bezitten dezelfde

verdelingsfunctie H met

4 als x < 0,
(4,1) H(x) = X als 0<x< 1,
] als x > 1 .

Gevraagd: de verdelingsfunctie van X, +X,F..tX .

p . * . . ,
Wegens stelling 3.2 is n" , de n-voudige convolutie van I met zich-

zelf, de verdelingsfunctie van X, +X,t.. . tx . Daar ﬁ(k) = kul(l“enh)

is wegens stelling 3.3
-An I c
(4.2) —52—) = ) enF@eT
k=0

de LS—-getransformeerde van B, Nu is A © de LS~getransformeerde van

xn/ni (voorbeeld 2.2a), zodat wegens voorbeeld 3.la eﬁkk}ﬂn' de LS—-
getransformeerde is van,((x-k)+)n/ni , waarbii K+ gedefinieerd wordt
door
N 0 als x < 0,
(4.3) X =
X als x > 0,

Omdat de LS~transformatie een lineaire operatie op verdelingsachtige

functies 1is, volgt uit (4.2)

(4.4) Hn*(x) ='éT

0~

D) (@)™
k=0
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(ii) Conveolutiemachtreeksen

Z1] {Ek}k=l een rij onderling onafhankelijke stochastische variabelen

met alle dezelfde verdelingsfunctie F, zij n een stochastische variabele

lienbinl

met mogelijke waarden 0,1,2,... en bijbehorende kansen P sPysPyse+s €D

.. n : .. .
zij P(8) = ZPﬁs de genererende functie van {pn}. Zij bovendien gegeven

dat {Ek} en n onderling onafhankelijk ziin. Dan heeft

n
(4.5) y 888 ‘{ )
k=1

X als n=>1,
e _—

- 0 als

f=!
It
-

als verdelingsfunctie

(4.6) G= ) pF

(4.7) E) = 7 pk%"k(x)
k=0

de LS—-getransformeerde bij y is (cok voor k=0 geldt, dat %k(R) de LS~

k* »
getransformeerde van F is).

(iii) Stochastische wandeling

Met het oog op (iv) en (v) volgt hier een korte behandeling van de sto-

chastische wandeling (random walk).

Definitie 4.1. Als Lgk};gl een rij onderling onafhankelijke stochas-

ki e

tische variabelen is z&, dat voor k = 1,2,...

‘ P{x
(4.8) —k
- Px,

dan heet de rij stochastische variabelen {s }z=0 gedefinieerd door

i
s
C—_

=P (0 < p 1),

LA

"l} =q = I-p ,
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s. = 0 met kans 1

(4.9)

o

“n
k

|
it ™~

X voor n = 1,2,...
]

een stochastische wandeling.

Men kan Lﬁn} interpreteren aan de hand van een gokspel. A en b
spelen een spel waarbij A met kans p een gulden wint van B en met kaus
q=1-p een gulden aan B verliest. Dit gokspel tussen A en B wordt steeds
onafhankelijk herhaald. Ku is'§ﬂrde winst van A uit het n° spel en s
de totale winst van A na n keer spelen.

Een andere illustratie van de stochastische wandeling krijgen we
door de punten (ntgn) voor n = 0,1,... in een assenstelsel uit te zet-
ten en opeenvolgende punten (nlgﬁ) en (n+la§n*1) te verbinden met een

lijnstuk (zie fig. 4.1). Een dergelijke grafiek van een realisering

van Lgn} noemen we een pad.

4 |

3 .

fig. 4.1

We stellen ons hierbij voor dat in de grafiek de baan van een deel-
tje dat zich over de re8le rechte beweegt tegen de tijd is uitgezet. Wan-

neer de tijd een geheel aantal tijdseenheden bedraagt, bevindt het deeltje
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zich in een geheel getal, en &&n tijdseenheid verder is de cobrdinaat

van de plaats van het deeltje met +1 of -1 toegenomen. Omdat de plaats |
van het deeltje op de verticale as is uitgezet, noemen we de plaats van E
het deeltje op de reéle rechte gemakshalve de hoogte of het niveau van

het deeltje. De terminologie die we gebruiken om evenementen met betrek-

king tot Lgn} te beschrijven is van deze zienswijze afkomstig. Zo om-

‘schrijven we het evenement {gﬁ = k} met "het deeltje bevindt zich op

tijdstip n op hoogte k',

We definiéren nu voor gehele r en niet-negatieve gehele ni:

(4.10) u;?) = PL§n=r} = kans, dat het deeltje zich op tijdstip n
op hoogte r bevindt
(dus ugr)=0 als r# O en uéo)=l) :
1 P{g <r,_§1<r,...,§ﬂrl<rtinfr} als r > O
(4.11) ;\I(f) = =
g P{g >r,’Elbr,...agﬂ&1>rh§n=r} als r <0

kans, dat het deeltje op tijdstip n voor het eerst

niveau r bereikt (r#0)

(r)_ 0 voor r#0) ;

(dus AO

f =20
o
(4.12)
fn= P{51¢0,‘52%0,...,§ﬂ?1%0{§n=0} = kans, dat
cerste terugkeer in 0 op tijdstip n plaats

vindt (n > 1)

Hierbij defini&ren we de genererende functies

o

U(r)(s) = ) u;?)sn (Js| < 1),
n=0
4.13) A = § AT (sl < 1) ,
n=0
F (s) = ) £ 8" (|s] < 1)
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en voor ¥ # 0 de stochastische wvariabele

(4.14) ‘Eﬁr) ='minfn13ﬂfr, n=1,2,...} = tijdstip dat niveau r

voor het eerst hereikt wordt.

il

Derhalve geldt voor n = 0,1,.,.. enr = +1,+2,..,

\ e
I

(4.15) P{E(r)= nl

Opmerking 4.1. Er geldt: Z:Fo Aé?) = ] - d ;=1'(H§t is mogelijk dat
r

d > 0. In dat geval is de verdelingsfunctie van t

-man*we_gcr) een defectieve stochastische variabele en d het defect van

defectief en noe-

_E(r}.‘We interpreteren d als de kans dat Eﬁr)= «» en kennen aankg(r) in
dit geval daarom verwachting « toe.
Stelling 4.1,
r) r+2ky r+k k
a) { u§+2k= 1 ]p q VOOr r.k = 0,1,2,...,
| (r) — —_
_ou = 0 VOOTr r,n=0,1,2,... met n-r # 0,2,4,... .
b) U(O)(s) ='“__““%:f“f voor lsi < 1,
/1 ~ 4pgs?2

Bewiljs.
a) Zij n,r > 0. Om van (0,0) naar (n,r) te komen moet het pad i (n—r)

keer dalen en ! (n+r) keer stijgen. Dit is alleen mogelijk als beide
aantallen niet-negatief en geheel zijn, wat dan en slechts dan het

geval is als n-r niet-negatief en even is, dus als n-r = 2k met

k= 0,1,... . Er ziin [EEZR} verschillende paden met r+k stijgende
en k dalende verbindingslijnstukken en elk van deze paden heeft kans

+ . , .
pr qu op realisatie, waaruit het gestelde volgt.

b) Wegens a) en (4.13) geldt

8

(Zk k k 2k

ey 1@ = T oaPsm = T (e -

n=0 k

it O~

0
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5

- ) (E%)(-‘*mﬁz)k —
k=0 Y] - 4pq32

1l

(*f)’ ﬁ("r)(s), u(“r> | ﬁ(ir)(s} uie

Opmerking 4.2. Men verkrijgt A - en

lgr), A(r)(s), u(r) en U(r)

N (s) door p en q te verwisselen,

Opmerking 4.3. Met behulp van de zgn. methode der collectieve kewnmerken
van Van Dantzig is het mogelijk genererende functies voor U < s < 1 als
kansen te interpreteren,

Stel dat er op elk tijdstip n (n natuurlijk getal) met kans I-s
een ramp gebeurt (0 < s < 1) en dat het al of niet optreden van deze

ramp onafhankelijk is van het verloop van de stochastische wandeling en E

onafhankelijk van het optreden van rampen op andere tijdstippen, dan 1s
Acr)(s) de kans dat niveau r voor het eerst bereikt wordt zonder dat er
een ramp is gebeurd, en F(s) de kans op een eerste terugkeer in 0 zonder
dat er een ramp is gebeurd. Deze zienswijze wordt in het bewijs van de

volgende stelling gebruikt.

Stelling 4.2.
- V1= 2
a) A(r)(s) = Ar(s) = {-L — 1-—-9—%:3—}:‘ voor Isl <l,r=1,2,...,

2qs

waarin A(s) def A(})(s).

b F(s) = 1 - V1-4pqs? voor |s] < 1.

c) {R(r)}m is een kansverdeling <== p > 3} .
n n={ =

d) {fn}n=0 is een kansverdeling <~ p = j

Bewilis.

a) 2ij r > 2. Nu 1is A(r)(s) de kans dat niveau r voor het eerst bereikt
wordt, zonder dat er een ramp gebeurd is. Dit is alleen mogelijk, na-
dat eerst niveau r—-! voor het eerst bereikt is zonder dat er een ramp
gebeurd is (kans A(rﬂ])(s)). Als het deeltje dat de stochastische wan-

deling uitvoert niveau r—~1] voor het eerst en zonder ramp bereikt heeft,
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stel op tijdstip n, dan moet het daarna nog | in hoogte stijgen zonder
dat er een ramp in de hiervoor benodigde tijd gebeurt. De kans hierop
is onafhankelijk van wat er tot en met tijdstip n gebeurd is en gelijk
aan de kans dat het deeltje uitgaande van (0,0) voor het eerst niveau
1 bereikt, zonder dat er een ramp gebeurd is. Dus ﬁ(r)(s) = A(rﬂl)(s)h(s)
waarult volgt dat A(r)(s) = A" (s) .

Berekening van A(s). Als s,= 1 en geen ramp op tijdstip 1 optreedt
(kans ps), dan is op tijdstip | niveau ! voor het eerst bereikt zonder
ramp . Als_§4= -1 en geen ramp optreedt op tijdstip 1 (kans gs), dan

wordt niveau | voor het eerst zonder ramp bereikt dan en slechts dan

als het pad na (1,~1) zonder ramp 2 aan hoogte wint (kans A2(s)).

Derhalve geldt

(4.17) A(s) = ps + qsh?(s) .

De wortels van vergelijking (4.17) zijn

R R—
(4.18) A(g) = L ‘/;-é-é——z‘ﬂ%- .

Omdat A(s) wegens (4.13) analytisch is voor Isi < 1 en de wortel met

het plus—teken naar « gaat voor s+0, geldt

(4.19) As) = L—gRdSS

voor lsl ;=2//§a; dus zeker voor |s] < 1.

b) Splitsing naar de mogelijke uitkomsten van s, levert analoog aan het

bewijs van a) en met behulp van opmerking 4.2

(4.20) F(s) = ps A 10 (s) + qs A(s) = 1 - /1-Zpgs

(r) = . , __
c) Exr geldt: {An }n=0 is een kansverdeling <

A1) = ) A(r) = 1 <=>A(1) =1, Dit is dan en slechts dan het geval
n

als p > 4, daar
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(4.21) a(y = L= gltteg 1= @) 1 - [p=al .
g 2q 2q
1 als D >3
L als < 3 §
q P 2 |

d) F() =1 - YI-4pg = 1 - |p-q| = 1 <= p=q=} .

Opmerking 4.4. Onder de omstandigheden die beschreven zijn in opmer-

king 4.3 is

[1—s

: () (5) als r#0,

U

4.22) ) uér)sn“l(l_s) _ 1-s (U(r>(s)-uér)} )

T

%(U(O) (s)—l} als r=0

-

de kans dat de eerste ramp optreedt op een tijdstip dat het deeltje zich

op hoogte r bevindt. Op dezelfde wijze volgt

]~
2S‘Ar(s) = kans dat het optreden van de eerste ramp samenvalt
met de eerste aankomst op niveau 1
(4.23)
t-lﬂs F(s) = kans dat het optreden van de eerste ramp samenvalt
- met de eerste terugkeer in O,

Deze interpretaties worden gebruikt in het bewijs van de volgende

stelling.

Stelling 4.3.

(r) _ «x r+2ky r+k k -
Ar+2k = T " }p q \'{eled o k O,1,404,4
r = 1,2,..
R(r) = ( vVOOY k=20,1,... , v =1,2,... met
n n—xr # 032,4, *
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Bewijg., Voor r # 0 en 0 < s < 1 zullen we afleiden

Mﬂ_

(4.24) =20y = L2 ATy ¢ 4T () L L5 (8P - 1),
zodat
(4,25) U(r)(s) = U(o)(s) Af (s) .

Afleiding van (4.24) door interpretatie: het optreden van de eerste ramp
op een tijdstip dat het deeltje zich in r bevindt kan op twee manieren
gebeuren:
1) de eerste ramp valt samen met de eerste zankomst in r (kans

s (1-5) A¥(s)) ;
2) bij de eerste aankomst in ¥ is er nog geen ramp gebeurd (kans Ar(s))

en de eerste ramp treedt op op een tijdstip van terugkeer naar het-~
zelfde niveau r (kans s_l(lms){U(O)(s) - 1}).

Wegens stelling 4.1b en stelling 4.2a geldt

(4.26) TG PR B !

Yl - 4pgs?2 1| - 2gsA(s)

Uit (4.25) en (4.26) volgt

(4.27) Ay = U () - 250 (e
zodat

(r) _  (r) _ {r+1)
{(4.28) ln uﬁ 2qua_l .
Wegens stelling 4.1a 1s A(r) alleen positief als n = r+2k met k=0,1,2,...

n
en is
(r) r+2ky r+k k r+2k-iy r+k k-l

(4.29) Ao = (7 e =29 ) e =

- r (r+2k] r+k k

r+2k ‘' k p 9 -

e¢oll. Wh-rek. afl. 7
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Opmerking 4.5 (Gdbel). (4.28) is ook rechtstreeks door kansinterpreta-

tie af te leiden. Er geldt u(?) = A(r) + xér)'waarin uér) de kans 1s op

n n
] I * r @
niveau r op tijdstip n, ké ) de kans op voor de eerste keer niveau r op
s . ) . . s . . .
tijdstip n enx; de kans, dat het deeltje op tijdstip n op niveau r is
nadat het al minstens een keer in niveau r geweest is.

()

Nadat het deeltje op tijdstip t voor het eerst op niveau r gekomen

is, kan het deeltje op tijdstip n weer in r terugkomen vanuit niveau

r-1 of r+l op tijdstip n—1. Door van alle paden die door (n,r) gaan na

(r)

niveau r minstens een keer gesneden te hebben het stuk tussen (t )

en {n,r) te spiegelen ten opzichte van niveau r ontstaat een i-l-corres-

pondentie tussen de hiervoorgenocemde paden die door (n-~1,r-1) en die

door (n~i,r+l) gaan, waarbij corresponderende paden gelijke kansen
hebben.

De kans-op hoogte r+l op tijdstip n~l1 en vervolgens hoogte r op tijd-
(r+l1) (r+1)

(r) _
-1 .q, zodat Xn = 2qun_!

stip n is wu

o

Opmerking 4.6. Stelling 4.1b kan ook afgeleid worden uit stelling 4.2b

enn de kansinterpretatie van opmerking 4.4

i

{(4,30) ;;S (U(O) (3)“1) -3—;-.—- F(s) + ‘z"‘(s).i,i:;S (U(O) (s)-rl) =y
— %) - I-Fiss ‘

(r)

‘Opmerking 4.7. De volgende zienswijze waarin U

(s) - 60,r geinterpre-
teerd wordt als verwachting berust op een idee van Cox (zie de discussie
bij de voordracht van Runnenburg in: W.L. Smith, W.E. Wilkinson, Pro~
ceedings on the symposium on congestion theory, University of North
Carolina (1965)).

Zij §£_het aantal terugkeren naar 0 in het tijdsinterval (0,n], dan

geldt
il
(4.31) EN = ) ul0) .
{1 e k

immarsfgn s zg;i‘gk‘waarinwgkﬂ1 als op tijdstip k een terugkeer naar 0O
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(0)
k

plaats vindt en 0 anders (k=1,2,...), dus Ezﬁk = P{a, =1} = u . Het

—k
verwachte aantal terugkeren vodr de eerste ramp is daarom gelijk aan

o0 _ ca _ n-—-l (0) o
(4.32) ] "= EN = (me) § M e T
- n=2 n=2 k=1

= (1-3) 12 uéo) Z snﬁ] = z uéo)sk = U(O)(s) ~ 1,
k=1 n=k+} k=1

(r)

Analoog leidt men af dat U (s) voor r#0 het verwachte aantal smnij-
punten van het pad met niveau r is vOoOr optreden van de eerste ramp.
Toepassing. Het aantal terugkeren naar 0 vodr optreden van de eerste
ramp is gelijk aan O met kans 1-F{s) en > | met kans F(s) (zie opmer-
king 4.3). Onder de voorwaarde dat de eerste terugkeer naar 0 zonder
ramp heeft plaatsgevonden, heeft het aantal terugkeren naar O na deze
eerste terugkeer en voor het optreden van de eerste ramp dezelfde ver-
deling als het aantal terugkeren naar 0 vdor de eerste ramp zonder meer,

Derhalve 1is
4.33) - U0 )=1 = (1-r(s)) .0 + Fes) (1 + (U ¢y - 1)1,

zodat U(OJ(S} 2 [1 - F(s)}"l, Op analoge wijze kan (4.25) afgeleid

worden,

We defini&ren voor r=i{,2,..., n=0,1,2,.,..
(r) e ey s
fn = kans dat r terugkeer naar 0 op tijdstip n
| plaats vindt;
(4.34) o
F(r)(s) = ) fér)sn voor |s| < 1 .
n=0

(1)

o= fn en.F(l)(s) = F(s),

Wegens (4.12) en (4.13) geldt £

Stelling 4.4,
a) F(r)(s) = F(g) = (I - /I;qusz)r voor r=1,2,... en |s| < 1.
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‘b) f(?ﬂ " X (2k+f} r k+r

ZY%QZR 2k+r k 2 (pq) vOoor kﬁoi i g e 3 rﬂl % 2 g % v o

£X) L g

n voor alle n=0,1,... , r=1,2,... met n—-2r# 0,2,4,...
o) 1£950y° g k i

n ‘=g 18 een kansverdeling <= p=i,

Bewijs.

73 3 > 2. (r) . e
a) Zij r 2 2; F* 7 (8) is de kans op een r terugkeer naar 0 zonder dat

er een ramp gebeurd is. Dan moet er een eerste terugkeer naar 0 ge-
weest zijn zonder dat er een ramp gebeurd is, gevolgd door (r-!)-maal
terugkeren naar 0 zonder dat er een ramp is gebeurd. Dus

r{ () = ves) PP (6), zodat PV (s) = Fi(s) = (1 - ViThpge)®
(stelling 4.2b).

b) Wegens a) en steliing 4,2a geldt F (s) = KZqS)YAr(s), waaruit volgt
dat

: (r) _ r . (xr)
(4.35) fn (2q) Anur .
Het gestelde volgt nu uit stelling 4.3 en (4.35).

¢) Frql) = 1 «== F(l) = 1 <= p = } (stelling 4.24d).

'Aanhangsel: analytische methode voor het bepalen van de co&fficiént van

s in de machtreeksontwikkeling van Ar(s).

In Feller”i:I11,6 is Aér) als kans met behulp van combinatorische
methodeh berekend: in Feller ! XI,3, waar de stochastische wandeling

met behulp van pgenererende functies behandeld, wordt A niet uit AT (s)

(r)
T

¢ a - #
berekend. Dit gebeurt wel in een artikel van Feller ), waaraan het be-
wijs van stelling 4.3 ontleend is, afgezien van de kansinterpretatie

van de optredende genererende functies. Feller merkt hierbij op dat be-

(r)

it A¥(s) met analytische methoden zeer moeilijk is.

rekening van A

") W. Feller, Infinitely divisible distributions and Bessel functions
“as$ociated with random walks, J. Soc. Industr. Appl. Math. 14,
864~875 (1966).
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s r
Het 1s ons echter geiuktxé )'met betrekkelijk eenvoudige middelen recht-
| . Y
streeks uit A" (s) te berekenen.

Daar

L= T (CF) (=hpas®)®
nfp

00

(4,36) A(sg) =

l r1+2ky 1+k k 1+2k
Took L JP 98

e et o, et ik o e S e P 2o 2nt b s z

2qs k=0

] r & ] &
is A (8) voor r=0,1,2,... te schrijven in de vorm

(4.37)  AT(s) = § A(r,k)pttRgNsFrEK
k=0

?

waarin A(r,k) een functie is van de niet~negatieve gehele getallen r en

k en
A(O,k) ="609k ?
(4.38)
I 1+2k
ALK = (7).
Omdat
(4.39)  A2(s) = == A(s) - R,
qs q
geldt voor gehele r > 2
T 1 ,r-1 p ,r~2
(4.40) A"(s) = — A (s8) — % A (s) ,
qs q
zodat wegens (4.37)
(4.41) A(r,k) = A(r-1,k+1) - A(r-2,k+l) wvoor =r > 2, k >0,

Met behulp van deze relatie en (4.38) kan al met volledige inductie be-

wezen worden dat

(4.42) A(r,k) =-§I§E (r;2k) voor r >1, k> 0,

maar we zullen een meer constructieve methode volgen.

Door

(4.43)° - B(r+2k,k) = A(r,k)
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is B(n,k) gedefinieerd voor gehele n en k met k > 0 en n > 2k, waarbij

(4.44) B(1+2k,k) = A(1,k) = _lli_k (1;216.) _
- (21]: _ (12::‘) voor k 2 0 ,

Uit (4.41) volgt voor alle in aammerking komende n en k
(4.45) B(n+l,k) = B(n,k) + B{n,k-~1) ,

Dit is juist de optelregel voor binomiaalco&fficiénten die de driehoek
van Pascal genereert. Men gaat gemakkelijk na, dat B(n,k) op een en
slechts een manier uitgebreid kan worden tot een functie van gehele n
en k met n > 0 door te eisen dat B(n,k) voor k > 0 en n > 2k aan (4.43)

en voor n > 0 aan optelregel (4.45) voldoet (zie fig. 4.2b). In dat

geval geldt voor gehele n,m en k met n,m > O

OO

k
(4.46) B(n+m,k) = i[ B(n,i)[gfi} = ] B,
=—00 L=0
m.a.w., als we B{n,k) uitzetten in een rooster als van de Pascaldrie-
hoek, dan ontstaat de (n+m)° rij door "interferentie" van Pascaldrie-
hoeken die naar beneden worden "uitgezonden' vanaf de n° rij, waarbiji
aan de Pascaldriehoek met top op (n,%) gewicht B(n,2) wordt toegekend
(zie fig. 4.2). Toepassing van (4.46) met n=1, m=2k geeft

K 2k
(4.47) B(142k,k) = ) B(1,0( " ) .
=0
Vergelijking met (4.,44) leert dat (4.47) met B(1,0) = 1, B(1,1) = -1
en B(I,2) = 0 voor L# O een oplossing B(n,%) geeft, die aan (4.43) en
(4.45) voldoet, en dus de oplossing.
Nit geldt wegens (4.43) en (4.47) voor r 2 1, k > O

(6.48)  AG,l) = Bas2kk) = (RN - (R - B (P9
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i
-
"
o
()
-
<
-

5 i 5 iI0 10 5 I a) één Pascaldriehoek
-3 =2 - 0 ] 2 3 4
Bn,k) A
n = 1t 1T 0 0O O i ‘g; 1T 0 0 0
LY
2 0 0 | 0, - 0 0

4 o 1 2 0.,-2 4 O
510 1 3 2 5:-2 -3 -1 0
6 1 4 5 ox; -5 -4 1

n > 2k /}

b) twee interfererende Pascaldrie-
hoeken met gewicht +1 en -1,

fig., 4.2

1v) Besselfuncties

Definitie 4.2. De Besselfunctie van orde p > -1 is de functie Ip op R

gedefinieerd door

e Y A L T T A S, M Rt

b ottt S L Al A B R b D AR
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S Y el (xy2kee -
(4.49) I“_J (x) k-z—-{) KT T (kap+1) [2) voor x & R,

Qp?efking 4.8. De convergentiestraal van de machtreeks in (4.49) is =,
émdat

dehe T o gl - (lglfel=ls

k=0

voor alle complexe x een convergente majorant van deze reeks is.

Opmerking 4.9. In de literatuur heet Ip de gemodificeerde Besselfunectie.
De gewone Besselfunctie wordt altijd aangegeven met Jp en wordt gedefi-
nieerd door in het rechterlid van (4.49) achter het somteken (-1)k in

te voegen., Omdat we ons alleen met de gemodificeerde Besselfunctie zul-

len bezighouden en de gewone Besselfunctie niet zullen tegenkomen, dui-

den we Ip kortweg aan met Besselfunctie,

Definitie 4.3. De Besselfuncties van orde -r met r=1i,2,... worden gede-

finieerd door 1 = 1 ,
-1 Y

Opmerking 4.10. De functie 1/T(x) kan uitgebreid worden tot een gehele

functie op de complexe getallen, zodat (4.49) voor alle complexe p een

functie Ip definieert. De inhoud van definitie 4.3 wordt dan een gevolg
van de op deze wijze gegeneraliseerde definitie‘van Ip.

Besselfuncties komen voor in veel expliciete oplossingen in wachttijd-
theorie en diffusietheorie. In het volgende zullen we aan de hand van een
ceneralisatie van de in iii) gedefinieerde stochastische wandeling ver-
delingsfuncties afleiden waarin Besselfuncties optreden.

In iii) hebben we een stochastische wandeling bekeken waarin de sprongen
alleen optreden op de tijdstippen 1,2,3,... . Men kan de "tijd" in deze
stochastische wandeling zien als een variabele die het aantal opgetreden
sprongen telt. We gaan de stochastische wandeling van iii) veralgemenen

door de sprongen niet meer te laten plaats vinden op vaste tijdstippen
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magr op stochastische tijdstippen.

We veronderstellen dat de tijdstippen waarop sprongen optreden worden
aangewezen door een stationair Poissonproces met intensiteit a (¢ > Q),
d.w.z. de lengten van de tijdsintervallen tussen opeenvolgende sprongen
en de lengte van het tijdsinterval tussen 0 en de eerste sprong zijn
onderling onafhankelijke stochastische variabelen met alle dezelfde
dichthﬁid.aefat voor t > U. Elke sprong heeft grootte +1 met kans p en
grootte -1 met kans q = 1-p. De grootte van elke sprong is cnafhankelijk
van de grootte van andere sprongen en onafhankelijk van het Poissonpro-
ces dat de tijdstippen der sprongen bepaalt.

We zullen het hier beschreven stochastische proces voor het gemak
een Potssonwandeling noemen. De positie op tijdstip t van een deeltje
dat uitgaande van 0 op tijdstip 0 deze Poissonwandeling uitveoert geven
we aan met g(t) en het aantal sprongen dat is opgetreden in het tijds-
interval (0,t] met n(t). Nu geldt

(4,50) g(t) = s

1] & L m » ] & = o o > ¥
Hierin is {ﬁn}nﬁﬂ de stochastische wandeling, die beschreven is in iii);
4 &

iin}n:B en {Qﬁt)}télégm) zijn twee onderling cnafthankelijke collecties

stochastische variabelen.

Stelling 4.5,

1

a, (t) g§£=P{gﬁt)zr} = (g}zr e ot I, (2/pqat) voor r geheel en t 2 0 .

Bewijs. Voor alle gehele r geldt

t)

(4.51) ar(t) = P{gﬂ( =y} = nzc P{ngt): rin(t) = n}P{n(t) =nl} =

0 | o n
z urif’) e-—a‘t (25) .

n=0

Voor r=0,1,2,... is het laatste 1id van (4.51) wegens stelling 4.1

gelijk aan
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20 f . - +2K 3
ot ¢ ortlky ik K £_ci“t)r  _(Ppyzr -0t T
(q o 52 ) L k{_“;o i }{ } p q (I"i' 2}(*) 3 - t‘q; < I}?( 2 pq&'t ) ©

Voor rs=-1,-2,..., volgt het gestelde wegens opmerking 4.2 en definitie 4.3.

Opmerking 4.9. Uit het model van de stochastische wandeling volgt dat

{ uir)}ﬁ;i“m voor e€ilk natuurlijk getal n een kansverdeling is (d.w.z.
uT5 0 en o W2 1), Dan is wegens (4.51) {a_(t)}. een kansver-
n = oo, Tl 3 ¢ e P

deling, zodat Emﬂ_ map(t) = 1. Door substitutie 2vpgot = x en p/q = s?

el S

volgt uit deze laatste identiteilt

(4.53) ) I (x) F = gZX(8ts R a

PP w0
Hiermee hebben we de genererende functies van de Besselfuncties van ge-
hele orde gevonden, Formule {(L4.53), welke ook gemakkelijk rechtstreeks
met behulp van de definities 4.2 en 4.3 af te leiden is, wordt sqms de
formule van Schldémilch gencemd.

Opmerking 4.11. Uit

(4.54) a,(t+1) = Plg(t+r) = r} =

- Plole) = kIP{g(t+v) = r|g, =k} =
KE o

bt

) ak(‘t) ar*-mk( 1) voor t,t > 0

volgt wegens stelling 4.5

(4,55) I (t+t) = )
T om0

I}c(t ) Irﬂk( 1)

(identiteit van K. Neumann); (4.55%) volgt ook onmiddeliik uit (4.53).

.. . L - (1)
Voor gehele ri# 0 definifvren we Jde stoobastisons o s e Al3

(L 2L T

het tijdstip waarop in de Cise vwe sinling voor
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het eerst niveau r bereikt wordt. De verdelingfunctie wvan T(r.

o T geven we
T r Lr* kunnen defectief zijn,

aan met L :
T’

Stellid ing | '4 6.

-y PSR e il

a) L " is absoluut continu met dichtheid
1
' - (Pyzr _~ot |I"!
(4.56) L' (t) (q) e = I, (2/pgat)

vocr t > 0, r geheel, r # 0.

b) Voor r = 1,2,... en X > 0 geldt
- _2“-4-1 ~ V’(;}_-I:‘I)Z--Llpqr
s
L) = L' = (2 m)
waarin L-C—i-“-%““-—*-'-'L,l.

c) Lr* = 1'" wvoor p = 1,254,

d) L, is een niet-defectieve verdelingsfunctie <== p > 5 (r > 0) .

Bewis.

a) 72i3j Y4 het tijdstip van de eerste spmng en y  voor n > 2 de lengte
van het tijdsinterval tussen de (n- 1) en n° sprong, dan is {Xn}
een rij onderling onafhankelijke stochastische variabelen met alle

dezelfde verdelingsfunctie F(t) = 1-e™ % voor t > 0, Nu geldt
(r)
t

(4.57) Yy,
n=1

waarin E(r) het tijdstip van eerste aankomst in r is in de stochas-

tische wandeling met vaste sprongtijden, beschreven in iii). Omdat

{l(r)} - de kansverdeling van E(r) is, geldt wegens 1i) voor t > O.

oo n n-1

_ © {(r) % _ T a ~aiT _
(4.58) L (t) = nz1 AT E(E) = n§1 . Dj Ty e ¥ dr
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(r) czn'trnm1 -0

L
— T T e,
Beppo Levi O nﬂ“l n (n“1)#

dus Lr is absoluut continu. Voor r = 1,2,... geldt wegens stelling 4.3

~at ¢ mv+2ktr+2k“1 2y _r+k k _
e Jpr e s

| Syt ok ¢
wog  (rtk 10 2k L k

£

(4.59) L};(t)

Jé

-t (DyIP T o
e (g)a ¥"Ir(zfga&t) N

zodat (4.56) geldt voor niet-negatieve r. De juistheid van (4.56) voor

negatieve r volgt uit opmerking 4.2 en definitie 4.3.

b) Wegens ii) en stelling 4.2a geldt voor r = 1,2,...

1
AC(FOD) = AT (sp57) =

Bt

'
(4.860) Lr(h)

§
|
;
T

L\
(L, 0)" .

i
—
|
o
LD

c) Gevolg van b).

d) Voor r = 1,2,... geldt

il

(stelling u4.2c).

% B

. Y | (I
I"'r niet defectief <==> [ (0) = A (1)

T"<——=Dp

PET Ty

(A f_/;2m12}r‘
Yi2-1

Q gef e _-At -
61> 10 9L 17 e T (tat

voor A > 1, r geheel.
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Bewijs. Uit stelling 4.6a met p=g=}, a=l en stelling 3.9 volgt voor

r=l,2,... en A > O

‘ ¥t - - rm = (A+1)t _
(4.62) L) r ./ e I (t) dt =

i

% (A+1]
r I ) .

Wepgens stelling 4.6b 1s

(4.63) LAY = - ¢ (A + 1 - /Ox1)2=1)"
¢ Y(a+1)2-1

Combinatie van (4 62) en (4.63) geeft (4.61) voor positieve gehele ¥ en
vervolgens voor negatieve gehele r wegens definitie 4.3,

Voor r=0 volgt (4.61) uit

(4964) fm e"ﬁt I (t) dt = fm ﬁ”kt 5 mlﬁﬂ.tﬁ%zn dt =
0 O 0 . 2 2
n=0 (n.)
- f 2—2n [2n) Im e-lt tzn dt
3 N

1/ i

L il iinkeninis e 1'._“'— it ol il

/T~ (1/2)2 A2 -1

i

Identiteit (1) is juist voor ) > 0 en identiteit (2) voor lhnji < I,

dus (4.64) in 2zijn geheel is juist voor A > 1,

Opmerking 4.12. In een artikel (zie voetncot op blz, 60) toont Felier

aan dat (4.56) voor alle reéle positieve r een verdelingsfunctie Lr de
finicert met LS—~getransformeerde als in stelling 4.6b. Ten gevolge hier-

van 1s stelling 4.7 juist voor alle reé€le positieve r,

coll, Wh-rek., afl. 8
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v) Stabiele verdeling met co&fficint }

We beschouwen de stochastische wandeling beschreven in iii) met
p=q=3. Uit stelling 4.4c volgt dat het deeltje dat de stochastische
wandeling uitvoert met kans | minstens r keer naar 0 terugkeert voor
alle natuurlijke getallen r, zodat het deeltje met kans | oneindig vaak
naar 0 terugkeert,

Zij|£1 het tijdstip van de eerste terugkeer naar 0 en t het tijds-
verloop tussen de (r-l)e en - terugkeer naar 0 (r > 2), dan is {Er}:ﬁ!
een rij onderling onafhankelijke geheelwaardige stochastische variabelen

met alle dezelfde kansverdeling {fﬂ} en kansgenererende functie

(4.65) F(s) = 1 = ¥]-g<2 voor [s! < I .

€

Het tijdstip van de r terugkeer naar 0 is t +t +o..4t met kansverde~

. (r) = : '51'"2
ling {fri }nﬂO en kansgenercrende functie F (g).

Wiji zljn geinteresseerd in de verdelingsfunctie van de gemiddelde
terugkeertijd (51+,..fgr)/r en hopen dat deze voor r »+ ® naar een inte-
ressante limiet gaat., De LS-getransformeerde bij (£1+,;.f£r)/r is

Fr(e“A/r). Omdat

(4.66) log F(s)y ~ ~ v2{l=5)} voor s + 1

geldt voor alle A > 0

(4.67) log Fr(e—k/r) ~ = V2(1=e-A/L) ~ = VY2Ar -

voor T - ™,

De LS-~getransformeerde bij {Ez+...f£r)/r convergeert naar 0 voor alle
» » 0 en dus konvergeert de verdelingsfunctie van de gemiddelde terug-
keertijd naar 0 voor r -+ = (stelling 2.3). De verdelingsfumcties van
een rij niet-negatieve stochastische variabelen kunnen alleen naar 0
konvergeren als alle massa naar = verdwijnt, dus de gemiddelde terug-
keertijd divergeert in waarschijnlijkheid naar « voor r - =.

We gaan nu voor alle o > 0 onderzoeken wat de limiet is van de ver-

delingsfunctie van (£!+.,.f£r)/ra met LS-getransformeerde

Wb He ok bR - Hobhe B AR LR o B b PR ETE AT Tk
L
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-3 /v ET
(4.68) F' (e A ) - exp (- r\fE§0 voor r > @
V r

Uit (4.68) volgt dat de LS—getransformeerden naar O convergeren als

@ € 2 en naar | als o > 2, wat correspondeert met konvergentie van de
bijbehorende verdelingsfuncties naar 0 als @ < 2 en naar 1 alsa > 2
en divergentie in waarschijnlijkheid naar « van.(&f,.,fET)/ra als o < 2
en convergentie in waarschijnlijkheid naar 0 als a > 2.

Uit (4.68) met a=2 volgt convergentie van de LS-getransformeerden
bij (_g:_i_l-in..,,,...E-l-t:__,)/r2 naar e_fn voor ¥ *» «, A > 0, De vraag is van welke
verdelingsfunctie dit de LS-getransformeerde 1is,

De verdelingsfunctie van (£]+...f5r)!r2 is bekend omdat de kansver-
deling {f;r)} van t,+... 4t bekend is (stelling 4.4). Het 1s daarom mo-
gelijk de limiet van de verdelingsfuncties van (E¢+.¢.f£T)/r2 recht-
streeks uit te rekenen. Aanwijzingen hiervoor worden gegeven in
Feller 1, p. 87, waar als limiet de verdelingsfunctie G met dichtheid

]

-l T

(4.69) G'(x) = ! e 2X VOOY x > 0
Y2mx3

wordt vermeld. In Feller 2 wordt onder verwijzing naar dit resultaat en
met behulp van de continuiteitsstelling (stelling 2.3) geconcludeerd
dat e 2A de LS-getransformeerde is van G, gedefinieerd door (4.69).

Wij zullen een andere weg bewandelen eiifechtstreeks aantonen dat
E(A) - o 2\ uitgaande van (4.69)

Hieruit volgt wegens de continuiteitsstelling dat de verdelingsfunctie

van (t +..,f£r)/r2 naar deze G konvergeert.

Stelling 4.8. De functie G, gedefinieerd door (4.69:, is een verdelings~

functie met LS-~getransformeerde
EA) = e 21.

Bewijs. (ontleend aan G. Doetsch, Handbuch der Laplace-Transformation).
Uit

© (e - 2 o - - 2
(4.70) OI e U W gy =Qf %e A ZF (a > 0)

T T N A AR AT, i B 4 A
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volgt door het linkerlid bij beide leden op te tellen

> & ﬂ—a.---r 2 D0 r-rmim 2
(4.71) 2 f e (u u) du = f (1 +.§;¢ e(v v) T —
0 § v2 a
(W“‘;'“ v)

- [ e_wzdw = V1 (a > 0)

D

Het eerste en het laatste lid van (4.71) zijn ook gelijk voor a=0.

Met behulp van het voorgaande volgt voor A > O

1 o ~Ax 1 -
(4.72) c) = [ e —— ¢ 2K dx =
Y2ux3
1 2
- =(/Ax = )
= 2 Of 1_ e /2x  dx =
V2mx3 (U = ——)
_(vxfz 2 V2x
/2N 2 e Tl ~/2x
= £ —— Gf e du = g v
/n

Daar 5(0) = |, 1s G een verdelingsfunctie,

Vooruitlopend op wat later behandeld zal worden vermelden we het

volgende,

Definitie 4.4. Een verdelingsfunctie R heet strikt atabiel met codffi-

ctént o, als voor alle natuurlijke getallen n geldt

i
(4.73) R™ (xnT) = R(x) .

Gevolg. Als (Eﬂ} een rij onderling onafhankelijke stochastische varia-
belen is met alle dezelfde ver?elingsfuuctie R, dan is R ook de vexrde-

lingsfunctie van (x +.,.f§n)/ﬂai

-1
Definitie 4.5. Een verdelingsfunctie R heet stabiel met co¥fficiént «a,
als er een re&el getal ¢ bestaat z6, dat R(x—-c) strikt stabiel is met

co8fficiént a.




73

Opmerking 4.13, De verdelingsfunctie G is strikt stabiel met co¥fficiént

}, immers uit G°(A/n2) = G(A) volgt G™ (xn?) = G(x).

Opmerking 4.14. Men kan aantonen dat er dan en slechts dan een strikt

stabiele verdeling bestaat met codffici¥nt.o als 0 < o < 2, Voorbeelden
van strikt stabiele verdelingen zijn: de standaardnormale verdeling

(co8fficiént 2) en de Cauchy-verdeling (co&fficiént 1).

§ 5 Absoluut en volledig monotone functies
(Feller 2 XIII 4, VII 6)

Definitie 5,.,1. Een functie f heet absoluut monotoon op (a,b) als alle
afgeleiden van £ op (a,b) bestaan en f(n)(x) > 0 voor n=0,1,2,...,

a < x < b,

Voorbeeld 5.1,

a) “.é is absoluut monotoon op (==,0) ;

b) e* is absoluut monotoon op IR;

c) - log |x| is absoluut monotoon op (~1,0) ;
d) Als {pk}tmo een kansverdeling is, dan is de bijbehorende genere-

rende functie z pksk absoluut monotoon op (0,1) .

Definitie 5.2, Een functie f heet volledig monotoon op (a,b) als alle
afgeleiden van £ op (a,b) bestaan en (—l)nf(n)(x) > 0 voor n=0,1,2,...,

a < %X < b,

Opmerking 5.1. f(x) volledig monotoon op (a,b) <= f(-x) absoluut

monotoon op (-b,-a).

Voorbeeld 5.2.

a)
b)

¢) - log x is volledig monotoon op (0,1) ;

-% is volledig monotoon op (0,=) ;
e is volledig monotoon op IR

o b, . bl L . b s L ekl KL T R LI T ey e e e e ‘-

o it by Ay S e
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s U een verdelingsachtige functie 1is en }‘O de convergentie-abscis

Yo

%n U, dan is ﬁl(k) volledig monotoon op (Ao,m) (gevolg van stelling
9).

'

408 5.1 (ontleend aan Widder). Als f absoluut monotoon is op (a,b),

;,n f uitgebreid worden tot een analytische functie £(z) (z complex)

cirkel |z-al < b-a,.

. De limieten lim f(n) (x) bestaan en zijn niet-negatief en ein-
Z :

X¥va
por n=0,1,..., daar f(n) niet-dalend en niet-negatief is op {(a,b).

ststelling f(a) gel 1imx+af(x) volgt als in het bewijs van stelling

dat alle rechterafgeleiden van f in a bestaan (die we aangeven met

#) ) en dat f(n) (a) = limxmf(n) (x) voor n=0,1,2,... . Met behulp

v Aaylor volgt voor a < x < b

= . (n) (x~a)"
f(]{) =2 f(a) + £ (a)(x—a) + ... + £ (&) T + Rnix) .

LKL
n
R (x) = afx ‘g‘}'c:ﬁg‘)“ £ (1) (e qe -
n+l
= (x"iz Ofl (1-t)" f(n+1) (a + (x-a)t] dt .

:E(nﬂ)(a + (x-a)t] niet-dalend in x is, geldt voor a £ x £ ¢ < b

n+!
.EE“_':E.%._.... Ofl (1-¢)" f(n+])[a + (c-a)t) dt =

b 0 ;Rn(x) < —~3
) (x~a)n+] iy (x—a)n+] | ) ]
B n+l n c) = ( )n+1 {f(c)-f(a)wf (a)(c-a) - ...
(c-a) c-a

Il .
- ey L2y o) ZE)T

it volgt dat lim_ R (x) = 0 voor a £ x < e < b en dus voor

R < b, omdat c willekeurig in (a,b) gekozen mag worden. Dus

oo (n)
n=0 ]
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voor reéle z met a < z < b, waaruit volgt dat (5.4) voor complexe z met

|z-a| < b~a een analytische functie definieert.

Gevolg. Een functie P(s) op (0,1) is dan en slechts dan een kansgene-

rerende functie als P(s) absoluut monotoon is op (0,1) en 1im3+lP(S) = |,

Opmerking 5.2, Uit stelling 5.! volgt dat een functie £ op (a,b) dan en

e T

slechts dan voor x = {(a,b) te schrijven is als een convergente macht-
reeks in {(x—-a), als f het verschil is van twee absoluut monotone func-

ties op (a,b). Immers, de voorwaarde is wegens stelling 5.1 voldoende;

de noodzakelijkheid volgt uit ) bn(x-—a)n = Zb; (x-a)" -~ Zb; (x-a)".

Opmerking 5.3. Wegens opmerking 5.1 en stelling 5.1 geldt het volgende.

Als een functie f volledig monotoon is op (a,b), dan is f uit te brei-

den tot een analytische functie f(z) op de cirkel |z-b| < b-a.

Stelling 5.2. Als U een verdelingsachtige functie is en AD de conver-
gentie—abscis van'ﬁ, dan 1is %(l) uit te breiden tot een analytische

functie op het complexe halfvlak Re A > XG’

4
Bewijs. Wegens stelling 3.9 is U volledig monotoon op (l(},M)n Elk punt
in. het halfvlak Re A > A, is bevat in een cirkel [A-b| < b=i, met
b > Ag Het gestelde volgt nu uit opmerking 5.3.
Stelling 5.3. Een functie ¢ is dan en slechts dan volledig monotoon op
(0,2) als ¢ de LS-getransformeerde is van een verdelingsachtige functie

met convergentie-abscis A, < 0.

Bewijsn

a) Wegens stelling 3.9 is de voorwaarde voldoende.
b) Zij ¢ volledig monotoon op (0,2) en zij a > 0. Dan is ¢ (a-as) als

functie van s absoluut monotoon op (0,1) en geldt wegens stelling 5.1

Lo

n,(n)
(5.5)  ¢a—as) = § S2Le _fa)n voor 0 <8 <].
n=0 ’ \
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Dus ¢{a—as) is de genererende functie van de rij niet-negatieve getallen

{pn} met

(a9 (n)

o - (a) voor n=0,1,2,... .

(5.6) P

Bijgevolg 1is ¢(a~aawk) voor A > 0 de LS~getransformeerde van de verde-

lingsachtige functie

--;\/:—:-.Xﬂ s

Dan is ook ¢ (a—ae ) LS-getransformeerde van een verdelingsachtige

functie, en wel van

def
(5.7) U (x) == ) P_ -
n < ax
Daar voor » > 0O
(5.8) l1im ¢(a-aeﬁl/a) = $(A) ,

a-re

is wegens stelling 2.5 ¢(X) = E(A) voor A > 0, waarin U = 1lim Ua“
s

Hiermee hebben we de volgende omkeerstelling ''bewezen",

Stelling 5.4 (omkeerstelling). Als U een verdelingsachtige functie is

T & @ v & | * #*
en de convergentie-abscis van U niet-positief is, dan geldt voor alle

continuiteitspunten x van U

nv
(5.9) UG) = lim § L2y

a»>© n < ax

Opmerking 5.4. Voor het bewijs van de eenduidigheidsstelling (stelling

2.2) hebben we verwezen naar bovenstaande omkeerstelling, Deze verwijzing

-is alleen geoorloofd, als stelling 2.2 en de gevolgtrekkingen uit deze
stelling niet gebruikt zijn voor het bewijs van stelling 5.4.

We kunnen er daarom niet mee volstaan stelling 5.4 te zien als een
gevolg van het bewijs van stelling 5.3, omdat daarin gebruik 1is gemaakt
van de uitgebreide continuiteitsstelling, die met behulp van stelling

2.2 bewezen 1is.

T la e T o L e A TP e s PP g P 0 B o e 00 ] P s

mrdm s e et L AR

N ] P o e el | il e i et L ™ s w1 L =
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een beperking wvan
Op het eind van deze paragraaf volgt een nieuw bewijs vanYstelling

5.4, dat berust op de ongelijkheid van Bienaymé - Eebygév en stelling
3,9 (deze stelling is onafhankelijk van stelling 2,2). De beperking
van stelling 5.4 bestaat hierin, dat U verondersteld wordt een verde-

linggunctie te zijin. Dit is voor het bewijs van stelling 2.2 voldoende.

Stelling 5.5, Zij ¢ een reéle functie op (0,~) en ¢ een niet-negatief
reeel getal. Dan zijn de volgende twee beweringen equivalent.

a) ¢=ﬁ:ap (0,=), waarin U een absoluut continue verdelingsachtige

functie is met dichtheid u, die voldoet aan

—_— —_

(5.10) _O < u(x) < ¢

voor alle x > 0.

b) ¢ is oneindig vaak differentieerbaar met

o (n)
(5.11) 0 LA ) £ yoor alle 150,
‘ n=0,1,2,... .

Bewijs. Zij a) gegeven, dan geldt voor alle A > 0 en n=0,1,2,... wegens
stelling 3.9

.\ (n) - n
(5.12) 0 < LA n‘f () ) ﬁi—*;")— M ou(x) dx <
n
seof qP- e ax -3

Zij b) gegeven, dan is ¢ volledig monotoon op (0,»). Wegens stelling 5.3
is er een verdelingsachtige functie U zd, dat de convergentie—abscis van

U niet-positief is en ¢=ﬁ'op (0,»). Wegens stelling 5.4 geldt nu voor elk

paar niet—-negatieve reé&le getallen XX, met x, < X,

- s (-a)" | (n)
(5.13) U(x,) =U(x,) = lim Y —r— ¢ (a) <
a»® ax.< n < ax )
i = %9
< ¢ lim X -é = c(xzuxl).

a-max<n;ax2

]
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Hieruit volgt dat U absoluut continu is met betrekking tot de Lebesgue-

maat en dat er een dichtheid van U is die aan (5.10) voldoet (elke dicht~

heid van U voldoet bijna overal aan (5.10)),

Stelling 5.6. Als £ en g absoluut (volledig) monotoon zijn op (a,b) dan

zijn de som f+g en het product fg ook absoluut (volledig) monotoon op
(a,b).

Bewijs. De bewering over f+g is triviaal., Beschouw verder alleen fg.

(n) (n)

Zijn £ en g absoluut monotoon op (a,b), dan zijn f en g niet-nega-

tief op (a,b) voor n=0,1,2,... . Uit de formule van Leibniz

(5.14) (fg)(n) _ (ﬁ) £ (k) g(n-—-k)

voor n=0,1,...

j &~

k=0

)(n)

volgt dat (fg voor n=0,1,2,... niet-negatief is op {(a,b), dus fg is

op {(a,b) absoluut monotoon,
Als f en g volledig monotoon zijn op (a,b), dan zijn wegens opmerking
5.1 f£(-x) en g(-x), dus ook f(-x)g(-x) absoluut monotoon op (-b,-a),

dus fg is volledig monotoon op (a,b).

Opmerking 3.4. Dat het product van twee volledig monotone functies volle-

dig monotoon 1s volgt ook rechtstreeks uit de tekenwisseling der afge-
leiden en (5.14).

Stelling 5.7. Zij g een functie op {a,b) met een op (a,b) absoluut (vol-

ledig) monotone afgeleide en zij f een absoluut (volledig) monotone func-
tie op (g(a), g(b)), dan is de samengestelde functie f(g) absocluut (vol-

ledig monotoon op {(a,b).

Bewijs. Met volledige inductie gaat men na dat

(n) _
k

(5.15) {f(g)) f(k)(g) P voor n=1,2,... ,

R e

| k,n

(n)

waarin P een polynoom in g',g",...,8 is met niet-negatieve codffi-

k,n
cignten (n=1,2,...; k=1,2,...,n). Als g' absoluut monotoon is op {(a,b) en

coll. Wh-rek. afl. 9
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f absoluut monotoon op {(g(a),g(b)), dan is het rechterlid wvan (5.15) niet-
negatief op (a,b), waaruit de absolute monotonie van f(g) volgt.

Stel nu, dat g' volledig monotoon is op (a,b) en f volledig monotoon
op (g(a),g(b)) en definieer ¢$(x) = £(-x) en Y(x) = -g(-x) voor
x ¢ {~g(b), —g(a)) resp. x & (-b,~a). Wegens opmerking 5.1 is f(g(x))
dan en slechts dan volledig monotoon op (a,b) als f(g(-x)) = ¢{(¥(x)) ab-
soluut monotoon 1s op (-b,-a). Dit laatste is het geval, daar wegens op-
merking 5.1 ¢(x) = f(-x) absoluut monotoon is op (-g(b), =-g(a)) en

p'(x) = g'(~x) absoluut monotoon op (~b,-a).

Gevolg. Als ¥ op (a,b) een volledig monotone afgeleide bezit, dan is
=y

e ' veolledig monotoon op (a,b).

Aanhangsel (Feller 2 VII,6)

Bewijs van stelling 5.4 voor verdelingsfuncties U = F zonder gebruik te

maken van stelling 2.2 en de hieruit volgende stellingen,

Z1j y een positief reeel getal en x_ voor a > 0 een geheelwaardige

—a
stochastische variabele met
-av (a n
(5:16) ?{ia == n} = e y —%:__ » 13.50,],2,.;-
dan 1is 85_3 = var x_ = ay.

Omdat volgens de ongelijkheid van Bienaymé-éebyEQV voor alle € > (

(5.17) P{ |§a - 3y1 > ag} < _ay +> (0 als g > o .

a‘e?

convergeert wegens stelling 1.1 de verdelingsfunctie van‘§a/a conserva-

tief naar 1{x~y) als a + =, dus

)k 0 voorY x <y,

(5.18)  Lime™® 7 2
k < a

a-—ro X )
] Voot X >y,

Z1] F een verdelingsfunctie, dan is wegens stelling 3.9 voor alle a > 0,

x > 0
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(5.19)

- —ay (ay)k
< )

Wegens (5.18) en de stelling van Lebesgue over gemajoreerde convergentie
geldt voor continuiteitspunten x van F, dat het laatste 1lid van (5.19)

voor a + = convergeert mnaar F(x).

Opmerking 5.3. Uit de centrale-limietstelling volgt dat het linkerlid *)

[ —

van (5.18) gelijk is aan 3 voor x=y, zodat het voorgaande veralgemeend

kan worden tot

z (“E)k ‘i;(k) (a) = F{x+0) hat F(}f_ﬂoﬁl

(5.20) lim o 5 .

a»» k < ax

Stelling 5.8 (omkeerstelling voor gewone Laplacegetransformeerden).

Als u een begrensde continue functie is op (0,»), dan geldt voor alle

x > 0

=D a0 o=
(5.21) iiz ((nzl)t EEJ ﬁ(n )CEJ = u(x) .

Bewijs. Zij Fn(y) voor n=1,2,... de verdelingsfunctie met dichtheid

m 2 n-l] n
)y -
(5.22) F;(y) alrewra sl voor y > 0,

dan is x de verwachting en x¢/n de variantie bij Fn.

Uit de ongelijkheid van Bienaymé~CebySev volgt als in het voorgaande

bewijs dat Fn(y) conservatief naar 1{(y-x) convergeert voor n > «,

SRy Wil

) In G. Doetsech, Handbuch der Laplace-Transformation, Band II, p. 60
wordt aangetoond dat

S ‘ e
ofs F(Si]) e“tdt = % +‘% ¢% 5 % + 0(8 ]) voor 8 <+ ®

- k —
Hieruit wvolgt datk§a§ ax (%§2~-= i + 0(a £) voor a - «, Dit laatste

volgt ook rechtstreeks uit de stelling van Berry-Esséen (Feller_g,
p. 515).
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Omdat u begrensd en continu is, bestaat
(5.23) () = Ofm e MY u(y) dy

voor A > 0. Door u als verschil van twee niet-negatieve functies te schrij-

ven en stelling 3.9 toe te passen ziet men dat

© n -\
(5.24) a0y = P of ve 7 uy) ay
voor A > 0, n=0,1,2,... . Derhalve geldt

-1 n-i n ~1 -
(5.25) S @) G - 7w dar o)

X

Uit de conservatieve convergentie van Fn(y) naar 1(y-x) en stelling 1.7b

volgt nu het gestelde.

Opmerking 3.6, Men kan zonder veel moeite aantonen dat (5.21) reeds geldt

als u begrensd en Lebesgue-meetbaar is en x een continuiteitspunt van

u is.
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§ 6 gneiqgi%_dg§LE§£§rverdq}iqgsﬁpncties op IOZW)
Feller 2, XIII 7,

Definitie 6.1. Een verdelingsfunctie F heet oneindig deelbaar als er
voor elk natuurlijk getal n een verdelingsfunctie Fl/n bestaat met

(3R, 5
Fl/n il Fu

Definitie 6.2. De LS-getransformeerde van een verdelingsfunctie heet

oneindig deelbaar als het de LS-getransformeerde is van een oneindig

deelbare verdelingsfunctie.

Gevolg., Als F een verdelingsfunctie is, dan is F dan en slechts dan on-

arveuler 6 i

eindig deelbaar als ﬁl/n voor elk natuurlijk getal n LS—getransformeerde
van een verdalingsfun¢tie is (omdat de LS-getransformeerden niet-negatief
zijn geeft de definitie van de n®-machtswortel geen moeilijkheden, dit

in tegenstelling tot de complexwaardige karakteristieke functies).

Stelling 6.1. Als F en G oneindig deelbare verdelingsfuncties zijn, dan

is F # G oneindig deelbaar.

Bewijs. Wegens de commutativiteit van het convolutieproduct volgt uit

1% n* _ n%
F FI/n en G = Gl/n dat F » G = (Fl/n * Gl/n)

Gevolg. Als F een oneindig deelbare verdelingsfunctie is dan is Fr

LS-getransformeerde van een verdelingsfunctie F, voor elk niet—negatief

t
rationaal getal t.

s o

Stelling 6.2. Als {F(n)} een rij oneindig deelbare verdelingsfuncties

n=]

ig, F = limn+m F(n) en F een verdelingsfunctie is, dan is F oneindig

deelbaar.

Bewiis. Wegens de continuiteitsstelling geldt lim f(n)(k) = F(1)

voor alle X > 0., Derhalve geldt voor elk natuurlijk getal k en alle A > O
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(6.1) 1im (F™ o e = Foo) k.

N

(n)

v{n) 1/k | : . , .
Omdat (F (k)) LS—-getransformeerde is van een verdelingsfunctie F]/k

en fkﬁ) = 1, 1s (%(A}}}/k wegens de continuiteitsstelling LS-getrans-

{n)

formeerde van een verdelingsfunctie Fl/k’ waarbilj F”ka 1xmn+m Fl/k .

Gevolg. Als F een oneindig deelbare verdelingsfunctie is, dan is Pt

YR e WLl WPl

LS-getransformeerde van een verdelingsfunctie Ft voor alle niet-nega-

tieve reéle t. Deze verdelingsfuncties voldoen aan

¥» ==
(6.2) Fo*F . =F . VoOor s,t > 0,

Definitie 6.3. Een collectie verdelingsfuncties {Ft}t , o die aan (6.2)

T
-y

voldoet heet een halfgroep van verdelingsfuncties.

Stelling 6.3. Een functie ¢ op [b,m) is dan en slechts dan LS~getransfor-
=)
metl

meerde van een oneindig deelbare verdelingsfunctie als ¢(A) = e

y' volledig monotoon op (0,x) en ¢(0) = 1imk¢0 y{x) = 0,

Bewijs.
a) Zij ¢' volledig monotoon op (0,~) en $(0) = 1imk+0 y(x) = 0. Wegens
~y

het gevolg van stelling 5.7 is ¢ = e ~ volledig monotoon op (0,»), zo-

dat er wegens stelling 5.3 een verdelingsachtige functie F is met

e“w= F. Uit e_¢(0) = F(0) = 1 volgt dat F een verdelingsfunctie is.
~p/n

Vervanging van ¥ door Y/n geeft met dezelfde argumenten dat e

LS-getransformeerde van een verdelingsfunctie is. Dus F is oneindig

deelbaar.

b} Zij F oneindig deelbaar en zij Yy gedefinieerd door F = e“w, dan 1s
%I/n N eﬂw[n

voor elk natuurlijk getal n LS-getransf. van een verdelings~

functie, dus volledig monotoon op {(0,x). Zij

vl/n

¥y ha - ¥y

(6.3) ¢n = n{l - e

dan is voor n=1,2,...
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(6.4) ¢ (A = - n = (F/P0)

volledig monotoon op (0,x), Uit (6.3) volegt ook

(6.5) lim wé(l) = 1im e"w(l)/n Pr(A) = $ (X)) voor alle X > 0,

n——)-m [t et

zodat ¢° wegens stelling 5.3 en stelling 2.5 volledig monotoon is.

De bewering over Y(0) 1s triviaal.

Stelling 6.4. Een functie ¢ op [D,W) is dan en slechts dan LS-getrans-

formeerde van een oneindig deelbare verdelingsfunctie als § = - log ¢

voldoet aan

@ ~AX
(6.6) p(A) = f I -—-xeﬂ_r dP (%) (lees A voor de integrand als
0— x = 0) ,

waarin P een verdelingsachtige functie is 25, dat
(6.7) [ < dp(x) < =
. B .

Bewijs. De eindigheid van (6.6) voor alle X > 0 is equivalent met (6.7)

wegens
p ! e | o |
(6.8) (1-e ){ — dP(x) & [ ——— dP(x) < AP(1) + [ — dP(x)

Wegens stelling 5.3 en 6.3 is ¢ dan en slechts dan LS-getransfor-

meerde van een oneindig deelbare verdelingsfunctie als

(6.9) P(0) = 1im y(A) = O
‘ A+0

en er een verdelingsachtige functie P is met

(6.10) ) = PO = [ e ap(x) < = voor alle A > 0 .
0
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Het is dus voldoende te bewijzen dat (6,6) geldt en eindig is voor alle

A > 0 dan en slechts dan als (6.9) en (6.10) gelden.

Zrjn (6.9) en (6,10) gegeven, dan is P'(\) als LS-getransformeerde
continu voor A > 0, zodat

(6.11) b = [ du e

waarin a en c re€le constanten zijn en a > 0, Uit (6.9) volgt nu het

a : e oy
bestaan van Of Y'(u)dp en tevens dat deze integraal gelijk is aan c_.
Dus

Qo

(6.12) = > 4 = [Py dn = ([ eMarpx))a =
() -

oo

AX

— [ [Ofk enuxdu)dP(x) = j’i:f.____ dP(x) .
Fubini O- o-

Indien (6.6) geldt en eindig is voor alle X > 0 (dus ook (6.7)
geldt), bestaat f(k) voor A > 0 wegens

280

(6.13) P(A) = Of eap(x) < () + [T L dP(x) < = .
Met overwegingen als in het bewijs van stelling 3.9 volgt nu, dat '
uit (6.6) verkregen kan worden door onder de integraal naar A te diffe-
rentiéren, dus $'(}) = E(A), waarmee (6.10) bewezen is.

Wegens het bestaan van E(D) is 1 > A ;=(1_e-lx)/x voor O < A < |
een sommeeriare majorant van de integrand in (6.6). Met behulp van de

stelling van Lebesgue over gemajoreerde convergentie volgt nu de juist-—
heid van(6.9).

Voorbeeld 6.1 (Y en P hebben dezelfde betekenis als in de voorgaande
stelling).

a) Samengestelde Poissonverdeling (F verdelingsfunctie; a > 0)
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De tekst op bladzijde 85 wvanaf formule (6.!12) tot aan voorbeeld

6.1. moet als volgt gewijzigd worden,

Indien (6.6) geldt en eindig is voor alle A>0 (dus ook (6.7)
geldt), bestaat 5(%) voor A>0 omdat emlx < x voor veoldoende
grote x. Met overwegingen als in het bewijs wvan stelling 3.9, volgt nu,
dat ¢' (1) woor A>0 wuit (6.6) verkregen kan worden door onder de
integraal naar X te differentiéren, dus y'(A) = 5{&) voor A> 0,
waarmee (6.10) bewezen is I

= A X

Daar (l=e mkx)

) [/ x £ 1/x en (l=-e /x<A<l wvoor 0Os<xi<it, is
min {l, 1/x) voor deze waarden van X een sommeerbare majorant van de
integrand in (6.6)., Met behulp van de stelling van Lebesque over ge-

majoreerde convergentie volgt nu de juistheid van (6.9).



PTQA) = a0
dP (%) = axdF(x) .
b) Gammaverdeling (a > 0)

a-1
G'(x) = ?(a) e = VOoOor

EA) = (1+)7%

a

Helaliuiegiegletite

1+ A ’

' (A)

dP (x) a e dx

¢) {(vgl. stelling 4.6)

L!(x) = e = %L I_(x)

voor X > 0, r geheel, ¢ # 0 ;

Er(l) = (A + 1 ~ V(A+l)2~f)|r|
lp!(;\) e ——— iﬂr .
Y {(A+1)2~1 st. 4.7
drP(x) = |r| e Io(x) dx
; b
d) G'(x) = - e 2x vOoOoTr
V2mx3
G{L) = E_JEI" :
PO = ——
/2
dP (x) = 1 dx .

86

x > 0 ;

:J

x| r'13‘-{:,(?«&1) ;

?
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Stelling 6,5. Als {Ft}t;Q en {Gt}E;Q twee halfgroepen van verdelingsfuncties
zljn en

(6.14) Q. (x) = | F_(x) dG (1) woor =x20, t20,

dan is {Q_} een halfgroep van verdelingsfuncties,

t t;p

Bewiijs., Met behulp van de stelling van Lebesgue over gemajoreerde conver=
gentie volgt dat Q, gedefinieerd door (6.14) alle eigenschappen van een

verdelingsfunctie bezit,
Uit

o0 £20

(6.15) | J(awx) dFT(x) th(T) = |

. . FT(a) dG, (1) = Qt(a) =

a0

= | {a-x) th(x) voor alle a>0
0_

volgt dat

O oo {0

(6.16) J e(x) dQ (x) = | | ¢(x) dF _(x) d6 (1)
0= O~ Q0=

voor alle zwak-monotone continue niet-negatieve functies ¢ op R, wat

men bewijst door ¢ als in het bewijs van stelling 3.6 met trapfuncties

te benaderen. Dus

v o0 mk oo oc _
(6.17) Q) =] e "Tdqx) =] [ e AX dF_(x) dG (1) =
O= 0- 0-
= 7
=] F_()) d6 (1),
O~
Met behulp van de notaties wl = ~log El’ wz = ~log El volgt Ft = e“twi
en Et = emth , zodat
= -t A
618 Q) = VI e @ = G ) = W2V D
O~

coll, Wh=rek, afl. 10
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= Q, * Q, = Qt+s voor s§,t>0, waaruit het gestelde

met

onafhankelijke stationaire incrementen {(een voorbeeld van.eentigaticnair
Markov-proces) zb, dat Fo de verdelingsfunctie is van Xope = X

voor alle s,t20 , Zij {y(t)! een soortgelijk proces bij de halfgroep
{Gt} en stel dat {x(t)} en Qzﬁﬁa} onderling onafhankelijke processen

zijn. Dan is {x(y(t))} een stochastisch proces met onafhankelijke

>
stationaire incren&ntentggj de halfgroep {Qt},

Het Markovproces {x(y(t))} ontstaat uit {x(t)} door de "tijdpara-
meter" stochastisch te maken (iets soortgelijks is gebeurd in 84 waar
uit de stochastische wandeling de Poissonwandeling geconstrueerd werd).,
Deze manier van combineren van Markovprocessen wordt '"subordination
of processes' genoemd., Het proces x(y(t)) heet ondergeschikt
(subordinated to) het proces {x(t)} met als regelend proces (directing

process) {y(t)l,

&8 ba

Lukacs §502, 5.3, 5.5.

Definitie 6a.l = definitie 6.1.

Stelling 6a.2 = stelling 6.2

i

stelling 6.1,

Toelichting. In bovenstaande definitie en stellingen hoeven de verdelings-

functies niet op (o, «) geconcentreerd te zijn. Het bewijs van stelling

6.1. blijft geldig. Het bewijs van stelling 6.2. gaat niet meer op.

Definitie 6a.2., Een karakteristieke functie ¢(t) heet oneindig deel-

baar als het de karakteristieke functie is van een oneindig deelbare

verdelingsfunctie,
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Gevolg, Als ¢(t) een oneindig deelbare karakteristieke functie is,

dan 1is ¢t(T) een karakteristieke functie voor alle reéle t2>0.

Hierbij is de complexwaardige functile ¢t ondubbelzinnig gedefinieerd

door de elisen

1) $°(0) = |

2) @t(r) is een continue functie van 1{tr €« R).

Deze eisen bepalen ¢t ondubbelzinnig wegens

Stelling 6a.3. Als ¢(1) een oneindig deelbare karakteristieke functie
is, dan geldt ¢(t) # 0 voor alle 1 & R,

Stelling 6a.4. (kanonieke voorstelling van L8vy=Chin&in) .

Een karakteristieke functie ¢(tr) is dan en slechts dan oneindig deel=-

baar als er een reéel getal a en een begrensde verdelingsachtige

functie © bestaan met

oo 2

(6a.1) log #(3) = ait + [ (e'™ -1 -2y “ZX ge(x).
=00 1+x X

§7. Klassen van oneindig

e I i

- L — o
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In deze paragraaf worden {(tenzij anders vermeld wordt) door
Steutel verkregen resultaten over oneindig deelbare karakteristieke
functies (dus over oneindig deelbare verdelingsfuncties zonder meer)
gespecialiseerd tot resultaten over LS-getransformeerden (dus over
oneindig deelbare verdelingsfuncties geconcentreerd op [0;.;"")) en in
die vorm afgeleid. Soms worden de bewijzen van Steutel bijna ongewijzigd
overgenomen, terwijl in andere gevallen de bewijzen door het begrip
volledige monotonie sterk vereenvoudigd worden, uiteraard ten koste

van de grotere algemeenheid van de resultatem van Steutel,

Definitie 7.1, Zij T een verzameling van reéle getallen, {Ft}t:eT

een collectie verdelingsfuncties en G een verdelingsfunctie ge-

concentreerd op T. Dan noemen we de verdelingsfunctie

(7.1) H(x) = | F_(x) d6(t)
T

cer: mengsel van de verdelingsfunctie {F_} met mengfunctie G en de LS-

getransformeerde
(7.2) HOOD = [ F 00 d6(e)
T

cen mengeel van de LS-getransformeerden {F_l .
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De resultaten van Steutel 1in [J] en £?] betreffen het al of niet
oneindig deelbaar zijn van mengsels van oneindig deelbare verdelings-
functies. In stelling 6.5 hebben we al een resultaat van dit soort
verkregen. Daar is aangetoond dat een mengsel van een halfgroep van

verdelingsfuncties met een oneindig deelbare mengfunctie weer oneindig

deelbaar 1is.

Stelling 7.1. Als {Pj}jnl en {a.}... twee rijen positieve getallen

zijn waarbij Ejilpj = ] en {aj} stijgend is, dan is de verdelings~—
functie

n =0, , X
(7.3) H(x) = L ¥ (l1~e 4 ) wvoor x>0

j=1

oneindig deelbaar (H is een mengsel van exponentiéle verdelingsfunc-

ties met mengfunctie Ejzl P 1(x~aj))e

Bewijs. Er geldt voor A > O

n
p,aj / (aj + X))y = p(A) / 0 (o.+A),

(7 .4) H(A) =
y j=1 J

h
waarin p()) een polyncom is van graad (n-1) of kleiner. Door (7.4)

I e B

wordt ook voor A < 0 een functie Efk) gedefinieerd mits Aj F - aj

voor j=1,2,s00p0o Daar voor j=l,;2,...;0

(lim HOA) = o
;A%m&.
(7 .5) < ]
llim H{(L) = ==
AA=0,
J
o \ V4
en H wvoor A # — aj (3 = 1,2,.00.,n) continu is, bezit H n=-l
nulpunten WBI, mﬁzgoaag mBnmi met
(?e6> 0{{13‘:81‘:32{62{ 600> anw'lign“l{ G’-n o

Daar H en p dezelfde nulpunten bezitten en p er hoogstens mn—I
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o

bezit, zijn nu alle nulpunten van H en p gevonden. Daar E(D) = 1,

18
| n o, n- 1 8
o k
(7&?) H(l) = H _"‘l""/ H &
j=1 &5 k= B
Met behulp van ¢(i) = - log ﬁ(k) volgt voor n=0,1,2,...
n i i~ 1 I .
(7.8) P (A) = ) - b = P{(})
5=1 a5+k =1 Bk+l
met
n =0, X n= 1 “ﬁkx
(7.9) P'(x) = I e : b) e vocr X > 0,
3=1 k=1
) =0 , X =B ,.X
dat e J =e J >0 wvoor x>0 en i=1,25 05001

Uit (7.6) volgt
en dus PY(x)>0 wvoor x>0, Daar P een begrensde verdelingsachtige
functie is, is H oneindig deelbaar wegens stelling 6.4,

Opmerking 7.1, Z1j Fa(x) = l=—e voor x>0. Uit (7.7) blijkt dat

er bij elke verdelingsfunctie H gedefinieerd door (7.4) een rij

, ] n : .
nie-negatieve getallen (B )} _, te vinden is met

H*F = ¥ #,4..% F = F # F cea ¥ F o

%) Eveneens met behulp van (7.6) kan men aantonen dat ¢' in (7.8)
volledig monotoon is, omdat de afgeleiden van ¢ op de juiste manier
van teken wisselen. De oneindig-deelbaarheid van H volgt nu uit

stelling 6.3,
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Opmerking

e e — —-—

-y el e . Bl s 1t

7.2. Het bewijs van stelling 7.). 1s aan [}1 ontleend.

Als oneindig-deelbaarheidscriterium wordt daar echter stelling 6a.4.
gebruikt, waar wij stelling 6.4, gebruiken. De met stelling 7.1,
corresponderende stelling in [1] is echter algemener en bestrijkt ook
gevallen waarin sommige der pj negatief zijn. Het is namelijk mogelijk
dat de rij] {pj} negatieve getallen bevat en dat (7.3) toch een ver—=

delingsfunctie H definieert. Noodzakelijk hiervoor is, dat

1 ij = | (<=>H(w) = 1),

o .

2 Epjaj > 0 (<= 11mx+0 H'(x)20),

3° pﬂ}O (<=-H" (x) positief voor voldoende grote X}.

Dat deze voorwaarden niet voldoende zijn om (7.3) een verdelingsfunctie

m2x+ iZeﬂSxa

o

te doen defini&ren blijkt uit het voorbeeld H'(x) = e £ - 8e
dat aan de drie voorwaarden voldoet, maar negatief is voor
log 2<x<log 6 en dus geen dichtheid is. Eenvoudige voldoende voorwaarden

VOOT {pj} schijnen niet voorhanden te zijn.

De met stelling 7.1. corresponderende stelling in [1] zegt nu, dat
H gedefinieerd door (7.3) een oneindig deelbare verdelingsfunctie 1is,
als de rij ipn} z8 is, dat (7.3) een verdelingsfunctie H definieert
(dus noodzakelijk p,> 0), en de rij {pn} bovendien hoogstens &&n
tekenwisseling bevat.

In het geval dat (7.3) een verdelingsfunctie H definleert en
{pi} meer tekenwisselingen bevat is een categorische uitspraak over de
oneindig—~deelbaarheid van H niet meer mogelijk, wat blijkt uit de
volgende voorbeelden,

a) H'(x) = 2e & - 6em33 + EeHSK is een dichtheid van een verdelings-

; . . . g : . 2
functie die niet oneindig deelbaar i1is. Immers, ult e¥H! (x) = Sy =6y+2
. w2 :
waarin y = e x volgt dat H°(x) > 0 wvoor x>0, dus H 1is een ver-
delingsfunctie, Dat H niet oneindig deelbaar is, is het snelst te zien

aan de bijbehorende karakteristieke functie
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¢} = y=141 J=17 * B=37 P

die reéle nulpunten bezit en dus niet oneindig deelbaar 1s wegens

stelling 6a.3. Hetzelfde is met lets meer moeite af te leiden uit

H(a) =

immers

d ] | . 2 W
= 108 H() TS U W s v AR A OV

waaruit volgt

PiI(x) = e =+ emBX + emsx = 2 ¢cos8 Yi5 x wvoor x>0.

Omdat P’ negatieve waarden aanneemt, is P geen verdelingsachtige functie,

dus H 1s niet oneindig deelbaar wegens stelling .4,

b) H'(x) = }e e ¥ +=%§= e™* is de dichtheid van een oneindig

deelbare verdelingsfunctie F. Want

e = e 12
14X 2%A * B*A

3(4/3 + i)(3/2+k)

L'
H(A) = §

T

W o
Met behulp van ¢y = - log Hen P = §° volgt

=X =2x =3
Pi(x) = e = + e + & - e - @ voor x>0,

Wegens stelling 6.4, is H een oneindig deelbare verdelingsfunctie dan

en slechts dan als P'(x)20 voor =xx0, Dit laatste is het geval daar

(7.10) PY(x) > 0,1426 e = voor x20.

Bewijs van (7.10)s PY(x) = ¢(x) + y(x) waarin
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4 1
= —y == Bl
¢(x)=n§ﬁ/§exme 3 +ezx=ex(~9%a/§-ms+33)met 8§ = @ 3
S
. 3y
w(x)-f(ﬁm-gg-@)e“xme ¢ +eu3x=enx(lw-§=\/§wt+t4)
mix
met € = e .

De functie u-g%» /3 - 5 + s> is op ]:09 11 minimaal voor s = BWi (volgt

door differenti&ren) en neemt in dit minimum de waarde 0 aan, dus

d (x)>0 voor x>0. Op dezelfde wijze volgt dat 1 =--9% 3 -t + t4

-2/3

o o, 1] minimaal is voor ¢t = 2 en in dit minimum de waarde

I Hc-g: E‘“ "‘213 m2”8/3 - Q; 14263 ...
aanneemt, zodat p{x) > 0, 1426 e.nx, waaruit (7.10) wvolgt.

Stelling 7.2. Zij G een eventueel defectieve verdelingsfunctie met

— — T e T

GCO) =0 en defect d e [0,1], dan is de verdelingsfunctie

L)

(7 .11) HE) = | (i=e )dG(a) + d voor x>0
0

orreindig deelbaar

Bewijs. Als d=1, geldt H =1 en 1 1is oneindig deelbaar. Stel nu

d e [0, 1). Door limietovergang e in (7.3) wvolgt met behulp van

s telling 6.2, dat verdelingsfuncties van de vorm
" n-1 =0, , X
(7 .12) H(x) = £ pj(lme 3 )} +* P, voor x>0
j=1

orieindig deelbaar zijn. Zij G voor n=1,2,... gedefinieerd door

-k (- 2k=1 (. 2l
C7.13) Gn(x) == (1-d) als =g= (1-d) 5 6(x) < == (1=d)

(k = 0’!§29§¢a9n)
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en zij

o

(7.14) Hn(x) = (&@Emax) dGn(a) + d voor x 2 0

() ey

dan 1s H  van de vorm (7.12) en dus oneindig deelbaar. Daarxr Gn(x)
wegens (7.13) uniform op IR naar G convergeert, geldt zeker
1imGn = G (konvergentie), zodat lim,Hn = H wegens stelling 1,7b

(toegepast op Gn/(lmd) +» G/(1=d))., Dus H 1is oneindig deelbaar.

Stelling 7.3. Als Xx en y twee onderling onafhankelijke niet-megatieve
stochastische variabelen zijn en y is exponentieel verdeeld, dan 1s

de verdelingsfunctie van xy oneindig deelbaar,

Bewljs. Z1i] = P de verdelingsfunctie van y en zij de eventueel

defectieve stochastische variabele 2z gedefinieerd door

(7.15) z = B/x als x> 0,

dan is d = P{x = 0} het defect van z. Als G de eventueel defectieve

verdelingsfunctie van =z 1s, geldt voor x>0

b e

=2

(7.16)  P{x y < x}= P{By < xz} + d = [ (l=e ) dG(a) + d.
- 0

Wegens stelling 7.2, is de verdelingsfunctie van X y oneindig deelbaar.

[ — —a

In een discussie na een voordracht van Kingman in 1964 (zie [5])
merkte Keilson op dat Runmnenburg en hij bewezen hadden dat de stationaire
wachttijdverdeling in de "Lindley case' (&&n loket, bediening in volg-
orde van aankomst) steeds oneindig deelbaar is. Naar aanleiding hiervan
vroeg Runnenburg de aanwezigen ook andere stationaire wachttijdverde-
lingen op oneindig-deelbaarheid te onderzoeken, en dit met name te doen
voor een wachttijdverdeling die gezien kan worden als de verdelings-

functie van het product van twee onderling onafhankelijke expomentieel
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verdeelde stochastische variabelen (deze treedt op bij &én loket, be~-
diening in aselecte volgorde).

Daarna bewees Goldie [4] dat de verdelingsfunctie van het product
van twee onderling onafhankelijke niet-negatieve stochastische varia-
belen waarvan er éé&n exponentieel verdeeld is oneindig deelbaar is.
Kort daarop bewees Steutel [1] hetzelfde met volledig andere methoden.

*)

Ons bewijs is aan [1] ontleend. ° Het bewijs van deze stelling was voor

Steutel aanleiding om ook andere algemenere resultaten af te leiden

over mengsels van oneindig deelbare verdelingsfuncties.

Stelling 7.4, Zij d een positief reéel getal. Als alle mengsels van

[ T

{(a/(a+k))d} 0 oneindig deelbaar zijn, dan zijn ook alle mengsels
' Do

van {(af(a+-1))c£?0 oneindig deelbaar voor alle ¢ met 0<cid.

Bewiis. We zullen aantonen dat er bij O0<c<d een verdelingsfunctie

Gtgd bestaat zo, dat
i T B 4 d
(7.17) = [ {= dc_ , () voor A >0.

Dan is elk mengsel van Kufexth))c}a>0 te schrijven als mengsel van

(@/@aN%  , » want

o0 oo 20 d
Fr O c _ aB - -
(7.18) Of(;;f) we) = [ (GFR) 46, @) @) -
- d
= {}Jf {%4;& dH(y ),
waarin
(7.19) HEy) = Ge 4 (5 ar@).

O

Omdat het laatste 1lid van (7.18) een LS—=getransformeerde van een oneindig

#) Het bewijs van Goldie volgt op het eind van deze paragraaf.
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deelbare verdelingsfunctie is, is het eerste lid dat ook, waarmee de
stelling 1s bewezen,

Nu moeten we nog het bestaan van Gcgd aantonen. Het rechterlid
van (7.17) 1is gelijk aan

oo 00 d d""‘g
rro¢ =AX B X =R% _ » -
(7.20) 0}[03 e Ty e dX}dGc@d(S}
” =AX del > =R¥ _.d
= g e G?TET g e R dGcad(ﬁi)dxs

terwijl het linkerlid van (7.17) gelijk is aan

o Ce=}
P =AX X =y
(7.21) é e ~TTeS e dx .

Vergelijking van het laatste 1id van (7.20) met (7.21) geeft wegens de

een-eenduidigheid van de Laplacetransformatie

oo

: =Rx _d _ r{d e¢~d =x
(7.22) g e B dGC?d (B) *?T§7=X e .

Het rechterlid van (7.22) 1is voor d > ¢ de LS—getransformeerde van

een verdelingsachtige functie. Terugtransformeisen geeft

d ;‘ -ﬂgﬁd) (Bm
(7.23) A dGc d(ﬂ) = ] T(c) TI'(d=c)
»

i'L

1)dmawl dp als B > 1

i 0 als B < |

waaruit volgt dat GC 4 een op [}gw ) geconcentreerde, absoluut continue
B

verdelingsfunctie is met

(7.24) G’ (B = 8”4 (g-147"l  yoor 8> 1.
cpd =
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Gevolg. Elk mengsel van {(a/(a+k))c}&}0 is oneindig deelbaar als
O<cs! wegens stelling 7.2. We vragen ons af of deze eigenschap be-=
houden blijft als c>1. De volgende stelling zal laten zien, dat dit

voor c>2 zeker niet het geval is.

Voor ce (1,2] is het probleem nog niet opgelost.

Z1] C de verzameling der getallen ¢ waarvoor geldt dat alle
mengsels { (o /(a+A))c}a> 0 oneindig deelbaar zijn, dan is C wegens
Stelling 7.4. en het bovenstaande een interval van de vorm (0, cmaﬁ)
of (0, qmaxjg waarin C ., €en tot nu toe onbekend getal uit

[?92] is. Wegens stelling 6.2 1is ook elk mengsel van

{(a/(a+h))cmax}a>0 oneindig deelbaar, daar

o3 oo

C C
(7.25) 1lim J ) dF @) = [ (=) T dF(e).

+ +
cte O a 0 “ A
max

Dus C 1is rechts gesloten 3 C = (0, cmax]°

Opmerking 7.3. Stelling 7.4. kan men als volgt veralgemenen: Als alle
mengsels van {(a/(a+k))d}a}0 oneindig deelbaar zijn en c(a) 1is een
Borel-meetbare functie op (0,») zd, dat 0<c(a)zd voor >0, dan is elk

c(a)} 5
o>

mengsel van {(a/(a+))) oneindig deelbaar.

.« (Runnenburg). Als c¢>2, dan zijn er mengsels van

>0 die niet oneindig deelbaar zijn.

Bewijs. Stel, alle mengsels van {(a/(a*h))¢}3>0 zijn oneindig deelbaar.

Dan zijn in het bijzonder de LS—~getrmnformeerden

8,

(7.26) b

W

f’

I \C o c
E+AJ *tq (a+h’ (po a4 > 03 prq = 1)

oneindig deelbaar, en wegens stelling 6.2 ook hun limiet voor a —+ «

(7527) ﬁ%tjnc + (.
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We zullen aantonen dat p 2o te kiezen is, dat de bijbehorende karak-

teristieke functie

(7.28) b 4 g

(!mi?)c

een reéel nulpunt bezit. Uit stelling 6a.3 volgt dan dat deze karak-
teristieke functie niet oneindig deelbaar is, wat in tegenspraak 1s met
de gevolgen van onze veronderstelling.

In (7.28) hebben we alleen dan te doen met een karakteristieke
functie als we voor ¢{t) = (1 = ir)mc die complexwaardige functie
nemen, waarvoor geldt

G

! $(0) = 1

o

2 $(t) 1is continu voor alle 1€ R.

Omdat arg (! - i'r)m! = ~garg (1 = i1) s arctg T&(m% R -%) vOOor

» ml ¥ ? & = "
1T & R, passeert (1 = it) in het complexe vlak bij continue voort—
zetting voor reBle T niet de negatieve reé&le halfrechte, dus ¢(1)

is voor alle re8le +t gelijk aan de hoofdwaarde van (1 - ir)mc s of

=c/2

(7.29) 5 (1) = (1 +12) 1 arceg T

+*

Nu bezit (~.28) dan en slechts dan een reéel nulpunt als er een reéle

t 18 met

(7.30) b (1) = m% .

Uit (7.29) ziet men dat de beide leden van (7.30) dan en slechts dan
gelijke argumenten kunnen bezitten als ¢ > 2 . Gelijkstelling der

argumenten levert
“ ™
(7.31) c arctg T = W m=e T = tg — .

De moduli in (7.30) worden ook gelijk indien



H

=cf2 ¢

2 _ Ui
- (C‘.Gs C) 2

_ 4 = .
(7.32) S (1 + tg = )
Er zijn positieve p en q te vinden die aan (7.32) voldoen en aan
p+ g =1, waarmee we een karakteristieke functie van de vorm

(7.28) gevonden hebben met een reéel nulpunt.

Stelling 7.6. 2ij ¢ een functie op (0, =), dan zijn de volgende

twee beweringen equivalents

a) of(a + (1)) is de LS~getransformeerde van een verdelingsfunctie
voor alle o > 0 3

b) ¢' 4is volledig monotoon op (0, =) en
p(0) = Il..zm.’H Owﬁk) = 0 .
Er geldt bovendien dat «/(a + y(A)) oneindig deelbaar is voor alle

a > 0 .

Bewijs. Zij a) gegeven, dan is an/(oan + ¢{(A)) en dus ook
{an/ (an * w(l))}n voor alle o > 0 de LS-getransformeerde van een ver-

delingsfunctie. Wegens stelling 6.2 geldt hetzelfde voor

1

Lt 1 _ = (A)/a
(7.33) iigil+w(l) on J =e
voor alle o > 0 ., Dus emw(l)/a is oneindig deelbaar en de bewerin-

gen over ¥ in b) volgen uit stelling 6.3

Zij b) gegeven, dan is of(a + Y())) wegens stelling 5.7 een
volledig monotone functie, daar o/(a + A) en ¥°(A) volledig mono-
toon zijn., Dus of(a + $(2)) 1is een LS~getransformeerde en wel van
een verdelingsfunctie omdat a/(a + Y(0)) =1 ,
Daar of(a + A) oneindig deelbaar is, is ook {a/(a + k)}!/n
volledig monotoon, zodat de conclusies van de voorgaande alinea gel-
dig blijven voor {o/(oc + w(l))}l/n .

Dus of(a + (1)) is oneindig deelbaar,
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Opmerking 7.4. Steutel bewees in [}] een soortgelijke stelling voor

karakteristieke functies of(a-h(t)). Bewering b) in de stelling moet

ueh(T)

dan vervangen worden door is een oneindig deelbare karakteris-

tieke functie'.

Opmerking 7.5. Stelling 7.6 en de overeenkomstige stelling van Steutel

blijven geldig, indien o/(a+y(X)) resp. a/(a=h(7)) vervangen worden
door (a/(a+w(k)))c resp. [a/(a-h(T))}c, waarin ¢ > 0.

Stelling 7.7. Als ¢ aan voorwaarde b) van stelling 7.6 voldoet, dan

ziin alle mengsels van {a/(a+w(k))}a>o oneindig deelbaar.

Bewijs. Wegens stelling 7.2 is voor elke verdelingsfunctie F geconcen~

treerd op (0,=)

34) A0 = )T =2 aF
een oneindig deelbare LS—getransformeerde, dus ﬁ’ln(k) is volledig mo-
notoon op (0,®) voor n=1,2,,... . Wegens stelling 5.7 is dan ook
El/n(w(k))‘volledig=manotoan op (0,») voor n=1,2,... . Daar bovendien

ﬁ(w(ﬂ)) = 1, 1is ﬁ(w(k)) de LS-getransformeerde van een oneindig deel-

bare verdelingsfunctie,

Opmerking 7.6. Stelling 7.7 blijft geldig indien a/(a+P(1)) vervangen

o

_ | c
wordt door {ao/{a+P(21))} met c € (G’Cmax]'

Voorbeeld 7.1. Alle mengsels van de volgende LS~getransformeerden van

1

verdelingsfuncties zijn oneindig deelbaar (steeds geldt c & (O,c

max

met 1 < c < 2),

= “max =

) {{(— )C} (0 <8 <1)

. : <6< ;

| a%le a>0

o C ] ) ) ‘
b) {('“;““:I) }a>0 (negatief binomiale verdeling) ;
at+l—e

coll. Wh-rek. afl. 11
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#M

| o C ’
C) { (w@*i(}g(l'}‘x)} }a-?U 9

c
d) {E____HJE“_““_”W }a>O (vgl. stelling 4.6:

-
a=-r+/(A+1)2~1

e A+ OFD)2-1T =1 -L{) ).

In opmerking 7.8 zal blijken dat het mogelijk is, dat a/{o+y(i))
LS-getransforieerde van een verdelingsfunctie is voor sommige, maar
niet alle o > 0, Wegens stelling 7.6 voldoet § dan niet aan de aldaar
onder b) genocemde voorwaarden. Aan [2] ontlenen we de volgende voor dit

geval belangrijke stelling.

Stelling 7.8. Als a/(a+y(R)) voor a = Gy > 0 LS-getransformeerde van

een verdelingsfunctie is, dan is a/(a+y(X)) LS-getransformeerde van een
verdelingsfunctie voor 0 < « < og- Als a/(a+P())) bovendien oneindig

deelbaar 1is voor o = % s dan geldt hetzelfde wvoor 0 < a < On.

Bewijs. 21 0 < a < P dan geldt

o

a _ 0 ' B
(7.35) m = W e—"““"""'"“—""""""'; o ’
&Hé 30+w(k)

waarin B = a/(ae-a) > 0. Omdat aO/(aO+w(A)) LS—getransformeerde, dus
volledig monotoon is, voldoet 1| - aol(a0+wia)) aan voorwaarde b) van
stelling 7.6, dus de tweede factor in het rechterlid van (7.35) is een

oneindig deelbare LS—getransformeerde. Omdat de eerste factor in het

‘rechterlid van (7.35) een (oneindig deelbare) LS—getransformeerde is

van een verdelingsfunctie, geldt hetzelfde voor het linkerlid van (7.35).

Opmerking 7.7. Stelling 7.8 blijft geldig, indien a/(a+§ (1)) vervangen
wordt door {cz/(aw(k))}c met ¢ > 0,

Gevolg. Zij F een (oneindig deelbare) verdelingsfunctie, dan 1is

&/(a+§“1—l) voor 0 < a < 1 LS-getransformeerde van een (oneindig deel-
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bare) verdelingsfunctie, omdat 1/(l+§“1h§) = frdat 1S,

Opmerking: 7.8. Kies in het bovenstaande F(\) = e A (oneindig deelbaar),

dan volgt dat ¢d(k) = a/{a+ekﬂl) voor 0 < o < 1 LS-getransformeerde van

een oneindig deelbare verdelingsfunctie 1s. Daar

_ 1 A 2
¢a(k) 1 — + )Y

2=
Z2a’

+ 0(03) vVoOor A+ 0

wordt, indien b, de LS-getransformeerde van een verdelingsfunctie is, de
variantie bij deze verdelingsfunctie gegeven door

20 ] =0

2 - = —

20,2 ol o

Daar deze laatste uitdrukking negatief 1s voor a > I, kan @a voor o > |

geen LS—-getransformeerde van een verdelingsfunctie zijn.

P S T g

deelbare verdelingsfunctie voor a = Qq (en dus voor (0 < « i:“g)s dan

is elk mengsel van {a/(a+Pp(2A))} oneindig deelbaar.
O‘ZCI;CI’.O

Bewijs. Zij F een verdelingsfunctie geconcentreerd op (8,@01, dan krij-

gen we met een splitsing als in (7.34)

: %0 -0
(7.36) Ofﬂa EEJ%A_) dF (o) = W {Ofao ——— dF(a) +

+ Flag) = F(uo“g)} .
De eerste factor in het rechterlid is krachtens gegeven oneindig deel-

baar; de tweede factor is als limiet van LS~getransformeerden, die wegens

stelling 7.7 oneindig deelbaar 2zijn, oneindig deelbaar.

Opmerking 7.9. In stelling 7.8 kan o/(a+y(A)) vervangen worden door
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{a/(a+P(1))}" met 0 < c < ¢ .

il K

Bij verdelingsfuncties F geconcentreerd op |0,~) en met eindig posi-

tief eerste moment u kan men de va@rvangingsverdeling Fo definigéren donr-~

i

"_
A

F () 5( 2
o b

(7.37) 3
i _ . > S B 3 § )
L Fpled = g 45 —= dy

In een vervangingsproces waar I de verdelingsfunctie wvan de levensduur

is, 1is FD de enige beginverdeling z06, dat het vervangingsproces statio-
nair 1is.

Nu is gebleken, dat vele wachttijdverdelingen oneindig deelbaar
zijn, onafhankelijk van de deelbaarheidseigenschappen van de verdelings-
functies van de aankomsttijden en bedieningstijden, zou men kunnen ver-
moeden dat (7.37) oneindig deelbare verdelingsfuncties FO aan ¥ toevoegt,
of op zijn minst dat de overgang F - Fo oneindig-deelbaarheid bevorderend
werkt, omdat vervangingsprocessen een belangrijke rol in de wachttijd-
theorie spelen. In [3] heeft Steutel echter aangetoond dat deze vermoe-
dens onjuist zijn. Hij geeft voorbeelden waarin F wel oneindig deelbaar
1s en Fo niet en voorbeelden waarin F niet oneindig deelbaar is en FO
wel. Bovendien toont hij aan dat wachttijdverdelingen, betrekking heb-
bende op het geval dat er &&n loket is en de laatst binnengekomen klant
het eerst bediend wordt, niet oneindig deelbaar hoeven te zijn,

‘Naast deze negatieve resultaten bevat Eﬁl ook twee stellingen over
het al'of niet oneindig deelbasr ziin van verdelingsfuncties, welke

stellingen wij hier zonder bew!js c¢iteren,

Stelling

7.10, Zij F een verdelingsfunctie geconcentreerd op [0,«) en
met ‘eindig positief eerste moment u en 2zij FO bij F gedefinieerd door
(7.37). Dan geldt

a) Als F discontinu is voor een x > 0, dan is Fo niet oneindig deelbaar.
b) Als F = p1 + (1-p)H waarin 0 < p < | en H een absoluut continue ver-

delihgsfufictie is met dichtheid h, dan is F, dan en slechts dan
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oneindig deelbaar als
| v x . ké
(7.38) Y+ ho(x) < 1 voor alle x >0 .
k=1 =

Stelling 7.11. Als g een dichtheid is van een absoluut continue verde-

lingsfunctie G, geconcentreerd op (0,») en als g bovendien voldoet aan:
a) g{x) is niet-stijgend op (O,=) ,

b) g(0+) = lim g(x) < = |
x40
dan geldt:

(i) G is niet oneindig deelbaar als g niet continu is op (0,«<) 3
(ii) als g(x) voor x > 0 differentieerbaar is, dan is het voor de onein-

dig—deelbaarheid van § noodzakeliik dat
(7.39) ~-g' (x) ;zx_lg(0+) voor alle x > O

Tot slot zullen we stelling 7.2 nogmaals bewijzen volgens Goldie

Eﬁ]. We maken daarbiij gebruik van een stelling van Kaluza over vervangings-

rijen.

Definitie 7.2, Een rij reéle getallen {un}:=0 met u0=l heet een ver-—

e e i

vangingsrij als er een rij niet-negatieve re€le getallen {fn}n=l bestaat

zo, dat

Unﬂkfk voor n=1,2,... »

o130

(7 .40) u o=
T k=1
De rij {nﬁ}*mat u,=1 heet een echte vervangingsrij als er een rij niet-

negatieve reéle getallen {fn} bestaat zd, dat aan (7.40) voldaan is en

bovendien ) £ < I,
I

r—
P

Opmerking 7.10. Zij {un}:=0 een rij reéle getallen met u_ # 0. Door (7.40)

wordt dan en slechts dan een rij niet—negatieve reéle getallen {fn} gede-

u
9 1 d * . . n . » * & ]
finieerd als {E—} een vervangingsrij 18,
0

Optierking 7.11. Relatie (7.40) en de voorwaarde uéﬂl z1in equivalent met
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(7.41) U(s) = 1 + U(s)F(s)

¥

s 11 oG n c o

¥ — — ZI nu
waarin U(s) Zn=0 u s en F(s) En=1 £ s formele machtreeksen z1]
Uit (7.40) volgt met volledige inductie dat een vervangingsrij {un}

geen negatieve getallen bevat.

A AT R . T e M L, - !

Opmerking 7.12. In de theorie van de terugkerende patronen wordt in het

geval van een echte vervangingsri] u_ geInterpreteerd als de kans dat

het terugkerend patroon optreedt op tijdstip n en fn als de kans dat het

terugkerend patroon voor het eerst op tijdstip n optreedt.

Stelling 7.12 (Kaluza [6]).

m & 2 [}
Als {un}n“O een rij niet-negatieve getallen is met u,=I] en

(7.42) ;

> 0 ‘00Y n >

dan is {un} een vervangingsrij.

Bewljs.
a) Stel dat unﬁﬂ voor zeker natuurliik getal n, dan velgt uit (7.42) dat
u =0 voor alle n > 1. Dus U(s) = 1 = F(s) = 0= f = 0 voor n=1,2,... .

Dus {un} is een vervangingsrij.

b) Stel dat alle u positief zijn. Dan is (7.42) equivalent met

e 9
o

u u il u
(7.43)  —- -;-19-

& < L e e <
0 | 2 n—1 n

-

Uit (7.40) met n+l in plaats van n volgt

(7.44) Eoop =V oy - 2 ou_o £ voor n=1,2,... .

Wederom met behulp van (7.40) wvolgt uit (7.44)
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E"’L
(7.45) uﬁfn’&3 =uu .- kil unun~k+lfk =
ool uge Unoe |
= E ’ £ voor n=l,2,... .
k
| R l U U
n n+ |

Wegens (7.43) zijn de determinanten in (7.45) niet-negatief. Uit (7.45)

en f]wu!} 0 volgt nu met volledige inductie dat fﬂ;:O voor n=l,2,... .

Opmerking 7.13. De stelling en het bewijs van Kaluza staan ook in 171.

R T —

Daar wordt bovendien bewezen dat elke begrensde rij {un} die aan de voor-
waarden van de stelling van Kaluza voldoet een echte vervangingsrij 1is.
In J. Lamperti (1958), On the coefficients of reciprocal power—series,
Am,Math.Monthly 635, 90-94, werd voor het eerst op het belang van de
stelling van Kaluza voor de vervangingstheorie gewezen, Hetzelfde

artikel bevat een stelling over een noodzakelijke en voldoende voor-—

waarde voor vervangingsrijen,

Opmetking 7.14, Er zijn vervangingsrijen {un} die niet aan (7.42) voldoen.
Neem f9=f3ﬂé en fan voor n=1 en n>4, dan definieert (7.40) een echte

vervangingsrij {ﬁq}'mat u,=0 en u_>0 voor alle n>2.
) 2

~--Stelling 7.13 (Goldie).
Z1j] F een verdelingsfunctie. Als de ri] {un(l)}:ne gedefinieerd door

(7.46) -E%%%%l = 2 un{l) (=h)" voor |h| < A

n=0

voor elke A > 0 een vervangingsrij is, dan is F oneindig deelbaar.

Bew1:sg:ﬁan de eis u,= 1 is vnldaan; Zi3 {fﬁ(k)}‘blj {un(k)} gedefini-
eerd door (7.40). Daar z un(k) {(-h)  convergeert voor lhf < X en posi-

tief 1s woor h=0, bezit

(7.47) b, () el 7 £ ) ¢ht = _r??géﬁ%
n=l
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een positieve convergentiestraal. Gegeven is dat fﬁ(l) > 0 voor n=1,2,...
en alle XA > 0, dus dat ¢A(h) voor elke A > 0 volledig monotoon is in een

rechteromgeving van h=0. Uit

~ T ())
(7.48) F(A+h) = < e
L m‘qf}iﬁ\-ﬁ)
m
(7.49) O Frosm = —ER g1
L i-9, (h)
volgt voor ¢(R) = — log ﬁ(k) dat

2 -1 (h)  =¢!(h) FO+h)
J _ _ F (A+h) - A _ A
(7.50)  wTOWR) = = ey T T T T Fy

Omdat ~¢;(h) en F{A+h) in een rechteromgeving van h=0 volledig monotoon
zijn, is ¢'{(A+h) volledig monotoon in een rechteromgeving van h=0, en
daar dit geldt voor alle X > 0 is ¢' volledig menotoon op (0,=).

Dus ¥ 1is onecindig deelbaar wegens stelling 6.4,

Opmerking 7.15. Er zijn oneindig deelbare verdelingsfuncties F die niet

aan de voorwaardern van stelling 7.13 voldoen. Néemfg(k) = (i%k)mcﬁ

Dan geldt
, : e - 1 h ¢ ., _ e (cy, h D
(7.51) ‘??&.(h) ] (l + m) = | z (n) [T;i'} ’
n=(
zodat
(7.52) fn(X) = (hl)ﬁ+l(§j(3+k)mn voor n=1,2,...

Alleen als 0 < ¢ < 1 ziin alle fn(h) niet-negatief, terwijl F voor alle

¢ > 0 oneindig deelbaar is.

Stelling 7.14. Alle mengsels van de LS-getransformeerden {(a/(m;\))c}wa

zijn oneindig deelbaar als 0 < ¢ < 1.
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(Goldie bewees de stelling alleen voor c=!, maar zijn bewiismethode 1is
ook toepasbaar voor 0 < ¢ < 1; voor c=1 is de stelling dezelfde als

stelling 7.2).

Bewijs. Zi]

_ ) . .
(7.53) HOD) = of (=) d@Fe)

waarin 0 < ¢ < 1 en F een verdelingsfunctie 15, geconcentreerd op (0,«),

———
vt

We zullen aantonen, dat voor alle A > 0 de rij {un(k)}zgg gedefinieerd

door

a0

z un(k) (-—h)n voor |h| < A
n=0

ﬁ(h+h) _

(7.54) | —Hes

aan de voorwaarden van de stelling van Kaluza voldoet en dus een ver-—
vangingsrij 1s. Wegens stelling 7.13, is H dan oneindig deelbaar.

Daar voor Shl < A

(7.55) H(A+h) = bjm (M;h)c dF (o) =
= G G rgs) R -
- I (9o 6 G e,
volgt uit (7.54%)
(7.56) v () SEEHQ) w_0) = D) 7 oC @)™ dar(a)

De rij {un(l)} voldoet aan (7.42) dan en slechts dan als {vn(k)} aan

(7.42) voldoet, Dit laatste is het geval, 1mmers

(7.57) vnHI(A) vn+l(k) =

=o)L oS (et n) "  ar (o) o) a®(a+0) "¢ aE (o)
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> -C g ) ( fm ac(a-l—k)"c'_ndF(a) 2 o
Cauchy-Schwarz {n-l)(n+t 0 }

(am ) (ae 1)

en
r~ (c+n)n
Tetnyn-(1-c) > 1 als O0<c¢c <1,
-C ~C
~~n—i}{n+l
(7.53} m-}*:éui-“- = "\)
n )
%, ] als c =1 4

: 2
zodat . v__,{(}) vn+1(k) 2 v (2 .

Opmerking 7.16. Het linkerlid van (7.58) 'is kleiner dan 1 bij c > 1,

zodat dit bewijs niet voor ¢ > | gebruikt kan worden.
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§ 8 Toepassing van LS-getransformeerden in een vertakkingsproces

Feller 2, XIV 4

We beschouwen een stamboom die de afstammingsrelaties van een stam-—
vader en zijn nageslacht aangeeft en waarin alleen de mannelijke nakome-
lingen staan vermeld die in rechte mannelijke lijn van de stamvader af-
stammen, d.w.Z. de stamboom vermeldt alleen zonen van vaders en laat
dochters en haar kinderen buiten beschouwing. De totstandkoming van een
dergelijke stamboom 1s een vertakkingsproceg, waarover we het volgende
veronderstellen.

1) De levensduren van de verschillende individuen in de stamboom zijn
onderling onafhankelijke stochastische variabelen met alle dezelfde
verdelingsfunctie F.

2) Onder de voorwaarde dat X de levensduur van een man uit de stamboom
is, is het aantal zonen van hem Poissonverdeeld met verwachting cx
(c 1s een positieve constante), m.a.w. zo lang hij leeft krijgt hij
zonen op tijdstippen aangewezen door een stationair Poissonproces
met intensiteit ¢, Het aantal van zijn zonen hangt alleen op de aan-
gepeven wijze van de levensduur van de vader af en is onafhankelijk
van de levensduren en aantallen zonen van andere personen uit de

stamboom,

Bij elk individu A uit de hierboven beschreven stamboom kunnen we een
nieuwe stamboom vormen waarin A stamvader is en alleen A en zijn nako-~-
melingen voorkomen, Ock deze stamboom voldoet aan voorwaarden 1) en 2).
We definiéren.nuizrals de som van de levensduren van alle indivi-
duen in de stamboom. Het 1s mogelijk dat de stamboom met positieve kans
oneindig veel individuen bevat. In dit geval is v met positieve kans
oneindig en is v dus een defectieve stochastische variabele. Zij x de

levensduur van de stamvader. Onder de voorwaarde x = x geldt

(8.1) | vV =X+ +‘32 + e +*Xn ;
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waarin‘nx het aantal zonen is van de stamvader en v, Voor l sk<n, de

e . o
som van de levensduren van de kK~ zZoon en ziin nageslacht. We kunnen nu

{zk}zmi zien als een rij onderling onafhankelijke stochastische varia-

belen, die alle dezelfde verdelingsfunctie, zeg V, als v bezitten en n

als een van gzk}anafhankelijke Polissonverdeelde stochastische variabele

met verwachting cx. Derhalve geldt

) £
(8.2) Ee™x =x) = e EFTON ™ =

: exp |- Ax - Lx(l”é(k))j '

zodat
(8.3) T = o[ "€ ix=x)aF(x) = Fe-c¥ (D)) .

In stelling 8.1 zal met analytische hulpmiddelen worden aangetoond dat
(8.3) eenduidig een eventueel defectieve verdelingsfunctie V definieert
en dat V dan en slechts dan niet-defectief is als het eerste moment u

van F eindig is en cuy < 1. Nu is het verwachte aantal zonen van een

individu
(8.4) _'g}_&x = ch = cu

en uit stelling 8.1 volgt dus dat de som van alle levensduren in de stam-
~boom met kans 1 eindig is dan en slechts dan, als het verwachte aantal
zonen per individu < 1 is.
Hoewel V.en dus V meestal niet expliciet uit {(8.3) op te lossen is,
is het toch mogelijk de momenten van V te berekenen. Door differenti&ren

van (8.3) krijgen we
(8.5) VI(A) = F'(A+e=cV (1)) (1-cV' (D)) ,

zodat
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3.6) i&;"(k) _ F'(te=cV(A)) *

1+cF ' (A+c—cV (1))

1s cu < 1 volgt wegens stelling 3.10

. <
—en als cu I,

8.7) Ev=-1imn V'(}) =

+0
Ay co als ~ cuy =1,

p dezelfde wijze berekent men door tweemaal differenti&ren van (8.4)

o
erst £_x.5_2 en vervoligens

2 4+ oud
8.8) var v = SANR (cu < 1) ,
(1-cu)’
aarin o? de variantie bij F is. Het rechterlid van (8.8) interpretere
en als » als cu = | of als g% = e,

telling 8.1. Zij F een verdelingsfunctie met eerste moment u < « en zij

een positief getal. Dan definieert vergelijking (8.3) eenduidig een
ventueel defectieve verdelingsfunctie V, die niet defectief is dan en
lechts dan als cu < 1.
ewijs. Voor F = 1 is de stelling tvriviaal. Zij F # t en beschouw de

ergelijking

def

8.9) f(A,s) Fv(}d-c—cs) - g5 =0
oor A > 0 en O < 5 < 1., Het linkerlid van (8.9) is voor wvaste A > O
en convexe functie van s die negatief is voor s = | en positief wvoor
= 0, zodat f(A,s) = 0 voor elke A > 0 &&n en slechts &&n wortel
= g(}d) € (0,1) bezit. We zullen aantonen dat ¢ volledig monotoon is
p (0,). Daartoe definiéren we 60(1) = 0 voor A > 0 en verder resursief

8.10) (L) = i‘/(l-!-c-can(l)) voor n=0,1,2,... en A > 0 ,

g
n+l
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L
Daar F niet—stijgend is en 0 = cO(A) gzol(k) < I voor A > 0, volgt uit

(8.10) met volledige inductie O g_cr(A) 5-g1‘t(l) < 1 voor A > O, dus

= : S =
{cn(l)} is een uniform begrensde niet-dalende rij functies en conver-
geert derhalve naar een limietfunctie, en wel naar o()) omdat de limiet~-

functie voldoet aan (8.9). Eveneens met volledige inductie tonen we aan

0

i

dat o_ voor n=0,1,2,... volledig monotoon is op (0,»), Immers GO(A)
is volledig monotoon op (0,>) en uit de volledige monotonie wvan g Op

(0,») volgt met behulp van (8.10) die van o wegens stelling 5.7,

+ 1
Wegens stelling 5.3 en 2.5 is daarom ook o volledig monotoon op (0,=).

Omdat o{(A) niet-stijgend en begrensd is op (0,»), bestaat

(8.11) ag{0) g§£=lim ag(X)

A+0
en geldt 0 £ 0(0) < 1. Dus 0 is de LS~getransformeerde van een eventueel
defectieve verdelingsfunctie V, die niet—-defectief is dan en slechts dan
als 0(0) = 1, We gaan nu na wanneer dit het geval is.

Wegens de continulteit wvan F volgt uit (8.9) en (8.11!) dat o(0) een
wortel is van £(0,s) = 0. Nu is s=! altijd een nulpunt van f{0,s). Omdat
£f{(0,0) > 0 en £(0,s) een convexe functie van s is, bezit £(0,s) dan en

slechts dan een nulpunt SOGE(O,I) als £(0,s) stijgt in s=1, dus als

(8.12)  [5 £(0,8)]

_—
sl

P [-cF'(c-cs) - 1]5=1 =cy —-1>0.

Als cu < 1, is s=1 de enige wortel in [D,f] van f(0,58) = 0, dus oc(0) = 1
en V 1s niet~-defectief.

Als cpy > 1, dan heeft f(0,s) = | twee wortels in [ﬁ,l] en wel
SOE}(O,I) en |. We weten, dat o(0) gelijk is aan €é&n wvan beide.
Daar £(A,s) continue partiéle afgeleiden bezit, £(0,1) = 0 en
Eg% f(l;s)](O,l) = cpt - 1 > 0 is het mogelijk en slechts op @&n manier
mogelijk in een zekere rechteromgeving van 0 een differentieerbare
functie og()) te defini&ren, die voldoet aan £(A,c(})) = 0 en o(0) = 1,

‘terwijl bovendien

~ 1 =.....§_f_ E—g ~
(8.13) o' (A) [éx,//, asl(l,a(k))
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Voor A=0 volgt o'(0) = u/(cp~1) > 0, dus o()r) stijgt in O, zodat er een
rechteromgeving van 0 is, waar o(X) > I is, Omdat 0 < o(}) < | voor
A > 0, kunnen o en o niet dezelfde functies zijn, dus o(0) # I. Derhalve

geldt 0(0) = s, en is V defectiel met defect l-s.

Opmerking 8.1. Zij m het aantal perscnen in de stamboom, dan volgt

analoog aan (8.1) dat

(8.14) m=1+m +m coo +

m, + HQ als X =X ,

m
—n
—X
¥ * & e
waarin mk~! het aantal nakomelingen 1s van de k  zoon van de stamvader,

Analoog aan(8.2) wvoigt

(8.15) E(e™ X =x) =exp |- A - ex()- Ee™ D]
zodat
(8,16) g}e“}"E = emkf’,(c—c?e_lﬁ)

Daar m een geheelwaardige stochastische variabele is, gaan we over op

de kansgenererende functie P(s) =é?&Eivcar Isl < 1, en (8.16) wordt

~-A
met s = e

(8.17)  P(s) = sF(c-cP(s))

Analoog aan het bewijs van stelling 8.1 kan men aantonen dat (8.17) de
genererende functie van een eventusel defectieve kansverdeling definieert
en dat deze kansverdeling niet-~defectief is, dan en slechts dan als
cm < 1. Het geslacht dat door de stamboom beschreven wordt sterft uit

dan en slechts dan als m eindig is. De kans op uitsterven wordt dus ge-

geven door

(8.18) ), P{m = n} = lim P(s) =

S 3
n=1 s+1 0

¥ L s 3 & v
waarin s, de kleinste positieve wortel is van s = F(c-cs).
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Door differentiatie van (8.16) of (8.17) krijgen we in geval cu < |

(8.19) )

<4
fu
a
=
i
l
]
3

Voorbeeld 8.1. Werkperioden van een Loket.

Klanten komen op zekere tijdstippen aan bij een loket. De eerste klant
die binnenkomt wordt meteen bediend. Indien er tijdens zijn bediening
andere klanten binnenkomen moeten ze wachten in een rij. Als de eerste
klant geholpen is, wordt onmiddellijk een volgende klant uit de rij ge-
holpen, als er tenminste al klanten binnengekomen zijn, enz., totdat er
op Zeker moment een klant geholpen is, terwijl er geen klant meer wacht,
De loketbediende, die vanaf de aankomst van de eerste klant ononderbroken
gewerkt heeft, krijgt nu een rustperiode in afwachting van een volgende
klant. De lengte van het tijdsinterval gedurende welke de loketbediende
ononderbroken gewerkt heeft noemen we de werkperiode (busy period) van
het loket., Deze werkperiode is gelijk aan de som van de bedieningstijden
van de klanten die in deze werkperiode geholpen zijn.

We veronderstellen nu dat de bedieningstijden van de verschillende
klanten onderling onafhankelijke stochastische variabelen zijn die alle
dezelfde verdelingsfunctie F met eerste moment u<» bezitten, dat de be-
dieningstijden onafhankelijk zijn van de aankomsttijden der klanten, en
verder dat de klanten binnenkomen volgens een stationair Poissonproces
met intensiteit c. De hierboven geschetste situatie blijkt dan beschreven
te kunnen worden door het aan het begin van deze paragraaf ingevoerde
vertakkingsproces,

De in een werkperiode geholpen klanten laten we corresponderen met
de individuen in een stamboom; de levensduur van een individu uit de stam-
boom is de bedieningstijd van de corresponderende klant en we zeggen dat
individu B een zoon van A is, als klant B tijdens de bediening van A is
binnengekomen; in het bijzonder correspondeert de eerst binnengekomen
klant met de stamvader van de stamboom. Het zo gedefinieerde vertakkings-~

proces voldoet aan de voorwaarden die aan het begin van deze paragraaf
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gesteld zijn; v kunnen we nu interpreteren als de werkperiode van het
loket en m als het aantal klanten dat in deze werkperiode is geholpen.
De verdelingsfunctie V van v wordt gegeven door (8.3) en de kansgenere-

rende functie P van m door (8.17). Wegens stelling 8.1 is de eerste werk-

periode en het azantal daarin geholpen klanten dan en slechts dan met
kans | eindig als cu < 1, d.w.z, als de verwachte totale bedieningstijd

van de klanten die in een tijdsinterval van lengte ! binnenkomen < | is.

Opmerking 8.2. In voorbeeld 8.1 doet het er niet toe in welke volgorde

de klanten die in de rij staan te wachten bediend worden, als er maar
steeds meteen een nieuwe klant geholpen wordt zodra de vorige klaar is.
De verdelingsfuncties van de werkperiode en het aantal daarin geholpen

klanten zijn onafhankelijk van de bedieningsvolgorde.

Voorbeeld 8.2. Auto's pésseren een bepaald punt van de weg volgens een

stationair Poissonproces met intensiteit c¢. Gedurende een tijdsduur §

is de weg ter plaatse gestremd (zeg door een ongeluk of een rood stop-
licht). Na opheffing van de stremming heeft zich een file gevormd van

k auto's, waarin k Poissonverdeeld is met verwachting c§., De auto's zet-
ten zich &én voor &én in beweging; als een auto is weggereden, zet de
volgende auto zich pas in beweging na een zekere reactietijd. We veron-—
derstellen dat de verschillende reactietijden onderling onafhankelijke
stochastische variabelen zijn die alle dezelfde verdelingsfunctie F met
eerste moment p < « bezitten, en dat de reactietijden omafhankelijk zijnm
van de aankomsttijden der auto's. Gedurende de tijd dat de auto’s zich
van voren uit de file losmaken, kunnen zich nieuwe auto's achter de
file aansluiten.

We kunnen deze situatie beschrijven met k onderling onafhankelijke
stambomen, waarin de k auto’'s die de file vormden toen de stremming werd
opgeheven de stamvaders zijn. De "kinderen"” van een auto A zijn de auto's
die zich bij de file hebben aangesloten gedurende de reactietijd tussen
het wegrijden van auto A en het wegrijden van de volgende auto uit de
file, Wil het model kloppen, dan moeten we aannemen dat, indien de file

nog uit &&n auto bestaat en deze laatste auto wegrijdt, de nu 'lege"
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file nog gedurende een reactietijd x (verdelingsfunctie F) blijft be-
staan, Komt een auto binnen deze reactietijd aan, dan stopt deze en
rijdt door zodra de "lege" reactietijd verstreken is., Deze auto dient
nog tot de file gerekend te worden (en heeft niet de laatste van de
file te zijn:). Is binnen de reactietijd geen auto gearriveerd, dan
wordt de file geacht te zijn verdwenen na afloop van de reactietiijd.
Zijliihet tijdsverloop na opheffing van de stremming gedurende
welke de file bestaat en zij m het totaal aantal auto's dat tot deze
filevorming heeft bijgedragen. Dan is;g de som van k onderling onafhan-
kelijke stochastische variabelenigﬁ‘Omdat,E'Poissanverdeeld 15 met ver-
wachting cé en onafhankelijk is van de termen van de som, geldt

e L e8IV (0))

]

(8.20)

£§=cﬁfv= cou als cu <1,
- — I=cyu ==

waarin V door (8.3) gedefinieerd wordt,

Op dezelfde wijze volgt

g*s_nl _ e-cé(l-—P(s))

(8,21)

~ & ced
g)_rg: = cobm = —cu als cu < 1

waarin P(s) door (8,17) gegeven wordt,

Voorbeeld 8.3. Als F een exponentile verdelingsfunctie is; dus

F(A) = y/(y+X) voor een y > 0, dan wordt (8.3) een vierkantsvergelijking

2 .V » * . » o @
- 1n'V, die expliciet oplosbaar is. We krijgen dan

. g(l)_%g“-/(_é_ﬂ)z_ﬁis

Met behulp van stelling 4.6 volgt

(8.23) Vi (x) = Jgje-(y+c)x x"l I (2/;Z!x) VvoOor x > 0
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Stelling 8.2, Zij F een verdelingsfunctie met eerste moment p & (0,%),
Vergelijking (8.3) definieert dan en slechts dan voor alle c e?(O,uﬂll

een oneindig deelbare verdelingsfunctie V, als F oneindig deelbaar is,

Bewiis. Wegens stelling 8,1 definieert (8.3) voor 0 <« c < W een ver-

delingsfunctie Vo

a) Als F oneindig deelbaar is, is flfn

volledig monotoon op (0,«) wvoor
v
n=1,2,... . Daar X+c-cvc(k) een op (0,=) volledig monotone afgeleide

bezit, is
(8.24) ﬁi/nu) = p /“(Hc-c{“fcm)

volledig monotoon op (0,~) voor n=1,2,.,.. wegens stelling 5.7. Dus ?c

] . e . . -1
1s een oneindig deelbare verdelingsfunctie als 0 < ¢ < u

'

b) Wegens de monotonie van F geldt

(8.25)  FO) 2V _() = Fi+e=cV (1)) 2 Flr+e) ,

zodat 11mc40 Vc'

in een rechteromgeving van ¢=0, dan is F oneindig deelbaar.

(A) = f(k) voor alle x > 0. Als Vc oneindig deelbaar is

Gevolg. De verdelingsfunctie V met dichtheid (8.23) is oneindig deel-

baar (0 < ¢ < v).

Opmerking 8.3. Het is ons niet bekend of er gevallen zijn, waarin (8.3)
VOOr sommige C € (O,u—l] een oneindig deelbare verdelingsfunctie V defi-

&+ Hl »
nieert en voor andere ¢ « (0O,u | niet.
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Aanhangsel, Stelling van La e-Blirmann,

prang

Dr. Strackee merkte op dat de coéfficié&nten van de machtreeksont-

wikkeling
. 1 = Ji-bpas2 Y -
(1) A% (s) =[_‘.__3§§.‘.*.Eﬁi.) = ] A voor  r=1,2,...
n=0 4pqls|? < |

berekend kunnen worden met de stelling van Lagrange-~Blirmann. Aan
Whittaker & Watson, A course of modern analysis, 4th ed. p.i33 ontlenen

we' de volgende stelling en de daarop volgende toepassing,

Stelling, 2ij ¢ een functie analytisch op en binnen een contour C om
een punt a, en zij het complexe getal t zd, dat alle punten z ¢ C vol-

doen aan de ongelijkheid
2y - [ee(@)| < |z-a] ,

dan heeft de vergelijking in &
(3) ; = a + to(r)

precies &8n-wortel § = ;(t) binnen C en voor iedere functie £ die ana-

lytisch is op en binnen C geldt

ol - dnwl n
(4) £(z(t)) = £(a) + ) =y [ 7 (£'(z) ¢ (z)5lz=a °
n=] " tdz

Toepassing. We beschouwen de vergelijking

(5) T =1+1tg¢

Voor het bestaan van een contour C om. 1 25, dat
(6) o |ez?] < |z=1| voor alle z& C

is het noodzakelijk en voldoende dat lt] < .
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Noodzakelijk: er moet een reeel getal z > | bestaan zg5, dat ltizz < z=1;

dan moet Itlz2 - 2z + 1 = 0 twee verschillende re&le wortels bezitten,

dus de discriminant 1 - 4|t| moet positief zijn,

Voldoende: zij |t| < ! en C de cirkel |z-1| = 1, dan geldt voor

z = 1 + elee C dat |tz?]| = lt | z+2cos 8| < }|z+2cos 8! < 1= |z—ll o

Derhalve geldt dat voor tl < } de wortel ¢ = {(t) van (5) die
binnen C ligt voldoet aan

© n ~ n-l|
r _ t d r-1 2n _
(7) co(e) = 1+ r-‘z=l v 1:::1‘1“1 (rz 2 )]zr—f B
_ § Y (23+r) tn (r=1.2 )
n=0 2n+r \ n LAt °

Van dé wortels van (5)

RO =.l_i§%l:i£ 5
(8) 4
1+ Yi=4¢
B T

is gl(t) analytisch voor !tl < i met ;}(O) = ]| en 18 Cz(t) analytisch
voor {t| < } met uitzondering van de pool t=0, Door (7) wordt een functie
z(t) gedefinieerd die analytisch is voor |t| < } met £(0) =1 en die

voor elke t met |[t]| < } gelijk is aan z,(t) of cz(t)a Dus ;{(t) = ﬁl(t)
voor |t| < 1.

De functie A(s) gedefinieerd door (1) voldoet aan

(9) A(s) _

2
- = 1+ pas’ (2o

PS5

Wegens het voorgaande geldt voor |pgs?| < {

| A(S)VE _ ¢ 5 1L T 2n+tr 5
(10) ( ny ) = E (pqs ) 2n+r ( n,) (rﬂl’zguao) )
n=0

en dus

. {r) _ r (r+2ky_r+k k .

Ar+2k “‘Eﬁ; {LC )p q yOoOor kfoﬁl?aae ;
(11) ~- pelyenee

kér) = O vOoor n=0,1,2¢309; rﬁl,zjﬁ

met n—xY % 032,4¢an>



