
STICHTING 

2e BOERHAA VESTRAA T 49 
AMSTERDAM 

AFDELING MATHEMATISCHE STATISTIEK 

S 395 

Syllabus voor het 

colloquium Waarschijnlijkheidsrekening 

o.l.v. Prof. dr. J.Th. Runnenburg 

Hoofdstuk. II Reguliere variatie en 

Laplace-getransformeerden 

door 

L. de Haan 

april 1968 - maart 1969 

maart 1969 



The Mathematical Centre at Amsterdam, founded the 11th of February, 1946, 

is a non profit institution ai1ning at the promotion of pure mathematics 

and its applications, and is sponsored by the Netherlands Government 

through the Netherlands Organization for Pure Research (Z. W. 0.) and the 

Central National Council for Applied Scientific Research in the Netherlands 

(T. N. 0. ), by the Municipality of Amsterda.1n and by several industries. 

' 



Inl,,eiding 

Het hier behandelde is voor een groat deel ontleend aan de hoofd

stu.kken VIII en XIII van het tweede deel van het ooek van Feller 1 • 

In de paragrafen 1 en 3 warden de definitie en een groat aantal eigen

schappen van regulier varierende funkties gegeven; hieroij is gebruik 

gemaakt van de oorspronkelijke artikelen van Karamata ( 3 en 4 }. 
Als toepassingen 

proeven (§2; uit 

zijn behandeld: limietverdelingen van 

2 ), Tauberstellingen (§4; uit 1 J, 
maxima van steek-

. .. . 
l1m1etverdel1ngen 

van 

uit 

steekproefgemiddelden 

1 } en zwakke wetten 

(met alleen een normering door schaaltransformatie; 
, 

van de grote aantallen (uit 1 en 2 }. 
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IIo REGULIERE VARIATIE EN LAPLA.CE·GET~~ SFORMEERDEN 

§ 1 Reguliere variatie 

(Feller 2 VIII 8) 

We gebruiken voor x > 0 de volgende notatie 

0 voor x > 1 
00 

X --

1 • 1 

-00 

X -

1 voor X = 1 

00 voor x ·;,, 1 

voor x < 1 

1 . voor x = 1 

0 voor x > 1 

n--r<X) 

QO 

X , 
-n _oo 

lim x = x voor x > 00 
n >oo 

De:finitie 1e1o Een positieve funktie U, gedefinieerd op (0, 00 ),heet 

.r.e_&u:1:i
0
e

2
r

0 
.v

0
a,,r.ise=r,e=nisd_ bij oneindig als voor elke x > Oo 

.. 
l1m 
t ?«l 

U (-ex) 
U( t) 

met - 00 < p < 00 ,we noemen Pde variatie-exEonent van U bij oneindig; als 
. .au 1 auaci:sooc.s:1tas a 

p = 

Als ( 1 o 2) geldt met P - +ai, dan heet U snel varier end qij oneindigo 
• 

Voorbeeld 1o1o Enkele voorbeelden van funkties die regulier of snel 
o- -.,iiQ a o 

varieren biJ 
~ .. 

oneindig, 
.. 0 

ziJn de volgende: 

U(x) ( 1 
2 - + X ) met p - 2p - -

U(x) - log( 1 + x) met p = 0 -
U(x) x-

met p -- e 00 ~ -
Een voorbeeld van een funktie die niet regulier 

bij oneindig, is 

U(x) 

dit blijkt uit het :feit 

U(t x) 
n 

u t 
n 

• 2 + sin x 0 , 

dat bij de keuze x = 

3/2 voor even n 
--

1/2 voor oneven 

, 
t 2 en 

n 

n 

of snel varieert 

( 2n+ 1) n de . .. - rlJ -
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geen limiet heef't voor n + ~o 

.OJ2!P:e.r
2
~i.n~.1.a,~0 De betekenis van ( 1.,2) is wellicht wat duidelijker als 

.. . 
we de volgende trans:fo.r·matie uitvoeren: 

V(t) 

dan volgt uit (1c2) 

t+cio 

t = log U(e ); 

X 
voor alle x ::/. Ot\ 

0.£1n;.e.r~i
2
1;l .. €i 

2
1

2 
0

1
,~ o We zullen lat en bewij zen dat als ( 1 ,, 2) geldt , 

00 voor a> -p 
1. 3. 

X ➔co 0 voor a< -p 

s.tsela1:iLns. .1 □ ol1£o Een positieve monotone functie u op ( o, 00 ) varieert 

regulier of snel bij oneindig als er een overal dichte deelverzameling 

A van (0, 00 ) bestaat zo dat voor xeA 
' 

1 • 4. 1/)(x) < 00 

bestaato U varieert regulier bij oneindig als 

0 < tµ(x) < m. 

VOOr tenminste een X # 1o 

Bewijs: Uit de 
181112 C 

monotonie van U volgt de monotonie van Wv 

= ~ voor een XO> 1o 

Dit kan alleen als U en~ monotoon·niet-dalend zijno Direkt blijkt dan 

dat 

een 

dat 

dus 

1 < X < X 
1 0 

-n 2 

' 

00 ; we nemen een natuurlijk getal n zodanig 

• 

' ' 

<---.-,- < M < 00 voor alle t > Oo 
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Uit de identiteit 

-(n-1) 

------- = -------

blijkt dan dat 

u t 

-(n-1) 
2 

en zo voortgaande vinden we 

-n 2 

< M2 voor alle t > 0 

voor alle t :> O, 

-n 2 

" in = 000 De limiet (1o3) bestaat dus voor alle 

x '> 1 met 1.J; ( x) 

Verder geldt 

00 0 

t-+<x> 

Analoog aan het bovenstaande bewijst men hiermee dat w(x) = 0 voor x < 1 
00 

zodat tµ(x) - x voor x > Oo 

Evenzo bewijst men 

= 0 voor een x 0 
> 1 :> l/J(x) 

_oo 
=.x e 

Q 0 

komt men tot overeenkomst1ge konklusieso 

Hieruit blijkt dat ofwel 
+co 

~(x) - x- ofwel 

0 < ~(x) < 00 voor alle X > Oo 

We bekijken nu het laatste geval. Uit de identiteit 

1 • 6. --,----=----.r-o-u t 0 

blijkt dat voor x 1 , x 2 E: A geldt: bestaat en 

.. 
De verzameling 

B = y y " • e 

vormt een groep toOoVe de vermenigvuldiging en AC.Be Uit (1.6) en (1o7) 
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zien we dat deze identi tei ten ook gelden voor alle y 1 , y 2 e B; ook B ligt 

dicht in (0, 00 )o In feite is het niet nodig te eisen dat A dicht ligt, 

het is voldoende dit te eisen voor de verzam.eling Bo 

De funktie t.µ is monotoon op B; we definieren voor alle x > 0 

¢>(x) = .. 
ll"""'ID VJ( ) 
y+x y 

Voor de funk.tie 

x > Oo We definieren 

geldt de eigenschap (1o7) en O < ~(x) < 00 voor 

dan geldt 

v( 1 ) = 1 , 

v(x) > 0 voor alle reele x, 

voor alle ..... reele x 1 en x 2 , 

1 
ooo - x - - dan geldt voor m, n 

n n 

1 
:> v(-) 

n 
1 

Voor elk rationaal getal r > 0 geldt dus 

en wegens de rechtscontinuiteit van~ 

voor x > 1 0 

1, 2, 3, 

x2 , o o o , 

0 0 0 

X o 
n 

Op analoge manier bewijst men (1o9) voor x < 1 (neem w(x) = 4>(e) x 4>(e-x))o 

Wegens de continuiteit van ~(x) en de monotonie van ~(x) geldt 

t.µ ( x.) = ~ ( x ) voor x EA en 

0 

lim 
U(tx) 
Ul. t - ¢(x) voor alle x > Oo 

x-+oo 

OJ?.,ffl:~=r.~i
0
n.& .1.~.~.o Bij een niet-stijgende U hoort een niet-positieve variatie

exponent; pis in dit geval te beschouwen als een maat voor de dalings

snelheid van Uo 
• 

Og1n:er .. ~i.n~ ,1.o=~•o Het is voldoende te eisen dat de kleinste verzameling B 

die A amvat en een groep is t c Oo Vo de vern1eni ldiging, dicht ligt in 
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(0, 00 )o Een verzameling A die· dicht ligt in een interval, voldoet aan 

die eiso We zullen later bewijzen (in het bewijs van lern1na 2o1), dat 

A= x, y 
og Y 

Voorbeeld 1.20 Onder de monotone funk.ties zijn voor ons vooral van be

lang de verdelingsfunkties~·Voorbeelden van verdelingsfunkties F(x) 

waarbij 1 - F(x) regulier of snel varieert bij oneindig, zijn: 

X 

de normale verdeling: F(x) -
-oo 

X 

de ga.rc1n1averdeling: F(x) 

X 

De Cauchyverdeling: F(x) 
-oo 

a u 

1 
1T 

2 
-u /2 

e du met P 

du 
2 

1 + u 

met P 

met p 

-00 

' 

-00 

' 

-1; 

men verifieert·dit·gemakkelijk met de regel van de l'Hopitalo Verder 

nog een voorbeeld van een discrete verdeling: 
0 '-.i O 

de negat1ef-b1nom1ale verdeling: F(x) · = X 
1 - q met P 00 0 

.. Een monotone funktie die niet regulier of snel varieert, is 

U(x) - exp -log x Q , 
-

1 -
dit blijkt uit het feit dat bij de keuze x = e2 

-

1 voor even n 

-1 
e voor oneven n 

.. _ .. geen J Jm:iet heef't voor n ➔ 00 0 

en t = e e 
n 

" .. riJ 

Stelling 1. 2o ao Een positieve monotone :functie U op ( 0, 00 ) varieert 
a a c t $ a 

dan en slechts dan regulier bij oneindig als er twee rijen reele ge-

tallen A en a bestaan met 
n n 

A > 0 voor n - 1, 2, 3, QOe 
n 

A 
l 

.. __ n+1 __ 1 1m A , 
• J J.rn a - 00 

n n+oo n n-+co 

en een overal dichte deelverzameling A van (0, 00 ) zo dat voor xe.A 

1 • 1 1 x(x) - lim A U(a x) 
n n 

n~ 
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bestaat, waarbij voor temninste twee waarden van x > 0 geldt 

o < x(x) < ooo 

Bovendien geldt dan (1o11) voor alle x > 0 en is 

X (x) = (x.)P 
C 

voor een re~le pen een c .> O. 

dan 

bo Een positieve monotone funk.tie U op (O, oo) varieert dan en slechts 

snel bij oneindig als er een c > 0 is zo dat (1o11) geldt voor alle 

c (met rijen ·A · en Ia die opnieuw aan (1o10) voldoen), waarbij 
n- _l n 

voor die x. 
C 

,G
0
ey:_9

0
lt3,.,1=o=!.e Als bij een positieve monotone funktie U op (O, 00

) die niet 
0 regulier of' 

" .. ,;#J 

ZJ..Jn zo dat 

x(x) = oo~ 

snel varieert bij oneindig, rijen A n 
de Jjmiet (1~11) bestaat voor alle x, 

en 

dan 

, 

a te vinden 
n 

is x ( x) = 0 of 

~e
0
w:,i,J.s_ ~ De beweringen van de stelling voor een niet-dalende :funktie U 

zijn equivalent·aan dezel:fde beweringen voor de niet-stijgende funktie 

geval U niet-stijgend 

is$ Verder sluiten we het triviale geval U( 00 ) > 0 uit (in dat geval 

gelden de beweringen onder ao met p = O, A = 1 en a = n)o 
n n 

1 o Veronderstel dat ( 1 o 11) geldt sarnen met ( 1 o 12) of ( 1 o 14) o We defini-

eren voor t ·> 0 

n n( t) 
~ 

min m, 
a . 1 >t 

m+ .. 
dan 1s 

Voor alle x, y > 0 geldt dan 

U(a x) 
n > U( t,x) .> 

- u ty 
0 

C • O (. 

ao Stel dater positieve getallen x 1 en x2 ziJn met 

0 < x(x) < 00 voor x x 1 en x 

We definieren 

\f (x) = 
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U it ( 1 o 1 5 ) met volgt voor x£ A 

t·-+<x> 

Uit stelling 

U en de identiteit (1o13)~ 

bo Stel dater een c > 0 is met 

x(x) voor x =f. c~ 

Voor getallen x, yt:.A met x < c < y volgt uit ( 1 o 15) 

= ooei 

• 

De verzameling z z 

uit stelling 1.1 volgt dan dat U snel varieert bij oneindig met exponent 

-ooo 

2o Veronderstel dat U regulier o~ snel varieert bij oneindigo We defi

nieren voor O < y < 00 

dan geldt 

en 

Verder geldt 

1 4) 18 

V(y) = in:f 
U(x)~ 

x, 

x > V(y) > U(x) < y 

x < V(y) U(x) > Y, 

dus (met x + V(y) respo x t V(y)) 

U(V(y) + 0) < y < U(V(y) - 0) 

< 

lim u ( X ) - 0 ° > li.m V ( y ) = <X) 0 

x-+m yiO 

0) 

ao Stel dat U regulier varieert·met exponent P < Oo 
• 

Voor elke £ > 0 en elke x < 1 geldt· voor t :> t(c:, x) 

hieruit volgt 

p 
< X + £0 , 

0 



1m U t )-- = 1 o 

t·-+oo 

Op analoge manier blijkt 

~ = 10 
t-+oo 

Uit (1o17) t/m (1~20) volgt 

y+O y 

Met de keuze 

1021 A n en a n n 
geldt dan 

--

~ 

A U(a x) 
0 U(a) lJm J Jm A --n n n n n+oo n~ 

8 

n 

U(a x) 
xp lim 

n o. voor X > . • 
0 u a 

n➔oo n 

b,, Veronderstel dat U snel varieert bij oneindig met exponent - 00 • 

Uit ( 1 o 17) volgt voor x :~ 1 

y+O 

en voor x > 1 

l:5m sup_.,,_.. 
u xv y yiO 

> lim inf 
yio 

w...... U V ...... -0 
< -

zodat voor de keuze (1o21) geldt 

" lim A U(a x) = x-
00 

n n 
voor 

n-+o:, 

1 

U(x 2V( ) ) 
> J. j m inf - = oo ... u xv y 

y+O 

.. 
< lJI,......n sup 

y+O 

O!Rm.e.r,~i=~.ZJ 1=,o-~e Ui t het volgende voorbeeld blijkt dat in ( 1 o 14) c =I 1 

mogelijk is en tegelijk dat de bewering voor x = c niet juist hoeft te 
ill /) 

ZlJilo Neern 

U(x) 
0 

dan 1.s 

-x 
= e , a 

n 
a+ log n, 

C 
A = n met c > 0, 

n 

oo voor x < c 

l ~- \ U( ) -- lJam e-ax nc-x Jin /\ a x __ n n 
-ac e voor x = c 

mogelijk is A = n 
n 

n-roe 
0 

het bewijs-van stelling 

n n 

voor x > c 

1 o 2 blijkt dat het steeds 



niet_,stijgende 

vinden met 

furtkties 

0- An+1 
J_1.m 11. 
n--,.oo n 

lim inf 
n-➔oo 

9 

" Ude eis 

= 1 

> 1-E o 
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§ 2. Lim_ietv~rdel.~ng_erl;. y~n 
, 

!!1:~xim~ van st e.ekpr_q,e,ve!1,_ 

(B. Gnedenko: Sur la distribution limite du terme maximum d'une serie 

aleatoire. Annals of Math. 44 (1943) p. 423-453) 

Definitie 2.1 We zeggen dat een rij verdelingsfunkties F 
n 

00 

n = 1 
tot het aantrekkingsgebied van de niet-ontaarde verdelingsfunktie F 

behoort als er rijen reele getallen 

2.1 a > 0 voor n = 1,2,3, ••• 
n 

.. 
zodanig dat 

2. 2 F ( a X + b ) 00 Cons • > F ( X) • 
n n n 

a 
n 

' 

00 

en 
n = 1 

b 
n 

00 

n = 1 

Stelling 2. 1 Laat gegeven zijn een rij verdelingsfunkties 

rijen reele getallen a 
n 

en b met 
n 

a > 0 voor n = 1,2,3, ••• 
n 

en een niet-ontaarde verdelingsfunktie F zodanig dat 

2. 3 F ( a x + b ) ·,, ·cons ·> F ( x) • 
n n n 

a' > O voor n = 1 , 2 , 3 , ••• 
n 

met 

bestaan met 

F ' n 

bestaat dan en slechts dan een niet-ontaarde verdelingsfunktie F' zodanig 

dat 

2.4 

als de 

2.5 

F (a' x 
n n 

• • l1m1eten 

n + oo 

a' 
n 

a 
n 

+ b , ) . cons •➔ F, ( x) 
n 

= a en lim 
n ➔ oo 

b' 
n - b n 

a n = 6 

bestaan, waarbij a# O. Bovendien geldt dan 

2.6 F'(x) = F(ax + $) 

voor alle x. 
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Bewijs Veronderstel eerst (2.3) en (2.5) gegeven. Met y =ax+ S 
geldt voor n > n(E) 

a (y-E) + b < a' x + b' < a (y+s) + b, 
n n n n n n 

dus 

F (a (y-E) + b) < F (a' X + b') < F (a (y+E) + b ). 
nn n nn n nn n 

Wegens (2.3) geeft dit (2.4) en 2.6). 

Veronderstel anderzijds (2.3) en (2.4) gegeven. Dan zijn er getallen 

Met 

. - . 
< x 4 , continuiteitspunten van F en F ' , met 

0 < F(x ) < F'(x ) < F'(x ) 
1 2 - 3 

b' en a' x + b' < 
n n 3 n 

a 
n 

Tellen we deze ongelijkheden bij elkaar op, dan blijkt de rij 

naar boven begrensd te zijn: 

a 
n 
. 

<. 
,_ X 

2 

a' 
n 

a 
n 

Wegens des etrie geldt ook 
a' 

n 
a 

> c > o. Uit dezel.fde ongelijkheden 

(2.7) blijkt dat de rij 
b., b 

n n 
a n 

n 
0 

begrensd 1.s: 

a' b' - b a' 
_ex> < C 

1 
n n n n 

< X - - X < ---- < x4 - - X < C < 00 • 

1 a 2 a a 3 2 
n n n 

~ 00 

Er • dus deelrij der natuurlijke getallen waarvoor J.S een nk 
k 1 

a' b' b -
lim 

nk 
I 0 • 

nk nk - a en l1m -
k 

a k a 
+ 00 nk + 00 nk 

Uit het eerste deel van de stelling volgt 

F'(x) = lim F (a' x + b') = lim F 
n-+oo n n n k+oonk 

s. --

nu 

(a' X + 
nk 

• 

F(ax + S). 
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Er blijft nog over te bewijzen data. en S de enige limietpunten zijn. 

Stel dat de rijen 

met 

b' 
n - b n 

a' 
n l 

J en---
a n a n 

limietpunten a' resp. S' bezitten 

( /\J1,o,) ..J. ( a) 
I.N µ ..,. a.,µ , 

dan is 

F' (x) F(a.' X + S'), 

dat wil zeggen 

- + S) = 
a. a. 

F(a.' -- + 13' , 

zodat met a. 1 
a.' 

en s 1 = S' a' 
geldt: 

F(x) = alle x; 

hierin is 

Als a. 1 - 1 , dan is voor alle x 

F(x + n n, 

zodat F constant dit is dus uitgesloten. 

• dan is voor alle x 

2 2.8 F(x) + $1) + .ex. s --
1 1 

s, s, n - + x-- 1-cx. 
1 1 

n -n 
X + S1 L 

k --

• Neemt men in (2.8) .. _ . 
de li.miet n ➔.. 00 dan volgt zowel voor a 1 > 1 als 

voor a < 1 
1 

F(x) - l (x 
s, 

• ) 
1-o.1 

in strijd met het gegeven. 

1 k 

0 
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In het . 2 d . t· algemeen zal men voor b de verwachting en voor a e varian ie n n 
van de verdelingsfunktie F - gesteld dat die bestaan - kunnen kiezen. n 
Dit is niet altijd mogelijk; voorbeeld: neem een verdelingsfunktie 

F met verwachting nul en variantie een. 
• • We definieren 

dan geldt 

:F 
n n 

F(x) + -
n 

dus a 
n 

1 en b 
n 

O, maar 2 1 a = 1- - + n - 1 en 

a n lim - = 00 • 

a 
n ► 00 n 

n n 

We formuleren een stelling die zegt hoe we de rijen coefficienten 

kunnen kiezen als fu.nktie van de gegeven rij verdelingsfunkties. 

Eerst een definitie: 

Definitie 2.2. Bij een verdelingsfunktie F(x) definieren we de funktie 

~ 
2. 1 F(y) inf X F(x) > y voor O < y < 1 . 

Dan geldt (zie 1.17 blz. 7) 

~ ~ 
2.2 F(F(y) -0) < y < F(F(y)) . 

Ste+~_in_g 

lijking 

Laat G(x) een verdelingsfu.nktie zijn waarvoor de verge-

G(x) = c 

voor elke c met O < c < 1 precies een oplossing heeft *). 

verzameling ·x O < G(x) < 1 . 
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Laat verder bij.de rij verdelingsfu.nkties F rijen reele getallen n 
ex. > 0 en n 

2.3 

dan is 

2.4 

• • waarbiJ 

S te vinden n 
. . ' z1Jn zo dat 

lim F (a x+a ) = G(x) voor alle x, n n n 
ll·-i--00 

lim F (a x+b) = 
n n n n-+oo 

voor alle x, 

~ ""'""' ....._ .,.,_,_ 

2.5 b = F (b) , a - F (d) - b , x - G(b) 
n n n n n 0 

hierbij zijn bend willekeurig (mits O < b < d < 1) . 

_O_p_m_e_r_k_i_n_g_2_._2 Als we definieren 
)( 

-~ -~ 
G ( b J - 0 en G ( d) 1 . 

Bewijs: Bij elke £ > 0 en £ 1 > 0 is er een n0 te vinden in dat 

voor n > n0 

2.6 + e:
1 

en 

2 •1. 

Kiezen we 

2.8 

• dan 1s 

13 ) • 
n 

• 
1S 
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Uit de continuiteit van G volgt 

voor alle n, 

dus 

2. 10 

Hieruit volgt 

2. 11 

• dat wil zeggen 

2. 12 

2. 13 

F (b -0) < F (a (x +e) + 
n n n n 0 

en 

b -S 
n n 

---- X 
a 0 

< £ voor n > n
0

• 

a n 
a n 

n 

• i..p.v. 

b -S 
n n 

Ct n 
< £ 

Stelling 2.1 geeft dan het gestelde. 

voor n > n 1 ,, 

0Emerking 2.3 Voor verdel~ngEfunkties G(x}, die niet overal continu zijn, 

kan het gebeu.ren data = 0 voor alle n. Vervangen we in de stelling . n 
de eis van continuiteit van G(x) door de eis 

~ ~ 
2. 14 G(b) < G(d) , 

dan blijft de bewering gelden. Deze eis lijkt ernstiger dan ze is: 

als 

G1, 
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Bewijs: Inplaats van een willekeurige £ > 

e:, x, 

0 nemen we£ zodanig dat 

- e: en x 1 + e:. 

de eerste relatie 

2. 15 G(x-0) -€) > 0 

en in de tweede relatie 

2. 16 

• dan 1s 

2.17F (a (x -E) + S ) < 
n n O n 

Uit deze ongelijk.heden en 

2. 18 F (b -0) < b < F (b ) 
n n - n n 

volgt weer (2o10). De rest van het bewijs gaat als tevoren. 

Opmerking 2o4 Uit het voorgaande bewijs volgt dat de eis van strikt 

stijgend zijn van G te vervangen is door de volgende: de verzamelingen 

~ ,., ,_ ~ 

2. 19 X G(G(x)) = G(d) en x G(G(x)) = G(b) 

..- ;I' t bevatten hoogstens een pun o Dat wil zeggen: er is een e: > 0 zo dat 

het interval 

funktie constant is. 

geen interval bevat waarop de verdelings-

De~initie 2.3 We de~inieren equivalentieklassen van verdelingsfunkties, 

type,n gena,aind, door middel van de volgende equi valentierelatie: 

Fen F' zijn van hetzelfde type als er een a> 0 en 13 bestaan zodanig 

dat voor alle x 

F' (x) F(o.x + f3). 
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Opmerking 2.5 Uit stelling 2c1 volgt: aantrekkingsgebieden van 

verdelingsfunkties van hetzelfde type zijn dezelfde, aantrek.kings

gebieden van verdelings ~.kties van verschillend type zijn disju.nkt. 

De ui tdr ing ''de rij stochastische variabelen x is asymptotisch n 
nor1naal 1' is nu dus zinvol geworden. 
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onderling onafhankelijke stochastische 

variabelen zijn met dezelfde verdelingsfunktie F. We definieren 

• dan 1.s 

2.10 n 
F (x). 

We vragen ons af of de rij verdelingsfunkties F = Fn tot het aan-
n 

trekkingsgebied van een niet-singuliere verdelingsf'unktie behoort en 

zo ja, welke typen als limiet mogelijk zijn. We beginnen bij het laatste. 

Stel~~n& ~.2 Als bij een niet-ontaarde verdelingsfunktie Geen ver

delingsfunktie F te vinden is zodanig dat de rij Fn tot het aan-· 

trekkingsgebied van G behoort, dan bestaan er rijen reele getallen 

en 

ak > 0 voor k = 1,2,3, ••• 

zodanig dat 

2. 11 
k 

= G(x) 

voor alle x. 

Bewijs Uit . .-. 

2.12 • lim Fn(a x + b) = G(x) 
n n n + oo 

volgt 

k 
• 1,m - G(x) 

n + oo 

' 



dat wil zeggen 

• 11:m 
n 

n ➔ oo 

b ) = 
nk. 

1 

15 

voor k = 1 , 2 , 3 , • • • 

' Passen .we nu stelling 2.1 toe met F(x) - G(x), Fr (x) = 
1 

t 

a 
n = ank 

' en b =bk' n n 
dan volgt (2.11) uit (2.12) en (2.13). 

OJ?!!ler
2
~i

2
n5a 

2
2 •• 3 

a en b 
n n 

Uit stelling 2,1 weten we ook, dat voor 

waarvoor (2.12) geldt, voldaan is aan 

b - b 

elke keuze van 

• lim 
ank 
a 

• 
a.k, 11-rn 

nk n 
a 

Sk voor k = 1 ,2,3, ••• • 
n + oo n n ➔ oo n 

X + b - ) ns 
G(x); 

n ➔ oo 

dan geldt ook 

1 
Jim Fn (a x + b-

ns_. n + ao 

Evenals in het bewij s van stelling 2. ~ volgt hierui t het best a.an van 

funkties a en S met s s 

a.
8 

> 0 voor s > 1 

zodanig dat voor s > 1 

- G(x) 

• 

en 

a b b . ·-
2.14 • ns • ns n 

as lJm - a en lim - -
• a. s a 

n + 00 n n ➔ 00 n 
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I 1e:m1na 2. 1 Laat G de groep van de reele get allen zij n t. o. v. de 
• 

optelling en H een ondergroep van G. Dan geldt: ofwel His dicht 

in G of'wel 

geheel. 

X X = nx0 , Il 

Bewijs We definieren 
n I -□ 

= inf 

xeH 

X > 0 

x. 

vinden zo dat O < x(E) < E. Voor elke ye G, y > O geldt 

• x(e:) < y ~ + 1 

zodat H dicht ligt in G. 

Stel dat x 0 > 
• Dan 1.s er een eJ ement y 6. H, y > 0 en een natuurlijk getal 

dat 

n.xo 

ook is er een y 1e H met 

nx-0 < ny 1 < y 

• Nu 1.s y 

0 < y 

ny
1 

€Hen 

- ny 1 

in tegenspraak met de definitie van x0 • 

' n zo 
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2.17 

2.18 

17 

Gevol@i 2. 1 Laat G de groep van de positieve reel.e getallen zijn 
--·-- Ji • 

~~. de vermeni ~r ldiging en H een ondergroep van G. Dan geldt: 

o:fwel His dicht in G ofwel er is 
n 

H = xx= x , n geheel. 
0 

Gevol~ 2.2 
011112 lea:: 

Hieruit volgt dat als 

de kleinste groep 

ligt in ( 0, oo) • 

t.a.v. de ve11neni ........ 

ab> 1 en ~?.fi.8- irrationaal is 
' lo b ' 
ldiging die a,b oravat, dicht 

Lemma 2. 2 Als bij een niet-ontaarde verdelingsfunktie F met 

F(x) = 0 voor x < 0 

k = F(x) voor x > 0 en k = 1,2,3, ••• , 

dan bestaan er constanten a> 0 enc> 0 zo dat 

F(x) l(x) exp voor alle x. 

~ew:ij.s, N eem een x > 0 waarvoor O < F ( x) < 1 , dan volgt ui t 

1 

dat 

1 - a < a < a
3 

< ••• 1 2 

We bewijzen eerst dat O < F(x) < 1 voor alle x > O. 

Stel dat 

0 

F(x) > 0 

voor X > 0 
0 

voor alle x > X • O' 
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neem een x 1 met 

dan geeft 

1 1 
-- 1 

- 0) = 0 

de verlangde tegenspraak. Op dezelfde manier ziet men dat 

F(x) < 1 voor x > o. We kunnen nu definieren 

log F(1) 
¢(x) = . ---

log F(x) 

• 

, 

• dan is niet-stijgend, ¢(1) = 1 en¢(~)= k, zodat 

= tj> ( :;;a.. ) <P ( x) voor x > 0 en k = 1 , 2 , 3 , ••• 

Als we definieren • 

V = a a • • • voor gehele getallen 

• • nr en natuurl1.Jke getallen k 1 , k 2 

dan VOI'Int V een groep t.,. o. v. de ve1'lllenigvuld.iging en 

¢(ab)= ¢(a) ¢(b) voor alle a,b e V. 

Volgens gevolg 2.1 zijn er twee gevallen mogelijk: 

• • •, k r 

1. V ligt dicht in (0, 00 ). Uit het bewijs van stelling 1.1, 

opmerking 1.5 en de monotonie van¢ volgt dan (2.17). 

2. Er is een reeel getal b > 1 zodanig dat 

V 
k 

a a= b met k geheel. 
' 

Dan is er een stijgende rij natuurlijke getallen 

rk 
a = b voor k 

k 

) 

1 ,2,3, •• • 
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• Dan is 

b > 1, > k, 

r 
= k, 

-- , 

dus 

r 
voor k = 1,2,3, •~•, 

wat in tegenspraak is met 

lj,ra 
k + oo 

r 

= 00 • , lim 
k + oo 

Geval 2 doet zich dus niet voor. 

k sup -
- rk 

< 1. 

,s.t.e.1:1:i
2
n.f\ 

2
2 .•. 3. (R.A. Fisher en L.H.C. Tippett 1928). Een rij 

verdelingsfunkties Fn kan slechts tot het aantrekkingsgebied 

van een van de volgende drie typen behoren: 

= L(x) exp -x-P voor een p > O, 

= 1- L(-x)(1- exp. -(-x)P )voor een p > 0 en 

-x 
-e • 

Bewijs (Gnedenko) We gaan uit van de identiteit 
7 W i L I 

k voor alle x(stelling 2.2) en 

onderscheiden drie gevallen: 

1. Stel a, = 1 
k 

voor k = 1,2,3, • • • • We definieren 
• 

(k = 1,2,3, ••• ) ; ~(y) = G(log y) voor y > O; 



2.29 

2.30 

2.31 
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dan volgt uit (2.28) voor y > 0 

k voor k 1 ,2,3, ••• • 

I,emma 2.2 gee:rt dan als oplossing: G(x) behoort tot 

1; dan geldt 

X > * >a. X + 
a.k k 

Sa.men met (2.28) gee:ft dit 

en dit is alleen mogelijk als G(x) = 0 of 1. Dus 

G(x) = 1 voor x > 1 

i) We bewijzen eerst dat 

0 < G( x) < 1 voor x < 1 - a. k 

Stel 

voor 

G(x).< 1 

dan geldt voor 

Sk 
een x < .---

0 1 - a k 

• 

en 



dat 

X - X -
1 0 

zodat 

k 

- ex ) 
k 

+ s ) 
k 
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k 
1 

- a ) 
k 

in tegenspraak met (2.31). Op dezelfde manier bewijst men 

G(x) > 0 voor alle x. 

ij) Stel dater een natuurlijk getal r is met a 
r 

• = 1; dan 1s 

G(x) voor alle x. 

Stel a - 0, dan is G(x) konstant; de mogelijkheid a < 0 is uit-
r r 

gesloten omdat G niet-dalend 

tegenspraak bij de keuze 
• 

s r 
X - 2 

is; stel S > 0 dan krijgen we een 
r 

iij) Stel dater een natuurlijk getal r is met a > 1. Eenzelfde 
r 

redenering als boven gee:ft 

G(x) 0 voor X < 1 

0 < G( x) < 1 voor X > -, 

in strijd met (2.30) 

a. 
r 

a. 
r 



1 - O'. 
k 

1 - O'. 2 

We de:finieren 

'ci(z) 
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voor alle k. 

- z). 

Met de trans:formatie 

z 
1 - a, 

k 
- X 

geldt dan voor z > 0 

p A1r 
SL .t\., 

= G(z) 

1 - a z = 
- a. k 

k 

k G(x) 
a 

= G( k 
1 -

zodat we m.b.v. ]einma 2.2 de tweede vorm van de limietverdeling 

krijgen~ 

3. Er is een natuurlijk getal k > 1 met a.k > 1; analoog aan 2 

We zullen nu voor elk der drie typen nagaan aan 

een verdelingsfunktie F moet voldoen opdat Fn 

trekkingsgebied van dat type behoort. 

Lernrna 2. 3 La ten a en n 
b 

welke voorwaarden 

tot het aan-

a > 0 voor n = 1,2,3, ••• 
n 

• Voor verdelingsf~.~.ties Fen G 

geldt dan en slechts dan 

2.32 • lim Fn( a x: + b ) 
n · n G(x) 

n -+ oo 

als 

2.33 lim n 1- F(a x + b) - -log G(x), 
n n n -+ oo 
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waarbij voor het rechterlid 00 gelezen wordt als G(x) o. 

Noteren we 1- F(a x + b) als c, dan moeten we voor 
n n n 

0 < c < 1 en O < a n 

• Jim n c 
n n ➔ oo 

a < 

• • < 00 bewiJzen 

• lirn -n log (1 -
n ➔ oo 

C ) 
n 

- a·. 

Als c = 0 voor alle n, dan geldt de equivalentie met a= o. n 
Als c > 0 voor alle n, dan volgt voor a< 00 zowel· uit het linkern 
als uit het rechterlid van (2.34). 

Jjrn C = 0, 
n n -+ oo 

dus 

• J1 tn nc 
n ➔ 00 

-- • lJm 
n ➔ oo 

n 

C 

ljm - a -
n ➔ 00 log 

-n log (1 - c) = a • n 

n 

( 1-c ) 
n 

• 

( 1 C ) ljm log n -- -n n + 00 

Stel nu dat b. v. het link.er lid van ( 2:. 341) geldt met a = 00 en dat er 

• J_1m log(1 -
k -+ oo 

Uit (2.35) volgt dan m.b,v. (2.34) • J, rn C a 
k -+ oo 

in tegenspraak met het gegeven. Op 

andere jmplikatie van (2.34) met a 

dezelfde manier ziet men de 

Het geval 
• veel n 1.s 

dat c n 
nu ook 

• 
00 in. 

0 voor oneindig veel n 

duidelijk als cornbinatie 

enc > O voor oneindig 
n 

van de twee voorgaande • 
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Lemma 2.4 Voor rijen reele getallen 

voor n = 1,2,3, ••• gelden de volgende 

a en b met 
n n 
·- 1 · . imp 1.katies: 

a 
n 

> 0 

a b - b b 
1 1 n + n + n 

1 ) • 1 • • • n l1m lJ.m 1,m - c1 > -- -, 
a a ooa n -+ 00 n n -+ 00 n n -+ n 

a b - b 
1 1 

2) • n + J_jm n + n • lJm 1 • ]Jm b .. - c2 < --, 
a a =, o) n -+ 00 n n -+ 00 n n -+ 00 

b - b 
bestaat J_im n o. en 

a 
n -+ 00 n 

. - b b a 
1 1 

3) • n + 1 • Jjm n + n O· lim b 1 J 1r1 - C3 > - b - - -, ' a a n 
n -+ 00 n n + 00 n n -+ 00 

b b - b 
als b dan lim n als b < dan li rn 

n - 00 - 00 00 - 00 - - -, 
a a 

n -+ 00 n n ➔ 00 n 
b b 

• n 

--

n 

< 

• 

Bev,;,ij s 1 ) Uit de implikatie 
n 

0 lim 0 lJ In - en -
I • I a a 

ongelijk.heid 
n ➔ 00 n n + 00 n 

b ,. -

o. 

b --

00 • , 

de 

bn + 1 
-

a 
n 

- b n 
< 

n + 1 
a 

b 
n volgt dat we mogen veronderstellen 

n 

b 
n 

a 
n 

> 0 voor n = 1,2,3, ••• Bij elke E > 0 is 

" zo dat voor n > 

b 
n + 1 

< • 
an+ 1 

b 
n + 1 < 

b 
_n + 
a n 

1 ) • 

Stel dat de rij 

b 

b 
n naar beneden begrensd is, dat wil zeggen 

n 
a n 

a n 

> b > 0 voor alle n; dan geldt voor E < 

-

b n + 1 

an+ 1 

b 
< _n + 

a n 

+ - 1) 

b 
1) < n + 

a n 

--

- 1) b. 
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De • • • dus de duur monotoon dalend; riJ J.S op wegens 
a n 

b b a 
lim n + 

a 
n + oo 

kan lim 
n ➔ oo 

1 1 n + n 
0 -• - -

a 
+ 1 

a n n n 

b 
n . . . 

b 
n 

- > b. - alleen nul ziJn, in tegenspraak met a a 
n n 

Er is dus bij de gegeven e: > 0 een index k te vinden zo dat 

en 
bk 
- < £; dan geldt 

bk + 1 bk 
1) < £ + 1 ) c, < + c, £ • - , 

1 + 
b b 

ook voor elke n > k + 1 geldt dan n dus lim n o. < e: 
a a 

n n + oo n 

2) Er • een index n
0 

te .. ' dat J.S vinden zo voor n > no 
n-n 

a 
1 

0 
n + dus 2 < c2 a < c2 a • • n , a n n 0 

hieruit volgt dat bij elke e: > 0 een 
. . ..... 

te vinden is zo dat 

voor n > 

1 

dus 

c2 

- b ) 

L 

n 

b 
n 

n + 1 
2 

c2 

--

C' ---·-·-·-· ~ ,..., a a 

1 - c2 

n/2 
< e: 

' 

k = 1 n 

1 
< 2 

1 -

voor voldoende grote n dus 

Uit het gegeven volgt 
. -.. t 1s zo da voor n 

b - b 
n+k+1 n+k 

< e: 

b 
n 

ljm b - b bestaat. 
n n ➔ oo 

dat bij 

en 

00 

< e: 
k 

n + k 
2 

vinden 
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a 
n + k 

a 
n + k 

a 
n + k - 1 

• • • • • a 
n 1 a 

n + k - 2 

voor k 1,2,3, • • • 

b - b n 
a n 

k + 1 

00 

k = 0 

- b n + k 

Dus 

< e: 

00 

a n 

k - 0 

• • wat te bewiJzen was. 

3) Voor voldoende grate n is 

b 
n 

a > O, 
n 

• 

- b n + k 

--
1 

a n + 1 
< 

a 
n 

00 

< • 
k = 0 

e: 
, 

dat wil zeggen dat b 
n 

een op de duur monotone rij is zodat 

lim b 
n 

b < oo bestaat. Stelb< co; op dezelfde manier als onder 
n + oo 

2 ziet men in dat 

b - b n 
a n 

> (1 -
k = 0 

2E 

voor voldoende grote n, zodat 

lim 
, 

n ➔ oo 

b b 
n 

a n 

In het geval 

00 • 

• lim 
n + oo 

n - 1,2,~, ••• 

b 
n 

= oo ~ogen we aann~nen dat b n 
> O voor 
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Verder gaan weals onder 1 te werk. Bij elke £ > 0 is 
. .,,,_ 

vinden zo dat voor n > 

b 
1 

a 
1 

b 
1 

b c3 
( 1 + £) n + n + n + n + > > • 2' • a 

1 
a a 1 

a 
n + n n + n 

b c3 
Stel dat n < ,d < alle n, dan geldt voor < 00 voor £ en 

2d a 
n 

n > 

b 
1 

b b 
1 

b c3 b 
n + d > 

n + 1 n + n n + £ d. + £ + £ > + > 
2 a 

n + 1 
a 

1 
a 1 

a a 
n + n + n n 

b 
De • • n .. 

dus op de duur monotoon stijgend; wegens het r1.J _: J. s 
a 

n 

gegeven 

a 
1 

b 
1 

lim ( n + n + 
• a a 

n + 1 n+ 00 n 
- = C 

3 

b 
kan de Jim n alleen 

a 
oneindig zijn, in tegenspraak. met 

n + oo n 

Er is dus bij elke M > 0 een index k te vinden zo dat k 

b 
k en- > ·M. 

0 < £ < 

dat 

dus 

Dan geldt voor alle 
c3 

2 
< 1 

> > M + 

bk + 1 c3 
> (M + -

1 _ c3 
e: > M + 2 

+ 1 

- e: (M + 

b 
n 

ook voor alle n > k + 1 geldt dan - > M dus a 

• l1m 
b 

n 
- - co 
a n + 00 n 

n 

• 

> M· , 

b 
n 

a 
n 

-

< d. 
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S_telling ? . 4 Voor een verdelings~unktie F geldt dat de rij n {F} dan 

en slechts dan tot het aar1trckkingsgebied var1 hc·t type 

voor een p >O 

behoort als 1-F(x) regulier varieert bij oneindig met exponent -p. 

Bewijs Stel dat 1-F(x) regulier varieert met exponent -p., Volgens 
" 

stelling 1.2 en opmerking 1.7 (blz. 8) bestaat er een rij reele 

getallen 

2.37 

2.38 

a >O met 
n 

lim 
n-+oo 

X -p 
n{ 1-F(a x)} = (-) 

n C 

Ui t lerrima 2 .. 3 volgt dan 

lim Fn(a x) = 
n-~ n 

exp 
C 

voor alle x>O. 

voor alle x>O. 

Wegens de monotonie van Fen 

alle x. 

= 0 volgt dan ook (2.38) voor 

Stel anderzijds dater rijen reele getallen 

voor n = 1,2,3, ... en 

lim 
n-+oo 

Fn(a X + b) 
n n 

{a }en 
n 

{b} 
n 

• • ziJn met 

Uit opmerking 2.4 (blz. 15) volgt dat voor elke reele s>1 

2. 39 lirn a 
n-+oo 

ns 
a n 

en 
limb - b ns n n )oo 

a n 

waarbij a. 
8 

en S ,. voldoen aan 
._) 

-- voor alle x. 
s s 

a >O 
n 



Door invullen in (2o36) blijkt 

2.40 a. 
s 

s = o. 
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We de:finieren voor vaste s>1 een deelrij {n(i)} der natuurlijke 

getallen als volgt 

n(O) = s 
s - 1 

1 >---
s - 1 

n( 1) = n(O) .s > n(O) 

n(i+1) = n(i).s > n(i) 

Voor deze rij geldt 

2.41 lim n(i) - oo 
n( i+1) 

• • 
i-+co i-+oo 

Uit (2.39), (2.40) en (2.41) volgt 

lim lim 
• • 
i-.;-oo 1-+oo 

·toepassing van lemma, 2. 4 gee:ft 

bn(i) 
lim ---- = O, 

an(i) • 
1-+00 

zodat wegens stelling 2.1 

lim 
n(i) --

• 
1-+oo 

Toepassing van lemma 2.3 geeft 

b n i+ 1) - bn( i) 

an(i) 
0 ; 
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2 ,,43 lim = x-p voor x>O. 
• 
i--roa 

Uit (2.42) volgt 

• lim = 00 

• 
i-+oo 

We kunnen dus stelling 1~2 en opmerking 1.8 (blz. 9) toepassen op (2.43), 
sa1nen met ( 2. 41) en ( 2. 44); dan volgt 

• 
1-x:o 

1-F(t) -
-p 

X voor x>O. 

pt~lling 2e5 Voor een verdelingsfunktie F geldt dat de rij {Fn} dan 

en slechts dan tot het aantrekkingsgebied van het type 

2. 45 

behoort als er een 

funktie 

p; T 

F(x) -

• x
0 

1s met 

voor x<O. 

voor x>O. 

voor X<x
0 

en voor de 

geldt dat regulier varieert bij oneindig met exponent -p. 

Opmerking 2. 5 
a a ••· _. " 

""' Fis monotoon niet-dalend, F(O) 
. ,, • 4 

= F( - 00 ) = O en 
"V 

F(oo) = 1 dus 
.. ~ . . . 
F 1s een verdel1.ngsfunkt1.e. 

• • Bew1.Js 
;; •• I 

Stel dat 
,..,, . 

vari~ert bij oneindig 
met exponent -p . Evenals in het bewijs van stelling 2.4 volgt hieruit 

lim 
n-+oo 

0 

dat wil zeggen 

n F (x -
0 

1 ) = 
a X 

n 
lim F11(a x) 

n n~ 
exp X -p {-(-) } voor 

C 
alle x>O, 

• 
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lim 
n-+oo 

n F (x + 
0 

X ) 
a 

- exp {-(-cx)P} voor alle x<O, 
n 

-w-at te bewij zen was. 

Stel anderzij ds det er rij en reele getallen 

1::1.. ·>O en 
n 

{a} 
n 

er1 {b } 
n 

2. 46 lim 
n-+oo 

Fn (a x + b ) 
n n 

- 1 ~ 1 ( ·-x) ( { 1-exp { - ( -x) P} 

U i_ t opmerking 2. 4 volgt dat voor s> 1 

ans 
1 im _ • .....__._ 

a n-+eo n 

b 

- Cl s 

b 

-1/P 
s 

ns - n lim -------- = S = o. 
n ► oo a 

n s 

en 

zijn met 

voor alle x. 

We det'inieren de deelrij {n(i)} der natuurlijke getallen als in bet 

bewijs van stelling 2.4; dan is 

2 .47 lim 
-1/P 

- s <1 
• 

1-ii<X:l)OO 

Toepassing van lemma 2.4 gee~t 

2 .48 lim bestaat 
• 
1-+oo 

xO - bn(i) 
lim ---------- = 0 ., 

an(i) • 
1-+«> 

Uit (2o48) volgt met stelling 2.1 

2 .49 lim 
n(i) 

• 1. )00 

en lim 
b b 

n ..,.;;:i;;._+_1-")_-:__n ___ .... 
• 
1~ an(i) 

(met -oo<x < 00 ) en 
0 

--
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nemen we x=O, dan 1. Relatie (2.49) is equivalent met 

• 
1.~ 

Uit het bewijs van stelling 2.4 volgt verder het gestelde. 

S t.e l.~.i n_g, .? • 6, 1 ) 

rij {Fn} tot bet 

Als voor een verdelingst'unktie F geldt dat de 

aantrekkingsgebied van het type 

2.50 

behoort, dan geldt: 

-x 
= exp {-e } 

a, Als F(x)<1 voor alle x, dan varieert 1-F(x) 

( exponent - 00 ) • 

• • • • snel b1J oneindig 

b~ Als 

funktie 

= 1 

Aar 

F(x) = 0 

0 X 

voor x~O. 

voor x>O. 

"' dat 1-F(x) snel varieert bij oneindig (exponent - 00 ). 

2) Als van een verdelingsfunktie F geldt dat 

U(x) = 1-F(log x) 

regulier varieert bij oneindig (p<O), dan behoort de rij 

aantrekkingsgebied van het type 

-x 

n 
{F} tot het 



lim n F (ax+ 
n 
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b ) = 
n 

volgt, evenals in het bewijs van stelling 2.4, dat voor elke s>1 

' 

a b - b 
lim ns 

1 lim ns n 
6 log - 0. - en - -- - - -a s a ~ 

I.'.) n-xo n n-+<x> n 
f3>0. 

We definieren de deelrij n(i) der natuurlijke getallen weer als in 

het bewijs van stelling 2.4; dan is 

lim - 1 en lim 
• • 
]_-rCO l-+<X> 

b 
n i + 1 ) - bn( i) 

an(i) 
--

a. Als F(x)<1 voor alle x, dan volgt uit (2.51) met x=O 

2.53 limb 
n n~ 

- 00 - . 

Toepassing van lennna 2.4 geeft 

lim --
. an ( 1· ) 1 >oo 

We gaan bewijzen 

= 00 • 

log s>O. 

2.55 lim = L (x-1) voor alle x#1. 
" 1~ 

Bij elke s.>Q is een 

• Verder 1s zo dat voor 
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n(i) 
> 1-e: 

Nemen we bij een vaste y>O op grand van (2.52) een ' zo dat voor 
• • 
l.>l 

dan is voor • • 
1.>1. 

1 

n(i) 

zodat 

lim = 1 voor x> 1 • 
• 
1.--+oo 

Op analoge manier ziet men in dat 

= 0 voor x< 1. 

Uit (2o55 volgt wegens lemma 2.3 

. n i 
1. >co 

-oo 
= X voor x>O, x:;t 1 ; 

Uit (2.52),(2.53),(2.56), stelling 1.2 en opmerking 1.7 volgt dat 

1-F(x) snel varieert met exponent - 00 • 

b. 

2. 57 

(wegens Q<G(0)<1) 

lim bn = x0 . 
n•>oo 
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Toepassing van lemma 2.4 op (2.52) geeft 

XO 
lim -------

an(i) • 
1---►oo 

• ... 00 , 

• voor alle 1.. 

• • We gaan bewiJzen 

2.59 x ) = 1. (x-1) voor alle x~1. 
• l~ 

Evenals onder a is er bij elke E>O en y>O een 
. .... 

te vinden zo dat voor • • 
l. >J. 

1 

n(i) 
( 1-y) +x ) -

0 
n(i) 

zodat 

---) = 
. XO 1-+<:o 

lim 
• 
l -+co 

n(i) 

Op analoge manier ziet men in dat 

X ) - lim n(i) 
• 
J. +co 

X 
0 

• 
J.-1-00 

1 
X 

an(i) 

1 
X 

Volgens le:rnma 2.3 is deze relatie equivalent met 

lim 
. ,v 

n(1.) {1-F X )} 
-

-oo 
X 

• 
l~ 0 

natuurlijk getal 

.y 

1 voor x>1. 

= 0 voor O<x<1. 

voor x>O, x;t 1 ; 

-1 

Uit (2.57), stelling 1.2 en opmerking 1.7 volgt nu dat 1~F(x) snel 

varieert met exponent - 00 • 
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2o Uit het bewijs van stelling 2.4 volgt dater een rij reele 

getallen {a } bestaat met 
n 

lim 
n-+oo 

n F (log 

a >Oen constanten p>O enc, zo dat n 

";l_ -p = exp {-( ) } 
C 

voor y>O; 

hieruit volgt met de transformatie y - exp 

lim 
n-+oo 

hiermee is het gestelde bewezen. 

n 
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Opmerking 2.~ Gnedenko bewijst dat Fn dan en slechts dan tot het 

aantrekkingsgebied van G behoort als 
3 

' 

• 

lim 
n-+oo 

voor alle x, 

waarbij 

b - inf' X F(x) > 1 1 1 -' n nj 

2.60 inf' F(x) 1 
1 i - b a - X > - voor n ne~ n 

1 , 2, 3, n --

Opmerking 2.T Bij een verdelingsf'unktie F kunnen we een getal 

x 0 ~ 
00 def'inieren als volgt 

F(x) = 1 

• 0 • 

Uit het bewijs van stelling 1.2 volgt (formule 1.19) dat als {Fn 

tot het aantrekkingsgebied van de typen G1 of G2 behoort, 

2.61 
1 - F x) 
1 - F(x-0) 

- 1 0 

Gnedenko bewijst dat oak voor elke verdelingsfunktie F uit bet 

aantrekkingsgebied van 

Opmerking 2.8 Over de keuze van de aantrekkingscoef'ficienten kunnen 

we het volgende zeggen (dit blijkt uit de verschillende bevijzen). 

Fn behoort dan en slechts dan tot het aantrekkingsgebied van. 

geldt met 

a - inf x 
n 

b - 0 
n 

F(x) > 1 - 1 /n 

voor n - 1 , 2 , 3 , ••• 

• 



geldt met 

a n 
--

b = X n O 
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X F(x) > 1 - 1/n 

voor n = 1, 2, 3, ••• 

betekenis als in opmerking 2.7. 

op dat ook voor de 

andere typen de keuze (2.60) toegelaten iso 

Voorbeeld 2.1 Voorbeelden van verdelings~unkties uit de verschillende 

aantrekkingsgebieden zijn: 

1 X d 
F(x) = - u 

Tr 2 

F(x) 

F(x) 1 

0 

X 

1 

j 1 +u 
.I 

00 

-x 
e 

Men kan nagaan dat 

• in 

X < 0 

0 < X < 1 

X > 1 

F(x) = 1 - q-x 

• 
in 

• 
in 

(O<q< 1) 

niet aan voorwaarde (2061) voldoet, zodat de rij der maxima van 

steekproeven uit een negatief-binomiale verdeling geen niet-ontaarde 

limietverdeling heefto 

Tenslotte wil ik nog een paar opmerkingen over Gnedenko's 

artikel vastleggen. Lexnma 2.,4 komt bij Gnedenko niet voor; 

zijn bewijs van stelling 2.4 (en van stelling 2.5) is dan ook niet 

algemeen geldig: Laten we het bewijs van Theoreme 4 toepassen op de 

verdelingsfunktie 

0 

_2 .l.og 2 
x log x 

X < 2 

X > 2 , 

• 
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die aan de voorwaarden van de stelling (met a= 1) voldoet. 

Relatie 

deze 

2.62 a2 = eaa n n voor n > no 

De deelrij ·n 
s der natuurlijke getallen die Gnedenko definieert, wordt 

2.63 n 
s 

s 
e 

Uit (2.62) en (2.63) volgt dan 

= e a 

en met volledige induktie 

a = e 
n 

s 

s-s 
0 

n 
s 

voor s = 1, 2, ... 

We schrijven de relatie (44) van Gnedenko voor ons voorbeeld F(x): 

2.log 2 .. e 
s 

lim {1-F(a x) lim n - " " -s • s-s s-s n ~ 

s-+oo s s+oo 0 .a
0

~log (e 0 
e 

• lim 

en niet -1 ... f x zoals Gnedenko schriJ ta De relatie (43) is dan oak niet 

algemeen geldig. Deze geldt niet voor een rij attraktiecoefficienten 

a bij de funktie F(x); een mogelijke keuze hiervoor is de volgende: 
n 

a n 
_ 2n _J .. og 2 - log n 

voor n = 2, 3, ... 
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Eer.1 beetje mi splaatst in deze paragraaf volgen hier nag resultaten 

die oak bij Feller in dit verband behandeld warden. Feller bewijst 

zijn bewijs

methode is ook bruikbaar voor het aantonen van algemenere stellingen. 

Deze bijdrage is geschreven door W. Vervaat. 

Stelling 2. 7 Als F 1 en F2 twee verdelingsfuncties zijn met 

1 - F. ( X) = X -p L. ( X) 
J.. 1 

met verdelingsfunkties F1 resp. F2 , 

dus 

2.64 

en 

< P{x > x(1+t:)} 
-- -1 • 

Delen door x-p 

2.65 
L (x(1+t:)) 

1 

<. XE:, 

> x( 1-

geeft 

p{ ½ 

(i = 1,2) , 

stochastische 

dan geldt voo:r· 

• • variabelen z1Jz1 

x > 1 en £ > 0 

< XE:· _x, + ½ 

> XE en x2 > xe: 

< XE} 

< 



< < 
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-2p 
+ E 

-p 

(2.65) convergeren naar 1 voor x ➔ 00 , zodat het eerste lid groter is 

dan ( 1-E) ( 1 + s ) -p voor voldoende grote x. 

Omdat 

X p 

< x-p min = min (1 - F 1 (x), 
, 

1 · > 0 voor x ➔ oo 

en de andere factoren in de laa.tste term van het laatste lid van (2 .65) 

begrensd zijn, convergeert deze term naar O voor x ~ 00
• 

Gevolg ,2 ... 3. _A.ls 1 - F een regulier varierende functie is, dan geldt 

r( 1 - F(x)) 

G.evolg 2. 4 

voor x + 00 • 

zijn met dezelfde verdelingsfuktie F waarvoor geldt dat 1 

regulier varieert bij oneindig en F(O) = 0, dan is 

lim I x 1 
x+oo 

Bew,ij s: > x} 

variabelen 

- F(x) 

P{x > X 
-1 

__ ___;, ____ ___ • , - P{x1 

verder pass en we stelling 2. 7 toe. 

• 
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en F 2 twee ·verdelingsfuncties • • ,;,a 

Zl.Jn ZO, dat 1 - F2 
regulier varieert en 

dan geldt 

Bewijs: 

< 

1 
lim ----
x+oo 1 

. 

1 - F x F (x) 
1 2 

Zij U. = 
1 

1 ·- F 
1 

1 &Jt 

1 - F. 
1 

r 
• 
: 
• 
I 

r • 

-- 0 , 

rJ , voor x-+ oo 

• voor 1 - 1 ' 
2, dan geldt wegens (2o64) 

<XE}+ P{ X <XE}< 
·-1 1-

) 

< 

"· 
• 

' • 
.... 

< -----+ 1 l + • 

1 
(1+E) P < liminf 

1 -

Ste,lli,p.g 2. 9. Als 

< limsup 
x+oo 

1 
------ < (7-E)-p. 

1 

en 1 - F
1 

regulier. 

_}?,ewij s ; Combinatie van stelling 2.7 en 2.8. In stelling 2.7 is L1 + L2 
behulp oak een langzaam varierende functie, wat men kan aantonen met 

van 

-- . 
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§3 Eigepschappen _,,an, ~e_guli,er vari~ren,de funk~ies 

(J. Karamata: Sur un mode de croissance reguliere. Theorem.es fondaroentaux. 

Bull. Soc a Math. France 61 ( 1933) P~ 55-62; Feller 2 VIII 9) 

In deze paragraaf spreken we ui tlsui tend over funkties die Lebesque-
• 

sommeerbaar zijn op elk begrensd interval. Eerst twee hulpstellingen: 

Leroma 3. 1 Stel dat voor positieve funkties f(x) en g(x) geldt 

3 0 1 

terwijl 

3.2 

dan is ook 

3°3 

X 

lim 
x-+oo 0 

lim 

lim 
x-+oo 

X 

f(t)dt = lim 
x-1-00 0 

g(t)dt = 00 , 

- C met O < c < 00 , 

X 

f(t)dt 

0 - C - • 
X 

g(t)dt 
., 

0 

.. 
Bewi.is: Neem eerst O < c. < 00

0 Bij elke £ > o 1s 

dat voor x > x 0 

( c-E ) • g ( X ) < f ( X) < ( c+ £ ) $ g ( X ) , 

zodat ook 

3.4 
C f". ( c-s) 

X 

! 
I 

X 
r 

I 
' • 

g(t)dt 

g(t)dt 

< 

X ,, 
:f(t)dt 

• 

X 

X XO 
--=-o____ < ( c+E ) _.:::, ____ = c + E. 

X X 

g(t)dt g(t)dt 
' 

• 
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Als we schrijven 

X XO X 

f( t) dt f(t)dt + f(t)dt 

0 , 
X X 

g(t)dt g(t)dt g(t)dt 
' 

0 0 

dan blijkt uit (3.1) en (3.4) dat het gestelde geldt. Het gestelde 

voor c 00 volgt door de rollen van fen g te verwisselen. 

Opm~rking 3~.1 Op analoge manier kan men bewijzen dat als 

X 
r 

lim 
x4<X) 0 

X 

lim 
X-i-00 . 

0 

uit (3.2) volgt dat 

lim 
X >oo 

00 

I' 
I 

X 

00 

X 

f(t)dt < 00 en 

g(t)dt < 00 , 

f(t)dt 

- C "' 

g(t)dt 

Lennna 3.2 Stel dat U(x) regulier of snel varieert bij oneindig met 

exponent p ( -oo<p <oo ) • 

ao Als p >-1, dan varieert de funktie 

X 

3.5 U)i. ( X) U( t) dt 
• 

0 

regulier of snel bij oneindig met exponent P + 1. 
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b3 Als p <-1, dan is de funktie 

3.6 

00 

t 
u )( )( ( X ) = u ( t ) d t 

) 

X 

44 

welgedefinieerd en UX)<(x) varieert in dit geval regulier of snel bij 
• • oneindig met exponent p + 

){ )( 

1o Als U ook voor p -1 welgedefinieerd is, 

geldt ook voor die waarde van p de bewering. 

Opmer~ip._g ... 3 .. ~. In bet bewijs zullen we zien dat u*(oo) = oo voor p >-1 
)( 

en U ( 00 ) < 00 voor p <-1 zodat de uitspraken alleen voor de aange-

geven waarden van p niet-triviaal zijn resp. zin hebben. 

B_ewij.s. aQ We bewijzen eerst dat 

3.7 
~ 

lim U (x) = 00 voor p >-1 . 

We veronderstellen eerst p < oo 

U(s) varieert regulier met exponent P >-1, er is 
.... zo dat voor s > s 0 

3.8 U(2s) 
-1 

> U( s) I) 2 , 

dus voor n > n0 geldt 

-1 
2 U(s)ds = 

Als we definieren 

2n+1 

I n 
- U(s) ds, 

• dus een s 0 te vinden 

U(t)dt ~ 



geldt dus voor n > n 
0 

I > I 
n+1 n ' 

zodat 

CX) 

r 
U(s)ds > \' 

l 

so 
n-n +1 

0 

00 

I '> I 1 - 00, , -n no n=n 
0 

waarmee (3°7) bewezen is voor p < 00 • Voor p = oo geldt (3.8) voor elke 

eindige p dus ook de conclusiee 

Voor P >-1 kunnen we nu leiotna 3. 1 toepassen: 

Voor p 

3. 1 a 

lim 
t+oo 

tx 

0 
t 

0 

U( s )ds 

U( s )ds 

-1 kunnen weals 

00 

U( s )ds = oo 

0 

lim x 
t ~00 

U(tx) _ 
U(t) - p+1 

X • 

oak via lemma 3.1 reguliere variat.ie bewijzen; als (3.10) niet geldt, 

hebben we op tri viale wij ze langza,rne variatie zoals de stelling beweert. 

be Op eenzelfde manier als boven kunnen we bewijzen dat 

lim Ux(x) < 00 voor p <-1 , 
X ►oo 

zodat voor die waarden van p 
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lim 
)C:· '.)(;,. 

U (x) = 0 , 

De beweringen betreffende volgen dan onm.iddellijk uit opmerking 3.1. 
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Een karakterisering van regulier varierende funkties geeft de volgende 

stelling. 

Stelling 3. 1 
a 

a. Stel dat U(x) regulier varieert bij oneindig met exponent p, dan is 

3. l 1 
x'""?"oo 

en 

3. 12 lim 
x-r00 

x .U(x} 
rX 

, U(t)dt 
l 

0 

00 

) U(t)dt 
X 

= p + 1 als p > -1 

= -p - 1 als p < -1. 

Voor p = -1 geldt (3.12) als de noemer welgedefinieerd is. 

b. Als voor een positieve funktie U 

3.13 lim 
X ►CO 

,, 
a 

x U(x) 
X 

U( t ldt 

met O<A<~, dan varieert U regulier bij oneindig met exponent A-1. 

Als voor een positieve funktie U 

3. 14 lim 
X U(x) --
00 

I 
x··►OO 

' 

' U( t }dt 
.I 

X 

met O<A<m, dan varieert U regulier bij oneindig met exponent -A-1. 

Bewijs 
r a ✓ a 

' 

We veronderstellen eerst p>-1 
• • •• en definieren 

3. 15 b(x) = ;x 
x U(xl 

• 

I 
U(t}dt 

0 
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0 

Integreren we links en rechts de relatie 

b(x) U(x) 
X ,·x 

U(t)dt 
0 

dan vinden we (de teller in het rechterlid is bijna overal de afgeleide 

van de noemer) 

dus 

3. 16 

' ' ' 

1 

X b( t} 
t dt = log { 

X 

U(t}dt} + ct 
) 

0 

rX .X 

' 

0 1 

Met behulp van (3o15) vinden we dan 

3. 17 U(x) b(x} 
= c. 

X 
. exp 

"X j 

I 

1 
t 

met c > O. 

/X 
1 b(t)-1 

1 

a. Uit lemma 3.2 weten we dat b(x) langzaam varieert bij oneindig. Te 
• • • beWJ.JZen lS dat 

3. 18 lim b(x) = p + 1 ~ 
x:-rro 

dt} . 

Uit (3~17) volgt dat exp { 

dus 

X b(t) 
t 

dt} regulier varieert met exponent p+1, 

3. 19 
s b ( xt) 

· ·· ---- --·- d t = 
t 

X •➔oo ,, 
1 

1 

exp 

lim log{----
x-+oo 

exp 

rsx 
b(t} 

( ' dt} 
t ' 

1 }= (p + 1 } log s. 
rX 

( b(t dt) 
t 

1 

Verder geeft bet lemma van Fatou 



zodat 

3.20 

lfminf' 
x-+oo 

1 

) 

0 

0 < limsup b(xl < p + 1 ; 
X ),OO 

Hieruit en uit 

x,oo b(x) 

volgt 

lim {b(xt) - b(x)} = 0 ; 
x->-00 

hieruit volgt, weer in combinatie met (3.20),wegens gemajoreerde convergentie, 

3.22 

Wegens 

• 11.m 
x+oo 

J 

1 

) 

1 

s b ( xt) 
t 

t 

volgt met (3.j9) en (3.22) 

3.23 lim b(x) = p + 1. 
x·+oo 

--
1 

= 0 

s b(xt) 
t 

voor alle s>O. 

dt - b(x}. log s 

Voor p = -1 volgt (3.11) onmiddellijk uit (3.20). 

De bewering (3.12) wordt op een analoge manier be-wezen,ook met behulp 

van lemma 3.2. 



50 

b. Als ( 3. 1 3) vervuld • 
J.S, d.w.z. als 

lim b(x) = 
x-+oo 

A > O , 

dan is bij elke £>0 een s 
0 te vinden zodanig, dat voor s>s 

-0 

A - £ < b(s} <A+£ 

Schrijven we U (zie (3.17}1 uit als funktie van b(x}, dan is 

Voor s > 

-

--

A -
A + £ 

< 
+ £ 

,\ - £ 

b( sx) 
b( s) exp 

sx b t 
{ 

s 

b(sx) 
b(s) exp 

-1 
geldt dan 

=---

- 1 dt} 
t 

- 1 dt} • 

A + € 

A - £ 

A-1+E 
• X 

U( sx) < 
U(s) 

• 

Daar £ willekeurig is en x een vast getal, volgt hieruit het gestelde. 

Eenzelfde bewijsmethode past men toe op de relatie (3.14). 

Opm~,,r.~.i _ng , 3 . 3 

Als voor een positieve funktie U (3.13) geldt met A= 0 of~, dan varieert 
·X 

I U(t)dt J.angzaarri resp. snel ( exponent CX)}. Als ( 3. 14} geldt met A = 0 

0 r~ 
' 

of 00 dan varieert I U(t)dt langzaa.rn resp. snel (exponent - 00 }. 
i 

X 
Di t volgt ui t ( 3. 16) en het equivalent daarvan voor de sta,a.rtintegraal. 
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OJ?mer,king 3. ~ 
.. .. 

varieert met exponent p 1 , dan geeft stelling 3.1 met 

beveringen van het volgende genre: 

= P + P 1 + 1 voor p>-p 1-1. 

) 

0 

Ook lemma 3.2 kan men op deze manier herschrijven. 

Opmerking ~-5 

Een gevolg van stelling 3.1 is b.v. dat een positieve funktie U(x) dan en 

slechts dan langzaam varieert bij oneindig als 

3.24 lim 
x-+00 X 

0 

x U(x) 
= 1 , 

U( t) dt 

dat wil zeggen als de funktiewaarde asymptotisch equivalent is met het 

voortschrijdend gemiddelde. 

De relaties (3.17) en (3.23) uit het bewijs van de voorgaande stelling 

geven de volgende belangrijke representatiestelling: 

Stelling 3.2 

Stel dat U(x) regulier varieert bij oneindig met exponent p dan bestaan 

er funkties c(x) en a(x) en een constante O < c < 00 met 

3.25 lim c(x) = c en lim a(x) = P , 
x+co X )CIO 

zodanig dat 

3.26 U(x) = c(x) exp { 
X a( t) 

t 
dt} voor alle x > O. 

1 
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Opme_rking 3. 6 

Anderzijds is elke funktie van de vorm (3.26) regulier varierend bij 

oneindig, zodat (3.26} een derde karakterisering is van regulier varierende 

funkties. 

> Q 

Bew1.Js 

Voor p > -1 nemen we c(x) = b(xl, gedefinieerd in (3.15} en a(x} = b(x} - 1. 

Voor p < -1 definieren we 

x U(x} 
00 

, 
U( t }dt 

,I 

X 

we nemen dan c(x) = 

opmerking 3.4 toe. 

* b (x) en a(x) * = -b (x) - 1. Voor p > -1 passen we 

Op~e -~·k-~ p. g 

Stel 

3.27 

0 

V( t) 
t 

log U( e ) , 

dan volgt uit het regulier varieren van U met exponent P 

3.28 
V(t) l m ~,_;;,_~;,__ _ __. ____ 

t·+-00 X 
p voor alle x; 0, 

de representatie (3.26) is als volgt te vertalen 

t 
3.29 v(t) C (t) + 

)( 

a (s)ds , 

0 

waarbij lim 
t-·~00 

X 
C ( t) = C t )-00 

p • 

wordt deze restriktie niet genoemd. 

U(x) ; de 

Feller 
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Lemma 3.2 en stelling 3.1 geven eigenschappen 

funkties. Uit de normaalvorm (3.26) volgen er 

een aantal registreren. 

GE:.Y.o.l_g ~ •. ~. 

van regulier varierende 
• vele waarvan we er hier 

1. Stel dat U regulier of snel varieert met exponent p (-00 < p < 00 }, 

• dan is 

3.30 

en 

3.31 lim 
x+oo 

l_o_g_ U( x_) _ -
log x 

! 0 als a< -p 
• 

' I 00 

\.. 
als a> -p 

p • 

2. Als u 1 regulier of snel varieert en 

voor x ~ w, 

dan ook u2 , met dezelfde exponent . 

• •• P2 , dan varieert 

(-oo < a 'a < oo) 
1 2 

regulier met exponent a 1P 1 
= - 00 of andersom). 

4, Als U regulier varieert (exponent p) en 

3.32 = 00 , 

• dan 1s 

3.33 



In het bijzonder: als 

3.34 voor x-+oo 9 

dan ook 

3.35 voor x-+oo. 

5. Als u1 regulier varieert met exponent 

• 

terwijl U( 00 ) = 00 , dan is 

3.40 

tv 

lim U(U(x)) = 
X 

1 , 
X >oo 

• waarin 

3.41 
I"\/ 

U(x) = in:f {y U(y) > x} • 

Als U monotoon niet-stijgend is (-00 < p <Olen U( 00
) = O, dan is 

3.42 X 
X )QO 

• waar1n 

3.43 
~ U(x} = inf {y U(y) < x} • 

7- Als U monotoon niet-dalend is en regulier of snel vari8rend bij 
,v 

oneindig (0 < p < oo), terwijl U(oo) =@, dan is U(x) regulier of snel 
-1 . . . d .. - J. 

vari8rend met exponent p • Als U monotoon niet-stiJgen is en reg\11.er 



55 

varierend met exponent p (-00 < p < O} en 

of snel varierend bij x - 00 met eXJ?onent 

U( ~} = 
-1 

p • 

O, dan is 
X 

8. Stel dat U regulier varieert met exponent p. Als p > 0 en U 

is op begrensde intervallen, dan geldt de definierende relatie 

op elk interval met x 1 < 00 • Als p - O, dan 

begrensd 

( 1 • 2 } uniform 

geldt (1.2) 

uniform op elk interval van de vorm 
1 . 1.s op begrensde 

x
0

,x
1 

met O < x
0 

< x 1 < ~. 

intervallen, dan geldt (1.2) 

Als 

uniform 

op elk interval van de vorm X > 0. 
0 

9. Stel dat U begrensd is op begrensde intervallen en regulier varieert 

met exponent p > O. Definieren we 

3.44 
)( 

U (x) = sup U(t) , 
-;)( )( 

U (x) - inf U(t} 
' O<t<x t>x 

dan is 

3.45 U(x) 
* ·~)( 

r.J U (x) ~ U (x) voor x ➔ 00 ; 

dus ook 
* )()( 

U en U • •• var1.eren regulier bij oneindig met dezelfde exponent. 

Als U regulier varieert met exponent p < 0 en 

intervallen, geldt de bewering met 

3.46 U~(x) = inf U(x) 
O<t<x 

, 
)( )( 

U (x) - sup U(x) 
t>x 

• 

10. Als U(x) regulier varieert met exponent p ~ 0 en er een f 

is, zo dat 

X 

U(x) = u( t }dt 

0 

dan is er een funtie 
-),E-

u ( x) waarvoor geldt 

3.48 u(x) = u*(x) 

• • voor biJna alle x en 
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) (, . 

1 . X U (x} _ 
x-~ U(x) - P ' 

* zodat sgn p. u (xl regulier varieert met exponent p 1 • 

• • 
Bew1,J s 

b b I 

Het eerste deel van eigenschap 1 volgt onmiddellijk ui t de standaard

voorstelling (3.26); verder is volgens (3.26) 

l.o_g_ .. Y ( x )... = lo :.....c ____ x ___ ) + __ 1 _ 
log x log x log x 

X a t} 
t dt 

1 

= l_o p; c ( ?C ).. + 1 
log x 

log x log x a(e 6 )ds 

1 

en hieruit volgt het tweede deel van eigenschap 1. De eigenschappen 2 

en 3 volgen onmiddellijk uit de definitie. 

4. Schrijven we U(x) in de standaardvoorstelling (3.26), dan is 

~-~--:-- = ----- . exp { 
) 

c(r,(x) 
= ----- .. exp { 

log 

Aangezien bi j E > 0 een x0 
..... bestaat zo 

C -

C -

p - e < a(e 8
) < p + E 

+ e: 

a( t) 
t 

dt} -

s a( e )ds}. , 

dat voor x > x0 



C £ 

C + £ 
• exp {(- P -£). 

C + e: 
C -

. exp { ( p +e: ) • 

zodat wegens 

• lim 
x+oo 

geldt 

lim ~-~-- = lim 

5. Toepassing van 4 met 

het gestelde. 
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} < 

} . 

= 0 

lim p 
1 • b • 

• 

--

6. De bewering voor p > 0 is equivalent aan die voor p < O: neem maar de 

bewering (3.42) is al in het bewijs van stelling 

1.2 aangetoond (regel 5 van bladzijde 8}. 

7. We bewijzen de bewering voor p < O. We gaan eerst eigenschap 7 bewijzen 

voor regulier varierende funkties U met - 00 < p < o. In de bewijzen van 

stelling 2. 2, opmerking 2. 4 en stelling 2. 4 is geen gebruik gezna,ak.t van 

het feit dat F rechtscontinu en> 0 is, zodat de resultaten gelden voor 

een willekeu.rig monotoon niet-dalende .~ tie F met lim F(x) 1 • 
X > ;o, 

We passen stelling 2.2, opmerking 2.4 en stelling 2.4 toe voor F(x) 1 - U(x). 

(Hier wordt -p gebruikt i.p.v. p). Uit opmerking 1.7 (blz. 8) volgt 9 dat 

we in het bewijs van stelling 2.4 (blz. 28) mogen nemen n n De 

funktie a(x) - is monotoon niet-dalend, voor reele s > 1 geldt dus 
X 

3.50 

Verder • 
l.S 

1 < 

a s x ) <as. 
a( x +1) - a( x 

voor alle reele t > 

a 
n+1 limsup liminf < 
a 

n-+oo n n-+oo 

a sx} 
< a(x} < 

a s. x +1} .. a 
a( X ) ' 

S X +1) +1) 
a( ·.x 

1 (we maken gebruik van (2.14) op blz. 15) 
1 ,. 

an+1 a [nt p • t < lim a(n) a n+cio n 

• 



zodat 

3.51 
a 

l .. _ n+1 
1m 

n+oo. a 
n 
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- 1 • 

De combinatie van (2.39) (blz. 281, (3.51} en (3.50) geeft dan het gestelde. 

Nu het geval p - O. Uit 

2.3 (blz. 221 volgt (met 

stelling 1 .2.a. 
,d 1 

a(x} = U(-11 
opmerking 1.7 (blz 8} en lemm~ 

X 

3.52 lim { 1 - U(x a(n)} }n 
-1 

= e 
n+Q;) 

dus 

3.53 lim {1 - U(x.a( ns l}n = e 
n➔0:> 

Stel nu dat de rij 

• • 

a· ns ) 
a(n} 

= f(x) voor alle x > 0 , 

1 -
8 = r*( x) voor alle x > 0 en s > 1 . 

een eindig limietpunt a heeft (uiteraard is dan a> 1 wegens s > 1), dan 

geeft een redenering, analoog aan die in het bewijs van stelling 2.1 

(blz. 11, eerste vijf regels) 

)( l 

f ( x) - f( ax) voor x > 0, 

in tegenspraak met (3.52) en (3.53). Dus 

lim n +cio 

a( ns 
a(n) 

- 00 voor alle s > 1 . 

Verder is er bij gegeven s > 1 een 

1 ) X > 2 • 

Dan is dus 

X - 1 < 
1/2 

S X 



dus 

a( SX ). 

a(x} 

~ ' 

a ~ S...__.__X )_ > ~- '> 
- a ( X + 1 ). -·· 

a( 
. ' 
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j/ 2 ., 2 , ' ' ' 
1 s s X 

• 
) 

Uit (3.54) volgt dat het rechterlid naar oneindig gaat voor x + 00
, zodat 

voor s > 1. 

Stel tenslotte dat p - - 00 

lemma 2.3 (blz. 22) volgt 

. Uit stelling 1.2.a, 
R,'1 

(met a(x) = U(-)) 

opmerking 1.7 (blz 8) en 

X 

3.55 lim { 1 - U ( x. a ( n) ) } n = L ( x- 1 ) voor alle x > 0 
X--►oo 

dus oak 

3.56 lim {1 - U(x.a( 
.. n 

ns ) ) } = ·t ( x-1 ) 
✓ 

voor alle x > O. 
X -,..oo 

Analoog aan de redenering boven ziet men dat de rij 

a(n) 

geen limietpunt a met 1 <a< 00 heeft. Stel 

de natuurlijke getallen is met (s vast) 

' 

lim 
k-KO 

-~--- = 00 , 

dan is er bij elke O < x < 1 een k0 

-2 

{ 1 - U(x.a( > {1 -

in tegenspraak met (3.56). 

• , 

> 1-e:>O, 
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Dus 

n-+oo a( n) 
voor s > 1. 

Weer geldt voor alle reele t :"? 1 

1 < 1m1n ( , < 
n-+oo a n1 

limsup 
n-+oo 

a(n+11 
a(nl - n➔oo a(n 1 = 1 ' 

zodat uit (3.50) volgt 

1 < limin:f 
X->-oo 

a(sx) 
a(x) < limsup 

x+oo 

a( sx) 
< a(x) 

a( S ( r X + 1 ) '+ 1 ) 
• 

a( s( lx;+1 )_) < lim. 
X·-reo 

. a( X + 1 ) 
. lim ·· · 

x+oo a( x_ ) 

' 

. ; . • 

. lim 
a· s( x+1)) _~ -

s( X +1) .. ) 

1 voor s > 1. 
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7. (Vervaat) Bewijs zonder gebruikmak.en van §2. We geven het bewijs voor 

O<p <00 • Eerst merken we op dat voor monotone funkties U die re 
• 1.er 

varieren met exponent p # 0 eigenschap 4 ook geldt met b =Oen b = (X) 

(het bewijs hiervan gaat analoog aan dat van eigenschap 8, punt ij). 

Voor monoto·ne snel varierende funkties geldt eigenschap 4 ook, nu met 

b ~ 1, O<b<00 (Stel b.v. p - QO en b > 1, dan is voor x > x0 

> 00 ) • 

1 /2 .. _ 

Stel nu dat het gestelde niet geldt, dan is er een getal x > 0 (x ~ 1) en 
• • {t } met lim t zodanig dat een riJ - co 

n n 
n➔oo 

f"J 
U(t x) 1/p lim n 

b ff ( t ) X • 
n >w n 

Wegens de monotonie van U en 

(zie ook (1.17} blz. 7) 

/'IJ 

U gelden nu de volgende ongelijkheden 

r,,/ 

U(U(t x}-1) 
n 

lJ ( 0 ( t '}+ 1 } ' < 
n 

U(U(t x}-0) 
n 

-.-T-

U( ( t +6) 
n 

t X 
n 

-t 
n 

< 

U(U(t x)+O) U(U(t x}+l) 
n n < -< --u ( ( t -o U ( t - 1 
n n 

• 

Als nu 

dan is 

• 1 / p 
p = 0 en x > 1, dan is x = 00 , dus 1<b<o:>; a.ls p = 0 en x < 1s 

• 

dus uit de uitbreiding van 

van p 

eigenschap 4 concluderen dat ongeacht de we .. a;rd,e 

U(U(t x)+1) U(U(t x)) 
n . ~ n = bp • 

n+oo n n-+oo n 

In combinatie met de ongelijk.heden boven geeft dit 

de gewenste tegenspraak . 

3.57 
. U(tx 

lim U(t) 
n-+o:> 

p 
X 

.. ,. . ' ·- . 

' , 

, " 
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niet u1·1iform 

{x } met 

zijn er rijen reele getallen {t } en 
n 

n 

3.58 lim 
n-+m 

t 
n 

= 00 , O<x <x 
n- 1 

voor alle n, 

zodanig dat de rij 

3.59 U(t x) 
n n p 

----- X 
U(t ) n 

n 

niet de limiet nul heeft voor n ➔ 00 • 

• waarvoor lim 
k ►oo 

kunnen we zonder 

van de 

= b en lim t x 
k>oo nk nk 

beperking aannemen dat 

3.60 lim x = b en lim t x = a. 
n n n n+eo n+oo 

We garu1 nu de verschillende mogelijkheden na. 

i. Stel eerst O<b<x1; dan is a 

met = t 
n n n 

= oo, we kunnen dus eigenschap 4 toepassen 

(eigenschap 4 geldt natuurlijk ook voor een 

rij getallen die naar oneindig gaat i.p.v. een 

U(t X} 
. n n = bp 

n-r00 n 

• in tegenspraak met de aanna1ne. 

ij. Stelb= O. 

a. Als O<a< 00 , dan is er een getal M zo dat 

dus 

U(t x} < M < 00 

n n 

• 0 < 11-cnsup 
Il )'CO 

U(t x} 
n n 

U('t } 
n 

in tegenspraak met de aanname • 

voor a.lle n, 

< lim 
n>co 

M = ·O 
u,(t } 

n 

tie} en vinden 

bp 
. t 



s. Stel tenslotte a 

3.61 lim 
n-+oo 

t 
n 
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~, dat wil zeggen 

= 00 , lim 
n+oo 

X 
n 

= 0 en lim 
n+oo 

t X 
n n 

- 00 

Schrijven we U(x} in de standaardvorm (3 26) d · . , an lS 

U(t x) 

• 

n -
U( t) -

c(t X) 
n n 

c(t) exp {-
t 

n a( s) -.:..-_,;_, ds} • 

zodat 

en dus 

c(t x) < 2c 
n n 

n 

U(t x) 
n n 

U(t) 
< 4 exp {- P 

2 
n 

U(t X) 
n n 

n-+co n 
0 , 

t X 
n n 

s>t X , n n 

s 

(log t - log(t X )} = .x 
n n n n 

• in tegenspraak. met de aannaxne. 

Als p = O hoeven we alleen i te veri:fieren en dit gaat op dezelfde manier. 

Voor p < O gaat het bewij s op een analoge manier. 

9. We bewijzen de bewering voor p > O, de andere is daarmee equjvalent. 

Stel dater een rij 

lim x n 

{x } bestaat met 
n 

00 en 
* U (x } 

. n 
11.m u(x} 
n •eo n 

= C > 1 • 
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Bij elke x 
n 

• is een y met O<y <1 en 
n n-

dus 

X 

U (x) < U(y X} + E 
n n n 

U(y X l 
liminf __ n_n_ 

U(x) n-+oo n 

·)( 

U (x ) . n . £ 
> lim --- ---

n+QO n n+oo n 

➔ y (0~<1). 
k 

Uit de uniforrniteit volgt dan 

U(y X ) 
nk nk 

nk 

dit levert de verlangde tegenspraak.. 

- C > 1 • 

Stel dater een rij {x} bestaat met lim x = 00 en 
n n 

U>< ,< '( X J 
n lim -~-- - c < 1 . U(x} n-+oo n 

Analoog aan het bewijs van eigenschap 

( 1 _::y <co} • • rlJ {y 
n 

k 

} met lim 
k+oo 

n-+oo 

= y 

U(y X ) 
nk nk 

nk 

n-+oo 

8 (ijS) toont men 

• 

aan dat voor elke 

zodat op dezelfde manier als boven een tegenspraak aangetoond kan worden. 

10. (gewijzigde versie). Stel eerst p > O. Voor O<a<b<~ is 

3.61a 

a 

Het bewijs gaat in drie stappen. 

a. Eerst bewijzen we dat er een getal M(a,b) bestaa.t zodanig dat 

3.61b < M(y} 



voor alle ten a~y~b. Stel eerst dat u monotoon niet-dalend is en dater 

k)00 
= co en een y , 

lim --~-----== = 00, 
k ► oo 

dan volgt uit (3.61a} dat voor elke y 
2 

lim --_;.~~~;;.._~-
-

> 0 zodanig dat 

- ClC , 

in strijd met het regulier varieren van u. Uit het begrensd • • ziJn van 

lJ;(t,y) 

voor vaste y volgt wegens de monotonie van tJ.,(t,y) als , tie van y (3.61b). 

Voor monotoon niet-stijgende u gaat het bewijs analoog. 

8. We bewijzen vervolgens dater een rij 

zodanig dat voor alley 

3.61c lim 
n- ► oo 

u(t y}.t 
n n 

U(t 
n 

p-1 
p .y . 

{t} 
n 

besta.at met ljm t • • n 

In hoofdstuk. I van de syllabus (blz 9) is de Tolg•11da 1tellina van Kelly 

bewezen: 

Stelling I. 1 . 6. Iedere ri j verdeli · . · .· ties { ~ · } beai t •·•n deelri,j die ·. n . . .. . .. 

naar een eventueel de:fektieve verdelings · tie P koaTerpert. 

} 

lim G (y) = G(7} 

voor elk 

Nemen we G (y) 
m 

getallen is met 

lJ, ( t ~Y) 
m. 

lim t 
WI 
UI. 

m > '° 



rij { t } ( t 
n n 

zodanig dat 

m, { t } 
n 

lim ~(t ,y} = ~(y} 
n n ► CO 
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voor elk continuiteitspunt y van tJ.i(y) (a,y,b) . 
.. , .. -

. a., b 

Wegens a kunnen we uit (3.61a) met gemajoreerde convergentie concluderen 

dat 

rb 

) 

a 

~(y)dy = 
rb 

j 

a 

lim 
n+oo 

~(t ,y)dy = 
n lim 

n+oo 

rb 
1.µ(t ,y)dy = bp 

J n 
a 

Uit het ~eit data en b willekeurig gekozen kunnen worden, volgt wegens 

de monotonie van dat 

~(y} 
p-1 

= PY • 

Hie:r--mee is ( 3. 61 c) bewezen. 

y. We bewijzen nu 

3.61d • lim 
-q(,,ty) • t 

U( t) 
p-1 

= p.y voor alley. 
t+co 

Stel dat (3.61d) niet geldt, dan is er een rij 

zodanig dat 

)( * u(t y)t 
n n lim ~-,·• 

U(t *) 
n 

= q,(y) 

ft*} 
n 

>< 
met lim t = 0C 

n 

bestaat voor elk continuiteitspunt van <P(y), waarbij ♦ (y) en 1p(yl niet in 

alle continuiteitspunten gelijke waarden a,annemen. Welnu ook voor ♦ (y)· 

geldt de redenering in B zodat 

p-1 ( } ¢(y) = PY = ~ Y , 

. de gewenste tegenspraak. 



De relatie 

< 0 p 

volgt 

passen we het bovenstaande 

dan het gestelde. 

o; ... ..,me r kin 3. 
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t0e op u1 
I 

Eigenschap 

Voorbeeld: 

6 (en 5} is niet juist voor p = 

- -U(x) = - -log X en 

U(U(x}) _ -
X 

exp { .. - -log x 
.. 

+ ex:> • -

- log x} = exp {- -log x - log X} , 

een uitdrukking die geen limiet heeft voor x ➔ w. We merken op dat uit op

merking 2. 6 volgt dat eigenscha:p 6 wel geldt voor de staart van een verdelings-

funktie F waa behoort. 

OJ?~e_rk.ing 3. 10 

De begrensdheidscondi tie bij eigenschap 8 - afwezig bij Kara:me.ta - is nood

zakelijk. Voorbeeld: 

U( 1 ) = 2n 1 2 3 voor n = , , , ••. 
2n 

U(x) = x 
1 00 

voor x d { } 
1 

. 
~ n n= 

2 

U( x) varieert regulier bij oneindig met exponent p = 1 vant U8x) = x voor 

x > 1 /2. Verder is U sommeerbaar 
n 

t = 2 en x n n 2-2n d . = an lS 

U(t x) 
lim __ n~n

U(t) n+oo n 
-- lim 

n ·+-co 

• • op eindige intervallen. Hemen we de r1Jen 

2n 
1 :f { lim X }p - 0 - - , -

2n n n-;,«) 

zodat voor deze funktie eigenschap 8 niet geldt. 
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Opmerking 3. 11 
I 

• 
De 1.ntervallen, genoemd in eigenschap 8, waarop relatie ( 1.2) uniforn1 

geldt, kunnen niet algemener genomen warden; men ziet dit gemakkelijk in 

aan de hand van de fu.nkties x log (1+x) (p = 1 > O), log(1+x) (p = O) en 

{x log (p = -1 < 0). 

Stelling 3 •· 1 kan ( in iets ui tgebreider vorm} op een andere manier geforznuleerd 

warden als het verdelingsfunkties betreft. 

~t~.lling 3,. 2 

Laat F een verdelingsfunktie zijn en 

tX 

3.62 -- met~> O. 

0 

Stel dat 

1. Als 1-F of regulier varieert, dan bestaat 

3.63 = C met Q<c< 00 • 

X ► ClO 

2. Als aan (3.63) voldaan is 
• • oneindig met exponent c.~. c+1 . Uit 3. 3 volgt dan onm1ddell1Jk het 

regulier varieren van 1-F(x). Als aan (3.63) voldaan is met c = O, dan 
••• varieert als aan (3.63) voldaan is met c - ~, 

' 

dan varieert 1-F(x) langzaam bij oneindig. 

J3ewijs We formuleren eerst een aantal eigenschappen die met partiele 

integratie warden bewezen. 

X X X X 

3.64 --
0 0 0 t 

X 

= -x~ { 1-F(x)} {1-F(t)} 

0 

• 



Hierui t volgt dat ( we gebr11iken l~mma 3. 1) 

rX 
. {1-F(t)}t~- 1dt 

3.65 

' ; 

x-+oo X.+o) ~-1 
X 

en dat 

·" 00 • 

3.66 {1-F(tl} 

0 

Uit (3.62} volgt 

3.67 

dus 

1-F(x) = 
roo 
' 

) 

X 

F( z )-F(x) = 

--

~-1 

z 00 

X y 

00 z 
+ ~ 

) J 

Z X 

i 
) 

0 

' 

-t;-1 
t dt 

00 • 

-- ' ' 
I . 

' 

I 

X X 

t-~- 1 dt = 

z -t-1 . t 

X 

• 0 

t-( l dt + 

Nemen we in deze ui tdr i... ing de limj_et z + tlO , d,an volgt wegen1 ( 3. 65) 

00 

3.68 1-F(x) = dt. 

X 

1 • Stel eerst dat 1-F(x) regulier varieert met exponent p. We villen eerat 

laten zien dat -~<p<O. Stel dat p, = -(-20 Jnet 6 > O, dan volgt ,1it eipn-

schap 1 (gevolg 3.1} 

X >00 
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zodat 

rm ~-1 
x {1-F(x}} dx < ~. 

0 

Dit i·s O 

( 66' in tegenspraak met 3. 1, dus -~<p<O . 

Verder gebruiken we (3.64} en stelling 3.1 met U(x) 

rX 

E:: 

p+f; • 

We zien dat de limiet O of 00 kan zijn. 

Als gegeven is 

(3.65) dat O<p<~ • Uit (3.681 volgt verder 

met exponent p, dan volgt uit 

(met stelling 3.1; 

U(x} 

3.70 

X 
-e;,-1 

lirn 
x+oo 

00 

~ 
) 

= -1 + lim _x ______ = -1 + 
x-:)-00 

Ook deze limiet kan O of 00 opleveren. 

$ ·-- e 
F;-p ~-p 

2. Als de limiet (3.63) bestaat met O<c< 00 , dan volgt uit (3.70) 

lim 
X 
-------- = c+1 >O • 

X >-oo 

Met behulp van stelling 3.1 (U(x) = 
- -1 

• 

-1 ~ -1 
varieert met exponent -~(c+1) +~+1-1 = c~(c+1) . Op a.naloge manier zien we 

voor c 00 met (3.69) dat 

lim 
x-+oo 

0 

X 

xt;.{ 1-F(x}} 
1 

en uit stelling 3.1 volgt dan het langzaa.m varieren van 1-F(x). 

I 



71 

Opmerking 3. 12 

Deze stelling is ook voor de linkerstaart van een verdelingsfu.nktie te 

formuleren. Een gecombineerde uitspraak is te verkrijgen door de funk.tie 

1-F(x) + F(-x-ol te bekijken. 

Opmerk~ng 3. 13 

Voor het geval 

OpID:er~_ins; 3. 1 4. 

Uit (3.64) volgt 

0 

l ..,..,, ... angzaam varieert. 

Opmerking 3.15 

analoge stelling voor de funktie 

slechts dan langzaam varieert als 

In het bewijs van stelling 3.1 is een overgang die nag gemotiveerd moet 

worden. In regel 3 van bladzijde 48 mak.en we gebruik van de volgende 

eigenschap: Als U(x) posi tief is en sommeerbaa.r op eindige intervallen, 
:"x 

dan is log{ U(t)dt} absoluut continu op intervallen van de vorm a,b 
~ 

( Q<a<b<oo). 0 

Bewi,is Uit de continuiteit van 
X 

U(t}dt 
• • volgt dater getallen men M ziJn 

' 
,. 

(O<m<M< 00 } zodanig dat voor xE a, 
• 

X 

m < U(t)dt < M. 

0 
..... . . 

Bij elke E > O is een a> 0 te vinden zo dat voor elke riJ 

n 

i=1 

geldt n 

i=1 

x.-y. 
1 l 

< Q 

U(x. }-U(y.} <E; 
l 1 



• dan is 

n 

i=J 
log U(x 0 } 

l 

OJ?~er~ing_ 3. 19 

log U(y,} = 
l. 

< 
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n U ( x. }-U (y. ) 
l. 1 

i=1 1. l 

n 
' • • 

i=l 

U ( X. )-U ( y. ) 
]. 1 

min ( U ( x . ) , U ( y . ) ) 
l. l 

< 
E: 

-m • 

} < 

Over de gebruikte terminologie nog een enkel 

in derinitie 1.1 (blz. 11 lijkt ons achteraf 

d d t '' . t . t '' woor: e erm var1.a ie exponen 

niet zo gel 11kkig; bet er zou ge-

weest zijn ''regulariteits exponent'' o:f kortweg ''exponentr'. In plaats van de 

onhanteerbare ui tdrukking ''regulier of snel varierend met exponent p '' zouden 

we kunnen gebruiken ''p-varierend''. 

We besluiten deze paragraaf met een opmerking over Kararnata's aangehaalde 

artikel. Het eerste deel van het bewijs van lemma 3.2 is daar vervangen 

door een beroep op een stelling van Canchy (Cours d•Analyse, deel 1, 

hoofdstuk. 2, §3) die onjuist is. 

''St~lling'' van Canchy: Als voor een reele funktie c(x} 

lim {c(x+l) - c(x)} = p met - 00<p< 00 , 

X-+-00 

• dan 1.s 

X ~ro 
X 

= p • 

Tegenvoorbeeld Nemen we 
• 

c(x} = 
tg( 1TX) 

0 

dan is c(x+1} - c(x) = 0 en 

c(x} 
limsup --------- = 00 

X 
X >•oo 

voor x k + 1/2 

voor x = k + 1/2, 

(k geheel) 

(want de vergelijking c(x) 

oplos sing} • 

2 ~~ 
= x heeft in elk interval ter lengte een een 
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S~elling 3. 3 

Als de reele funktie c(x) begrensd is op begrensde intervallen, dan geldt: 

lim {c(x+1) - c(x)} = p =;\, 
x+0 ~ x~ X 

= p • 

Bewi,j~ Bij elke s > 0 is een 
4 • vinden zodanig dat voor alle x ~ x0 

P - E < C ( x+ 1 } - C ( X) < P + E: , 

d us ( n = 1 , 2 , 3 , • • • ) 

n ( p -£ } < c ( x+n ) - c ( x ) < n ( p + E ) 

en 

Stel 

c(x) 
x+n 

a 

b 

n p-s) + ------------n +x 

sup { c(x) 

inf { c(x) 

dan is voor alle x € 

zodat 

b 

c(x+n) lim ------ = p 
x+n 

c x+n) 
< 

c(x) n(p+s) 
< --------- + ---------

x+n x+n n+x 

X 

X € 

c x+n} < -1.....---- < 
x+n 

a 
X +n 

0 

} < (l0 

} > -(X), 

n p+E 
+ 

xo+n 

• 

, 

uniform voor x 0 
< X < X + 1 

0 
; dit gee:rt bet gestelde. 
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§ 4 Tauberstellingen 
• 

( Feller 2 XIII 5) 

Laat U een verdelingsachtige funktie (monotoon niet dalend, rechts 

continu, lim U(x) 0) zijn waarvoor U(02 = o, terwijl 
00 

•• 
• 

4. 1 
V . ~ 

. 

AX U( A) I dU(x) = e 
• 

• • 

0 

convergeert voor elke A> 0~ Uiteraard is lj_ra U( x) dan en slechts dan 
eindig als lim 

;'\ +-0 
van U(x) voor 

V 

U(A) eindig is~ Dit 
V . ) x + ro en U(~ voor 

X . .,.,:x:, 

geef't een verband tussen bet gedrag 

~Yo. In het geval van regulier 

varier_ende f'unkties ........ nen we --veel meer zeggen over dit verband; stel

lingen daarover heten Tauberstellingen~ Voor de bewijzen hebben we de 

uitgebreide continuiteitsstelling voor verdelingsachtige .....rkties uit 

hoofdstuk I ( blz vi 26) nodig o Hier -volgt de :rorm1.1J.ering van die stelling. 

Stelling Io2.5 (Uitgebreide continuiteitsstelling). 
: £. :.t a ~ ■ a a 11 

Zij {u ·r een rij verdelingsachtige n ......... kties. 

a) Als er een reeelwaardige funktie 
V 

w op ( a, 00 ) bestaat met U (A) ➔ 
n 

voor alle A> a, dan is er een verdelingsachtige .... ·tie U met U 
n 
➔ U 

V 

en u --
b) Als 

voor .. 
A 

We 

notatie 

wop (a, 00 )c 
.. v " u u • • tu (a) 1 .. 

en de rJ.J J.S n n 
b,egrensd, dan geldt 

V 
U (A) 

n 
V 

U( A) 

> a~ 

formuleren_nu de Tauberstelling; daarvoor gebruiken we de 

A 

• 

p-varierend is bij oneindig, dan is 
• 

lim 
t·+-00 

U(t) 

uit> 
• 



b, Als 

dan zijn U en 

Op,rr1;e.r.k:i,n£. .~ .. _ 1 
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' ' 

• U( t,x) 
J ,m --
t -;--oo u~(t) 

xp 
--- voor alle x > O, .... 
( p+1 ) 

,,. ~ . . . . . 
U p-varierend biJ one1nd1g. 

Uit de monotonie van U volgt 

Bewij s. We bewij zen de beweringen voor een vaste m.aar willekeurig ge·· 
ill!!l"VilU 

kozen rij J t } met lim t = 00 • 

~ n n '"00 n 

a i l Stel eerst dat 0( A) p-varieert bij oneindig. We definieren een rij 
• • • verdel1ngsacht1ge funkties 

dan is 

00 

V r 
D ( A) 

n 
- e -

,,I 

0 

• 

-AX 1 

U(t x) 
U (x) = __ n_ 

n o*( t ) 
n 

( ., .. 

tJ( t ) 
n 

» d {U( t X) t n 

Uit het gegeven volgt dan 

Welnu 

volgens 

• lim 
v . p 
U ( i..) = A-

n 

stelling I.2a5,ta 

lim 
U(t x) 

n 
.../;t,-, 

tJ ( t ) 
n 

' 

voor >.. :> 

. .. ' . . ., 

.::,0 

f 
' 

• 

' 

• 
A 

00 - X 
t 1 n ~dU(x) - e -- -,, 

"'* 
0 

O' ( t ) 
n 

t 
v* n' u ( } 

A --
o1t > n 
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Voor x=1 krijgen we (4.2). 

ij. Als gegeven is dat U P-varieert, definieren we 

dan • 
is 

4.8 

We weten dat 

en 

U (x) 
n 

✓ 

U (A} 
n 

V(x) 

V 

U(2t x) 
- n 
- U( 2t ) 

n 
• , 

V ,<" 
2t 

n} u ( 
A 

-- U(2t 1 • 
n 

not . 
-= lim U (x} 

n n-·>-oo 

V (A) = r ( p+ 1 ) 
-p 

A • 

= X 
p 

voor x>O 

Volgens stelling I.2.5.b ku.nnen we concluderen 

.., 't/ 

4.9 lim U (A)= V(A) voor ~>1 
~ n n 

als we kunnen aantonen dat de rij 

V--H- 2t 
u)( ( n} 

lim ___ A_ 

A 

n·+-00 n 

{U ( 1 ) } begrens·d 
n 

2t · = r< .,. 1 · .·· 

U{ ~ n) 
A 

De keuze A=2 gee ft dan het gestelde. We moeten 001 de be.,renadbe:i48,eoa4itie 

verifieren. Voor alle t>O is 

4. 10 

--
rt -
' 

e 

X 

t dU(.x} + ... 
. .,, 

0 
.. ·· . ..•. J • 
· . 2· ., t 

00 ,.+1 
< 1.U(t} + 

U(2t l < 

m=O· 

n+l 2i~ 

X 
-- 1~,,~!( 

• ..,,m 
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• 

en 

voor n=1 ,2, ..• 

< 1 + < 00 • 

m=O 

b. Uit (4.3} volgt 

V+E-

• u t} 
1.m Y* 

t ➔ QC u ( t) t ➔ oo 

Uit a. 
V )( 

volgt nu dat ook 0 ••• -varieert. 

Voor snel varierende :funkties geldt bovenstaande stellin.g niet. In dat 

geval geldt het volgende: 

Stelling 4.2 
1$5 

Als voor een a<1 

4. 11 

of 

4. 12 

• dan 1.s ook 

\/)( 

1.m -:_-- - 0 
t-+oo u)( ct ) 

. U(ta 
l -~-o, 1.m u( t) 
t ....).-00 

1.m ~_..:;..- - 0 
'V* 

t~ u (t) 

Uit (4.11) volgt 

... 
. U tA 

1 
_..,__,_._ - O voor ,A<t,&. 

J..m Y)t 

t+co u ( t} 
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Volgens stelling I.2.5~a is dan (zie het bewijs van de vorige stelling) 

UV*(t) t )(IO 

0 voor x>O. 

Laat nu (4.12} gegeven zijn. Door de afschatting 

,. GlO -
J 

X rt X - 1 - -V )( 

U (ta)= 
) 

0 

e atdU(x} > at ' 

e dU(x) > e a U(t) 

• zien we dat 

- v~ 
U (ta} 

< U(ta} 
U(t} 

a 
e • , 

. 

.I 

0 

samen met (4.J2} geeft dit (4.13}. 

De stellingen 4.1 en 4.2 blijven gelden als we het gedrag van U(x) in de 
'II' 

buurt van x=O vergelijken_met het gedrag van U(A) in de buurt van A-00 • 

X 

Ste 1,1.~.nei. ,4 • ,3 
>« V 

ao Als U (x) of U(A} p-varieert bij oneindig, dan is 

4 ~ 14 lim 
t+oo 

u*(t) _ 1 --:--~ • 

In dat geval varieren dus beide funkties re 

b. Als 

lim 
t ).00 

~ 

U ( tx) _ 
v 
U(t} 

r( p+ 1 2 voor alle x>O, 

-ier met dezelfde exponent. 

dan varieren u~' en U regulier bij oneindig met exponent p. 

B.ew~,j s, Het bewijs is precies hetzel:fde als dat van stelling 4. 1, we 
" . nemen nu alleen r1Jen {t } met lim t = O. 

n n n-+oo 



S:te~ling 4.4 
a 1 r ■ 

Als voor een a<1 

* 
1 i m -..:....;.,..:;.;;..::. 

V-,.e-
t~o u (t} 

of 

dan is ook 

. u t 
" )4. 

t+O U (t) 
= 0 • 

in t·+O. 

Bij een verdelingsfunktie F definieren we 

dan is 

v 
U( A) = 

--

X 

U(x) - { 1-F ( t) }dt ; 
, 

0 

-Ax e { 1-F(x) }dx = 
r. 

QO 

-Ax 
e d.F( t }dx 

) ) 

0 0 X 

oo rt 

A 
1-F(Al - ------ • 

,, J 

0 0 
rx 

Stelling 4.J zegt dat {1-F(t}}dt dan en slechts dan re 

als J- We 

......... ier varieert 

" verband leggen tussen het gedrag van 1-F(x) bij oneindig en 1-F(A) bij 

nul. We formuleren een stelling, die we op het bovenstaande geval zullen 

toepassen. 
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-~tel.l_~n,s_ .,~ .. 5 

Stel dat U een verdelingsachtige f'unktie is met U(O) =Oen dater een 

funktie u bestaat die monotoon is op een interval van de vorm 

zodanig dat 

U(x) 
) 

0 

X 

u(t}dt. 

"~c 
Voor p>O geldt dat als u(xl (p-1 )-varieert bij oneindig of U ( A) p-varieert. 

bij oneindig, dan is 

4. 16 im v ,, 
t+«> u (t} 

1 ---- r(p} • 

In dat geval varieren dus beide funkties regulier. 

B~~ij~ Het gestelde volgt uit eigenschap 10 van gevolg 3.1 (blz. 55) 

en stelling 4.1. 

Ge~olg 4. 1 

Laat F een verdelingsfu.nktie zijn en -1<p<O. 

p-varieert bij oneindig, dan is 

lim 
t ► 00 

1-F(t} =-1-~ 
1- -w:Ct} r(p+1) 

In dat geval varieren dus beide :fu.nkties re 

• • 
B,eY.l~J. s .. 

"* Als 1-F(xl of 1-F (A} 

X 

) 

0 
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Tenslotte bewijzen we nog een Tauberstelling voor macbtreeksen. 

Eerst een hulpstelling. 

Le1oma 4. 1 Als voor een posi ti eve monotone tie U geldt 

4. 18 lim U n.m) 
n-+00 U(n) 

• p-var1.erend. 

= mp voor m - 1,2,3 ..• , 

dat is U 

Bewi.js. We veronderstellen eerst dat U monotoon niet da.J end is. 
JU 

Eerst bewijzen we 

4. 19 lim U( n+ 1 ) 
U(n = 1. 

Veronderstel dat ( 4. 19) niet geldt, dan is er een rij natu1,1,rlijke 

getallen {k} zodanig dat 
r 

Neem m zodanig dat 

1 
m 

, 
c~ 

of een willekeurige eindige constante als c = ®· 

We def'inieren 

n r 
--

-1-
k .m ._ r 

• dan 1s voor n > m 
r 

n .m < k r - r 

en 

U(n (m+1)) 
• 

lim lim -r - r-+<x> r ► oo U(n .m) 
r 

terwijl uit (4.18) volgt 

lim 
r-+oo 

U(n (m+1)) 
r 

U(n .m) 
r 

n (m+1 )-1 
r 

k=n m r 

-- m 

U(k+1 
U(k) 

, 
< C ~ • 

> 
lim U(k +1) 

r r-+oo 
U(k) 

r 
c, 
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Ui t deze tegenspraak volgt dat ( 4. 19) juist is. Neem nu een wille-

dat 
m m+1 

X - € < < X < -- < X + £. 
r - r 

Verder definieren we bij 

nt 
• dan is 

en 

·---- < 
U(tx) 
U(t) 

een reeel getal t 

tr- 1 • , 

< 

Wegens (4.18) en (4.19) is dan 

(x U(tx 
U(t) 

. U(tx -
t -;,, 00 

Ut r 

Hierui t volgt het gestelde. Voor monotoon niet-st.ij,gende · .· ties pat 

het bewijs analoog. 

Opmer;tting 4.2 Men kan aantonen d.at het voldoende is ( 4. 1·8) te eisen 

voor natuurlijke getallen m
1 

irrationa&l is 

(zie oak gevolg 2. 1 op blz. 17). 

4 c 6 Veronderstel dat de 1na,chtreeks 

00 

4.20 Q(s) L --
h 1 

> o voor n = 1 , 2, 3 ••• , een convergentiestre,al > 1 heeft • • waarin 

a.Voor p > O geldt dat 
s 

exponent p of als 

• n.m 

4.21 lim = mp voor m = 1, 2, 3, ... , 
n n >00 
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• dan 1s 

n 

4.22 lim 
ll-+-00 

qk 
k=1 1 

zodat dan ook (4.21) geldt 

M = ---:--- , 
n 

1 resp. Q(1 - -) re 
s 

b- Stel dat de rij { _} monotoon is. Voor p > o geldt 

regulier varieert bij s = 00 met exponent p of als 

dat als Q( 1 · 1) 
8 

• dan is 

4.24 

• 11.m 
n >oo 

lim 
n-+ao 

.m ("\-1 
~~ = m~ voor 

n. 
1 -- r ( P), 

zodat dan ook (4~23) geldt resp. Q(1 - 1 ) re 
s 

m = 1, 2, 3, ... , 

. . .. 1.er ve.r1.eert. 

B~wijs a. We definieren een verdelingsachtige • le 

• Dan 1s 

dus 

4.25 

• 

00 

U(x) = 
k=1 

00 

1 . 

-kA 
e· 

)( ( ,\ ) - Q ( e A ) • 

X 

--
k=1 • 

Uit lemma 4. 1 volgt dat U dan en slechts dan p-varieert als (4.21) 
~ _, 

geldt. Anderzijds geldt dat U (A) ( dat wil zeggen Q( e °A)) dan en slechts 

dan p-varieert als Q(1 1 ) 
A 

- 1 
Q(e A) p-varieert bij A= 00 

>..~ - {log( 1 

p-varieert bij oneindig. 

dan volgt uit 

+ 00 

met eigenschap 4 van gevolg 3.1 (blz. 53) 

--

Want stel dat 

voor A ➔ 00 

• 
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• Als gegeven is dat Q(1 - 1 
p-varieert bij" - 00 dan volgt uit 

voor A ➔ oo 

met eigenschap 4 (blz~ 53) 
1 - - 1 

Q(1 ~' Q( 1 - ( 1 - e A)) = Q(e- A)= U)t(A) voor A + Qt. 

De beweringen van 
'1)• 

op U(x) en U (A). 

ba We definieren def ~~•tie v(x) als volgt 

De f'u.nktie 

V(x) = 

-

X 
r 
" 

0 

v(t)dt = 

X -1 

k-1 
• 

• is dan een verdelingsachtige f-. 

Verder • k+1 l.S 
00 ,, 

v j 

-1i.xdx " V(") - l qk e· 
k=1 

k 

(k = 1, 2, .•. ). 

(x- x .... ) 

met monotone dichtbeid . 

00 

1 -kA -A \ {e -1) - -qk.J,..e - l 
k=1 

en, als V(x) of U(x) p-varieert, V(x) ~ U(x) voor x ~ 00 • 

" "-' U( A} voor 

➔ 0 

De beweringen van de stelling volgen nu ui t stelling 4. 4 sa,111en met deel a 

van deze stelling. 

9pm,~rking 4. 3 De relatie (4.21) is equivalent met de volgende: 

er is een regulier varierende funktie 

dat 

4.26 
n+o:> 

n 

Opme~)rin_g 4_ •. ~. Ui t het bewijs blijkt dat het in bet b-gedeelte va.n 

de stelling voldoende is te eisen dat de rij {4n} op de duur monotoon 
• 
lS. 



Voorbeeld 4, 1 Voor een rij positieve getallen { } 

dan en slechts dan 

als 

waarin Q(s) = 

lim 1 
n 

lim (1-s) Q(s) = c 
st, 

00 

met O < c < 00 

00 

geldt dat 
n=1 

De rest van deze paragraaf' is geschreven door W. Vervsat. 

Gevolg 4. 1 handelt over asymptotische relaties tussen 1 - F 
V+.r 

en 1 - F 
in het geval dat 1 Fen 1 - * . .. d .. p-varieren Zl.Jn met -1 < p <'. o. De 

volgende stell.ing geeft hiervan een generalisatie. 

Stel,lins 4. 7 Zij F een verdelingfunctie met F(-0) = • • O e,n z1J p < 0 

o '¢ -1 ' , -2, ... • • • ZiJ verder voor k > 0 
00 

r k 
x dF(x). 

o-

Als 1 - F of' 
r-p -- __, 

4.27 

k 

k! xk 
v +Ir-

- F (x) 

p-varierend is bij 00 , geldt voor x ➔ 00 

1 F ( x ) f\1 f ( 1 + p ) 

k (-1) µ 
k - FIi)( ( X) _k_! _x_k_,, -· • 

k=O 

Gevolg 4v2, 1 Fis p-varierend dan en slechts dan als (4.27) dat is. 

. Opmerkins; 4. 5 
I ~ 

Uitgaande van r(z) voor Re z > 0 kan men 
-1 

Re z < 0, z :p 

~an stelling 4.7 
' . 

We 

Taylor-reeks ontwikk.eling va.n 

~ 

F (x) = 

00 

r· 

o-

noteren n = 

r(z) voor 

r(z+1). 



gee:ft 

4.29 

4.30 

4.31 

n (- k 

k=O k ' k .. X 

-- (-1 )n 
n+1 n! X 

(-1 )n 

, n•1 
n~ X 

00 

0 

00 

0 

• 

-z/x e 
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--

00 

z 

n 

(-1 )n 
, n+1 n,. X 

dz, 

.. 

00 y 
r 

0 0 

( . _ )n -z/x 
1 Y z e d.z d.F(r) • 

dz= 

waarbiJ0 voor k - O 1 2 - ' ' , ... , n 

00 

r 

00 

def 

z 

niet-stijgend. Daar 

00 00 

r 
(u) du = k y-u dF(y) du= 

00 y 
r 

z z 

geldt 

= k 

--

00 

0 

z u 

du d.F(y) -

z 
r 

0 

00 

z 

z 

0 

k 
(y-z) dF(y} = V ·{ z ) .. lt . , 

Door n-maal toepassen van eigenscha.p 10 o:p blz. 55 volgt 

n . 
p-varierend is tenzij V. langzaa,m varieert voor een i t11ssen 

1 

1 en n, wat hier niet het geval is. Met behulp van (3.49) 

volgt dat voor x ~ 00 



4c32 V (x) 
n (p+n) (p+n-1) ..... (p+1) xn ( 1 - F ( x) ) . 

Opmerkins; _4.6 

Wegens stelling 

dan als 

0 

4.5 is V (p+n)-varierend n . 

dz n 

dan en slechts 

als functie van x (p + n + 1) 

geldt voor x ➔ oo 

. .. . 
varierend 1s. In dat geval 

00 

r 
' 

e dz ~ r(p + n + 1) x V (x) • 
n n 

0 

Uit (4.29) en de twee in dit bewijs afgeleide equivalenties 

volgt dat (4.27) . .. . 
p-varierend is dan en slecbts da,n als 

1 - F dat 

en ( 4. 33). 

• is; ( 4. 28) volgt door combinatie va.n ( 4. 29), ( 4. 32) 

Voor p = -1, -2, -3, ... schijnt het niet mogelijk een 

eenvoudige stelling van betzelfde soort te for1nuleren. Wel is in het 
de . . b t . geval dat het p moment nag Ju1.st es aat stelling I. 3.10 van toe 

• 

passing. Daaruit volgt dat 
• 

(A.) -
p k 

k! 
+ 0(1t p ) voor At o. 

k=O 

• 
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§ 5 Lin1i erverdelin-en van steek-roef emiddelden 

variabelen) 

(Feller 2 XIII 6) 

We brengen eerst in herinnering 

Defini tie 2. 1 We zeggen dat de rij verdelingsfunltti.ea {r 1• 
n 

'[Iii 1 

bet aa.I1:t,~ekk_ingsgebied 
" 

van de niet-ontaarde verdelingsfunktie 
CO 00 

als er rijen reele getallen {a} en {b} 
n n 

5. 1 

zodanig dat 

5.2 

De rijen {a} en 
n 

a > 0 
n 

voor 

n=1 n=1 

F (ax+ b ) cons;F(x). 
n n n 

tot 

In paragraaf 2 vroegen we ons af wanneer de rij verdelinpf,.inktiea 

verdelingsfunktie behoort en zo ja, velke typen al.s liaiet aoplijk 

zijn. Hier stellen we dezelfde vragen voor de rij :, • .. •(biJ ~..,••• F). . D ~~ 

In zijn algemeenheid zijn deze v1,gen pas na veel voorbereidead verk 

te beantwoorden. Als we echter in e•en sit1iatie sijn · . in 4• tecbaiak 

van de Laplacetransforma,tie te gebrujten ie • aija '-•• ff..,_ Mt 1Mr·111 

hulp van de theorie van de vorige pa1,graat betreueliJk eeevoudil 

te beantwoorden ~ We kunnen de tecbniek van de 1Aplecetraa1r ti•· tae•·1

" 

L, ,.a ., 

pas sen als de verdelingsf\mkties v '.. · ,.Yer we: s:prea•• op ~• niet·••' 

negatieve halfrechte geconcentreerd sijn. Dit .,,eft twee bel•&rijke 

beperkingen: we spreken 

dat vil zeggen F(x) = 

voor n = 1 , 2, 3 , ••• 

Definitie 5.1 

funktie F beboort als 

zodanig dat 

5.3 

alle,en o1'9r verd.elinpt\mttie1 P ut f(0)
1

'

1 

• 0 
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Voorbeeld 5 . 1 Aan hoofdstuk I van de syllabus (I. 4.v blz. 70) ont-

de eerste terugkeer-naar O en tr als bet tijdsverloop tuaaen de (r-1 )• en r• 

stochastische variabelen met gelijke ka.nsverdeling F. In ho,ofd&tuk I 

is bewezen 

lim P{r-2 

r ~co 

r 
I: 

k=1 

dat wil zeggen 

t < x} -
-=-t. 

X 

0 

cons. 
$ L ) 

X 
r 

0 

Bij de theorie van de znaxima hebben we de bovenstaande vra.gen na elkaar 

behandeld. In de si tuatie van deze paragraaf kunnen beide vragen teplijk. 

beantwoord worden. 

a. Een 

kan slechts tot het translatievrije aantrekk.ingsgebied behoren van een 

verdelingsfunktie G met La.placegetransformeerde 

5. 1 ( ,\) = exp { 
C 

voor A > 0 

voor zekere c > O, O <a< 1. We schrijven verder G i.p~v. G. 
a 

JJ;+i!-
b. Voor een verdelingsfun tie F met F(O)- = 0 geldt dat {1~ } dan en 

slechts tot het translatievrije aantrekking,sgebied 'V&D de verdelinga

f ...... -..... tie G behoort als 1 - F(x) regulier varieert JMt exponent ··"a. 
Ct 

~ewi,is. De continuitei tsstelling voor verdelingsfun.kties uit hoofdstuk I 

van de syllabus ( stelling I. 2 .. 3 blz. 21 ) zegt dat de rij verd.eling1 

f"""'-. ..r... met F ( Q )- = o dan en slechts da.n conserva.tief n11ar de 
n n 

verdelingsfunktie G convergeert als 

--

De relatie 

5.4 *( a x) ~ans~ ► G(:x:) 
n 

• 
l.S dus equivalent met 

"' " ) G{A) 5.5 lim - • 
a n >oo n 

voor alle A> O. 
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Deze relatie is weer equivalent met 

5.6 lim n { 1 -
n-;,.oo a 

n 

V 

= - log G(.\) 

• • ( zie lerncria 2. 3 en z1Jn verdelingsf,unk.ties). 

a. Stel dat (5.4) gegeven is., Dan is 

stelling 1.2a (blz. 5) volgt dan (met 

• l1m a = oo 
n 

n+oo U(x) = 
• Uit (5.6) en 

( 1) . ~ 1 
-. en x(x) • G(-)} 
X X 

dat 1 - F(x) regulier varieert ( zeg met eYT\onent ) d t .... .t' -ex. en a 

5.7 

5.8 

A 

✓ 
G().) = exp 

-c. (A.c) , 

A> 0. 

We gaan nu na voor welke a het rechterlid van (5.8) de La.placegetra.ns

formeerde van een niet-ontaarde verdelingsfunktie is. Voor O .;;; a < 1 

heeft de funktie 

( zie defini tie I 5. 2 blz. 73 hoofdstuk I van de syllabus). De ft1,nktie 
->.. 

e is volledig monotoon. Volgens stelling I 5.7 (blz. 78) is dus ook 

het rechterlid van (5.8) volledig monotoon; volgens stelling I 5~3 

(blz. 75) is het rechterlid van (5.8) dus vo?r O ca< l de Laplace-
• 

getransformeerde van een verdelingsfunktie. :Het geval a = 1 geeft een 

ontaarde verdelingsfunktie; die hebben we ui tgesloten. Door tvee keer 

te di:fferentieren blijkt dat het rechterlid van (5.8) voor a > 1 niet 

volledig monotoon is dat wil zeggen de tie is voor die vaarden van 
l 

o. niet de Laplacegetransfor:qieerde van een verdelings ·.·tie {stelline; 
• I 5. 3) . Blij ft dus slechts over O < a < 1 , zoals de stell1ng beveert. 

B Stel nu dat gegeven is dat 1 - F(x) (-a.)-va.rieert O < a ,,. -1. Uit 

stelling 1.2a (blz. 5) en opmerking 1.7 (blz. 8) volgt d,an (5.6) en 

ve,r,) 1 ., 

.. .• 

er getallen a en c ( 0 < a < 1, c > 0) zodanig dat 
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5. 10 

en 

5. 11 

lim 
X-+oo 

91 

G(x) voor k = 1 

xa{1 - G(x)} = --1-
c. r ( 1-a) 

lim G(x) exp {(cx)-a} = o. 
X ➔ oo 

' 2, 3, •·· en alle x 

Be~~js. Uit (5.1) volgt 

-- ( A ) voor .~ > 0. 

Uit de eenduid1.·ghei·d van de Laplacetransformatie volgt (5.9}. 

Uit (5.1) zien we nag dat 

" 1 -a - G(-) ,_. (ct) 
t voor t + oo • 

, 

Met gevolg 4.1 (blz. 80) geeft dit (5~10). 
stelling 4.4 (blz. 79) met U(t) = G(t) dat 

De relatie ( 5. 11) volgt ui t 
" wil zeggen U~(t) = exp {-{tc )-0

} • 

Definitie 5.2 Een verdelingsfunktie (J (G(x) . L(x)) beet t,r~~l~t.~E!!;:.~J: 

stabiel (of strikt stabiel) • • • • 

bestaat zodanig dat 

5. 12 = G (x) vo,or alle .x. 

in het translatienijie aantrektinc• . 

gebied van G ligt zodat ( stellin.g 5. l ) a.ls G( 0 )- = 0 ( 5. 12) geldt 

Het getal a heet de exponent van de stabiele verdeliag. Uit bet bovea 1
!1

11 

staande blijkt dat de klasse der translatievrij ,stabiele Yerdelinp, 

funkties op o, co) valt dus samen met de klasse van liaieten 'Illa rijen 
• 

van de vorm {Fn>< (a x)} met F(O)- = O·. Bovendien ie bij •·lk• ca ua:r 
n 

een type stabiele verdeling (zie definitie 2 .• 3 bls. 1,3c ) ... We p-nm. 
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Lem·rna 5. 1 
.. 

zijn (p > 0) dan geldt 

5. 14 lim --- = c met O < c < tY.fl 

x~ 

dan en slechts dan als , .... -

5.15 lim - -1/p - C , 
X-+oo 

' 

• waarin 

• U. ( X) = inf { y U(y) < X 1 
1 voor 1 = 1, 2. 

Bewijs a. Veronderstel dat 
(X) 

• met lim x 
n 

(5.14) geldt en (5.15) niet, dan is er 

= 00 zodanig dat 
n-1 

-1/p 
#, C :t 

waarbij O < b < 00 
• Dan volgt uit eigenscha.p 4 van gevolg 3.1 (blz. 53), 

die voor monotone funkties geldt met O < b < • , dat 
i\,, 

5. 16 lim ----- = b'P -1 
C • t ., 

Anderzij ds volgt ui t bet gegeven en ,eigenschap 6 van aevolg ). 1 

(blz. 54) 

5. 17 lim 
n-+oo 

r,.; 

U (U (x ) ) 
1 1 n 

.• ~ . -
U (U (x )) 

1 2 n 

wat de gewenste tegenspraak geefi • 

• b. Stel dat gegeven is 

Uit 

lim 
x-+<x> 

U. (x-0) 
l. 

U. (x+O) 
l. 

lim 
x-+oo 

--

~ " ,., ... 

I 

-. 
I X ) 
'2 

1 

• = 1111 
-1 

C .,...,, 

. ' 
_, . . . V) ; 

.. . 
' . 

-1 
• C 



is aa,n U. ( x). 
l. 

Stelling 5.2 
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r~ 

Het gestelde volgt dan verder uit deel a van de stellinc. 

• - .....n .... 
Een verdelingsf ........ tie F met F(O) = O, waarvoor {.tt· } in het tranalatie-

vrije aantrekkingsgebied van een translatievrije stabiele verdelinp-
funktie G ligt, voldoet aan 

a. 
~ con 

Fn ( a x) .. -" ... ~ G ( x) met 
n a 

Bewijs. Uit 

F(x) .~ 1 

opmerking 1.7 (blz. 8) blijkt 

1 
- -} voor n-+ •. n 
dat voor de aantrekltinp-

coefficienten geldt (zie stelling 2.1 blz. 10) 

5. 18 
vw 1 
F (t) > 1 - 1 voor n - n 

Passen we nu lernrna 5. 1 toe met 
-1 

en c = { r ( i -a. ) } 

"~ -1 . 

, dan volgt met gevolg 4.1 (relatie 

5. 
v:w: 

inf { X F ( X) > 1 

Combineren we (5.19) met (5.20), 

C l • { f ( 1 -ci } ) • 

O·pme.rk,ing 5 • 2 

5. 

Men kan nagaan dat de keuze 

a 
n 

een limj et G gee:ft waarbij in relatie ( 5. 14) e = 1 sta,at • 
Cl 

§ 6 Zwakke wet ten de_r S!:Ot~ aantal~-~-n • 
I I 

(Feller 2 VII 7) 

aantallen. 

Stelling 6 .. 1 

6. 1 

Als van een 

-- :x d.P(x) 
) 
-m 
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bestaat, dan is 

6.2 

Bewi,i s • 
• • ZlJn met verdelingsfunktie 

, .... onafhankelijke stochastische variabelen 

F. We definieren voor i = 1, 2, •.. 

(u) x. 
l 

en noteren 

µ 
u 

s 
n 

--

(u) 
s = 

n 

• Dan is voor y > 0 

p{ s 
n 

x. als 
l. 

0 als 

1 
, 

x, + ½ + ... + X 
n 

(u) 
x, . . • + 

n • µ > y} - P{ s 
U Il 

+ P{ s 
n 

< P{ 
( u) 

s 
n 

x. 
l. 

x. 
1 

en 

(u) 
X 

n 

n.µ 
u 

n µ 
u 

< 

> 

• 

nl\i 

u 

u 

>yens 
n 

> y s 
n n 

> y} + P{s ~n 

n 

n 

+ 

P{s 
n n 

De eerste term schatten we af met behulp van de ongelijkheid van Bienay:me-

Chebyshev en de tweede met behulp 

s 
n 

dan komt er 

p{ s 
n 

(u) s ._ ,. 
n 

n µ 
u 

:} x. 
(u) 

x. 
l. --i 

> y} < 
Var 

< 

van de 

voor 

2 y 

2 
y 

l. 

n 

implikatie 

• ~, 
mJnstens een 

+ n.P{ x. 
l. 

+ n.P{ x. 
J_ 

• ( 1 • n) l < 1. < • , 

> u } 

> u} , 



95 

dat wil zeggen (met y = n.x) 

1. P{ n-1 
• s - µ 

n u 
> x} < 

2 n.x 

Met u = n wordt dit 

6.3 

Welnu 

6.4 

P{ n- 1 .s 
n 

> x} < 12 
-nx 

0 < x{ 1 - F ( x) + F ( - x ) } < 

verder is (partiele integratie) 

n 

6.5 1 
n 

-n 

t 2 d.F(t) = n{1 

Met (6.4) en (6.5) volgt uit (6.3) 

n 

-n 

t >x 

+ n.P{ x. 
1. 

> u} • 

+ n.{1 - F(n) + F(-n)-}. 

t d F(t) voor x > O; 

0 

lim 
-1 

P{ n . s - µ > x} = 0 voor alle x > O. 

Aangezien lim 

• gegeven 1s 

6.6 

·n n 

µ. = µ is hiermee de stelling bewezen. 
n 

Uit (6.3) en (6.5) blijkt dat als in plaats van (6.1) 

lim x{1 - F(x) + F(-x) } = O, 
n )CO 

de relatie 

6., 

geldt 

6.8 

• waarin 

lim 

µ = 
n 

n 

-n 

s - µ 
n n 

t dF(t) . 

> t} - 0 

Feller bewijst nog (Feller 2 VII 7 blz. 232) dat als (6.7) geldt voor 

een rij getallen µ , de relaties (6.6) en (6.8) vervuld zijn. 
n 
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Opmerking 6.1 geeft een generalisatie van de klassieke wet van de 

grote aantallen die we voor een willekeurige rij verdelingsf-.~~~ties 

als volgt definieren. 

Definitie 6.1.. Een rij verdelingsf'1mkties {F } voldoet 
n 

aan de (additieve) _.;._ _____ _ 

.z~~ke ~et ,van de grote aantallen als er een rij reele getallen fb t 
n 

bestaat zodanig dat 

6.9 F ( X + b ) Cons . 7 ' ( X ) 
n n · 

Anderzijds kunnen we relatie (6.2) als volgt schrijven 

6. 1 O \ (:x:-1 ). 
" 

Dit suggereert de generalisatie 

Fn x ( a x) cons·➔ \ ( x-1 ) 
n . 

voor een rij positieve getallen {a} e Voor een willekeurige rij ver
n 

delingsfunkties geven we de volgende definitie. 
' 

Definitie 6.2. Een rij verdelingsfunkties {F} met F (O) 0 voldoet 
n n 

aan de multiplika.~ieve zwak~e wet ,,-yan de grate aantalle?.. als er een 

rij positieve getallen {a} bestaat zodanig dat 
n 

6,, 1 1 F (ax) 
n n 

cons., 
= ) 1 .. ( x-1 ) 

• • We zullen eerst een algemeen kr1ter1um geven voor bet voldoen 

aan de definities 6.1 en 6~2; vervolgens zullen we de gevallen 

F 
n 

U)' n - F en F = F behandelen~ 
n 

We brengen eerst in herinnering de notatie 

6. 12 Ii~(y) - inf{xJF(x) > y} 
' 

waarbij F een verdelings:funktie • 
1. s; dan geldt (blz~ 13) 

6. 13 F(F(y)-0) < y ~ F(F(y)). 

F(y) is een y-kwantiel voor de verdeling~ 

Stel,;Ling 6. 2 Voor een rij verdelings:funkties {F} 
n 

• • z1Jn de volgende 

beweringen equivalent: 

a. De rij {F } vol.doet aan de (addi tieve) zwa.kke wet van de grote aantallen 
n 

b. Voor elk getal c ( 0 < c ,.- 1 ) geldt 



F (x 
n 

c, Voor elke a en b (o <a· b 

, . ..,,, 
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- ~ 

1 ) geldt 

6. 15 li.m 
n,+oo 

{F (b) 
n -F(a)}=O 

n 
Bewij s .• 

b --- a: Tri viaal .. 

b: Kies een getal c(O < c < 1) 

vol gt ui t 
en een getal E (£ > 0), dan 

0 als x · 0 
lim F (x..._b) = 
n ·+<X:> 

n n 
1 al s x .'> 0 

dat voor n -.... n 
- 0 

F (b - s) · c < F (b + E). 
n n n n 

Dit geet't samen met (6~13) voor y - c wegens de monotonie van F 
n 

6. 17 
-I 

b - E < F (c) < b ..... £ 
n n - n 

en 

rv 

F ( X + b - E ) ,: F ( X + F ( C ) ) (_ F ( X + b + ►. ) 
n n n n -n n 

voor n > n 0 en alle x. 

Di t gee:ft in combinat ie me·t ( 6 ., 16) de rel a tie ( 6., 14). 

a, b- c: Uit (6~17) volgt 

lim f~ (c) - b } - 0. 
n n. 

- . 

A.angezien di t voor elke c ( 0 <. c ·· ·1 ) geldt, volgt hierui t ( 6,, 15). 

b: Kies getallen c (O.,. c < 1), x (x > O) 

keurig en E 
1 

zodanig dat O < E 1 r- x ~ Voor n > n0 
• 

F (1 - £) - F < F (c) 
n · 1 n ' 

du s ( met 6 ,, 1 3 ) 

en£ ( ► ~ 0) wille

volgt dan uit (6f 15) 

1 
...., 

e: < F (F (1 
n n 

- E)) < F (x - £ + ~ (1 -E)) < 
··-n 1 n n 

, 
I , 
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dat wil zeggen 

lim F (x + F (c)) = 1. 
n n 

., 

n+oo 

Op eenzelfde manier bewijst men (6014) voor x < Oo 

Uit stelling 6a2 volgt op een eenvoudige manier een analoge 

st,elling voor de multiplikatieve wet. 
-

St,elling 6. 3 

n = 1, 2, 3, 

Voor een rij verdelingsfunkties {F} met F (0) = 0 voor n n 
• • • • .. . . ziJn de vol.gende beweringen equ1 valent: 

a. De rij {F 1 voldoet aan de mul tiplikatieve zwakke vet. van de grote 
n 

aantallen, 

b. Voor elk getal c (0 < c ~· 1) geldt 

lim 
n-+oo 

F ( x. 
n 

F ( c) ) cons,, ➔ 
n 

....,,, 

, ( X - 1 ) 
' 

(O C • Voor elke a en b < a <' b ,,. •j ) geldt F {a) > 0 voor voldoende ., 
' 

• n . 

grate n en 
~ 

F (b) 
6. 19 lim 

n 1 n t (a) 
--

n >oo n 

Bewi,i s .. 

De rij {F} voldoet dan en slechts dan aan de voorwaarden van stelling 
n 

6.3 als de rij verdelingsfrmkties 

G (x) = F (ex) 
n n 

aan de voorwaarden van stel 1 ing 6 ,. 2 voldoet, want 

,..., 
G (y) = inf{xlG (x) y} inf{log t F (t) 

n n ' n 

= log inf{t F (t) ~ y1 
n 

log F (y). 
n 

.. -' Dat ·F (a) positief is voor voldoende grate n, volgt uit (6.17) met· 
n 

bovenstaande transformatie. 

G:.~volg 6., 1 

met, F ( 0) 
n 

-
Veronderstel dat voor een rij verdelingsfunkties 

0 geldt 

) cons., ( ) F (a x > · .x-1 . n· n 

Voor een rij positieve getallen {al geldt dan 
n 

en slechts dan 

6.20 F ( a x )_c_on_s~. 
n n "> 

, ( x-1 ) .. 

{F} 
n 

'.> y) 
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6.21 a ,·v a 
n !l 
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voor n-+ oo 

We zullen nu kriteria geven voor sornmen van onafhankelijke varia

belen om te voldoen aan de beide gegeven definities. De wet van de grote 

aantallen is al in opmerking 6.1 genoemd. 

Stelling 6 .. l+_ Voor een verdelingsfunktie F geldt dat de rij {Fn*(nx) l 

dan en slechts dan aan de wet van de grate aan·tallen voldoet als 

6.22 

In dat geval geldt 

met 

6n24 

-lim xf l - F(x) + F(-x) } = 0~ 
X+oo 

n )( 
F (nx + 

lJ n 
--

n 
r 

J 
-n 

n µ ) _c_o_n_s_ . ..., 
n > . ( X) 

I 

x dF(x). 

Bewij.~. Zi e opmerki ng 6 .. 1 al s ( 6 .. 22) gegeven is. Het bewij s van de 

andere implikatie zullen we niet geven ( zie Feller 2 VII 7 blz. 232) .. 

-
Stelling 6,5 Voor een verdelingsfunktie F met F(O) = 0 geldt dat 

de rij 

we·t va11 de grote aantallen voldoet als de :f11nktie 

X 
r 
I t dF(t) langzaam varie~rt bij oneindig~ 
J 
0 

In dat geval geldt 

6.25 • 

met 

n"W ) cons. F ( a X. · + ..... 7 I ( x-1 ) 

a 
n 

n 

1 
= inf{xl' 

'X 

X 

I t dF t, < 

J' n 
0 

voor n = 1, 2, 3, ... 
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Bewi.i s. De relatie 

0 X < 1 
6.27 

n➔oo 1 X > 1 

is volgens de continuiteitsstelling voor verdelingsfunkties (stelling 

I 2.3 blz. 21) equivalent met 

lim 
Il )CO 

" n F 
a 

n 

Dit is volgens lemma 2.3 (blz. 22) 

verdelingsfunktie) 

a 
6.28 lim n{ 1 -

n+oo 

voor A> 0. 

...; * equivalent met (F (A) 

voor A> 0 

• is een 

en dit laatste is volgens stelling 7.2a (blz. 5) en opmerking 1.7 (blz. 8) 

equivalent met het (-1) •·varieren van 1 - F>( (A) bij oneindj_g. Definieren 

we een verdelingsachtige funktie 
~ 

U(x) = {1-F(t)}dt~ 
J 
0 

dan is (blz. 79) 

equivalent 
X 

met het langzaam varieren van J { 1 - F ( t) }dt. 
0 

X 

Als 

3. 1 

{1 - F(t)}dt langzaam varieert dan volgt uit (3.49) van gevolg 

blz. 56; in het bewijs van deze relatie is geen gebruik gemaakt 

van de voorwaarde p ~ O) 

6.29 

x+oo 

x{1-F(x)} 

0 

-- o. 



• • Hieru1.t en uit 

6.30 

volgt 

6.31 

X 

X 
r 

101 

t dF(t) = - x {l - F(x)} 
J 
0 

lim 
x+oo 

X 

ft dF(t) 
0 
X 

0 

-- 1 , 

dus ook t dF(t) varieert langzaam. 
0 

X 

+ 

X 
r 

0 

{1 - F(t)}dt 

Stel nu dat gegeven is dat 5 t dF(t) langzaam varieert, dan volgt 
0 

uit (zie stelling 3.2 blz. 68) 

J.im 
x-+oo 

x{1 - F(x)1 
X 

t dF( t) 
0 

-- 0 

X 

en (6.30) de relatie (6.31) zodat dan ook de funktie {1 - F(t)}dt 
0 

langzaam varieert en (6.27) geldt. 

Ui t ( 6. 26) , opmerking 1 • 7 (blz. 8) en gevolg 6. 1 vclgt voor de aan-

trekkingsco~fficienten fa l n 

v x 
a f".J inf{X IF (A) 

n 

1 
> 1 - -} • 

' n 

Ui t lemma 5. 1 ( geldt ook voor funkties die niet monotoon zijn maa.r 

begrensd op begrensde intervallen) en 

volgt dan 

),(( \ 1 
1 - F X, ,....., 

X 

a r-..,.1 inf{ x 
n X 

X 

t dF(t) voor x ➔ oo 

0 

voor n-+ 00 • 

0 
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X 

Opmerk;ing 6., 1_ 

met 

Het langzaam varieren van t dF(t) is equivalent 

6.32 lim 
x+oo 

x{1 - F(x)} 
X 

t d.F( t) 
0 

0 

-- 0 

als het eerste moment oneindig is (stelling 3.2 blz. 68). In het andere 

geval geldt ook (6.29) • en is t dF(t) langzaam varierend. Dit is de 

vorm waarin Feller het kriter um van de stelling geeft. 
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Tenslotte zullen we kriteria geven voor maxima van steekproeven om te 

voldoen aan de beide definities. 

St~lling 6.6. Voor een verdelingsfunktie F met F(O)-= 0 en F(x} < 1 voor 

alle x geldt dat de rij {Fn} dan en slechts dan aan de multiplikatieve 

zwakke wet van de grate aantallen voldoet als 1 - F(x) (-00 )-varieert bij 

oneindig. 

In dat geval geldt 

6.33 

met 

6.34 

Bewijs - ·-· 

a 
n 

inf{x F( x l > 1 voor n = 1,2,3, ... 

Ofschoon het mogelijk is deze stelling te zien als een gevolg van stelling 

6. 2, zullen we een ander bewij s geven. Het is duidelijk dat ui t F ( x} ,~ 1 

(voor alle x} en 

6.25 

volgt 

6.26 

• lim 
n ► oo 

lim a 
n n+<x> 

00 • 

0 

1 

voor x < 1 

voor x > 1 

Volgens lemma 2.3 (blz. 22) is (6.25) equivalent met 

6.27 limn 1 - F(a x) n 
-m 

- X 

n- >oo 

en dit laatste is volgens stelling 1.2.b (blz. 6) en opmerking 1.7 (blz. 8) 

equivalent met het snel varieren van 1 

(6.33} met (6.34). 

F (exponent - 00 ). Ook volgt hieruit 

0Emerking 6.2. Men verifieert gemakkelijk dat voor elke verdelingsfunktie 
' 

F 

X 
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Stelling 6.7. Voor een verdelingsfunktie F met F(xl < 

grote aantallen voldoet als voor elke x > O 

6.28 lim 
t-+oo 

. 1-F( t+x} 
1-F(t} = O. 

In dat geval geldt 

6.29 

met 

6.30 
n n 

Be:wij s Definieren we 

6. 31 G( y) - F( log y}, 

l voor alle x geldt 

dan voldoet F dan en slechts dan aan de beweringen van stelling 6.7 als 

G aan die van stelling 6.6 voldoet. 

We besluiten met een aantal voorbeelden. 

Voorbeeld 6. 1. Voor de verdelingsfunktie 

geldt 

X 

F(x) = c. 

2 

X 

tdF(t) = c. 

dt voor x > 2 
2 t log t 

X 
__ dt __ = c.(log log x -
t log t 

0 2 

log log 2) 

zodat F niet aan stelling 6.1 maa.r wel aan stelling 6.4 voldoet. 

Voorbeeld 6.2. Voor de Cauchy-verdeling 

1T 

0 

X dt 
2 

1+t 
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geldt 

1 - F(x}~ 2 
Tr. X 

voor x ➔oo, 

zodat deze verdeling niet aan stelling 6.4 :maar wel aan stelling 6.5 voldoet. 

Omgekeerd is makk.elijk in te zien dat voor elke verdelingsfunktie die aan 

stelling 6.4 voldoet, de voorwaarden van stelling 6.5 vervuld zijn. 

Voorbeeld 6. 3, De voorwaarden van s·telling 6. 5 zijn vervuld als 1 - F( x) 

(-11-varieert. Het omgekeerde is niet juist: neem 

... 
F(x) = 1 - exp{- log x} voor x>J, 

dan is 1 - F(x) niet regulier varierend (zie blz. 5); toch voldoet de 

verdelingsfunktie aan de voorwaarden van stelling 6.5, want de funktie 

, 

X 

td.F(t) = 
log x 

t 
L, 

.... 
( e-·1) Llog x "-/ ( e-1} log x 

Q 
k=1 

voor x+oo 
.. .. ...... . . . . varieert langzaam biJ oneind1g. 

Voorbeeld 6.4. Het is eenvoudig na te gaan dat voor de negatief-binomiale 

verdeling 

F(x) = 1 - exp{- x} 

geldt dat 1 - F(x) (-oo)-varieert, zodat F(x) aan de voorwaarden van 

stelling 6.6 voldoet. 

Voorbeeld 6.5. Uit het voorbeeld hierboven en de transformatie van het 

bewijs van stelling 6.7 blijkt dat voor de verdelingsfu.nktie 

F(x) = 1 - exp{- ex} 

stelling 6.7 geldt. 
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Correcties bij rapport S 395: Colloquii1rn Waarschijnlijkheidsrekening, 

hoofdstuk II. 

blz. 

1 

4 

6 

7 

8 

14 

18 

24 

25 

29 

30 

31 

35 

38 

39 

42 

regel 

5 

12 

8 v.o. 

7 v.o. 

6 v.o. 

8 

9 

13 

2 v.o. 

7 

8 

5 

8 

6 

7 

9 

5 

5 

10 

v.o 

v.o. 

5 v.o. 

4 

1 v.o. 

oud 

0 voor x > 1 

Definitie 1.1. 

log ( 1 +x ). 

X :/; C 

( 1 , 00 ). 

X > J 

dat het steeds 

niet.singuliere 

niet-stijgend 

bestaat 

- b ) 
n 

l 
b -b ) 

k 1 
> n(il 

exp{-(-x}} 

i( x-1} 

00 

2.a
0

.log 2 

uitls.uitend 
X 

•• nieuw 

0 voor x < 1 

(zie opmerking 3.16 olz. 721 

{ log( l+x) }P 

t+oo 

X -:; C, X EA 

( 0, j 1 

X < 1 

dat het in het geval p<O steeds 

niet-ontaarde 

niet-dalend 

bestaat ( - 00<b<oo) 

b 
n+l 

- b 
n 

1 
<.. ~ 

bn+k - b 
I..; n+k-1 

k=J 
> n(il voor alle i. 

exp{-(-x}P} 

( 1-exp { -( -x l O l ) 

, ( x-1 l 
'-

-oo 

-1 
2.a0 .log 2 

uitsluitend 
X 

g(t)dt 

• 



blz. 

43 

44 

48 

51 

52 

55 

regel 

2 

1 1 

12 

4 

5/6 

3 

3 

6 

9 

6 v.o. 

7 

1 

6 v.o. 

56 7 

107 

oud 

X X 

g(t}dt 
) 

0 

We veronderstellen 

eerst p<- 00 

regulier 

n=n +1 
0 

, 
nieuw 

-x X 

+ g(t}dt 
) 

0 

(valt weg) 

regulier of snel 
00 

z 
n=no + ·1 

Voor p=oo ••• conclusie.(valt weg) 

dan vinden we 
X 

tpU(t)dt 
✓ 

0 

c(x) b(x) 

c( x) - b)( ( X) 

p > -1 

v( t) 

"' u 

X 

(zie opmerking 3.15 blz. 
X 

j 
• 

0 

c(x) - c.b(x) 
)E: 

c(x) - c .b (x} -
p = -1 

V( t) 

7 J } 

~t 10 dient vervangen te worden door het volgende: 

10. Als U(x) regulier varieert en er een monotone funktie 

u(x) bestaat zodanig dat 

rx 
3.47 U(x) - u(t)dt 

• dan is 

3.49 

j 

0 

im U(x} 
x+oo 

p' 

zodat voor p #- 0 de funktie sgnp. u( x )~ regulier varieert 

met exponent p-1. 

log x log X 

' 

,/ 

1 
,I 

0 

--



blz. 

57 

60 

64 

66 

67 

7 1 

72 

76 

79 

80 

81 

82 

regel 

2 

3 

5 
x+oo 

2 v.o. 

1 V. 0. 

5 v.o. 

1 v.o. 

1 1 

7 v.o. 

9 v.o. 

3 v.o. 

5 v.o. 

9 

2 v.o. 

] V. 0. 

2/3 

12/14 

2 

6 v.o. 

1 V. 0. 

13 

8 v.o. 

JQ8 

oud 

c+t: 
C e; 

( 2. 14) op blz. 15 

lim 

s( .... x +J;_ 

O<a<b< 00 

M(y) 

y 

hiervan" 

alley. 

zodat 

U8x) 

dan en slechts 
• •• dan langzaam var1.eert 

als 

geldt 

u (2xl 

U ( 1 Ox) 

Canchy 

• • 
1J. 

dF(x) 

4.4 

1 < 

waarovoor 

•• n1.euw 

< 
c+e: 
c-e: 

lim{log( f 1 (x} )-
x+oo 

(2.39} op blz. 28 en (2.40} op 

blz. 29 

lim 
X ➔·00 

a( X +1 l 

O<a.:.:1<b<oo 

M( a, b} 

-
yG. a,b 

hiervan: 

alle yE.- a,b . 

zodat voor a.::_y<b 

U(x) 

langzaam varieert ook 

>( 

geldt (met U (x) 

u~ (2x) 

u* ( 10x} 

Cauchy 

" . 
aiJ. 

d.F(t) 

4.5 

1 < 

waarvoor 

X 

U(t)dt) 

0 



blz. 

88 

93 

99 

101 

regel 

1 

2 

6 

7 
14 

15 

8 v.o. 

7 

6 v.o. 

oud 

Limierverdelingen 

aymptotisch 

translatievrije 

Fn 
)( 

5. 
(5.19) 

(5.20} 

5. 

de wet 

} . 

• nieuw 

e • G 

L1m1etverdel1ngen 

asymptotisch 
• 0 • 

translat1evr1J 

F 
Il)E 

5. 19 

< 5. 18 l 
(5.19} 

5.20 

de (additieve} zwakke wet 

} voor n· ➔ 00 • 


