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Scriptum 1

DEMONSTRATION ELEMENTAIRE FU THECREMI SUR
LA DISTRIBUTICN DES NOMBRES PREMIERS.

Déja dans sa jeunesse ( uss conjecturait la for-

mule 1im 7{x) lo x _ 4

X—-» 0

¢u 77 (x) désigne le nomb o des nombres prem ers £ X

3

et ou log x désigne le ogarithme néperien u> X.
Jusqu'en 1896, donc & = 2 preés pendaﬁt un siecle,
cette propositicn n'a s été démontrée et a ce
moment elle le fut par 1.M. De la Vallée-Poussin
et Hadamard. C'est seu. ‘ment en 1948 qu'une démon-
stration élémentaire a. . té trouvée par M.M. A.Sel-
berg et P.ErdSs. Leur de 'onstration est la seule
jusaqu' a present dans lag elle la théori - des fonc-
ticns de variables complyxes cu réelles 1'est pas
employée.

Le 30 cctcbre 1946 M. P.Erdds a fz t a Amster-
dam une conférence sur ce sujet pour la {iskundig
Genootschap" . A propos de cette conféren 2 et de
celles, feltes par M. Erdds-au Centre Me. hématiQue,
M. van der Corput a pris les notes sulvawtes Les
pensees exprlmees dans ces notes sont dﬁe,'a M.M.
Selberg et Erdbts, mais cC test M.van der Corout,
qui est principalement responsable de la forme.

Pour comprendre le raisonnement suivant, le lec-

teur doit savoir ce qu'est une plus grande et une
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plus petite limite et ce qu'est un logarithme népe-
rien et il doit connaftre les éléments de la théorie
des séries. Plus précisément, il doit sav01r qu'il
existe une—coﬁstanté~positive T telle. que le produit

S . 1 .
rlﬁn.log (1 + H) - 1}
est borné pour tous les nombres haturels n. Cela est

évident. En effet, T = 1 suffit, puisque n log(l + —J

1
est égal a o a un terne pres de l'ordre de grandeur
1
=, -
n Dans la théorie des nombres nous sommes habitués
de considérer, non pas la fonction 77(x) qui n'est

pas maniable, mais la fonction .
o
~(x) = 52;:; log p,

qui est-beaucoup piﬁs facile & traiter; cette somme
est étendue aux nombres premlers P £ X. 1I1 est suf-
fisant de démontrer que = = x) tend vers 1, si x
croft indéfiniment. En effet, ~X (x) £ 77 (x) log x
et on a pour 1 £ v < x

T - 2T () T s ey Y} 2

log y Tog y
donc .
(1)f31x) s 7(x) log x < ¥ log x 4 log x A}(X)
X X - X log y ° X

Choisissons y = x, ou le nombre £ < 1 dépendant de

X tend vers 1 de manitre assez lente pour que

log x - . . ..
1% tende vers zéro si x eroft indéfiniment.

. Alors les membres extrémes de (1), donc aussi
7 (x) log x
X

tend vers 1. Par conséquent, pour la
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démonstration du théoréme concernant la :distribution
des nombres premiers il suffit de démontfer que
——i——-tend vers 1, si x croft indéfiniment.

La demonstratlon est composee de deux partles
distinctes. La premlere partie est“consacree,pres-
que exclusivement é la démpnstrat;on.de‘la formule
de 1limite démontrée par M.Selberg: o

( 2 z
" X!
X xlogx P =V /&( ) 108p~>2pour X 0.

Dans 1la seconde partle nous dedulrons de cette

formule le theoreme fondamental des nombres- premiers.

DEMONSTRATION DE LA FORMULE DE SEEBERG

Par « (m) nous désagnons la fonction de Mobluss
qui est deflnle de la manlere sulvante.
(1) = S ;f

- w(m) =0, sim est divisible par un carré > 1
et dans tous les autres cas:

{ (m) =+ 1ou -1, selon que le nombre des
facteurs premlers de m est pair e¢u impair.
Donc '

(1) =15 #(2) = -1 w(3) = -1 e (B).=C
w(5) = -1; pc (6) = B (7) = -1; &« (8) =05
4 (9). = 03 ¢ (10) = 15 & (11) = —1-#(12) =0;
e (13) = =13 ‘A4(14) =1; «(15) =

La fonctlon‘/c(m) de MBbius est une fenction

3

!

multiplicative, . c lest-a- dlre on a & (ab) =
= xc(a)e(b), si aet D sont des nombres. naturels

qui sont- premiers entre eux Cette assertion
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résulte immédiatement de la définition de la fonc-

tion de Mdbius.
LEMME 1. Pour chaque nombre entier h = 0 la fonction

@, (m) = 27 4 () logha,
(ol la somme est étendue & tous les diviseurs de
m, les diviseurs 1 et m inclus) est égale & zéro,
si1 le nombre naturel m contient plus de h facteurs
premiers différents.
REMARQUE: Nous emploierons cette proposition
auxiliaire seulement pour h = O, h=1et h =2,
DEMONSTRATION: Pour h = 0 la formule s'dcrit

(2)  &ma@ = o

pour tout entier m > 1 (la somme est égale & 1

pour m = 1). Cette formule est évidente. En effet,
soit m = pf”...p?f
teurs premiers. Puisque ¢ (d) = O pour chaque

diviseur éventuel’d de m qui est divisible par

la décomposition de m en fac-

un carré > 1, seulement 2¥ = 1 + ({) + ... (;)
diviseurs de m entrent ici en considération ol
(g) - C? désignent les coefficients du binbme. En
premier lieu le diviseur d =1 avec, la contribu-
tion 1, puis les ({) diviseurs Pys...,P,, chacun
avec laigontribution -1, ensuite les (g)_giviseurs
plpg, p1p3,...,pr_1pr? chacun avec la contribu-
tion +1, etc., de sorte que la contribution totale
est égale 3

- )+ - oo (D) = (1 - )T = 0.
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Ainsi 1‘assertion est demsntree pcur h = 6, de

sorte que nous pouvons supposer que h est =2 1 et
que la demonstration est deja donnée peur h-1 au
lieu de h. Si nous posens m = p' b, o * = 1 et ol

l'entier b n'est pas divisitble par le nombre premier
P, neus obtenons

g (m) = 2 __ w(d) loghd = D
d/bp™

= h
= dz /b/“ (dlde)(log d, + leg d2)
dsz“

h
-2, (ﬁ):%#(dl) 1og” a) dZ/“_;u/A(dg) 1og" ™
- |

- g_:io (D) @ (0) @y (5°).

Puisque m contient plus de h facteurs premiers dif-
férents, b.contient.plus de h-1 facteurs premiers
différents, de scrte que d'aprés notre hypothese de
récurrence (gn(b) =6 pourn=26, 1, ..., h=1. Le
terme restant teh(b)(eo(pé) s'annule, puisque

le derniler 'facteur le fait,-Jainsi Que nous-\ltavons on
déja démontré. Donc le lemme est démontré.

LEMME 2: Soit x > O et posens

A(d) = pc(d) 1082 X et £(m) =Z[[_:k(d) -
m

(ces fonctions dépendent naturellement aussi de x).
Alers en a ' 2 ;
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2

(1) = leg™x;
£(p%) = - leg®p + 2(leg x)(leg p)
[ ' ’ (p premier; « Z 1),

-
>

F(p q2) = 2(105 p) (log q) (p et q premiers et dif-<
férents; x 2 1; B=1).

f(m) = 0, st m contlent plus de deux facteurs premier
différents. N

LEMCNSTRATICN: La dernibre assertion suit immédiate-
ment du lemme précédent (appliqué avec h — e, h =1
et h = 2) et le reste est évident.

LEMME 3: Pour X =2 le quotient ——i—l-est situé entre
deux bornes positives fixes. (Theoreme de Tchebycheff
1851-1852),

REMARQUE Pour la démonstraticn de la relatien de Sel-
bgrg il suffit de savoir que 1la plus grande limite de
QLLEL est finie. J'ajoute en méme temps 1la démonstra-

X
tion que la plus petite limite est positive, parce-

que celle-ci présente une grande ressemblance avec la
premlere et gue ce résultat nous servira dans 1l'appli-
catlon de la formule de Selberg

1. Demontrons d'abord que 1a plus grande limite

’ ' ~
de - xﬁ est finie. Considérons l'entier P_ §32%+, ou
n! =1 2 - +.N. Parceque les facteurs premiers P >n

et £2n flgurent dans 1é numérateur et non dans le dé-
nomlnatevv de P, le produit de Ces nembres premiers est
un d1v181on de P, donc au plus egal a (1 + 1)2n = 22
Le logarlthme néperien de ¢e produit est égal 3
f}(Qn) '3(n) d'ou il suit

AF(en) - XM(n) S 16g 220w o g log 2. ;



four x = 2" (m entier = 1} on obtient

X (x) ={¥(EM - “’(2‘“ 1)}*{%( Ly S¥E@" 4+ ...
c(2™ 4 2™t 4 2" L+ 2) 1og o< 2™ 10g 2 =
= 2 X leg 2.

1

Pour 2™t ¢« x < 2™ on obtient done

S(x) £ (2™ < 2™ log 2 < kx log 2,

de sorte qu‘on trouve pour chaque nombre X > 1
X) < Y4 log 2. '

ﬁ;:_Démontrons ensuite cue la plues petite limite
de-ﬁfﬁz) est pocitive. .

e systeme 1,2,..., n contient {%} multiples
du nomere premier p (ol [u] désigne le plus grand
cntier contenu dans u), ensultetgﬂ multlples de peg
etc., de sorte que n'! contient pr601sement t—}

+ {—4 + ... facteurs p. Par conséquent le nombre des
P

facteurs p figurant dans P est pre01sement égal a

« - 2{[ - o[}

ou la somme est étendue aux nombres naturels « tels
que pT £ 2n; en effet, les termes suivants s'annu

lent. Par conséquent le nombre des termes de Q est
[1og 2n1

log p 1 ,
foy] - 2[y] est une fonction de y de période 1

qui s'annule dans 1t'intervalle O £ y < 1/2 et qui
prend la valeur 1 dans l'intervalle 1/2 =y < 1. Par
conséquent [2y] - 2[y] est toujours:zl, d'ou il

(log on |
suit Q"ilog 5 i, de sorte que P est un diviseur
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de l'entier U défini par

log U = z [1&__2_1’1-] log p.

p = on -108 D
En vertu de
P — ig+1)(n+2)...(2n) > o
T 1.7 2 .. h . ’

on obtient

n log 2 < log P Slog U= F}gngzq log p
= lTog p
pP=2n
On a . -
ilog 2n’ < log 2n .
110% S J = Tog 5 Quelque soit p,
[log 2n ~
tﬁi%ErJ = 1 pour p > V 2n,
done
n log 2 ¢ ZZ::::;; log 2n + Z . log p
P = V2n P = 2n

fIA

(log 2n) VZn + A (2n)

Ainsi on trouve .

2 (2n) 2 n log 2 - (log 2n) V3n 2 1/2(n+l) log 2,
S8i n est suffisamment grand. Si x est suffisamment
grand et si nous posons 2n £ X <2n + 2, nous
obtenons

A (x) 2 & (2n) = 1/2(n+1) log 2 > 1/4 x log 2,
d'ol il suit que XX possede pour x > 2 une
borne inférieure positive.

REMARQUE: Le raisonnement précédent conduit encore
a une autre formule dont nous n'aurons pas besoin
pour la démonstration de la formule de Selberg,
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mais qui nous servira dans l'application de cette for-
mule. Nous avons constaté que n! contient le facteur

premier p exactement [%} + [%%]-+ .. fois, donc
1 rE .
log n! E::([ ] Lp] + ...) log p. |
En vertu de -
S ({Eq + [Eﬂ +...) log p< E::(2;+ 3 ..)) 1logp
p=n P P p=n P | %
ol log p il
e -

om trouve que log n! est approximativement égal a
5;% [53 log p et que leur différence est au plus de
1t'ordre de n. La derniére somme est approximative-

ment égale a E:: E-log p et la différence

=n

-

ZZ‘ % log p - };; [%]log p est au plus
p=n p=n

E log p = 4 (n), donc, d'apres la premiére asser-
p=n
tion du lemme precedent au plus du méme ordre que

n. De gette fagon on obtient que 2:: 1o g P oest -
égal a _ n p=n
-% log n! = %- z:: log h,
h=2
3% un terme borné prés. On a pour tout entier h =2
log h = h log h - (h-1) log (h-1) - (h- 1) log(l+ H——),

ol le dernier terme est borné d'apres la remarque,
faite dans 1'introduction. Par conséquent
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n
Zi: log h est approximativement égal & n log n et
h=2 ,
la différence est tout au plus du méme ordre que
n

. I1 s'ensuit que ZZ: lgg—g-est approximative-
b=n
ment égal & log n et la différence est bornde.

LEMME 4 -
1 X
X Tos % pZéX (log p)(log 5 — 0,
s1 x croft indéfiniment.
DEMONSTRATION. Soit & un nombre positif. On a
log-% < log %-pour P > £¢x, de sorte que l'expres-

sion en question est au plus égale X
1
X log x p—S-ZEx (1og p)(log x) +

1 1
+ E—ng-i'g;; (log p)(log g)

1 1
- Aex) | D(x) et < cqye+ e
X TX log x log x }°

ol ¢ est, d'aprés la premlére assertion du lemme
3, égal & une constante absolue. Quand ¢ tend

vers zéro assez lentement pourque
log 1
— y) ’
¢ tende vers zéro, nous obtenons le resultat
log x :

demandé.
LEMME 5:

1 . . ..
mg—x pé;é - lOg p— O pour x— 00 ;

la somme étant étendue aux nombres premiers p et
aux nombres naturels « tels que p* = x.
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DEMONSTRATION: La somme figurant dans 1'expression
est égale a

A (x) +F(VE) +U(VX) + ... +19“(\/—),
ou k d931gne lt'entier le plus grand tel que 2k = x,
donc k = lg%——. La somme est donc au plus
D(x) + kD (vVX) et chacun de ces termes, divisé

par x log x, tend vers zéro, si x croit 1ndef1n1ment
LEMME 6:

S f(m) = (log x)r(x) + 2 2___i}(—) log p + o(x log x);

m=x pEVx

le dernier terme désigne une fonction de x qui,
apres division par x'ldg X, tend vers zéro si x
crott indéfiniment.

En général o(g(x)) désigne une fonction de x telle

aue ° 2 i) tende vers zéro si x croft indéfiniment.
DEMONSTRA' .ION: Il sult du lemme 2 que
(3) > f(m) = 1og x + S { 1og2p + 2log X 1og p}
m=:xX P =x
120 (log p)(log q).
rrQfEx
p<a

Considérors d'abord le premier terme dans le membre
ae droite. La contribution des termes avecx = 2
est au plus

S B o X
% logzx \,___ 1 =2 logzx{\/i +VX 4+ ... + VX,
-p"‘ﬁ.-r
KE2

ol k désigne le plus grand entier tel que 2 S X,
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de sorte que cette contribution est au plus

2Vx k log2 = %g;xg log3x = o(x log x).

La contrlbutlon des termes avec &« = 1 est égale a
{ 108 p + 2log x log p} (log x) E:: log p +
P=X
+ ZZZ (log p)(log 50 = (log x) A (x) + o(x log x)
=x .

d'apres le lemme 4. Par conséquent le premier
terme dans le membre de droite de (3) est égal a
(log x) ¥ (x) + o(x log x).

Considérons finalement le second terme de ce
membre. La contribution desz termes avec 822 et
* =1 est d'aprées le lemme précédent (appliqué

avec 2-{-ﬁau lieu de x) égale &
a

o2 (log q) Eblog x = ¢(x log x)Zi:lgggg;
af3x q q
B =0

la derniere somme étant étendue & tous les nombres
premiers q et a tous les entiers 8 = 2 est conver-
gente en vert%wde

s> 1 1 s2
g=>2 & ala-I) ~

Par conséquent la contribution des termes avec
B E 2 (et également celle des termes avec « = 2)
est égale a o(x log x), de sorte que le second
terme dans le membre de droite de (3) est égal a
2 ZZZ: (log p)(log q) + o(x log x)

pa=x

b<qg . N
Le premier terme est égal i



2

7 (1log p)(log @) - 2 log'p

PA=x pEVx

-7 (log p)(log q) + (log p)(log Q)
p=Vx =Vx
Pa=x pa=x

- ZZ:; (log p)(log a) - ZZ:; logzp
p=Vx p=Vx
a=Vx

-7 (Lo pA (D) + 2 (1og ¥ () -
p=Vx a=Vx

_2(VR) + o(VE logx)
27 _ (log p)é?(%) + o(x log x).

Ainsi nous trouvons que les deux termes dans 1le
membre de droite de (3) sont egaux respectivement a
(log x)~* $(x) + e(x log x) et 2 AL__é}C—)(log p) +
p=Vx
+ o(x log x),
d'eu résulte le lemme.

LEMME.7: Gn a pour chaqgue nombre naturel x

1 X
|Z
d=1

DEMONSTRATION: En vertu de (2) nous ebtenons

=

=1.

1= 22: s re(a) = Z%:/pc(d) 7 1, ou h désigne
d=1 h .

m=l d/m

les multiples positifs = x de d.
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- X X X <
=7 [F- =

puisque chaque terme de -la derniere somme est =1
et le dernier terme est égal & zéro. Ainsi nous

trouvons

X!Z%:#ﬁ%@l’ﬁ 13+ (x-1) = x, d'ou
fd=1 |

découle le lemme.
é@MME_@:'l) I1 existe une constante ¢,
but il n'est pas nécessaire de savoir que c'est
la constante de Euler) telle que la fenction
ﬁ(y) = 2;: % - logy - ¢
n=y

(pour notrc

tende vers zéro (si y croft indéfiniment), de ma-
niére assez rapide pourque £ (y) log y tente éga-
lement vers zéro.

2) En outre nous trouverons que

? Z_ logn 1 2
ngy ~ n 3 logy

tend vers une limite finie.
DEMONSTRATION: 1) Soit z le plus petit entier >y.
On a -1

AN

log z = /

f\

z-1 1
flog(n+1) - log n} =7 log(l+ﬁ)
=1L n=1

3
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QZ; 1 z-1 . 1 1
=r,_1=__i-ﬁ+z Jn’ ou (fn=l:og“(l+3) - =

Comme nous l'avons fait remarquer dans l'introduc-
. c ~
tion, ¢ =

i n,<5n a une valeur absolue ;Ti—?ou cet T

désignent des nombres positifs convenablement
choisis, indépendants de-n.

La contribution a la somme Z__ g, des
h < h+l n=z
termes avec 2 =n < 2 (ou h désigne un entier

Z 0) est en valeur absolue tout au plus
—T%:%T-, puisque le nombre des ftermes considérés

est égal a 2h et chague terme est en valeur absolue
<

(o] . ’
= . Par conséquent
(I+7)h
2 1 o0 d‘ i <
]n=z n‘ - h
h+1l

étendue aux entiers h tels que 2 - > z. La somme de

la progression géométrique est 2? il fois le pre-

. . 1
mier terme qui a l'ordre de grandeur de = donc
z

1'ordre de grandeur de l?.

Par conséquent ¥

oo
(logy)z._cf —->Opoury—>oo
n=z D

De cette maniére nous trouvons que Z J
n=1

approximativement égale a
oS
=2_.d
n=1 .

et que la différence, multipliée par leg y, tend



assertion nous remplagons de nouveau log (n+1)
par log n + %-+ d"n et nous obtenons

-1
1 2 4y 2 2 2
5 log®z = 5 E;l {log (n+1) - log n}

z-1 ' Py
log n n 1 1 2
nz; {Jn lOg n +T+2?+§' 51’1}

Puisque Jn a tout au pPlus 1'ordre de graﬁ-

Il
[l
:I
+

1 N e .t \
deur de s OUu (C est positif, 1g derniere ..
nI+‘C

Somme se transforme eén une série convergente, si
Z est remplacé par oo, S1 nous désignons la -somme
de cette série convergente par Cos NOus obtenons

:Z log n 1 2
que T+02-§log Z,

nay
donc aussi

.;Z: lg%_ﬁ + ¢, -~% log2y
n=y
tend vers zéro pour Vy—-o. -
LEMME 9: si T(n) designe le nombre des diviseurs

de n, on g

4 _Eéﬂl = -21.'1og2 v o+ c log v + Cy -+ o(1),
n=y .

ou 03 etz Cy sont des constantes absolues convena-
blement cholsies; o(1) désigne ici une fonction
de y qui teng vers zéro, gi v croft indéfiniment .
DEMONSTRATION: Puisque T (n) est ég=1 au nombre
des paires de nombres naturels g et p tels que

B
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ab=n, la somme Z rein) est égale & la somme Zaib

- T n
ngy -
étendue aux nombres naturels a et b tels que ab = y.

Evaluons d'abord da. contribution des paires a et
b avec a = Vy. Cette contribution est augmentée de
la contribution (égale) des paires a et b avec

2 Vy, et le résultat obtenu doit &tre diminué de

la contribution des paires a et b tels que a §.V§
et b =Vy. S

Appliquonsle lemme précédent. La contribution
des paires a et b tels que a = V¥ peut 8tre écrite
sous la forme

Pl 7 l = 2 B {log L4 c, +“9(T3é—§i} o

asVy * < y =

= (log y) Z = - j EQEL—- + ey Z .%'+
as \/3" a=Vy a=vy

Y 1 ' E 1

PR A + 0 .—...__) —

o (1og y asvy @

= (log y) {log\/}_f + ey + o(-l—o%—)}-

-{% log2V§ + cg + o(l)} + 01{10g Vy + cl;+ o(l)} +

+ of ) .(log Vy) = g.logey + cg log y + co + o(1).

i
log y .
Dans ce raisonnement 05, c6'et 07 dégignent des con-
stantes absolues, convenablement choisies. '
Finalement la contribution des termes avec

=Yy et b £Vy est d'apres le lemme précédent
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égale 3

(Z_ 32 = (1ogV7 + of +£(vF))2

asVy 2

H N

+ &(V?){.Q logVy + 2 c, +
+ £ (v7) |

= % log2y + ¢y log y + ¢

+ o(1).

H o

= % logey + cy log y + ¢

Ainsi nous avons démontré le lemme en vertu de
53,2 _1_1
88" TFTT3
LEMME“lOL On a

:Z: JEL—— log = o(log x).

d=x
DEMONSTRATION: D'apres le lemme 8 le membre de .
gauche de l'assertion est égal a

Zﬁégl{ b _+°1+t(£)}’

‘d=x

-2 3 Z/A<d>+c Z»ﬂ— Z A o)

(nous agon's posé dn=m). Le premier terme est en
vertu de (2) égal & 1 et le second terme est
d'aprés le lemme 7 en valeur absolue <]c‘

de sorte qu'il suffit de démontrer

ZZ: 1 ,E(—)r— o(log x)

Posons y = xP. ou 1'exposant P <1 dépend de x et
tend vers 1 assez lentement pourque xl—ﬁ crofsse
indéfiniment avec X. Pour les nombres d = y on a



- _‘_9 =
.0
x* 7/, de sorte que ¢ (= ) t-nd vers zéro et que

2 contribution de ces nomorp. d eat egale a
l
z = o(log Xx).

lLa contribution des nombres d tels que ¥ <.4 =

possede tout au plus l'ordre de grandeur de
1

y<d =X d

et cette somme est d'apfés la premiéfe partie du
lemme 8 (appllquee deux fois, la second fols avec
% au lieu de v) approx:mat1v>menu égalie a

z x - log y = (1- /9) log x de telle .accn que

{%;
y < GEx .
obtient le régul tat voulu, puisque l—f? tend vers

% - (1-p) log X tende vers zéro. Ainsi on

zéro. 2
EEMME_ll.Un a pour chaque nombre naturel k
7 u(a) T(F
Q k e
DEMONSIRATTION: Fa vertu de z(m) = 2 1 le membre
dyfm o
de gauche de 1l'assertion peut &tre écrit sous la
forme
7 #(4) Z: 1=2 2 ey
1!-& da,

La contrlbutlon des diviseurs dl<:k de k s'annule
drapres (2) et la contribution du diviseur k est
égale a 1.

LEMME 12: On a 2(d) 1552 X = 2 1og x + o(1& X).

=
d
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DEMONSTRATION: D'apres le lemme 9 (appliqué avec
y = %) le membre de gauche de la formule & dé-

montrer peut s'écrire sous la forme

QZ-&(%EL {Z—Z—élﬂz- -c log%—04}+o(log'x)
d=x <X > .

(Voir la remarque & p. 32). D'apres les lemmes
11 et 7 le prémier terme égale U + o(log x), ou

v-e2 ) A ng_

d=x
d
donc (posons k = md)
1 k
U=2 z;; % j?: (d) 7( d)
= 2 %- d'aprés le lemme 10
k=x

2 log x + o(log x) d'aprés le lemme 8.

Apreés ces considérations préliminaires nous
passons & la démonstration de la formule de
Selberg:

(%)
X

Z «9— ) log p — 2 pour x —» co

+ X log X PEVR

D'apreés le lemme 6 1le membre de gauche possede
a un terme Dres qui tend pour X - @ vers zéro,
la valeur

log X

Le probléme est donc de démontrer que cette
expression tend vers 2. On a d'aprés la
définition de la fonction f(m)
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7 opm) = 2 7. M@ =LA@ Zhl,

m=x n=x djm . -... -~ O=X

ou h désigne les multiples = x de 4. Par conséquent

:Z 1 est égal,a X 3 un terme preés qui possede une
valeur absolue = 1. La somme :Z: f(m) est donc'}g;

m=
approx1mat1vement égale a .

x . 2O 7 4 10g2§
a=x d=x .
=2 x log x + o(x log x)
d'apres le lemme precedent et lterreur commise est
au plus du méme ordre de grandeur que

Z lA(d)l Z 108 d’ -

d=x .
de sorte qu'il suffit de démontrer que cette. somme
est égale & o(x log X). ‘
Cela est tres simple. La contribution des- ter-

X s s e
mes tels que ;E?T <d = —E’ ou k designe-un

entier = 0, est au plus (k+l) Ji{,'puisque
-
le nombre des termes est au plus égal a J% et

2
que chaque terme est = (k+1) . Par conséquent la

,somme consideree est 1nfer1eure a
Z gk+1) X Z gk+1)
=0 2 k=0
donc au plus de 1l'ordre de x.
De cette maniére la relation fondamentale de

Selberg est démontrée.
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APPLICATION DE LA FORMULE DE SELBERG.
Dans la partie suivante de cette &tude nous

emploierons en premier lieu 1a formule de Selberg

50T A (x) 2 X
- * % Tos = gé;% 4;(5) log p — 2,

en outre la formule

1 log p
m ;T - 1 pour x — o0

(démontrée dans la remarque adjointe au lemme 3)
et finalement le fait, démontré dans le m@me
lemme, que 5i§51 posséde pour x > 2 une limite
inférieure positive. - .

Nous obtiendrons méme 1le résultat suivant,
qui est plus général que le théoréme fondamental de
la théorie des nombres premiers, savoir:

Considérons une suite de nombres P1sPss e ey
ftous 21 telle que la somme

étendue & tous les nombres p = x figurant ans

la suite P1sPps .., posséde les propriété-

(1) 242 0 1ee b pour
P=Vx p '

x log x
X— L0,
et ¥
(5) lim inf f:_}((-??l >0
X —
et que

(6) —I__ :Z: l9%—2-—->1 pour x —s 0o
P=X



= 23 -

Alors on a ét%ﬁl—al.pour X—> 0 .

Strictement la condition (6) est superflue,
puisqu'on peut démontrer que (6) est conséquence
de (%), mais pour obtenir ce résultat un raisonne-
ment long et compliqué est nécessaire. C'est la
raison pour laquelle nous préférons admettre
également (6).

Dans la suite nous aurons seulement le droit
dtutiliser les relations (%), (5) et (6) et le fait
que les nombres p sont tous z 1, donc log p £ 0. Un
trait remarquable de la démonstration suivante est
qu'elle est directe et que 1a condition (5) est

seulement employé dans la toute derniere phrase.
X

La formule (4) de Selberg nous apprend que —

est borné,de sorte que les limites

A = 1im sup.£%§5l et a = lim inf. ﬁi%él
X— 00 X—> 00

existent. On a O = a =A. La formule £t§§l-—»l
veut dire que a = A = 1.

Commengons avec le résultat partiel suivant:
LEMME 13: On a A+a = 2.
DEMONSTRATION: Il est possible de faire croftre x
indéfiniment de telle fagon que XX tende vers A.
3i & désigne un nombre positif fixe, on a
41(%) > (a-d) %-pour chaque nombre x suffisament

grand et pour chaque nombre = Vx, donc

2 ZZ é;(x) 1o > 2{a-d :Z log p
e = gp =
X log X pEVX P log x DEVR jo

Le dernier terme tend vers a-d en vertu de (6), de

sorte que la formule de Selberg nous apprend
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A+a-4 &2, Ceci est valable pour  chague
nombre J positif fixe, donc A + g = 2.
Si 1'on change A et a dans ce raisonnement
et on remplace d'par -d et le signe > par < N
on trouve A + a 2 2, doric A + 4 = 2,
Dans le reste dé ce raisonnement x ecroft in-

(%) tend vers a4,

définiment de telle fagon que
et le nombre d désigne un nombre positif fixe.

LEMME 14: Pour chaque nombre fixe A >a on a

1 log p
Tog x-Z?Z:, ) — 0,

si ZZ; est étendu aux nombres P = x tels que

@) 2,

REMARQUE: Le lemme 12 est un théortme de compen-

sation: si & (x) est grand,.4¥(%) est petit
pour "presque" chague nombre p = x.
DEMONSTRATION: On a

ZZ:fﬁF(g) log p = ZZ;: log p log q

-

DEx PQ=x
= z__ A (X log p + Z A x : )2
p=vi P =vx v (3) log q - (52;% log p)
=2 :EZ: (%) 10g p - (%(vx))%, ot p et q

p=Vx p

sont des éléments de 1a suite P15 Pose--

Le dernier terme possede au plus l'ordre x en
vertu de la formule de Selberg (appliquée avec
VX au lieu de x).
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Par conséquent on peut écrire la formule de Sel-

berg aussi sous la forme
(%) 1 X
T R T g;;ng{a) log p- 2.

Si %-est supérieur & une valeur u convenablement
choisie dépendant de 4 , on afg(—é > (a~6')
I1 existe un nombre positif b dependant de u, donc

de d , tel que
Q%(—Q > (a-§ )

pour tous les p tels que %-§ u. Ainsi nous trouvons

’

la derniére inégalité pour tout p = x.
Si 1'on partage la somme 2:: eriZ: etzz:
obtient

1
o (X S log p _4yS> 'log b |
7 (3) log p "XZ, £ P 4 x(a )Z1 £

pP=x
-b Z log p
p=xX

z (a-d) x :z: 12%_2.+ (A -a) x:ZZLE%—B - bAH(x).
p=x !

Si l'on substitue ¢e résultat dans la formule de
Selberg, en obtient

- 1 1ng5
A+a-d + (A -a) lim sup Toe 2 e 2,

donc, en vertu de A + a = 2,

i 1 log p
(A -a) 1lim sup TBE—E'ZZ:, 5 = d,

d'ol suit le lemme, puisque A-a > 0 et J est un

nombre arbitraire positif.
LEMIIE 15: 6én a pour tout nombre fixe «e< A
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1 log p log q -0
2

— ——
°

1og2x 2 P a

siZi; est étendu aux paires de nombres p et q,
figurant dans la suite pl,pe,..., tels que

X & < MK
Vo> 59 =5
REMARQUE: Le theoreme“15 est un théoreéme de

double compensation, Si - (x) est grandjfg-(%)‘
est petit (d'aprés le lemme précédent) pour

p = Vx; q=

"presque" tout nombre p = x, et,GL(—-~) est

grand pour'presque” chaque paire de nombres
S\/— et aq f“/%

DEMONSTRATION Si 1'on remplace dans la formule

de Selberg x par %3 on obtient

Z@* 5q) 108 4.

P log = =

S (Z) = B 4 o) -

La substitution de ce resultat dans la formule de

Selberg fournit

AL (x) = 2x + o(x) -

4y

oo EZ{2+o 1)} 1°g R

A

ou

v 2 L ¢9~(§€) (log p)(log q)

Svix: g= X
p/x,q\p logp

En vertu de (6) on trouve
Ly

p

=
Dans chaque terme de la somme V on a

R

P
2

3

= X4,

— 1 i
p =VYxetgq éV%s donc pq = p?(pq”)2

log p é log x + o(log x), donc ~ Q(X)_‘?E§SZ+

log x

o(x
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Coomg ] T
de sorte qu' on'a /SL(—) < (A+ <5)
si x est sufflsammentgrand. Si‘-'l'on partage la semme
V ‘en deux sommes Z et Zz ,-on trouve donc

v ‘é./xle sl _l_o_g;_g —:—Q%—gf,h;(A+<S )x.

log =
] P . .9
1l Jlogp log g _
2 X D ) a
1
og D .
- (a+d)xi - (a+d -p)x) , —io 108 R 1089
g O % log = P :
o P
ou : ' :
WaZ iy loEP lokd.
PEVX, Q—w 1Og o) g
' ?
. Z ], leg p > log a'_
» pEvE log 2 P EVE 9
og p p 4
Z logp (1° ;
i 5+ o(1)} en vertu de (6)
= D :

1 ]
=g log x + o(log x)

Ainsi nous obtenons
' 1 lo
A(x) = (A% - Tong (A+<5-,c.4)xz.“ == E D

X P
'R p
s . 3 oo a  o(x),
d'ou i‘
10g p log g < =
(A- M)Z e - Tog % (A+d -x).
1og X )
. 1 log p log q < N x&gxz
s k= T o A+ d s + o(1).

\l Sl
ng
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Par conséquent_

f*(A-/“—) lim sup l2 Zz 105 R logg1 q __<._<5':
. log™x

d'eli résulte 1le lemme, puisque A- cc > € et que

J est un nombre positif arbitraire.

FIN IE TA DEMONSTRATION: Soit & un nombre positif
qQuelconque tel que 6a < A et seit 1le nembre
pesitif J si petit que

- (7) A -ac 2 d6 + 24

Censidérons la somme

S _:Z: leg p leg q ZZj log r
- L P T q 4 r

ZZS" est étendu dux paires des nombres p et q,
figurant dans 1a suite pl,pe,... tels que

S VE; q S VE. 2 N; QX)) 2 (451X
PEVE aFVE pazN; &) 2 (4 )

ou N désigne un némbre naturel fixe quelconque;

4 st étendu aux nombres r figurant dans 1a
Pa <

suite Py p2,... tels que T < r= 6pq.
Si 6 =1, la somme 4 €3t naturellement &gale 3
zéro. '

én a pour chaque terme figurant dansZZZa

r=6pq = O‘p% (pqe)% = Gx}‘?x% =€>‘x‘§F = x
81 x est suffisamment grand.

S1 x est suffisamment grand, teus les termes
dezz:4~ satisfent § 1'inégalité

(8) () 2 (as §) =

Cette inégalité est évidente pour 1les termes
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avec r = pg,>car alors on a

92 2 S (E) = (a-4) g5 = (a-4) X 2 (a4) =

Gr
en vertu de (7).
Considérans maintenant les termes avec r > pq.
Si 1l'on pose %-: u et g% = v, “on obtient u < v S '6u.

3i 1l'on remplace dans la formule de Selberg

(log x) & (x) + 2 :Z;;;é;(%) log.p = 2x log X +
o p=E VX + ¢(x log x)
x par v et par u, on obtient par soustraction
(log v) & (v) - (log w) A (u) £ 2v log v - 2u logu +
+ o(u log u),

donc :
> lecg Vv log v - log u
S () 2 58 u,&(v) - 2(v-u) + 2V =S5 +
+ o(u).

Dans le deuxiéeme membre le premier terme est au
moins & (v) Z (A-4 )v et le troisiéme terme est
o(u), donc ' o
Su) Z (a-d)v - 2(v-u) + o(u) = — (2 -A+d)V +
+ o(u)
s Zou - (a+d)su +o(u) = (a+2d )u + o(u)
en vertu de A+a = 2 et de (7).
Ainsi on trouve, si x est suffisamment grand,

A E) = F(w) E (ard)u = (ard) %

de sorte que (8) est valable pour chaque terme-de

7y
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Par conséquent ) L
1 o ©
g = 22 OE r :Z ) gip § q,
= .
Fz@+d)y

]

thZ; est étendu aux paires p et g telles que
p = VX; Vp 5—pq<6r

Ainsi on obtient

/., &R logq<§Zlong log q

P

q<'——‘

=& Z: (log p)&(—b—r-)

log p <
1 =V P 2

=

<cC

Dans ce raisonnement cq et 02 désignent des con-
stantes positives convenablement choisies.
Par conséquent

S = c, leg x ? log r _ o(loggx)
(9) ( : ) @*5)§
d'aprés le lemme 14, _
Introduiscnaﬂmaintenant‘la somme
T = 2 log p log g
p= VX; q§\/—§; pg2N P a

qui est au moins égale a

Z log p Z log ¢q

VNZps vx P sq=vx ¢

Chacun de ces deux facteurs a, d'apres (6),
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ordre de grandeur de luﬁ x, donc
) T > 03 log X,
ou Cx est un nombre positif 1ndependent de x.

- - - }

Si l'on pose
log p log g log p 1og q R
R + .
T/, 59,7 lo o
chaque terme de la derniere somme satlsfait a

pEVE a=\/F e

de sorte que le lemme 15 nous.apprend que‘cette

somme est égale a o(log2 x). De cette manigre nous

trouvons log p log q 1~ 1 2
] . o
L B —q 2 %%

si x est suffisamment grand. .

Pour une valeur fixe de X on consideére les .
paires p et q figurant dans la sommezzz: pour les-
quelleszz: log L prend la valeur mlnimum,ua, ou L
dépend alors de X seul. o

lo lo 1 2
Done g Q/LZZ:3~ log p log g > ey log x.

P a
En comparant ce résultat & (9), nous obtenons
=7 logr
(10) A =Ly = — 0.

Par conséqueat & tout nombre positif & et a tout

nombre naturel N correspond un nombre & = pq =N

tel que ) 2 log r ¢ ,
G
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Si N, donc aussi t est suffisamment grand, on a

A (6t) > (a-e)6t et .«9-(%3-) < (A+e) =

donc (a-¢)s - éi£~<86
Cette inégalité vaut pour chaque nombre positif
€, d'oll suit a6 2 - p £ 0.
Ainsi chaque nombre positif 6 tel qQue a6 < A

satisfait aussi & 1'inégalité a & 2 = A. Ce résul-

tat ne fournit rien de nouveau, si a = C, mais
appliquons maintenant le fait que lim inf étéﬁl
est positif, c'est-a-dire que a est positif.
Chaque nombre Gk:é-possede la propriété 6’2
Si 6 tend venséy on obtient ( )2 gw donc
é £1, d'ou sult A=a=1, en vertu de a = A et
A +a=2. ‘

A
=

Remarque (Voir la premikre formule & p. cC).
En effet, appliquons le lemme 8. Ia contribution
au dernier terme des valeurs < —= _ de d est en

log x
ve.,tu de g-; log x égale a
%;?i % = o{log x) et la contribution des autres

valeurs de d est au plus de 1'ordre

= = = log x - log TE)%E + o(log X)

o(log x).






