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• 

• door .... 
' 

Dr J. Hemelrijk Jr • 

Bij de definitie van de rangcorrelatiecoefficient~- van 

Kendall v1ordt, evenals bij -vele and ere parametervrij e methoden, 

alleen de volgorde van grootte van ~~n of meer series waarnemin

gen in de beschouwingen betrokken, te.rvrij 1 de groq,tte der v1aar-· 

neminge.n verder b1.1i ten beschouvving v,ordt gele.ten .. Di t heeft het 
• 

nadeel, dat in vele gevallen slechts van een gedeelte der gege·~ _ . 

vens _ · .. ~· gebruik v1ord t gemaakt. Da .. art egenover sta£:.t het voor-
• 

• 

deel van een zeer algemene geldigheid der methoden: ten eerste 
• 

kunnen oak gegevens, vve.arbij redelijkerwijs alleen een .v:o~g:?~f.de 

bepaald kan warden, met deze methoden verwerkt warden en ten 

tv1eede zal het in het a.l.;emeen niet nodig zijn veel onderstel .... 
• 

lingen te maken omtrent de vorm van de in de beschouwingen op-
• 

tredende waarschijnlijkheidsverdelingen. 

Voorbeeld 1: Om de kleurgevoeligheid van een modeontv-,erpster 

te toetsent warden haar een twaalftal schijfjes gegeven, die 

alle blauv:1 gekleurd zijn, me!.ar van licht tot donkerblauvv varie---• 
' 

ren. De objectieve volgorde, van licht tot donkers wordt colo-·-

rimetrisch bepaald. en is dus bekend. De mode 11••ontv-1erpster moet 

de schijven oaar opklirnmende volgorde rangschfkken en men wenst . 

een maat aan·te geven 

haar gegeven volgorde 

het is duidelijk, 

methoden nodig heeft. 

• 

voor de overe~nstemm·ng tussen de door 
• 

en de j1.1iste. 

dat men in dergelijke gevallen rangorde
Omgekeerd zullen daze methoden het ont, .... 

werpen van experimenten 

deren. 

als vermelde vergemakkelijken en be~or 

' 

Voorbeeld 2: aan een aantal firma's wordt, vertrouwelij~: 

de vra .. a .. g voorgelegd,. vstlelk dividencl zij over het lopende jaar 

denken te kunnen uitkeren. Men vermoedt, dater speciaal bij de 

firm.a' s, die een hoog di ,r.i.,J.end verv:1A.("lh_t'8n ~ een !7.C:1{.iAre w .. ~~-:t:At.a.11(1 
• ' . • 

. .. ,. 

• 



best~at tegen het geven van deze inliohtingen en, daar men na 

een bepaalde tijd de binnengckomen antwoorden vtenst te verv1erke.r1 1 

is .het van belang te weten, of dit vermoeden juist is of niet3 
Dit ke .. n men nu uitme_ken, door na te gaan of er een correlatie 

is tussen het tijdstip van ontvangst van de binnengekomen antw
vvoorden en de hoogte van het opgegeven dividend. Daerbij moet 

• 

men echter beschikken over een toetsingsmethode, om de hypothe

se te toetsen, dat het vermoeden onjuist is, d.w.z. dater geen 

verband is tussen het tijdstip van ontvangst en de hoogte van 

het dividend. ·"' 

Het is duidelijk, dat het in een dergelijk geval niet ver•·· 
entwoord is te werken met de gewone correlatiecoefficient en de 
dRarbij beh~rende toetsingsmethode, daar men dan zou moeten 

' ' . 

onderstellen, dat de dividend-hoogte en he~- tij~stip van ont

VB.ngst van het antvvoor.d. een twee d imensionale normale waarschij n--· 

lijkheidsverdeling zouden bezitten. 

Beide voorbeelden, evenals de meeste der volgende en de be-· 
aproken methoden zijn ontleend aan: 

• 

M.G. Kendall, Rank Correlation Methods, London 1948. 

Dit boek bevat tevens een vrijvrcl volledige lijst van de 

li tteratuur over het besproken onderv,erp. 
• 

Wij bespreken eerst het geval, waarbij alle rangnumroers 
verschillend zijn. 

2 ... Def ini tie ve"n 7:. en S. 

Wij zullen de berekening van -c aan een voc)rb eeld demonstre ... ·· 
• 

ren en kiezen daarvoor voorb eeld 1 . Wij ge·ven de schij f j es tv,ee 
,. 

ra gnummers: ten eerste het juiste rangnummer h in volgorde 

van opklimmende kleurenintensi tei t en ten tvveede het door de -

proe.fpersoon aan de schij f j A!=l toegekenflc, rA.n.gn11m.-rr.ei:- B \ R+ 0 1 

de onderstaande rangn 

J.: 1 

B: 1 
2 3 

4 7 
4 5 
2 3 

~~~ers zijn verkregen: 

6 7 

5 8 

8 9 10 11 12 

12 10 6 11 9. 

• 

Wij besohouvven nu alle mogelijke paren s·chij f j es dus 66 pa

ren in totaal en tellen het aantal paren, waarbij de proefper••· 

soon de juis.,~e volgorde heeft aangevvezen. Dit is bv. het eval 
2 .v. k bij de paren met A-rangnummers: 1 ,2, 1,3 , •.• , 1,1 en o 

met bet paar 2, 3 , maar niet met het paar met 1~-rangnummers 
71 7411Ulllr 

2,4 • Dit aantal paren, waarvan de rangschikking juist beoor

deeld is, noemen Vilij R ' . · In ons geval is R= 52. Di t kan men 
.,. ______________ ------·- .,_,,_. __ , __ 
t Kendall gebruikt de letter P,die wij liever uitsluitend als 

waarschijnlij kheidssymboo J. gebruiken. 

• 



het gemak~<elijkst berekenen door, bij ieder der B-rangnummers 

ne .. te ga2.n, hocvec-1 grotcre B-rnngn1~mimer&s er aehter ste;J:- n, en 
' 

ceze ae;.nte.llen c,p te tellen. I-let is d11idelijk, c1at R n1instens 
• 

• 

de waQrde Oen hoogstens de waerde 66 bezit. 

Indien vvij de eerste ripj rangnumrners niet in de natuurlijl{e 

volgorde hebben gezet, dus een willekeurige, maar voor de rijen 

11. en B gelijke, permutatie op bovenstaP.nd voorbeeld toepassen, 

blijft de R onveranderd; alleen de berekening wordt ingewikkel
der. 

it ~ 
Hebben wij bv. gegevens als volgt opgeschreven: 

.b.: 1 

B: 1 
• 

3 
7 

7 
8 

• 

2 

4 
5 

3 

12 

9 

9 
10 

8 11 

12 11 

4 6 

2 5 
• 

10 

. :S ' 

zodat de boven elke.ar sta.~nde paren re .. ngnummers dezelfde 

als eerst, dan kan men niet de eenvoudige berekening van 

• • 

ZlJD 

R toe-

passen, die noven aangegeven is, maar moet men direct-op de-defi··· 

plaats staande paren: 

A: 5 12 

B: 3 9 , 
• 

dan zien we, det voor dsze twee paren de volgorde in A overeen

stemt met die in B, zodat dit paar een van de 52 paren is, dat 

een bijdrage 1 tot R levert. Gaat men dit voor Alle 66 paren 

na, dan vindt men weer R= 52. Het voordeol van de rangschikking, 

vvae.rbij de rij .b. of J3 in de nat11urlijke v-olgorde sta:=1t, is 

duid~lijk. De berekening van R kan nog op verschillende endere 
• 

wijzen worden uitJevoerd, die wij hier niet zullen bespreken. 

~£lgemetn k.unnen vve R dus els volgt def inieren: 

ft a 1. ;i~, .. , p~ ~ ••1 e~,-~P~.f?-4* "de r 7 l2 ar.~ ,n, .r.ei.ng~ 1,-"!;mme r,s 4 in I .r. ~ j p ,2 ., yv aP.~:t;"y?zn '~ -~ 
y:qjl*-g9,~d,~, p,97~=p_ ,,gr~,o,~,~,e o,ye,r,een,s~_emt met de vo~go,rde :rz~r _g_..rrq.otte . 

• 

. V: .~:P. ,,,. , ~·-~" " Z>~• v e E ~ .. ~ -9 k o rri"~ ,~ .J.-e~.~". :r a,qg !1,9;~& ~.;: •· .= I?Q S'-! .~ -9 . .,V.: aJn r i j ,, . .A: .• _ 
• 

R bezit de volgende e!g~n~Q.hBE£~,n: 

I. Indien_ae rijen A en B ·t~le.ngte n bezitten,- ligt R tussen 

2 

II.Indien de rijen A en B geheel overeenst·emmen, is lt 

oak het omgekeerie geldt. 

1 n 
2 n-1 ; 

III.Indien de rijen A en B precies tegengesteld zijn, is R=O; 

ook het omgekeerde geldt. 

Kendall wenst echter een correlatie-coefficient te gebruj_ ... 
,~< ,_,.i,u■••"•• 

ken, die tussen -1 en+~ loopt en definieert daarom; 
• 
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1 4R 
b • .-

n n-1 -1. 

~vij hebber1 dus voor'"T : 

Ia: T ligt tussen -1 en +1 . 
• 

I Ia: Indie11 de rij en A en B geheel overeensto.!IllJ.an2..is -C =:; 

oak het omgekeerde geldt. 
• • • 

+1· 
' 

IIIa: Indien de rije:1 ~ en B precies tegengesteld 

-c =. -1; oak het omgekeerde geld t ... 
ZlJn, lS 

• 

Verder gebruikt Kendall vaak de grootheid S, die gede£ini

eerd is als: 

zodat S tussen 

band t~ssen Sen 

• • 

en+ 

gegeven wordt door 

2S - n n-1 • 

ligt, terwijl het ver-

.. 
De definitie t!an S kan ook als volgt gegeven worcJ.en: 

S __ i __ s __ h_e_t_,§ __ ~g~ a 1 M 9.~.?=' -..-... 8:!'. e 9_-_r_a_ .. n-.-ag.n ___ u_mm ___ e_r __ s __ i_n __ r_i_.j..._B--'-2 -~v_a_a_,':f_,v_,?t ___ n_,, ,,_,,, ,._,4__ .. ~ .. ,-·-· .Y_, o_, ,~--," g~ .. ;a,=. 

orde naar g£oOt~~ overeenstemt met de 

de overeenkO!,;~St ig_~ rangn11mmer aren in A, verminderd 

tal der paren, waarvoor dit niet het geval is . 

gr,ootte 
met het 

van 
aan-

• 

._..._,-.__. • ._._ , • ..,._ ____ ,. ANI llU 1, 1 ► t t1l I L IQ T O • 

In voorb eelc1 ~1 hebben vrij dus: S= 38 en -C ... 0, 58. 

3 • De v e rrl e 1:_ ing .:1~!~, . 9.,, .9.n d e;r e en nulh;£P.<?,~ ~~ ~.e "., 

Het belangrijkste voordeel van Kendall's methode ligt daar-

in, dat de waarochijnlijkheidsverdeling 

der de volgende nulhypothese: 

van S ' 
F It .. 

bekend is, on-

vertoQ~~ _g~.~,n enkel verband met 

de rij_ F.~Pei-r-1,~ID:mers Jj. 2 ,dat v..ril --~~egg~n_,_ dat .. JJJij ., g§g~_V_?,,n .. _~)..j, 

*--, .,,_~_e __ ~-~-~-' e_, _, ...,£_, e ___ r...,;.,.m_u_t __ a;;:.:.,,:,.t..:::i;.,,;;;:.e__,,;v-=a:.:.::n~_d::::...;::,;.e._;;;:;,;r...::::.t:.,,,.i..j ., J⇒._ e v en vv a ar s chi ,j fl.+. i j k, _is • 

Voor onze beide voorbeelden betekcnt dit, dat, bij bet eer

ste voorbeeld, de proefpersoon de verschillende kleure.n in het 

geheel niet kan onderscheiden en de schijfjes in een willekeu

rige volgorde rangschikt, en bij het tweede voorbeeld, dat de 

volgorde van ontvangst van het antwoord geen samenhang vertoont 

met het dividendpercentagec 

·----- ·,0111 ---------- i 
~ .... , • a • -"1 ~..-. a r _.. 

• 

'· S wordt in deze paragraaf als een stochastische grootheid be

schouwd; di t stochast isc.he karakter geven vvij aan door onder
streping ~ Niet onderstreepte letters geven niet-stochastiscbe 

grootheden aan, bv. door stochastische grootheden aangenomen 

wa.c:.rden • 



5 

Voor kleine waardon van.n kan men de Y~!de!ing exact bere

kenen met behulp van e:-;n recurs ieformule. 

Stellen wij dat S de 

v1aarrJ.e S aanneem·t, vvanneer de ri,jen .A. en B de lengte n hebben, 

voor door: 

p 
' 

en zetten v;1ij de rij A stee,:is in de natuurlijke volgorde, dan 

hebben wij voor n=2: ,. 

p S= 
-

P S= +1 
- 1 

' • 
• 

zoals direct duidelj_jk 
• 

• 
lS • 

G-aun v~1ij nu op n=3 over, dus nemen v1ij er het rangnummer 3 
bij in de rij B, dan is er, 

heid, dat dit op de eerste, de tweede of de derde plaats komt 

• 

te staan; dit betekent dus, dat het gelijke kans bezit om in een 

van de drie open plaewtse.n linl\s van beid 13 rangr..tummers 1 en 2, 

tussen beide in, of reoh~s van beide terecht te lwmen. Komt het 

geheel links terAcht, dan neemt Smet twee af, geheel rechts, 

dan neemt Smet twee toe; kom~ ·het ertussen, dan blijft S gelijk. 

Wij kunnen dus de verdel ing -r1oor 11=3 ui t die voor n=2 afleiden 
volgens de fo~mule; 

6 P S S 

-~P 

Nemen vvij bv. 

van het twee1e lid 
-

7 

Voor :3=

vinden vvij 

8 p s .. .,... 

1 - -
"P s S, 2 + p ~, .. C'f 2 + •• ii ' u ,,. .... ~-I 

__) ··- ..--
• 

S-- S·+-2 H ~ 2 • -'! 11 U 0 

S=-·3, dan is ,,r:ilgens 5 ·ran de drie 
" alJ.een de laatste ii O, en wij vinden 

• 

- 1 1 1 
-- .., "' •• "' « •• 1 •• .., 

3 · 2 • 

.. , · 1 3 
1 

: '.'l ·,3 0 

De algemen • reGur;:iAformule luidt: • 

1 
.n-t-1 

"\J::; 0 
t"Q 111W' 

. 

S ... ,n+2V T • n 

v·Ljze vvorden afgeleid. . 

-

termen 

, dus 

en kan op dezelfcl.e 

In f iguur 1 i:,:5 de verdelin~ van S voor enkele waarden van 
' 
' 

n getekend. : 

. 

' 

' ' 

• 
• 

• 
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figuur 1 

Verdeling van S~ 
9(1 

b 

• 

.... 

De exeotA ,rerdelin~ 7Pn S 
• • 

onrj er hypothes e 

• 

H is door (,) 

Kendall b6rskend tot n= 10 toe en door de Rekenafdeling van 
bet Mathem~tisch Centrum verder tot n= 

men een gedeelte van de resultaten van 
40. Op bijlage 1 vindt 
deze b~rekeningen van 

de rekene .. fc.elir:g in een tab el sam8ngev.?t. 

Tie verdel ing van e .. bezi t de volgende -~~g~-~-f3ch:a.E.P~.f:l: 
• 

a . De ,,err .. ~eli.n~ _;_2 eymmet:risch ten opzichte va .. n O. Indien 

we2rden aannemGn. 
• 

oneven 
• 

b • De verdeling nader~ voor n ➔ oo·tot een normale verdeling 

met gemiddelc1e O en sprei1lingskwadraat 

liif ,· i "L.. • • t. ::i t · c1 d 1 . D 
"'' .• {.

1 e.'t;v1 __ 0 z+an. eer2 .. c.1.e s mme rie ve .. n e ver e 1ng. aa.r·-·· 

¥~ -.;..::; denken wij ons rij A weer in de .t1Ett1J.1J.rl.ijke volgorde ge-Y• 

plaatsto Bij iedere rnngschikking van rij B beschouwen wij nu 
de tegenovergestelde ra.ngschikking, die ontsta.et, als we r_·:~j 

B achterstevoren leggen. Door di.·t achterstevoren leggen vern•• 

andert S va1.1 teken, maB.r J.1.iet v ... B~n grootte!> dae:.r het teken ,,an 

de door een v-v~;.1_:1 ~k.e1irj_g paA .. r geleverde bijdrage tot S van te--

ken verP.rider--L. Hieruit volgt cle symmetrie va..n de verdeling van 

Sten opzichte van 0~ 

De tweede Gl~!der a genoemde eigenschep volgt hieruit, 
' 

dat iedere r·a.11gPa11.ikking van B ui t iedere and ere verkregen 

kan worde~ door achtereenvblgens verwisseJ_en van paren elemen-



ten van B. Bij een dergelijke verv.Jisseling verandert echter 

het teken van de door dat paar geleverde bijdrage, zodat S 
met 2 toe of a .......... eemt o 

Het bevrijs van de onder b genoemde asymptotische norma

liteit zullen v1ij niet geven, daar dit nogal ingewikkeld is • 
• 

vVij geven vi:el een schets van de §.fle,~~ir+g,. ~~!! ... -,v:erg~,l~j?~.PB. 
10 voor de S£reidin~. 

Hiertoe voeren wij d8 volg&nde notatie in: 
... 

1 a .. · 
l.J 

+1 resp. -1, indien het rR..ngnummer, dat .e op de 1-

plaats in 

volgorde, 

is . Voor 

rij A staat kleinGr resp. grote·r is 
st 0.r n d e r ~1 n c;n • lrrim er • St a at r tL. ~j .A 
1:J.nn is dus e .. . = 1 A.ls i <. j is en 

lJ 
i= j definieren wij a .. = 0. 

1J 

in de 

a ·-• • 
1. J 

het op d.s 

nn.tuur l i.j ke 

-1 ~11s i > j 

2 

B • . 

Een PnnlngP ~efinitie geldt voor b .. 
lJ in verband met rij 

• 

3 Ilet symbool L , zonc~1er aand1.liding van somme.tie ~indices, .. 
g6eft aan, dat over alle wn2rden d~r indices gesomrn6erd worjt. 

4 Het symbool r', zonder a.£'.nuuidinc ve.n sommatie-inclices, 
gBeft aan, dei.t over alle indices gosommeerd \vord t, m8.ar dat 

daarbij alleen die termen genomen warden, we2rin Vtr~h~~~~n 

de indices verschillende W8~rden bezitten. 

-· . • 

11 

rl .-· f i Y) j_P.~8Yl tens lot t 6: 

en heb·ben cle .. n 

C· .= a .. b .. 
lJ lJ lJ 

C= LC. ·= lJ 2 S, 

zo?ls direct uit de definities van o•. en S blijkt. 
ifJ 

H011nc,,._ ~11~j ~i.~ A v1eer in ,j,e natu11rlijk€ volgorde, dan g 

geldt: 

• 

en 

d;:.ar 

2n+1 

• 

a .. = 
. ----\ J.. J 

• n-l i-1) = n+1-~2i 
-1-:::. 

2 .__ a .. = n n-1 , 
J..J 

2. 
CD .,. . . _,,, 

lJ 

1 als i 

als i 

j 

• 
·1 • • 
f 

• 

. 2 1 
---- 1. n n+1 2n+1 

¼.-~ \ lJ 
.A,2 4·,· . .,., ,.,.2.) 

rl ·+- I ;' ·- , l J.1+ 1 • -~l.1-) t 
' - ~- / . ;· 

~.- y, f y, + ~ ~ 2 ·- A~ n ...1-1 ) 
. ·~ ' ..... -· . , .,, ,.. . . • • • • 

3 

• • 

2 n+1 

• 



• 
• 

Ge.vBn vie Vtriler, met het syn1bool i het gemiddelde C)VE-r 

alle r1! permuteties vnn de B-rij ean, dan is, zonls boven 
bewe;zen 

......... C= 0. 

Hierb ij ve.l t op te merken, ,1at vvifj nu c= 2S als een sto

chastische grootheid beschouwen, waarbij wij aan ieder der nl 
permutaties van 

toekennen dit is precies 

b .. zijn nu stochastisch zij ncmen ieder de w~e.rde -1 of +1 
lJ 

r.an, m~ar dear de A-rij in de natuurlijke volgorde vastgebou-

den wordt, zijn ne a .. 
l.J 

TGr bcrekening van_ 

te.l t er1nen: 

2 

• 

N1.1 is echter 

' 

vgl. de definiti& • 

ac-,.n .... 
7 •t 

zeals direct uit de definitie volgt, dus is: 
• 

en 
·, . • 

• 

L 
• 

dus is: 

Derhalve • 
J.S: 

--

• 

berekend ~rden. Daar hierbij het symbool ~ de bBtekenis heeft 
m~·.al de som van de w~arden, die _ al.le permuta-

t ies aanneemt, is 

2 b ... = 1, voor ........,. - lJ 

bij ieder der permutaties 

Vorel er is: 

2 b •· . = 
l.J ' 

iedere .i en j met i j, daar 
• 

1 is. 
• 

voor iedere i,j,k en 1, als 

i,j,k en 1 vt.:.rschillend zijn. Immers bij iedere pern1utci.tie is 
.e en J rangnumrner ver 

• , 

• 



9 .. 

wisseld zijn, zodat de bijdr2gen tot de som elkaar, wegenG 
• 

h£t t6gong6stelde tekcn, oph6ffen. 

ingewikkelder. In pla~:·~ -1.J ■ oz · 

van het permuteren d~r r~ngnummers v2n rij B, en het in hat 
;:..) e e , 

kunnen wij oak op alle mogclijke wijzen 3 verschillende plaai;~--
. ' 

sen a~nwijzen en vervolgens de bijdragen van de op die plar.·t~--·· 

en vervolgE.;ns delen door het aantal wij zen, v1ae.rop vve deze 

3 ple.atsen aan kunnen wi,jzen. Het maakt echter geen versch~ .. ' .. ; 
of wij dit in de B-rij in e6n vnste V(,lgorde, dan wel in d0 

A·••rij doen, dear bcide de rangnummers 1, ..• ,n beva .. tten. De 

eerste plaats kunnen we op n wijzen kiezen, de tweede ver~~ 
• 

volgens nog op n-1 wijzen en de der,1e op n-2 • Bij een 1,~:-·'· 

paalde keuze krijgen 1p1ij _ _ e0.;:1 
• 

term van de vorm: 

• 

zodat wij vinden: 

21 

1 

' 'Y\. \ 

voor iedere i,j en k, met i 

Dorhalve v1¢rdt: 

Nu is vgl. 

' 

dus 

• 

\ 

• • 

, 

j k 

-4 f'i'\. --
')... 

<n. '"t _ ~"" ~ ~ -'r ~f"t\ l t'Y\-' = 
~ \ (Y\ - \ ) \ r\'\ - ci..) 

• --

• 
1. 

Dear c··· 2S is en _ S 0 is, is dus: 

• 
-- ,s 

Wegens 3 is dus 

~lc:vn_+s) ,. 
~cYL(tn-\) 

• 

• 

·• 



10 

4. q:'_0 11~~~ ~~g yen ~~. ,.fl-~~~Yl?~~.!l~se. 

Op grand van de resultaten van 1e vorige peragreaf kunnen 
wij nu 

den resul t~t;.t. Vvij zullen di t a~.n VC)orbcGld 2 toelichten vgl. 

1 • 

Stel, dat in volgor,Je ven het tijdstip ven ontvangst van 

het entwoorJ de volgende percentages warden opgeg6ven: 

6 8 81 
2 9 10 5 

zoc:le.t de tv,ee rijen rangnummc:rs zijn A>voor tijc1stip van ont

vangst en B voor het rlivideni'Jptrcentage : 

A: 

B: 
1 

8 

2 

6 

dan is r:lus 

3 
5 

4 
9 

5 6 

15 1 

7 8 

2 7 

9 10 

10 4 

R= 7+8+8+6+0+9+8+5+4+5+2+1+2+0+0 
. 1 

dus 8= 2 x 65 - ~ = 25. 

11 

11 

65 

12 

13 

13 

3 

14 
14 

#, • 

15 
12, 

vVij zien in bijlF'ge 1, dat de overschrijdingskans, beho•, 
• 

rende bij deze waarde,> 0,10 is, zodat er geen reden is, aan 

te nemen, dat de hoogte ven het dividendpercentage invloed uit

oefent op het tijdstip van de inzending van het 8ntwoord, te 

meer niet, daar deze overschrijdingskans ~~nzijdig is, zodat 

de tweezijdige > 0,20 is. 

Om ook ~e benade~~ng~m~~P.9.£~, berustende op de approxim~tie 
' 

ve~n ae verdeling van S met een normale verdeling met gemicldel•·-

de Oen spreiding 23 , te illustreren, berekenen wij de over-· 

schrijdinesk~ns ook op die wijze. Wij vervangen a~arbij dus de 

discontinue V6rdeling van S door een normale verdeling met ge

mildelde Oen, in het onderhavige geval: 

0-2= 

dus ~= 20,2 • Derhalve is 

25 s 
crs 

en de, in een tabel ven de normale verdeling opgezochtc, 
I' .,, 

een-· 

zij dige overschrij d ingskans bedraagt c,ngeveer O, 12. 

Continulte.~.~gcorrectie. Bij de benadering v·an een d1sct:'e•· 

te waarschijnlijkheidsverdeling door een continue past men va~k 

een zogenaamde 1'continulteitscorrectie'' toe, die dP.aruit be

sta~t, dat men niet de gevonden w~~rde vnn de toetsingsgroot••·· 
heid gebruikt, maar het gemiddelde van deze w~~rde en de meest 

nabijlP-:ggende vva2.rcle aan de zij•:·le van het gemi.1del 1:ie. In dit 

. 



1948: 

1949: 

• 

geval houclt deze correctie dus in, ri:J.t men ·ie e(,bsolute wei. 0 .:.." de 

VP~n de gevonc1en· S met 1 vermindert, daar ··S alleen -even of 

alleen oneven wa~raen aanneemt. Wij zullen hier niet op de 

achtergrond van doze correctie 

beeld betekent het, d~t wij in 

ingaRn. In bovenste~nd voor-

25 S vervangen door_ S-1 
.. 

• 

dus 25 door 24, hct3een 

geen verschil mn~kt. 

vc,or het resul tar~.t van de toet-s . 
... 

5 G~~i;j,ke rang~}l:Ill:mers. 

• 

Ook het geval, dat er onder de rangnurr1mers gelijk_e voor-

kon1en, is door Kendall en 8.ndere or1derzo_e_ke_rs bescho1.1.vvd ~ Ge•

lijke 1.,angnurruners Engels: '1 tiesi' kunnen voc.)rkomen: a. doorr·- __ .. _ 

dat bi,j een subject ieve beoordeling ener volgorde tussen tTvvee 

of .meer der be.scno1.1v1de objecten geen onderscheid v1or·dt ge

maakt, en b. doordat onder een aantal quantitat:Leve .w::·~..rJrlr0:·rhf~:·: .. 

gen gelijke optreden. Doordat de aan dit verschijnsel verbon-
• 

den moeilijkheden grotende8ls zijn opgelost, kan de metb~de 

d er rangcorrelat ie ook op d i.screet verdeelde stochast iscJhe 

grootheden en op gegroepeerde waarnemingen viorden toegepas·i,;. 

In het volgende 'i1rorden de res11.l tate.n de.r .g_eno.emd.e -onderzqe"'· 

kingen zonder bewijs gegeven. 

Indien aan twee of m.eer dt3r objecten van een rij gelj.jke 

rangnummers warden toegekend, geeft n1en a~. deze obj eaten 

als ra.ngnummer het gem.iddelde van de rangnurnmers, die zij te

zamen in beslag genomen zouden hebben: 

Voorbeeld 3: Volgers a~ :~v"✓TarLaaltrerelagen van het Buraau 
•== 

• 

van Statistiek Gcir Gemeents Amsterdam zijn er in de verschil-

lende maa.nden van de jaren ·1948 en 1949 de volgende aanta.1-· 

len t•Baldadige 8..larmeringen Q waarop de b~andweer is ui tgerukt tt 

gevreest ~ 

Jan Feb Mrt Apr li1C ),_ 

1 5 1 3 6 
• 

1 4 1 2 1 

Ju.ni. J1,1li i'l-V.g 

4 5 • 8 

3 4 4 

-

f:1ept . Oct No\~ 

12 2 ': 3 

5 1 3 

...- ...... , ...-.-. 
I ,. • • ,,.. • ...,· V 

2 

4 ,, 

naar onl<-1 jmmendP. grootte van dit s.s:_Q-· Bij rangschikking r 

tal, zijn in 1948 de maanden Januari en Ma.a.rt gelijk r~:.t~ :~:: .... -,_~}~··· 

gen, daar zij het kleinste e¥B.ntal vertorJen, beide het rang,, .. 

nummer½- 1 +2 .. 1 ~ • Octooer eh December volgen, met rangnu_·m···-

mer ~ 3+4 =3 ~ , enz. In 1949 ~rijgen de m2anden Januarj_, 
. '. ,· -- \ . . 

1viaart, 1v1ei en_ October alle vier het rangnummer L\ t 1 +2+3+4.1 ·-· 
• 
• 

ktijgt r2ngnummer 5, enz. 
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~'f/ij krijgen dan, als wij de mR::~-.r1den voor 1948 in opklim

mande volgorde zetten: 

Jan 

1948: 1 ~ 

Mrt 

2' 
'lt 

Oct 

3~ 
2' ;.. 

Dec 

5 

Nov 
5\ 
6\ 

Juni 

7 

Feb 
8\ 

9\ 

Juli 
8-\ 

1, 

9 ~ . 
• 

IVIei liug 

10 11 

2~ 

Sep 

12 

1 2 fJ 

De waarde van S wordt nu op de volgende wijze berekend~ 

indien van een tweetal ender elkaar staande paren ~~n der pa

re-n rangnurr1mers of beide 11it twee gelijke rangnummers be

etaat, is de bijdrage tot S gelijk aan·~o. Dit is gebaseerd 

op de gcdachte, dat men beide mogelijke rangschikkingen van 
de twee gelijken bescho1.1wt en het gemiddelde van de dan ver

kregen bijdragen tot S als bijdrage neemt. Deze mogelijke 

rangschikkingen hebben echter steeds O als gemiddelde, dear 

steeds de ene een waarde +1 geeft en de tegengestelde de waar
de -1. 

Indien wij dus in ans voorbeeld S willen berekenen, geeft 
bet paar Januari-Macrt 

eens, Januari-December 
een bijdrage 0, Januari-Qctober even-

• 

tot en met Januari-Juli geven +1, Ja-• 
nuari-}/Iei weer O; en Januari-Augl:i.st1.1s en Januari-September +1. 

Vervolgens vergelijkon wij Maart met alle erachterstaande 
• 

maanden~ October en Moi gevcn weer Oen de overige +1. Zo gaan 

wij door; de ecrste bijdrege ~1, die wij ontmoeten is die van 

het paar December-April. Wij krijgen, bij deze successieve 

vergclijking van allc maanden met de rechts daarvan staande 
maanden: 

Januari 

Maart 

October 

DccE.mber 

April 

NovE:mber 

Juni 

Februari 

Juli 

Mei 

Cl • 
• • 
• • 

• • 
0 

• 
• • 
• 0 

• • 
• • 
• • 

• • Augustus 

September: 

• 

zodat S --· 33. 

+8 

+8 

+7 

··4+1 

+5 1 

+4 1 

+4 1 
• 

1+1 

1+1 

+2 

1 

o, 

,_.. 1 

,,., 

•• 

3 

+4 

+3 

+3 
0 

0 

• 

• 

• 

De waa.r_schij_nli_j_kheidsverdel1ng van S onder de nulhypo"· 
·--~-----·--·----~~---------------· --

lijk van 6lkaar zijn, is nu weer van veel belang. 

• 
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Het optrcden der gelijkc rangnummE;ra verandert dez8 v,aarp, 

schijnlijkheidsverdeling echtt=r. Zij is voor ec:n aantal ge;:,, 

echter va~n de stelsels gelijken in i.ader der rijen rangnum,·, 

mers afhangt, is etn enigszins volledige tabellering nauwe-
' 

lijks uitvoerbaar. Sillitto gceft tabellen tot n 10 toe, 
waarbij tweetallen en drietallen gelijken in beide rijen 

warden toegelaten. Daar wij in ons voorbeeld n=12 hebben, kun
nen wij deze tabellen niet g6bruiken en moet~n wij volstaan 

• 

met een b~p~d~£!R6 van de verJeling vah S. De verdeling van 
Sis, evenals wanneer er geen gelijken zijn, symmetrisch t.o. 
v. O; dit kan op dezelfde wijze bewezen worden als voor het 
geval, dat er geen gelijke ."'..L.jn • .tiet spreidingskwadraat van 
S wordt nu echter: 

• 

~ l 
26 ~: -- \~ 

fJ.. t, -\- 5) - ~ ~ \ v. - \) l 'l.. l\. + S) + 
\,\. 

+ \ .._ t, \. t - \ ) . L- \...\.. tu. - \ \ 
?... I\'\. \. f\'\_ - \) t u.. ' 

wearin n de l6ngte dcr twee rijen aangeeft en t resp. u 

het aantal van ieder der stelsels gelijke rangnummers in de 
eerste resp. tweede rij voorst8lt. 

In ons voorbeeld neemt t dus a~ v.,anrden 2, 2, 2, 1, 1 en 
1 ~an en u de•w~arden 4, 4, 1, 2, 1. De termen en factoren 

v2n 26 met t=1 of U=1 bezdtten steeds de waerde O, zodat 
formule 26 , indien er g6en gelijke rangn ~~.iers zijn, in 

23 overga2wt. De zoj11ist geno€;.mde VifB.P..rde.l) van t en u geven 
tezamen met n=12: 

dus 

• 

~-b Lt-i 'Lt+ 5) - LJ. ~-,.CJ === 11., .. 
-b 

L '-"'- \. u. - , ) l l-- u. +- s) ~-·· ~- .q . => . , ~ + ~. , .. q ·~ 1> ~ o. 
u.. 

Li:.. tt.-\ lt- ~ -=-o. 
i: 

T t \.t .. , ~ i.;.?...: a 
i:. 

?.. \ 

crs - 18 l~.\\. :l~ -11.-.- ':>~o ~,,. \ ~ \ 
-

-"'' ~ w M'ft·~· ··h 1,_.A •, ~ ':---• ,. : ~. - ~~-r --•!f"l' ,.,, • .,. .. , .• ...,.," ~,,c, ii1"+: 4 :a e ..,.1.,~ ,;:::• 

1 G.P.Sillitto, The distribution of Kendall's coefficient 

of renk correl8tio~ in rankings containing ties, 

Biometrika 4 1947 p. 36 .. 
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D8~r men verder kan bewijzen, dat de verdeling van S, 

indien er geen al te lnnge series gelijken voorkomen, voor 

n~ 10 vrij goed door de aangepaste normale.ver·deling bena

derd v-1ordt, kunnen wij \d1a...pij de waarde~S=3.3 behorende over

schrijdingskans met continulteitscorrectie, berekenen door 
de bij de grootheid 

s -\ 
crs --

be ho rend e overschrijdingskans in een tabel der normale ver-

deling met gemiddelde Oen spreiding 1 op te zoeken. Wij 
vinden dan voor de tweezijdige overschrijdingskans de waarde 

0 ,02, hetgeen vvij st op een sign if ice.nte overeensternming tussen 
de beide rij en. 

Opmerk.ingen: 1 o Eep w,a,.~.r~,ph~'!i.qg. 

tlet is niet overbodig aan dit resultaat een waarschuwing 
• 

toe te voegen. Men zou nl. geneigd zijn te concluderen, dat 
de baloP~igheid, of het goede vertrouwen van de brandweer of 

beide een periodiciteit vertonen. Immers, de toegepaste toets 

beef~ bij dit voorbeeld het karakter van een periodiciteits
toets, met een gegeven periode van 1 jaar. Het voorbeeld 

werd echter gekozen, toen bij de beschouwing van de twee ge•• 

tallen re6ksen de overeenkomst opviel. Deze overeenkomst werd 
vervolgens op bovenstaande wijze getoest. Dit kiezen van de 
te toetsen hypcthese en de toetsingsmethode naar aanleiding 
van een gevonde.n res11l tae .. t is echter zeer riskant, daar men 

dan fE::i+.i=-Jl i.~ 1.{ geen idee meer heeft van de onbetrouwbaarheid 
t. 

van oe toets, die echter zeker niet meer gegeven wordt door 

de gPb1··uikte onbetrouwbae~rheidsdrempel. Dit is niet bezwaar 
lijlt, indien men de methode slechts gebruikt om aanwijzingen 

op t e spor~en voor verder onderzoek, d~t ·.·~ ~] e2e; n-~ov1ij.~ingan · b eves

t igen of weerle6gen 4an. Men dient echter zeer voorzichtig 
te zijn, zolang dit verder onderzoek niet plaats gevonden 

' 

heeft. Wnt de fibaldadige alarmeringen 11betreft, zijn mij nog 

niet alle gegevens van 1950 bekend. De maan·den J anuari en 

MEJBX·~ :'AZA-tAr.1 achter van de eerste 6 me.anden het hoogste aan

tal nl. 5 dergelijke alarmeringen, in plaats van bet la· 
• 

ste. Het is dus zeer wel mogelijk, dat de tussen 1948 en 1949 
geconstateerde overecnstemming een toevallige zal blijken te 
zijn gevieef t. 

2. In een geval als het g~bruikte voorbeeld wordt S be

schouwd als een coefficient van overeenstemming tussen twee 
rijen rangnummers, waarbij het optreden van gelijke rangnum
mer:: n:: V1q~tJ11.rl i ~ke v1ijze optreedt. Men zal dus -c.. weer zodanig 
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¥iensen te definieren, dat,; =1 v1ordt, indien de rij en volledig 
• 

overeenstemmen, oak we~t betreft de gelijken. Kende .. 11 geeft 
• 

Rls algemene vorm van de correl0tiecoefficient de formule: 

-- _,...., 

~ ·~ L~?.,. 
' t . 0.. - . - •'-A --~ ~ 

waarin in 3 blz.7 gedefinieerde grootheden 
zijn. IndBrdaad wordt dan =1, indien de rijen volledig over

eenstommen en -1, indien zij geheel tegengesteld zijn, ook 
indien gElijken in beide rijen optredeb, mits overe0nkomstige 

paren in beide rijen gelijk zijn dus als a~\=0 en b~::!O steeds 

g0lijk optreden. Zijn er geen gelijken, dan gaat 27 ov~r 

in formule 3 van blz. 4, £ de oude def initie van -c. Worden de 

aantallen gelijken in d0 beide rijen weer aengegcven met t 
· voor de eerste en met u voor de tweede rij , dan kan men 

• 

27 ook schrijven als: 

-----------·-------·---

• we.a_rin 

~\ - -l \."t-\ 
t 

en 
• 

\' -

is~ In ons voorbeeld v,;e,,s 8=33, n=12, 2T 8 e.n 2U::26,<lus wordt 
bb -c ~ .• . ·:- ., " 0 , 5 8 'I 

~ \. l 'l.. - 8 J \\, \ ?v.- 4l. b J 
Beschouwen wij echter voorbeeld 1 • z1.e pag. 

een objectiEve volgorde bestaat zonder g&lijken, 
• 

. . 

1 , waarbij 

deJn is het 

optreden V:J.n gelijken te v•;ijten e"r:n €e11 gebrek 2.an onderscl1.ei-·-

dingsvermogen van de proefpersoon. Rendall raadt aan, om in 
dat geval voor ~ niet formulc 28 te gebruiken, maar formu

le 3, omdat dit gebrek n2n onderscheidingsvermogen dan tot 

uitdrukking komt in een vermindering v~n de waarde van t. Te
vens kRn men dan de gevonden vie.c:.rde van v beschouvven als de 

gemiddelde waarde over ~lle mogelijke rangschikkingen, die 
men aan de gelijken zou kunnen toakennen zonder de volgorde 
ten opzichte van andere re .. ngnu1rnners te vr;randeren • Wij moe• 1

• 

, 

ten er echter op wijzen, dat de boven beschreven toets over-
eenkomt met het gebruik van de in formule 28 gedefinieerde 

~, d£:ar deze toets in feite een voorwa~~rdelijke toets is, 

metals voorwa2rde het optreden van zoveel gelijken in beide 
rijen, als bij het experiment gevonden zijn. Een toets, die, 

ook "-.¥anneer ge.lijke rangnU111:n1ers optreden, 
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overeenkomt met het 

en ZEl ook moeilijk 

gebr1.1ik vnn formule 
" 

te vinder1 zijn, d~2r 
3 is niet bekend 

d~n de kans op het 
optr6den van gelijken bekend zou moeten zijn. Dit is voor de 

boven beschreven toets niet nodig. 

6~ Enkele verdere result~ten. 
:,II • a 

1o Indien uit een eindige collectie ven N peren x., y. , 
]_ 1. 

waarvoor de rangcorrelntiecoefficient tussen de rij der wa~r-

wordt 

genomen zonder teruglegging en van deze steekproef vPn getr~l

lenparen de rnngcorrel2tiecoijffici~nt gelijk Pant is t neemt 

voor V€rschillende steE;kproeven verschillende VlP.-_rdE·n PvfJ.n en 

hecft dus een w~nrschijnli~kheidsverdeling, dan geldt: 

31 • 

-
WP.P<.rin n de 1ii tgebreidheid ve~n de steekproef • is. Met behulp 

hierve,,n kttn men het y-erschil tu!3sen twee gevonden rc.ngcorre-
. a 

latiecoefficienten op significnntiet toeteen., terv1ijl men met 

behulp ve:-n een steekproefw-a·o,r::1e. ~~t ·, een betrouwbe\,e.rheidsin-~ 

terval voor~ kan construeren. Da~.r 31 een ongelijkheid is 

en de in het r~lgemee11 onbel{ende collect ie-groothE id t. in 

het rechterlid voorkomt, is de toets noodgedwongen van een 

ietwat primitief en weinig scherp k2rnkter, terwijl het be

trouv1bartrheidsinterv,::i.l v1ijder is de~n het gev2l zou zijn, in

dien meer over de verdeling v~·-n t bekend was. Men kan vrelis

vv,r-:-·ar de norm2.le verdeling nls een benadering van de verdeling 
•~brui ru 

van t ...... evnr ...... e ze laP.t st e voor n en N ---~ OC)__ tot een normale 

benaderende verdeling nc::dert ,m~9T ·voor de spreiding van dcze --~ 

normA~le ver·deling kent men slechts de d.oor 31) geg_er.TRn bo~.1'"e;1-.. ··· 

grens. 

2. Indien men een steekproef 
tweedimensionale normB.le verdeling ------~------·-·•· ·----·----------- - . --·-·••-·--· 
proef de rangcorrel~tiecoefficient 

grootheid 
\ 

H... '":::. -

• • 

neemt, en van dsze 

t benn~J.t. k~n men ~-.. . 

uit een 

ste€k

de 

ala schctting van de correlatiecoefficient ~ gebruiken~ 
-- - - - - ~-- , ~ - <J"?; I •• ~ .... - ~ "'"lit - - • •l. . • • - ,...,., ............ ,):'W't. '~+f, • I .. """· _..., ... Ill V •• 

wel te onderscheiden van de in 5 met de

zelfde letter aangegeven eantallen gelijken in de eerste rij. 

Vie de t als 

ter. 
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• 

kend. er vergelijking met ne gebruikelijke sch~tting r v2n 

met r wordt de eewone correlntiecoefficient van de steek

proef bedoeld vermelden wij slechts, 
proeven bij benadering geldt: 

n-: . C\. 
\.J ;=- _ o, ~ ~ o.,,.;~ ~ -::::. 0 .A,,•~ ) 

33 -
• 

d~t voor grotc steek-

Dit geeft enig~ indruk ven het verlies ~~n precisie, det 

optreedt, inJien men de norm~liteit ven een verdeling, als de

ze ~~nwezig is, verwr:Rrloost. Dit verlles is veel geringer 

voor ~ =O d~.n voor grotere ~ • 
' 

te behr.ndelen toets van v✓ilcoxon voor het probleem ve.n twee 
steekproeven berust op een grootheid, die op eenvoudige wijze 
uit de r~ngcorrelctiecoijffici~nt k~n warden efgeleid, zodet 

deze toets in zekere zin nls een toepRssing van de bier be
handelde theorie k~n warden gezien. Voor dit speciele gevel 

is de theorie echter door ~ndere onderzoekers OQafhankelijk 

ven de theorie der rnng0.0rrAl~Lie ontwikkeld • 

.... ..__,.. ____ ....... 

•• • . 
• 

<i... ..... 
• 

• 

• • • -·~) 
..... •• 

• • 

-

• 

• 

• 

• 

• 
• 

• 
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• • 

• 

-

' 

1. Inleiding. 
t ; I 0 t ... I 1 7 4 JU .. , J it 

1.1. Definitie van Sen W. 

Voor een eerste orientatie in de methode gaan wij uit van een 
voorbeeld. Vlij ste·:_1.en ans voor een kl·asse met 5 leerlingen, genaamd 

a, b, c, den e. Aan drie leraren A1 Ben C wordt gevr ~ d hun oor 
.e. 

deel over d€ capaci tei ten van de.,, leerliµgen~ .uit, te dr ...,. lcen in rang--• 

nummers. Aan de hand van het verkregen resultaat willen wij vas~
stellen, of de leraren t.et in grate lijnen eens zijn in hun oordeel, 

dan wel uiteenlopende opinies hebben. 
• 

Het v 0 7 .. gende schema vertoont volkomen eensgezindheid -tussen de 

leraren 

a b 
' 

II.l A 5 3 
B 5 3 
C 5 3 ... o 41 fl ................. 

15 9 

' 

C d 

• 

2 ..L 

1 2 

1 2 
' 

3 6 

-,*••·----
e 

- -·-
4 

4 
4 

12 

' 

• 

• 

Wij zien, dat de kolomtotalen sterk uiteenlopen. Het is ook 

mogelijk, dat de leraren minder eensgezind zijn, zeals bijvoorbeclc 
in het volgende geval: 

• 

a b 

II.2 A 5 3 
B 3 l 
C ' 5 4 ... ... 

_,,,.... '1 ...... -~ --· ••• 

13 8 

C d 

1 2 

4 5 
2 1 

7 8 

' 

e 

4 

2 

3 

9 

• • 
• 

He~ blijkt, dat de kolom~. otalen veel d.ichter bij elka-a.1· li en, 

dan in schema .1. 
BFJlt - - ---- ._,, - ,,_.,,. ,,., .... , ~ 411....., 

• 

1 De inhot.~1. ~.-an deze voordrc1ch t is grotendeels ontle end aan 11. G. Ken•· 
dall 1948 1'Rank Correlation methoa_sit, hoo:fds~ukken 6 en 7. 

• 
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• 

Wij komen er zodoende toe een maat te zoeken voor de eensgezinf

heid van de leraren, die a:fhangt van de 1'variatie '' in de lcolomtots.J_e!~·. 

Zo een maat verkrijgen wij, door de kolamtotalen te verminderen met 

hun gemiddelde - in dit geval~ 9 - de aldus verkregen ge~~qucee_;r;~~ 

l{olomtotalen te quadrateren en daarl'la op te tellen. Deze maat a.uiden 

we verder aan met de letter S • 
• 

Wij vinden nu bij schema II.l ; 

s '. 

·- 0 + + oo J , 

en bij schema II.2 : 
0 

4 + 22 .. 

maximale v1a.arde S . _., max. 

+ 
.. 

van S kent, die bij het Indien men de 

gegeven schema kan voorkomen, dan geeft de werkelijk gevonden Seen 

indruk van de overeenstemming. Indien de gevonden 8 dicht bij Smax. 

ligt, is de overeenstemming goed, ligt zij er ver van a-, dan is de 

overeenstemming slecht. Het ligt daarom voor de hand een maat in te 

Deze 

wordt de overeen~temming~coefficient genoemd, en aangeduid met de 

letter W. De grootheid W kan dan varieren tussen Oen 1. De overeen• 

stemming zal beter zijn, naarmate W dichter bij 1 ligt. 
die we ge

vonden hebben bij schema II.l terwijl de S van schema 2 gelijk 

was 
\'v 

•• t• 

aan 22; de overeenstemmingscoefficient 
22 

is dus: 

Vilij zul J_en ons herinneren, dat bij de ''gewone tt rangcorrele.tie, 

waarbij slec. ts twee rangschikkingen voorkwamen, een ra~gcorrelatie~ 
-· .. 

coefficient 'l. werd gedef'ini0erd, die varieerde tussen ,.1 en +l. Deze 

co~£~:ic·~nt was +l als de rangschikkingen volkomen identiek waren 

en was -1 als zij tegengesteld waren. Drie of meer volkomen tegen

gestelde rr~gschikkingen zijn niet mogelijk; dit verschil met de 

gewone rangcorrelatie komt tot uiting in het feit, dat de hier gede-
. 

:finieerde overeenstemmingscoef':ficient v8~rie,e_rt tussen O en 1, in 
·, 

plaats van tussen -1 en +l. • 

• 

1. 2. ~~-~nc,ipe. van .. 4~ . t9_e~sin,gs_m,et hode. 
I ~ 

• 

Hoewel de grootheid 

stemming, hebben wij met 
bleem nog niet opgelost: 

Ween plausibele maat 

de definitie van deze 
' 

• . 

is voor de· Qvereon.-• 
• 

grootheid f ons -pro fr I 

Wij zullen aan iedere gevonden waarde van. '..:•J 
• 

o~ Seen objectieve interp?etatie 
statistisch~ grootheden W of S de 

moeten geven. I·Iiertoe gaan wi j r;1 .:··t ··-u.e 

hypotl1ese H0 toetsen, dat in iBc1 1J:ct::) 
• 
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rangschikking alle permutaties van de rangnummers even waarschijnlij'lr 

zijn, terwijl de rangschikkingen onderling ona£hankelijk zijn. ln het· 

voorbeeld va:'". 1.1 zou I-i<f inhouden, dat de leraren de rangnum mcrs c1oor 

loting hadden tocgekend 9 o:f dat alle leerlingen in fei te even begaa:f'd 

zijn 1 zodat het door de leraren gemaakte onderscheid op het toeval 

berust. 

Uitgaande van de hypothese H0 bezitten Wen Seen waarschijnlijk

heidsverdeling, zodat wij deze letters nu onderstrepen en wij nu de 

kans berekenfJn, dat do gevond~en ,,·Jaarde van ~~ o:f S of eon grotere \1\Jaa~r-
.. 

de optreedt, Is deze kans groot, dan is gebleken, dat de uitkomst van 
het ondorzol.)lc aan het toeval kan warden toegeschreven, zoda .. -t H0 :r1iet 

verworpen behoe:ft te warden. Is de kans echter lclein, dan zal rncn 

niet geneigd zijn, om het resultaat aan toevalsfactoren toe te schrij

ven; wij spreken dan van een ,s?,-,gnt.f=i:-.cante overeenstcmming H0 vvord.t 

dan wel verworpen ~ Als grens tussen si_gn~fica~nt en !liet s~;t!_~fi~~~~~,:~~ 

kiest men zeer vaak een kans 0,05 of 0,01. Deze grens noemen \Vij c1,.: 

? n b,~tf QUW,b~a~h~ i,~ ~dr~,,ll!R~.l. 

Bij de berekeneing van de waarschijnlijkheidsverdeling van W o~C 

§, dienen wij te bedenken, dat de wa':lrde van deze groothedcn niot 

verandert, als wij twee kolommen verwisselen. Dit betekent, dat wij 

de rangschikking i .. · bijvoorbeeld de eerst o rij onveranc_erd kunnen 
• 

laten en slechts hebben te let-ten op de permutaties, die r11ogelij1c 

zijn in de c~~erige rijen-Desondanks zijn er in ons eenvoudige scl1.ern8 .. 
? 

II. 1 nog: ( 5 ! I- = 14400 moge lijkheden. r1en is er in geslaagd, orJ1. 

voor dit kl0 ine schem~ 9 de verdelihg van S exact te berekenen, vol . . ... 
gens een verderop te behandelen methode. Bij schema's van iets grotere 

omvang, ne ·,rnt mGn zijn toev1.t1cht tot nog te bes:9reken benad~(~rings•· 

mothoden. Hieronder volgt een uittreksel uit de tabel, welke in 

voor dit schema lrolommen vvordt vermcld: 

------ ------
I~~Boaken, artikelen en tabellen vermeld in de 

• 

• •• 

litteratuurlijst, .... .,.,. r O -v-a ... 
V '- • .., 

den in de tekst aangeduid met de naam V9vn a~e ~hrijver en hct jf·t~lr 
• 

van verschijnen. 

.. 

• 



:." 
" ' ;,, . 
(,r. 

' . z~, 
t>- • 
•;~· 
,t): 
P'· 
:;,'. 
·" . 
"-':<-' -,, 

' 
" . 

' 

• 

• 
• 

4 

., 

• 

• • • 

• • 
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• • 

• 
• • • 

' 

Tabel II,l • 

_.... ·----
• 

' 

V~rdeling. yan S onder ... h:Y:P,o .. ~he se ....... 1f.o .... , ... v_o q_r ... ll'f ... ::.?.t_ n • 5. 
' 

• 

s 

0 

2 

4 

6 

8 

10 

12 
I 

• • 

• • 
• • • 

22 
t 

• 
I 

' • • • 
62 

64 
I 

• 
' • • 
• • I 

• 

74 

76 
t 
• • • 
• • • • 

86 

90 

' 

• 

p s . s 

0,000 

0,012 

0 ,016 

0,031 

0,027 

09069 

0,014 
' • 
' • 
• 
I 
• 

0,054 
• • • • ... 
•• • • • 

0,011 

0 ,00.7 
I 

• I 
• • • : 
' • 

0,007 

0,003 
? 
• • • • 
t 
\. 

-,o, ooes3 

0,00007 

• 

p s > s -· . ii - -

1, 

1,000 

0,988 

0,972 

0,941 

0,914 

0,845 
l 

' I 
I 
I • 
; 

01649 
' • • • 
' • • • 

0,056 

0,93s 
• • • • • • • t 

0,015 

• 

0,008 
• • • • • • • • • • 

0,00090 

0100007 

• 

• 

• 

De eerste kolom bevat de waarden die S kan aannemen. De tweedc 

kolom bevat de kansen, dat S ieder van die waarden aanneemt, indi~n 
•• 

H0 geldt , d. w·. z. het aantal mogel;i.jkheden, waarbij S gelijk is a'"~n 

een gegeven waarde s, gedeeld door het tomaal aantal mogelijkheden 

14400. De derde kolorn wordt uit de tweede verkregen, door de go-
• 

tallen van de tweede kolom te sommeren vanaf de onderste regel to~ 

en met de regel die men besch()uv1t. Deze bevat dus voor iodor.o ~mo:S~'--' 9 

. ! . 

S berei1·::·t of' 
' 

overschrijdt, deze kans noemen wij ,9.Y.e.:r:;r9,h;r~.j
2
(\ing~.~.~n~ vans. 

7 LL 2 I 1 U id ... I 

Aan de hand van de tabel constaterGn wij: 

l R kan in dit geval alleen even waarden aannemen. 

2 De verd·}ling van S hee:Et een zeer . onregelmaiw!Lg kn.ral-cter. 

3 De bij ~!chcma II.2. gevonden waarde van Sis geenszins signifi-
• 

oant. Overschrijdingskans 0,65 • 
• 

4 Om de hypothese H0 met een onbetrouv,baarheidsdrempel _0,05 te 

kunnen vervJer:pen, had .men een S minstens gelijk. aa.n 64 moeten 

vinden; pas als S ?.: 

heidsdrempel 0,01. 

• 

76 kan men verwernen met een onbetrouwbaar-
• • 

' 

• 

• 



• 
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2. De exacte verdeling van§.. 
---------------·-

Al vorens iets naders te kunne11 vertollen over de verdGling v::~.:·: 

s, dienen wij de definities van Sen Win een algemeen geldende m~-· 

thematische vorm te gieten. 

Wij stellen 0~1s voor een schema met m rijen en n kolommsn. De· 
rangnummers verVEI.ngen wij door de letter a met tv11ee i11dices, een rij-

rij en cle j-ci. .. kolom 9 hierbij kan i gelijlc zij11 actn 1,2, ••• ,m en j 

aan 1 9 2 9 ••• ,n. Het sch·~m9. heeft dan de volgenc1
Le geda:··.nte: 

a21 a22 • • • • • a2n 
• 

' II.3 I l 
i ' 

I 
1 1 I 
l 

I I l 
I • \ 

' 
I \ 

• 
aml a m2 • • • •• a mn 

In het geval van totale ·overeenstennning \Vordt het ~ schema: 

1 2 3 • • • • • n 

1 3 • • • • • n 
I I 

) l ' I ♦ • I 

\ \ • • 
• 

1 2 3 • • • • • n 
__________ ..... ·-

lm 2m 3m ••••• nm 

• 

Iiet gemiddeld;_·: van de kolomtotalen is dan geli·jlc ae .. n m )c het 

gemiddelde j van de getallen l,~, ••• ,n. 
Er gelc ··.J: 

• 

• J .... n 1 1 + 2 + ~ + ••• + n 
~ 

en 

II.6 s 
l'll&X 

(m-

2J 
m ). 

2 m 
' l 

. -~ 2 
j - J • 

j-:; 1 
• 

·l = .. -
2 

• 

n+l, 

. 2 
nm - mJ 

. 2 
n-J 

,rvij maken nu gebruil{ v2 .. n 
TI 

de algemone s-t elling: Als 

II. 7 X = 1 .... , 
n • 

L :: 1 
is, dan geldt: 

II .8 

x. 
l. 

X 
2 

• 

n 
2 x. 

\:z j J_ 

• 

-2 n X 

• 



Dan vo lgt ui t 

II. 9 · 

II. 6 : 

2 m 

11. 
l I") 

.c 
1 1• 
V 

J-::. 1 • 

2 
m 1 

• C W 

6 

1 0 
'-- m 12 

n n+l 

2 
11( n -1 
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, .. 
• 

-:2 
nJ 

• 1 2 2n+l n+l 
4 • 

• 

Indien er geen totale overeenstemmi11.g is, zul men vo·or de bere
kening van S eveneens gebruik 1cunnen malren van formule II.8 • In 

.. 
het algemeon ±s het dan echter eenvoudiger om ecrst de gereduceerdc. 
kolomtotalen te bepalen. 

• 

!'1en kan S eenvoudig in formule••vorm brengen, ind_ien men all·v 

rangnummers vermindert· met hun gcmic1d .. elde, ½ n-1-1 • Deze ger.educ.c:-; ~~,.: _ 

rangnumrners stellen wij voor door x .. 1 zodat dus geldt: 
1J 

II.10 X . . 
1J 

a .. 
1J • 

Deze gereducee:rde J..,;1ngnun11ners vormen het schema: 

xll xl2 ····• xln 

x21 x22 ··•·· x2n 
II.11 

••••• 

• 

• 

De schema zijn de gereduceerde 

kolomtotalen van schema II.3, zodat: 

2 + 2 2 s1 s 0 + ••••• + s • '- n s 

Dus als: 

II.12 

dan 

II.13 

s .. 
J 

s 

m 
-.;-:_· 
/, 
• 

n 

X . . 
lJ 

2 s . • 
J 

voor .. 
J 1,2 1 ••• ,n, 

• 

In verban.d met de defini tie van Vl en vergelijking II.9 gc:ld_t: 

(II.14 VJ = s 

Voorbeeld: 

s 
.,,, a·· X • • • ' . 
... 1~ , 

12 S 
., . 2 2 

1n n n .,, 1 

• 

Bij het rangnummerschema: 

• 



•• 

• 

vindt men met behulp van formule II.8: 

s 

en met behulp van de ger0duceerde 1,.,angnummers: 

Dus 

• 

- -2 . _ -3 ~ -1 -t 1 -·- 9 - + 3 + 2 
-

1 -2 +l +2 0 
-----------------·-

6 ··8 .... 4 +2 +3 +8 +5 

• 
1.S1 

s 

v~rder geldt: 

dus • is: 

w s 

1 
12 

218 
252 

7 X 
2 

7 · 1 · 252 

0,865. 

7 

• • 
' 

2. 2. ~-lg~rp.~:q\$, .. _opin,~!K?--I?:.gen over de verd~,1.1:ng,:u,y:un S. 

• 
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218 • • 

He-t gomidd.elde van de rangnummers is gelijk aa.n ½ n+l , 011 is 

dus geheel als n oneven is, en een geheel getal +½ a1s n even i2. 

In verbancl met betrekkin _ IllO 

D2l,:11~ui t volgt dat d0 s. hetzij alle geheel zijn, hetzij 8 .. llc ec1r 
J 

gehocl getal +½ zijn. 

Wij veronderstellen 
on gaan nu bcJidc gereduceerde rangnummers verwisselen. Dan veranc3.€}

ren de gereduceerde kolomtotalen 
• 

II.14 s .. + b ,. a 
J 

en sk gaat over in: 

II.15 s' k b, 

• s. over 111~ 
J 

• 

ter1v:1ijl 2 .. -. le andere gereduceerdo kolomtote~len bij deze ver-v-visseling 

ongewijzigd blijven. 
• 

De wijziging die in S optreedt is gelijk aan: 

II.16 S' 

2 s. 
J 

s = , ... ,, 

2 ., 

• 

2 ., . 

• 



• 

Aangezien uit het voorafgaande blijkt, dat zowel 

gehele getallcn zijn ~ is ·s • -s eon ev0n getal. 
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Ae .. ngezien alle mogelijkheden kunnen ,··worden verkregen door 0011. 

reeks van rangnummers - verwisselingen, vol~ hieruit, dat de op

eenvolgende mogelijke waarden van S, steeds eon even getal verscl1:~.J · 

len. Wij constateerden dit reeds bij ons voorbeeld in 1. 

Gebruikmakend van het bovenstaande on van formule II.9 , 

kunnen wij gemakkclijk aantonen, dat geldt·: 
Alle S-waarden zi~n even als: .. 

le. • o:f m (;Ven is, 
•• 

• 

2e. beide • • o:f m ,n n oneven ZlJn, • 

3e. m onevGn en n een :3 voud • bv. 3,n 8 is. m • 

All~ S-waarden zijn onBven als: 

m on~~ven en n eon 4-voud doch geen 8,,.voud is. bv. m = 

Alle l.i e , .. 11· "'..'1.1'1'0f::t1 --: 
-waarden ziJn ee~ 

--··-----------
m oneven en n even doch geen 4-voud is. 

• 

4' 
bv. m= 3, n = 

2 ~ 3. Meth9.de a t~r .. ,P~ .. re.1:-c.§I}~Ati.,,,V~A.,de ecacte ve!.9-~1.?.-.Pg .Y.~i:\ ,S.• 

<r? ,, n = 

Wij gaan uit van een zeer eenvoudig schema met 2 rijen en 3 

kolom.Inen. Bij gabruik van gereduceerde rangnurruners wordt het geval 

van maximale overeenstemooing: 

.. ·l 

-1 

-2 

0 

0 

-l,r 

1 
1 

2 

s max 8 • 

Vlij gaan nu de elementen van de 2-de rij permuteren en ver-

krijgen dan de vc:·.~.gende mogelijkheden 

1 
I:.l'J 

1 • 

0 

0 

0 

1 
.. ,l 

l: 

1 

0 

2 

l 

2 

0 

1:-

0 

On:ier ds l1ypot:,.ese 

deor de volgende tabel: 

s = 

s 

s -· 
• 

s 

8 

6 

2 

0 

• 

• 

.~,a::.--dt d.us de verdeli 

• 
• 

• 

van S gegeve n 

4 • 



• 
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s p s- s p s > s ,,. ➔ ..,_ - -
0. 1 1 • • • t * ... • • • • 6 5' II .19 2. 2.,. ,...,._ 

• • • • • • 6 \a I I • 
6 • ,3 6. ,l,. • -• I 

, • • • • • • 6 ?:, 
• 1 

' 1.. ..... _~,, . • • • • • • • ••e>11 a 

~ ~ 

Wij voegen nu een de~de rij toe. Indien de twee oorspronke

lij ke rij en samen de gereduceerde kolomto ·talen -2, 0, 2 ge

ven, o~tstaan door toevoeging van de 3de rij de mogelijkheden: 

-3 0 3 S ,,.1 8 
... 

3 1 2 
. ' 

. 

ts - ·14 

IT,20: 2 1 3 
2 1 1 s 6 

I I 1 1 2 

A I 1 0 1 s 2 

Gaan we evenzo te werk uitgaande van de andere mogelijkhe-
• 

den van II.18, dan verkrijgen we tenslotte de volgende tebel 

voor de verdeling van s, 0 ri A P. ""." ri A r, :'Path 8 s e H· o· • 'It· 

• ... 
Tabel 8 p s s p s > s -
II.2 

~ 

0 
~ 

1 i6 
2 l'i ?.4 -·-J& -'b 

b '9 • 

6 .3b 36 
8 6 t3 

•11 ..... 

~b 3b 
~4 6 .:J__ g .3b 
18 

r 1 
36 ~6 

Door toevoeging van nieuiJ\Te rij en kan men aldus in princi

pe de verdeling van S bepalen als n=3 en m 4,5, 6 enz. Als 
11° .z l~i.-·~nt deze methode c1 verc,:Jn n1ot de zogenaamde tekentoets, 

die la·cer in deze curr·1p 1Jr,ho.nn,-- 7 r1 ?f11 worden tezamen met de 

symn1etrietoetsen • 

E~::t aantal mog 1·1J.-i ;J 1 i:hede 1 
.. 1-~eemt echter snel toe, zodat de 

· methode in de practijk reeds ~,oar vrij kleine m onuitvoerba.ar 

wordt. Dit geldt nog sterker~ indien men niet·uitgaat van 

n=3 maar van n=4 of meer. In lVI.GnKet1 1JRl .. l 1948 komen tabellen 
. 

voor van de exacte verdeling van S vocr de gevallen 

n=3 
n=4 

n=5 

m=2, 3, ••• , 10 

m=2,3,4,5,6 

m=3 • 

Men kan gemakkelijk het volgende aantonen: 

:."l~-- 1· ·~11 1.roJ ommP.n n zullen alle 4=':.i· C:". ·~ . ~' ·<'' .:~ ,. ·~· j, _,,,,, ' ---·,,-
S-wAar~ Pn. dtP o~treden bij een schema met een bepaald aan-

ri··, en 
' 

• 
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aantal rijen meer. 

oneven aantal kolommen n, zullen alle 

S-waarden, die optreden bij een schema met een bepa~.1a aantal 

alle schema's met meer rijen. 

vindt men dezelfde kolomtotalen na toevoeging van de volgende 

twee rijen gereduceerde 

n•··1 _ n-

+ 2 ; 2 ' 

r angnur11mers : 

n ,,. 5 
0 2 •...•..• , 

C, 2 ........ t 

-· 

2 
n-1 

2 • 

de kolommen zodanig 
• 

permuteren, dat de volgorde der gereduceerde 

laatste rij wordt: 

rangnummers in de 

• 

--- "t l a C ~ : ·' .• .,.q n i """' . . ...~. 4 • -n-3 n-1 ♦ ' - t 11 4J1 .s:: ' ,; .. :r-~ __ ,1.. ........... ,._ I I a, 1

9 

-: • '• "';.- •--- • ----.. ( c..-- , • ..., ,,._,_ ..i.,;- ...... • 11,,~...- 'IP ' I 

- ~ ):'.:. , ,. ) 0 ~ j z ~ ~- ~ -a 
\ 

•' -• • 

Indicn men deze la~tste rij vervang.t door: 
I - - -

0 _ n-1. 
2 ' 

n-
r, , n-

-~c e ' .......... ' 0; +1; +2; ••••• ;+ n-1 
t I IF...... YI,-. 2 .. 

• 

en toevoegt de • • riJ ! 

C O; +1; +2; .......... ; 2; . 2; 2 ; ••••. ; -"1 ] 

verkrijgt 

hetzelfde 

men een sc~ema met m+1 rijen, waarvande kolomtotalen 

zijn als van het oorspronkclijk schema met m 
Immers 

rijen 

door optelling van de overeenkomstige 

b en c verkrijgt men de rij a in 

3. J:i.?ng~:rQ,P~,l<;~m~gen. ,IT3:e~ II g~l,ij k,~,~. 

.1. Inleidin--. 

element en 
de j 11.iste 

rijen~ 

uit de 

volgorde~ 

• 

In 1 hebben wij stilzwijgend ondersteld, dat iedere lera.ar 

aan elk van de leerlingen verschillende rangnummers toekende. 
Het is echter zeer wel mogelijk, dat een leraar niet tot een 

besluit kan ~ofuen, wie van twee of m~erdere leerlingen de bes-
. - e 1 lJ Ke J . · · · 

te is en tien\7'rangnumrners vvil geven. vVi•l men in een dergelijk 

geval de methode der m-rangschikkingGn toepassen, dan dient men 
de gelijke rangnummers zo te kiezen, dat het gemiddelde van 

• 

alle rangnummers onveranderd blijft. Indien b.v. de drie bests 
. ' 

leerlingen van een klasse hetzelfde rangnummer moeten hebben, 
zull€n v111ij _ hiervoor het rangn1.11nm5r ~ kiezen. • 



• 

• 

b..Lz. 2e. 

Wij kiezen als voorbceld het volgende ~chema: 

a b C d e 
,_ ..... 

A ~1 l 1l 3 4 5 
B 1 2 4 5 3 
C ' 3 3 3 1 5 ' 

•e C 

10 10 13 

s • 

Ook voor rar1gschikkingen met gelijke ~ rangnummers definiere: 
\ ' ' ,. 

wij een coeffi.cient vaJn ovcreenstemming W. De defini tie van W 

is in dit g6val echter enigszins anders, hier geldt nl.: 

II.22 s w :.::.: ... ,, .. ·t"" ' ms 
• v1JBar in 

S= som van de quadrat en der gereducecrde kolomtotaJ.en. 

m= aantal rijen, en 
S w = som van de quadraten van de gereduce~rde rangnum. .. 

mers in alle r ;i;j,~_t,1, is. 

S 1 is e6n groothcid, die niet verandert als de·rangnummers 
geperm1..1t eEJrd vrord en. 

Voor schema II,21 geldt: 

s w ' ... 
mS' 82 ~!-, 

.2 
0,44. 

2 I +2x2 ··· 27 2 , 

• 

De definitie van Wis zo gekozen, dat W=1 is indien er vol-
led ige O\rc,rec·nstemming is tus sen de vcrs chille nde. r ij en, d. \;1~. z. 

ook in de gelijke re.ngnun1mers. De de.finitie geld·t ook, als er:.. 

g~en gelijken voorkom8n. 

~e .l~j ~-~ rapgnummers. 
0 

• 

We gaan eerst na water gebeurt .met de som van de quadra

ten der gereduceerde rangnummers van een rij, als t rangn ~~ers 
gelijk v1orden. 

Uit relatie II~8 volgt, dat de verandering die optreddt 
in de som 

is aan de 
van d6 QUadraten der gereduceerde rangnummers, gelijk 

• 

• 
verari.der i_ng die optreedt in de som der g_uadEaten 

der rangn11:i1rrhsrs zelf, daar het gemiddelde der rangnum1ners niet 

verandert door het optreden van gelijken. Deze verandering is, 
indien (Vlij vero.nc1erstellen., dat de rangnummers 

y+1, y+2s,v~•-~··••Y+t 
gelijk wprden aan 

t+1 
V .J... Ir.I .,-: s(f .·- • ... 

c& <>,' 1 

., 
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II,23 

t. 2 
K --

K=1 

2 2 y+2 + ••• + y+t -

2 2 2 1+2+ ... +t y+ 1 +2 + •.• +t -
t 2 r ..... 2 . . zie 

Indien 

t+1 y + 

II,9 • 

rangnummers voorkomcn zal dE tatal6 correctie in de 

~uadraten van de gereduce€rdc rangnumm8ra worden: 
,~ 

II,24 
1. f 2> Y:: L r' r' • 

4 

gelijke 

s01n der 

Wij merken hierbij alleen·afhankelijk is van de 

grootte van de gro6pen gelijke rangnummers, 
well(e t-·ta.llen rang11ummers gelitj l< zijn. 

B, tj,,_voo~.b ee ld: • 

Voor de rij 
t I 

1; 2,i; 2 2; 3, 5; 5; 5 

geldt~ 

1 2 
T -·· li. 2 2 -1 + '"" 2,5 

Dit is eveneens het geval bij de rij: 

2 2 1 \ 6 ; ; 21 42; 42,; ; 7 

niet van de vraag 

De corr0ct ie in de som der quadraten S' van de gereduceer· 01
• 

de.:.rangnummers 1.1it 
m 

alle rijen wordt nu: --· 
rr. 

;__.- t. 
• 

L::. i 

Indien er 

S'= 
II,25 

gosn,gelijke 
m 
'""""I 2 

m ___, x .. = m 
j=J lJ 
"'' . 7 2 

TI1 ?-i J -J = 
J=i 

rB.ngnun1r11ers 
n 

" I 

J=1 
1 mn 

12 

vc)orkomen geldt: 

n+1 
2 

• • .. .. 

Indien er \}·,el ge 1 iuik e rangnummers voorkomen geldt dus: 
m 

t 1 2 l rr. S - - mn r1 ,,,a 1 t . 12 ,-I ,, 

L= I 

II,26 

zodat tenslotte geldt: 
I - , 
·1r~27, >14 I I I ·•A11id 

s 
• 

• 

m ~rr. - L. t. 

Voorbeeld~ 
. L..::: t 

Bij bet rangnummerschema~ 

1 2 4 4 4 6 7 , 

II,28 ~ 1 1 3 . 2, 
• f 
• I .. 

, 2 7 
2 1 3 5 6 4 7 

• 

14½ 20 
• • 



s 

=I 

4\ 
.2 

-1 2 

I 2 l = 12 x2 2 ..... 1 + 12 -1 

0 

S f = I 3 7 \2i X X 

vV= 202 
3 x81 

- ---
l t' f" -

- 202 
243 

2+1 

0,831 

3 . 3 Ex~q ~ ~, ... y ~~d __ e .~ ~f-lg .Y.an 
• • ZlJ_n. 

17 + 

1 

81 

• 

14
1 

2 
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2 2 2 + 20 ""'7x12 -·202 

Indicn een oneven aantal rangnum1ners gelijk wordt, blij ven 

alle rangn~L4~,~~ers gehele getallen. Zoals aangetoond kan warden, 

is op dat geval hetgecn wij in 2.2 bcweerd hebben, over de 

waarden, die S kan aennemen, e~eneens van toepassing. 

Indien echt8r ecn even aantal rangnunnners gelijk vvordt, 

treden er rangnummers op, die gelijk zijn aan e6n geheel ge-
, 

tal + ~ , t"Srwij 1 and ere rangnummers geheE.. l zijn, zodat het 

betoog van 2.2 niet meer geldt. -·--
Wij geven als voorb~(~ld d& verdeling van S voor de rang

nummers: 

1 
\ 

22 
II,29 1 2 3 

3 0 .. rlJ: 1 2 3 

Wij vinden, volg6ns de methode beschreven in 2.3, uit

gae~nde van de hypo these, da t alle permutat ies van de door he. t 

schema II, ~9 ge·g8ve.n rangnummers even V•iaarschijnlijk zij:-: 1 

de volgende tabel~ 

Tabel s p s s p 5· > s 
II,3 -

. 1 1 1 ·. 2 1e 
1 i 9... 

Ill 2 l 

21 i. 14 
w 2 18 

3! 4 Ii 
m 18 

4½- 2 g 
TB TIT 

l f 

62. 18 
gt 1 

19 I 2t 
r, i 1 5 

i11 T{l ' ' ..) 2 

10 1 2 
m I 2. 

13¼ 
2 
18 

15! f 
f 

18 Tll 
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blz. 31. 

Hoewel sleohts e~n kleinc verandering in het rangnummer

schema is a2ngebracht, wijkt de verkregen verdeling tech sterk 

af van de verdeling voor het overeenkomstige schema zonder ge-

p s 

t 
l.O -±. 
~ : 

• 
T 

s -

lS" _...--.. -- -
j1, 

• 

-• 

··------r---

. . -·r .. -. . \ . - .. . ·~ 
-

• • 

fig. II •:.l Verde ling van e .. 
• 

bij 3 rangschikkingen van 
VDn 3 ongelijke rangnummer~ 

• 

• 

- - - -- -

----- ---.. ... - - -. -- .... ::1-
1-, +••,.••• .-.-t-- • '0 • no ~• s 

0 t :l l4 t6 lS 

P S= S 

- -- - - - . 
I ···- - -~ t 

• • ~• ' -• . I .6 

• 
' .,J - - - - -- - - - ··- - .. 

.... - - - - - --, -· ♦- --~------
I -

P S? 8 

I 

II 
u-1 
~+ 
t6. 

-. 
I 

1L 

.. 

I 
I 

2. !-
1. 

l ·~ 
I 

' I .:>-

--, 
I 
I 
t 
I 

I•• 

I 
~ -- I , __ 

I 
6 ..... 
}; I 
~ -~~~-

-- .. 

Fig.II.~ Verdeling van e_ 
bij 3 rangscnikkingen: 
waarb ij in een rangsch i 1<

kinc de tv1ee hoogstc: rang-· 

nTu:mers gelijk zijn. 

• 

Fig II,j Overschrij dingG-
·-

kansen PS S, voor 

3 rangschikkingen van 3 
ongalijke re..ngnummers 

-----3 ranGSChikkingen in een 

• 

wa.arvan de t\iee hoogste 
rangnurrmers gelijk zi_jn 
• 

~~ L-~ 
-•• . - • ~ ' .. } ., ... ' •• 1_ • .J I •~ """ J •• , •I· • foo·,o»~=-•-i---J.-... -1.,• -~-••--•-L4 ............. _ - s 

1 0 2 9 6 8 IO 12 II/ I ;J' 
:Sij beschou~1ing van fig. II~ constateren wij de .. t de over-

-· 

het grootste zijn in het ge-
ve.l van ongelijke rangnun1mers. Di t v11as te verv.1achten; 

dien er gelijke rangnummers voorkom6n, is S gemiddeld 
indien er gcen gelijke rangnu.mers voorkomeno 

v1 ant in ..... 

lager, del.n 



Er bE:staan, voorz·over· bekend ,. geen tabellen voof de exao·•, 

te verdeling var~ S voor rangs·chikkingen met gelijken. In plaats 

daarvet.n gebruikt men de over(:,enkomstige tabellen vooi- rengechik-
< ~ • 

kingen zonder gelijken •. ?.1en vindt zodoende bij grate ,11ea.rden · 

van S te grate oversc·hrij'dingskFinsen en zal du~ minder sr.iel tot 

men van de juiste tabel. 

len gebr1J.ik geme.rkt had;. men macI.kt dus een fo1.1t in de ''veilige 

richting''e Dit is niec rr1e6r juist voor kleinere S zie b.v. fig.ll.. 

3 , in de r~gel zijn daarb ij echt·er o.e overschrij dingskansen 

zo groot, dat ecn nauwkeurige bepaling daarvan 1. althans • vmor 

zin hceft • 

• 

• 

• 

Als benader ...... e verdelingen worden co11tinue verdeling ~-
~ ~ 

bruikt, die aangepast zijn 

de m"'ment, terwij 1 tenminste het derde en vi-erde g8reduceerde 

moment van de as.ngepas-te-, verdeling 

gelijk zijn aan de cvereenkomstige 
S of van ,FJ .. 

' .. voor grote m en n asymptot1sch .. - . 

momenten van de verdeling van 
.. 

·, 

' 

. 
• • 

De eerste verdeling, die men als benadering kan gebruiken 
' 

' • 

is de zogenaa .. mde Beta-verde.ling, die worc.t aangepast met het 
• 

gemiddelde en het tweede moment. Deze aanpassing wordt bereikt 
• 

door de parameters pen a van de 
• • • • • 

B5ta•·•v~rdeli"" als volgt te 
. 

kiezen: ' 

' .. 

II~28 1 n•-1 1 p ?, .. -
m ... ' .. • 

en 

II~29) .m .. 1 
pr • .,. ..... ~, ca: •• 

m • • 

· Door deze keuze ~/()rden het gemid.deld.e en de . :!preiding van 

de Beta•i•ver0 13 l i 11~ gelij k a .. B--n de overeenkomstige gl"Oothcden van 

· de verdeling van Wo Bij nader onderzoek blijken net de e en het 
• 

vierde gere•1uceera~e moment van de verdeling ve .. n W en de aal1gepaste 
a •• 

· Beta,.verdeling bij •benaderirig evene0J1s gelijk te zijn, ~enzij 

m n-1 zeer kle in. is,,. De afillijking i• het derde moment is kleiner 

dan 10 pr'")yen·L van de juiste waDJrde als m h-1 > 18 is en kleiner 
•. ,q, • ' 

' 

dan een procent als m n•••l > 198 1s • 
• 

'• 



• 

Dit alles geldt, indien er geen geliiken zijn, onder de hypo

waarschijnlijk zijn. Zijn er wel gelijken, dan blijft de B-verdeling 

een goede benadering, doch men zal, indien het aantal 

is, de 
II.29 

II.30 

II.31 

• waar1n 

II.32 

• 

parameters pen q in afwijking van de formules 
als volgt moeten kiezen~ 

p 

q 

.. . f 

2 VJ 

ti J 

m-1 

m-1 p ·· 

4 
n 1 

1 
m 

X --
' 

L. "; I 

m-1 
m 

• 
I.- 1 

' 

f' • > 

k=t 
--

l=J 
• 

12 
2,i 

• 

• is. 

Onder verstaat men in 
• 

gelijken groat 

II.28 en 

2, i n \ · 
tender gereduceerde rangnummers dit zijn de rangnummers verminderd 

met hun gemiddelde ~n de i-de rij. Uit onze formulas in 2~R volgt 
direct: 

II.33 2,i 
1 
n 

1 2 
2 -n n -1 

1 n 1 

Het blijkt dus, dat indien er gelijken voorkomen, deze verdeling 

slechts afhangt van de groott'e der T. • 11en 1-can dus zeggen, dat, zo 
l 

er veel gelijken voorkomen., de B-verdeling met parameters pen q 

gegeven door II.30 en II.31) bij benadering de verdeling van W 

van de rangnummers even waarschijnlij1c zijn en 

dat alle veranderingen, wat betre£t het aantal 

verandert. 

onder de voorwaarde? 

en de groepering der 

van die rij niet 

Men vindt de B-verdeling getabelleerd in K. Pearson 19?>4- en 
• 

we 1 voor de volgende V\raarden VB~n p en q_: 

O ; 0,5 ; 1 ; 1,5 ; 2 •• " 
' • 

10,5; 11; 12; 13; • • • • ; 50. 

• 

\ 
• • 

4. 3. B~n~4,~ .. r.in:g, ~~~ .~e .. z. ,yerde ~b~g _v_a_n_ Fisher • 
• 
• • 

In de practijk zaJ_ men zeer vaak a.e tabellen van I{. ?ear9on 

voor de B-verdeling niet kunnen ge 1'."'ruiken, omda.:t q = (m-1 p slechts 
• 

bij een zeer kleine m kleiner zal zijn dan 50. 1t1en maa1ct daarom meer 
2z . gebruik van de tafels van de verdeling van e . of van z. De z is een · -. 

groothe id, die samenhangt met d~e normale verde ling,. en WB .. arvan de 
• 



• 

verdeling, die een eenvoudige transformatie is van de B~ta-verdeling, 

berekend is door Fisher. Men vindt haar in ieder leerboek betre£-

£ende Wiskundige Statistiek behandeld. . 

Het blijkt nu 7 dat 

II.39 V 
• 

bij benadering verdeeld is als 
?M' e '- Lt 

' 
indien men voor de uarameters 

.t; 

de z.g. aantallen vrijheidsgraden dezerverdeling kiest: 

n=•l 2 
m 

(II.35 

m 1 m 1 n·•• l 

En als er veel gelijken voorkomen~ 

II.36 

~ .J , 

1 

• 

•• 

2 m•111 1 
••• • m 

.. waarin wordt door II.32. \ 

Een tabel van de waarden van 
dingskansen : 

0,2; 0,1; 0,05 ; 0,01; 0,001 

• 

II.37 

I 

voor: 

v 
1 

en 

1 ; 2 • , ... ' 6; 8; 12; 24 ; co 

1 ; 2... ; ••• , 30 ; 40 ; 60 ; 120 ; ~ 

• 

• 

k~mt voor· in Fisher en Yates 1949 Tabel V. 
2z Verder vindt men de waarden vane a met overschrijdingskansen 

0,05 en 0 701 voor: 

1 ; 2 ; ••• , 12 ; 14 ; 16 ; 20 ; 24 l 30; 40; 50; 

75;~\; 100 ; 200 ; 500 ; (X) ~ 

II.38 en 
• 

1 0 2 • 30 • 32 • • 50 • 55 • 
? j ••• , 9 'J . . . ' j ' • 

100 • 125 • 150 • 200 • 400 • 1000 '1 , ~ 'I $ 
• 

in Hoel 1947 , Tabel V. 

Uit het feit dat V bij benadering verdeeld is als 
dat: 

II.39 V ... m-1 W 
1-~V 

• 

• 70; 80 • . • ~ 

2z e , volgt 

" 'J 



• • 

bij benadering verdeeld is als z, 

gegeven door II.35 of II.36). 

• 

eveneens met narqmeters 
' • 

In tabe 1 V van Fisher en Y?.:1.Jces ( 19~.9) , vinc1t 
2z vane , met 

men de waarden van 
' 

z, die corresponderen met de W8.arden 

sen en pararneter~1aarden 

wAlke slechts de punten 
d ( T T 7 ~ ' ··~ 1-S;e ~s: even o or , . _ ...• _) 1 ,. • en 

overscl1.ri;1 dingsl<:an.

lcleinere tabe 1, 
• 

• • 
met overschri~dingskansen 0,05 en 0,01 be-

gereproduceerd is in Kendall (19~-E3) 

1947 ~ppendix Tabellen 4 en 5 • . -

19~-S) Tabel VI, welke tabel 

Ap,endix Tabel 7 en in Ke,dall 

Voorbeeld~ 
• 

Indien voor een rangnummersschema zonder gelijken geldt: 

m 

vindt men: 

V -

20 n 

(11 1 

11 

2 
20 

0,1 

9,9 
• 

X 9,9 188 1 
' 

0,9 
- 2, 11 

In de tabel van Hoel vinden we! 

10 

10 
150 
200 • 

• 

1,89 

1, 87 

t 

-. , 

' ) 
O ,Ol-nunt 

2 ,4-4 

2, ll. l 

~Vij constateren, dat (),05 > PlY>2,ll_>O,Ol is. 

40 

De verkregen uitkomst is dus significant, als weals onbetrouw

baarheidsdrerrpel 0,05, doch niet sj.(:_;11i~fican.t als we als onbetrouw-.. 

baarheidsdrempel 0,01 aanhouden. 

Ter controle gaa11. wij 001.: r1og als volis-t te \verk: 

z -1.- ln 2,11 

\iJij vinden in tabel 7 va11 I{endall 194.s 

8 60 
12 60 

8 ex::> 
12 oO 

0 9 37t)2 
0, 3 255 
0,3309 
0,2804 

0 1 01-J!unt 

0,5189 
0,4.574 
0,4604 
0,3908 

f 

···--------- ..• ____ ,.,. 
t Onder het 0,05 0,01 -punt verst8,8.n wij de waarde van de variabele, 

\1Vaarbij een overschrij dingsl{ans O, 05 O ,Ol) bel1.oort. 

• 



, 

' 

• 

Dus 

0,05 > P ~ 6 0,373_> o,r)l 

waaruit wij dezelfde conclusie trekken als boven. 

2 -verde lint<;;. ------· _ _...... 

• 

Deze benadering berust op pet feit 9 dat: 
m 

s. 
J • 

l = i 
X .. 
lJ 

II.12 zie blz. 23 

een verdeling bezj_t, die voor iedere j convergeert naar een normale 

ver~eling als m toeneemt 

permutaties van de rangnummers in iedere rj_ j even waarsch.i:i nlij 1{ 
• • 

ZlJil• 

Het 
evenals 

Er 

gemiddelde van deze normale 
het gemiddelde vans .• 

verde l_ i11tn; • 

J..S gelijl,c a~ .. n o, 

J 
gela.t namelijl{: • 

m. rn J:1 
"··1 ~-, 1 1 

II.40) /. ,l 0 s .. X . . L, x. - • • .. , 
-J • lJ • n • lJ l -::: L l ~ ! J :: 1 

De 

d±ng van 

spreiding van de normale verdeling is gelijk aan de sprei-
--i". ? gelijk aan Cos-~ waarin~ 

J 

1 
n 

P1 
I 

I 

• 

L ~ t 

n ,, 2 
/, X .. + lJ • 

J-= ! 

m. 

""'"' 

' m t.-J 
""" t 

L 2 
X .. + 2 lJ 

/, 
• 

1=1 !.:::l J(.:::l 

• 

m l-j 
2 ' 

' , 

2 L I t 
• n t:: 1 k-= :r 

n 11 
~-1 

/ '----I , . ,J 
- C 

-: j 1= j 

X . . lJ 

• 

\l 
Omdat ~ x .. = 0 is, is de tweede term van het reohterlid ge

j~J lJ 
lijk aan nul terwijl: 

n ,, 2 1 2 1) L T. • • II. 24-X . . n n lS zie 12 'J 1J 7 • 

J:: t -

zodat geldt: • 

m 
2 1 2 1 --

II.41 1) T. S· n 12 -J n • J_ l-=l 

Men kan nu bewij zen, dat de hogere gesta11.dardiseerde moment en 

overeenl-com-van de verde ling van s. voor m ➔ {X) convergeren naar de J -
stige momenten van de normale verdeling met gemiddelde nul e11 

• , , ' . 
een, verdeela. is, als m ➔ Ot!) • 

• • 

De verdeling van de som van de 0uadraten van n onafhankelijk 

normaal verde8lde variabelen met 

staat in de wiskundige statistiek 

gemiddeJ.de 

bekend als 

0 en 
cfe _.~ 

• 

sprei-ding 1 , 

• 

' 

• 
' 



n 
n vrijheidsgraden .• 

bij benadering het 
.J=1 •·=J 

karakter zal hebben van ee·n 

wel, •f'mdat 
n 

II .• 42 :.,.-- s. 
j= 1 J 

0 

met n-1 vrijheidsgraden,,. 

II.43) 

terwijl 

II.44 

zodat 

II .. 45 

J vcor een )( 

2 

.... n-1, 

--.;;;.:_, I 

... L 

n 

? ·-s " -j 

n-1 
2 s. 

-J 

-· n 

• s 

-1 2 
~ s . 
-J 

• 

onafhankelijk ziin 1 een 

met n-1 vrijheidseraden 

• lS 
' 

bij benadering verdeeld is als 2 met n,,,1-vrijhcidsgra.den; 

w~rdt hierin gegeven door II~41. 

Indien er geen gelijken voorkomen gaat II.45 

II.46) 2 
r 

12 -mn n+l s m n-1) \v ,. 

Zijn er wel gelijken, dan geldt: 

II .• 4 7) 2 
r 

• 

1 -------~........,~-- ~ ---= I t l !IC 1 LlP, frt l 
1 

•• ,__, 

1 1 -· , n+ 1 .,. 
l. ~ I 

... 

• over in: 

2 s. 
- J 

Uit deze laatste formule blijkt, dat volgens deze benadering 

de verdeling van S ~nafhankelijk is van het aantal gelijken en hun 
m. 

door 

deeld is 

dat alle permuta.ties der rangnumj•ners even Vlla8.,rscl1ijnlij1c zijn, -ter

wij 1 al die veranderingen vvat betreft het ~,aj1tt\l e11 g~ groe:i:ering 

van de 
'2. :i. I 

la-ten. 

V•t)Orbeeld: 

28 rangschikkingen van 13 geen r-, ~rr~ -.-, - n"' 

s 

2 
r 

ll440 

l2*11440 
2ax:1 •. 3x:.14· n-1 ··- 12 vrijheidsgraden • 

• 

• 



• 

Het 0,01-punt is in dit gevB.126 1 217, zodat men aa.n de hewnd van 

het resultaat de hypothese 

werpen. 

4.5. Continuiteitscorrec~ies • 
• a ,.. ...... 

onbetrou\vbaarheid o.,·01 kan ver-

• • 

Bij de overgang van de exacte verdeling van _So~ een continue 

benadering, doet zich nog ecn moeilijkheid voor. Indien wij in de 

formules voor de continue variabele de wRarde van S invullen, die 

wij bij het experiment gevonden. hebben, ds~n.neme11. 'Nj_j a8.11 dat het 
· \.P€'n · cl"i-()nde .:-licht.f;eids-, 

oppervle_l{ onder ...... e .. kromme·rechts va.n deze S••waarde, ontseveer gelijk 
.~xacl«! 

is aan d~ro~erschri~dingskans van deze S-waarde, d.w.z. gelijk aan 
-de som der discrete kansen P • ·- 7J ,.,. ,,__ + 2 , -· . . -·- ., ~ ... ,:-

. max_• 

CsntinuiteitscoTrectie 

is de dichtl1eid van a_e ber1aderde ver

deling. 
[~::$+2.1 

........_ f(S) 

4-----4------t---+ ---

p [ S. S+ 10] 
' 

~----·---------------
• • 

S-.r. S-f-! $4-i. $-t-4 $+6 S.+8 S+ro Sma..x 

vVe beschouwen hier speciaal het goval 1 dat er geen gelijlre ran·gnum

mers voorkomen, zodat de verschilJ_en tussen de S .. waarden even zi,4 n. 

en de bena,derende verdeling; hierin v,ordt P n ~ - volgeJ.1s de axacte 

verdeling voorgesteld door de som van de verticale dikke lijnstuk-
• 

ken en dezelfde kans volgens de benaderende verdeling door de opner

vlakte van het horizontaal gearoee1"'d~e gedeelte. De conseq_uentie van 

st rook I, P _ = c+2 _ aan de op-oervlal-cte V?.,n st rook II, e:r1.z. Op grond 

van symmetrieoverwee;ingen, geeft mo11 er veeJ.8,l de voorJ,ceur 9~a.n, om 
-

gearcee?de strook tussen :-1 en °+1. Hieruit volgt dat men de exacte 
• 

everschrijdingskans van s, be11e .. dert n1et 1'continue'1 overschrijdings-

kans van S••l. 

De strook om -=O ligt tussen •••l en +l, de strook om ~ = Rmax 

tussen., -1 en +l, men smeert de discreet verdeelde waarschiJ·n-. ..max max 

• 
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• 

benadering beter zal warden indien men ook in de noemer van Ween 

correctie ter groott·e van 2 a8..nbrengt, zodat men 

II.48 
• 

-,-1 _ I :z 

+2 max 

• 

gebruikt in plaats van w. 
• • 

In de practijk blijkt inderda'"1.d, dRt men do or toepassing van 

deze correcties voor kleine men n in het bijzonder met de Beta-ver

de ling en de z,,,verde ling, bet ere be11.ad0.rii:1gen. van de exacte over-
• 

schrijdingskansen verkrijgt. Voor grote waarden van men n, is de 

invloed van de continuiteitscorrectie te verwaarlozen. 

Het heeft geen zin om de continutteitscorrecties toe te passen, 

indien er rijen met gelijke rangnumr11ers voorJtomen 1 omdat da.11 ool-c de 

exacte tabel maar bij benadering juist is, terwijl de werkelijke 

verdeling onbekend is, zoda.t wij 11.iet lrunnen naga2~11 of de continu:i-
• 

teitsc~rrectie in dit geval een gunstige invloed hee£t o~ niet • 
• 

4. 6. O.n-4~.r+inge y~,rge,l:L_j,k~~g v~n _g.e bena2:...~r_ende en de exac_te verde
lingen. 

• 

Wij zullen deze vergelijking uitvoeren aan de hand van tabel 

II.4). Deze tabel bevat: 

In kolom 1. Het aantal rangschikkingen m; 

'' 1, 

ft '' 

,, tf 

,, Ir 

• 

2. Het aantal rangnummers n, in iedere.rangschikking; 

3 e S-vvaarden, we lke vc lgens de exacte verd·- ling onder de 
van 

0,05 bezitten; • 

t1r. De overschrij di.ngskansen, beJ1.orende bij de S-waarden in 

kolom 3; 

:) • De s. -waarde met oversc1rrij a.ingskans 
• 

0,05, indien men 

ui tgaat van de veronderste llin:~~ c1at m:_l \:v' 

deeld is als de z van Fisher met 

n--1 •·· 2 
m 

en: 
• 

"-1 
• 

zodat we hier de continuiteitsco~rectie toepassen 

II.48; 

• zie 

• 



• 
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In k~lcm 6. De S-waarde met overschrijdingskans 0,05 indien men uit

gaat van de veronderstelling, da-t m n-1 \Tv verdeeld is als 

'' 
,, 

ll '' 

It tr 

,, ,, 

n•,,l vrijheidscgraden, waarhij Vv. berekend is volgen~ 

12 -: 

zonder continuiteitscorrectie; 

7. S,,srwaarden met overschrijd.ingskans r--- 0,01 analoog aan 

l{olom 3 ; 

8. Overschrijdingskansen behorende bij de S-waarden in 
k!ilom 7; 

9. S•-waarde me-t overschri~-a~ingskA.ns 0,01, ander de~elf'de 

veronderstelline als in kolom 5; 
10. S-waarde met overschri7dingskan$ 0,01 ender dezelfde 

veronderstelling als in kolom 6. 

De gegevens voor de kolommen 3, 4, 5 1 7, 8 en 9 zijn recht

streek·s entleend aan I(ei1dall 1948) 1 tabellen 5 en 6. De kolommen 

6 en 10, zijn berekend met behulp van tabel 8, door toeTassing van: 

mn s = ----•-· -12 

Zie formule II.46). 

In tabel II.4) constateren wij het volgende: 

1 • Over het algemeen s lui ten de O 105 en O, 01 punt en S--waarden 

met overschrijdingskansen 0,05 en 0,01 bepaald met behulp van de 

Z•·•benadering zeer goed aan bij de ~vereenkomstige punten van de 

exacte verdeling. Mits men voor kleine men n continuiteitscorreo-
ties toepast. 

2 • De Q , o:,-.- en in het bij zonder de O ,01--punten, bepaald me-t 

- benadering liggen over het algemeen te hoog. Het 

is daarom beter hier geen contin111teits-correctie toe te passen, 

aangezien de punten dan nog hoger komen.te lig gen. Indien echter 

nadering 

~lij 

z ie b.v. de 0,01-,J?t.lfl.ten bij m = 9 en 10 en n = 3 • 

concluderen hieruit~ 

z,. ,,be-

In de gevallen, wa~rvoor geen exacte tabellen beschikbaar zijn 1 • 
• 

vi:n,den wij bij 

oen te grote waarde voor de overschrijdingskans, zodat wij niet tan 

gevolge van het verschil tussen benadering en werkelijke verdeling 

overgaan wat de :fou-ten van de eerste soort betref't geeft deze ben9 ... ,. 

de:r>ing dus resultaten ft aan de veilige kant·,r • Deze 

het· veerdeel, dat zijtot minder rekenwerk aanleid ·--

benadering hee:ft 

gee:ft dan de 



• 

' 

• • 

Tabel II~ 4-

KoJom: 1 2 4 6 7 
i 

I 0,:~5 ~unt 
t . 
I t 

I I -o l "!i-t .LJenr-i.- 1 .t)ena-
- - I I 

m l n S P ;~ ? 1 de r c1 l d r: rd ') - S 
._ -- -1 I . 

1 met z 

• 

I• > . . ... -· ... -· -

f 
I 
• • • 

I 
t 
t 

t 
' 

.q 
•• 

l Be11a-
• ' 

l me~ z 

10 

Bena-•• 
derd 2 

i \ I ~ • )(,. 
---+--+--+--------!--. ---------+➔--------'---i---·---+-----·--l.--, ----· _....,__ ___ , t -· -···-· _,, ·--

1 ' 
~- -· ,,,. -

; - I 

f r 50, 
0 , 0 5 2 ; l rl S· 9 

0 1 0l5 

0,012 
0,0069 ! 
0,012 
0 1 0087 I 
0,010 

75,6 

61,4 

80, 5 · 5 

6 5 
6 6 
6 7 
8 

8 4 
8 5 
8 I 6 
8 I 7 

10 
10 
10 
10 
15 
15 
15 
15 
15 
20 
20 
20 
20 
20 

4. • 
5 
6 
7 
3 
4 
5 
6 
7 
3 
4 
5 
6 
7 

' 
Q ' 0 5 6 I ~ I 100 75, 7 ! 

42 ·0,079 
50 0~047 

• 

• 

I 

I 

0,057 
0,048 
0,066 
!Jy046 

136 ,i 
0, OC-96 

221,4 I 232,5 
I 335 ,2 i 352,6 t 

f I 62 48,1 

101,1 104,2 l 
18397 189,8 
299,0 312,0 j 
453,1 <L7Q,Q I 

54JO 

60,0 

127 1 8 
231, 2 
376,7 
571,0 

89,8 
192,9 

: 349,8 
570,5 
864,9 I -
119,7 
258,0 
~-6 8, 5 
764,4 

1158, 7 

I 
, , 

n ~' 

17i0,3 
237, 2 
387, 5 
587,7 

89, 9 I 

355,7 
581, 2 I 

1 881, ~-
119, 8 
260, ~. 
4 7 4. 1 4 
77 1 a 1+ ' ...,, 

117 4, 9 

t 

78 0,010 
86 0,0060 
86 0,012 
96 l o, 0075 

I 
l 

99,5 
].7 6, 1 

· 282, 4· 
422,6 

66,8 

l37,4 
242, 7 · 
388,3 
579,9 
75,9 

gr, 1 
_, ' 

175,3 
309,1 
494,D 
737,0 
131,0 
269,8 
47512 
758,2 

1129,5 
177,0 
364,2 
641;·2 

1022, 2 
15 21, 9 

... .. 

gq 6 
- - ' 

75,6 

94-, 5 

113 ,5 

19<J,2 
316, 8 
470,? 
73,7 

151, 3 
265,5 
422,5 
627, 7 

82,9 

92,1 

189,1 
331,9 
5 28 ,.o 
7 84-, 6 
138, 2 
28316 
497,9 
791,8 

1176, 8 
184-, 2 
378,2 
664,0 

1056, 3 
1569, 1 
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. • 

z-benadering; zij is tevens de beste benadering als het aantal rijen 

veel grater is dan het a.antal 1colommen. I11 and.ere gevallen is de 
• 

z-benadering echter scherper. qij zullen haar dus in het bijzonder 

komst geeft. Als men werkt met onbetrouwbaarheidsdrempel 0,01, en 

is direct de Z··•benadering te lriezen. 

' 

• 

5. Schatting van de ware volgorde. ----------·-' ·- - .... - .. 

De methode van de m rijen levert ons niet alleen een toets voor 

overeenstemming tussen de m r8..ngscl1ik!{inge11. V8.n een schema, doch ook 

een schatting van een objectieve volgorde der objecten. Deze schat

ting verkrij men, indien men de objecten rangschikt volgens de 

opklimmende groott~ van de kolom-totaJ.en; ~ij neemt, zo~ls we zullen 

zien, tussen alle mogelijke schattingen van een objectieve volgorde, 
een bijzondere plaats in. 

·• 
~Vij be schouwen hiertoe het volgende scl1em21 .. van niet-gereduceer ... , 

de rangnummers: 

a21 a22 • • • • • a 2n 
II.49 • It 

• • • • • • • 
• • • 

• • 
a ml a 

m2 • • • • • --a mn 
•--- • .,. -•• a • 

s1 

kolom-,-totalen voor. Tevens besohouwen wij een wil l.ekeurige rang

schiklring als schatting van de volg.orde der objecten; in deze rang-

schikl~ing draagt object j het rB.ngnummer . j = 1, 2, ••• , n • Indien 
J 

wij nu een tweede schema opbouwen, bestaande uit • • m r1Jen: 
- l' 

dan zullen de kolomtotalen vaJ:1 di t tweede s cl1ema worden: 

Nu is de som van de ouadraten van de verschiller tussen de 
••• 

kolomtotalen van dit schema en va,n schema II.~-9 minimaal als we 

lttlOr 

m 

de rangschikking kiezen 

• • 



• 

P~,wi,j s.: 

Genaemde som wordt: 
n 

1 

...... s .. 
J 

m • 
J 
n 
' 

2 

S./2~. + 
J J 

n 
2""' m L., 
j:: -t. 

• 

•• 

• • 
J 

De eerste en laatste term van deze ui tdruJ{J:ring zijn constant, 
n 2 

want I II.49 en 
• 

J=, n • 

~ I .-,. 2 
?, J j 
j=l 

... •· 2 == 1 ?.n+l •· 

minimaal is, 
J':;" J J 

indien voor •ieder paar gehele getalJ_en~ 1~ j~ n 9 1~ K~n, geldt~ 
,,. / 

schil{king volgens opklimmende groot·te vr.1..11 de l{olomtotalen voorstel t •. 

Men dient het volgande wel te b€denken: indien de overeenstem

mingstoets een s ignif'icant resul tas.t hee:ft opgeJ_everd, dan beteJcent 

di t nog niet dat 1 om bij t1tns oors,:Jronke lij lte voorbe8 ld ··'te blijven, 

leerling a significant '1beter'1 is dan leerling b, indien leerlin;g a 
• 

in de boven bescl1reven volgorde-schatting een 18.Ger re .. 11.gnummer heeft 

dan b. De toets leert ons, indien we een signi:i?icant resul tan.t ge.,,

vonden hebben, slechts dat de leerlingen niet alJ.e even begaafd zijn 

en geef-t ons een schatting van de volgorde van 1Je{9;aafdheid. 11=ril men 
. c[a n 

ech-ter individuele verschillen nader onderzoel-cen, a11. men geb:lluil{ 

maken van andere toetsingsmethoden, zoals bv. symmetrietaetsen, 

waarvan er enige later in deze cursus zulJen warden bespro~en • 

6. Voerbeeld uit ~~ pr~.~ijk. 
• 

Van drie verschillende konijnen zijn op vaste tijden 2 u, nu, 

14 u en 20 u op 3 ~peenvolgende da~gen bloedmonsters gen.omen. Deze 

monsters zijn in telkamers gebracht waarbij met ieder konijn een be-• 
• 

• 

paalde telkamer corre spondeerde. De telkamers duiden .. wij aan met I, 
• 

II en III. In ieder van de telkamers werd het aantal erythroc en 

rcde bloedlcihaampjes per volume-eenheid op twee verschillende 

plaatsen gemeten. Deze plaatsen duiden wij aan met indices 1 en 2 
bij de telkamernumrners. . , 



,.· 

~- \i ... 
• 

321 
205 J-

265 

'316 ,5 

294,5 
258 

Tabel ,II.5. 
8 u 

297 ,.6 

278 

234 ,6 
,01,3 

· ~72 

236,3 

272,6 

276,-3 

'?.I!:~ 7 , 3 
2 t;n 

1.. I 

274 

237 ,.3 

• 

' ! 
• 
1 

• 

' 

20 u 

298 -

289,6 

257,6 

299.,9 

290,6 

258 

' 
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• 

Wij ~,illen alle·reerst nagaan ~ e·r een zekere <la~eriodiciteit 
• 

in de waarnemingen 2i t .: 1t'! i j 

kliIILrrtende grootte nummeren. 

Het resultaat is: 

gaan daqrt6e in iedcre ri.: volg-ens-on-. _ ___... .... 

Tabel II.6 - .. 
21.J. I Su \4tl ZOll -

Il 1 3 4 2 

II1 1 3 4- 2 
t 
I III 1 1 4 3 2 ' ! 

I2 
. 1 2 4 3 

II 2 1 4 3 2 

III 2 l½ 4 3 1 _j__ ,.., 
• .... 

• --·--

1 6~- 20 21 12?~ 

Men vindt: S = . ...., = 139,5 • 

Met behulp van tabel 5c uit Kendall 1948 vindt men voor de 

exacte overschrijdwingskans! 0 1 0003. Br is dus een zeer duideli~lre 

dagperiodiciteit. 

Het aantal erythroc ·, ten its het geringste in de nF1.cht, stijgt tus.sen 

2 u en 8 u, en begint na de middag af te nemen., 
Wij kunnen echter aan de .,,... · (';_ van ta .. bel II.5 oo1c een 011der--~ 

zoek instellen, naar de in de verschillende tellramers getelde aan 

tallen erythrocyten. ~lij nuromeren dan de getalJ.e11. in iedere 1colom 

volgens o-pklirnrnende grootte" 

Het resul taat is~ 
Tabel II. 7 

• 
I 

II -
I ·, l .. 

2 u 6 4 2 5 3 1 
. .. 

. 8 u 5 4 1 6 3 2 • 

. 

' 14 u 4 6 2 3 5 1 

20 u 5 3 1 6 4 e 
• 

• 

2~ 1'7 6 20 15 6 
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• 

Men vindt nu: S 0 ~ ? + 8'- + 6 ( __ + 1 + s- 210. • 

In tabel 6 van Kendall 1943 vindt men dat voor dit geval het 

0,01-punt. ligt bij: 175,3 1 zodat tussen de aantallen erythrocyten 

per telkamerdeel, geteld op verschillende uren een overeenstemming 

bestaat, die signif'icant is bij ee:-,1 onbet1---01t'11ba:-',rheidsdrem:nel 0,01 • 

. Bij nadere beschouwing van de tabel blijk~, dat de getelde hoeveel-

heid erythrocyten het grootste ivas in tellcamer I en het kleinste 

telkamer III, doch dat het onderschei<l tussen de beide delen v~n 

een telkamer zeer gering is; het ligt a.us voor de hand om de gecon••" 

• in 

' 

stateerde verschil1 en toe te schrijven ?1.1Stn het foi t, o.B~t in iedere 

telkamer het bloed van een ander konijn werd onderzocht. 
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Cursus Parametervrije method.en • 
• _...,_,. - , ..... --- .k .. ' -•• ...... ____ _ 

~rrata in Hoofdstuk II~ - ---- - - --
' 

Corre c-t ie. 

t 1bere1{eneingr' moet 
n - 2 

• • 
ZlJD 

zijn 
• l _. 1 l. = .L 

II .14- II .15 a ~ 

I I .15) mo?t ziin II.15b; 
•rrangnummers-ve1"'\Visse lingen it moet zi jn 1'r8.ngnummerver-

wisse linge11''; 

Voor het schema toevoegen: jf II.17)i'; 
1., 
7 l ~ • • • b • • • o , 

1'm-rangschikl{ingenii moet zij11~ ''m rangschikkingenfr; 

''36'' moet zi -in 1<1tz6!1' • c.J .,.,> ,..., ,__ T 

i'verdeling'' moet zij11: i'verd_elingen ge-i'; 

achter r,~een'' toevoegen~ '1gelijke rB .. ngnummers)''; 

In de open pleklren tussen teksthaken __ achter het 
symbool P invullen ~ 11 S 1'; 

• 

Tweernaal achter 11 omt1 invullen iisti ;· 

Vo6r index ''maxij inVLlll~en 11 si,; 

..~ eh t er '' st e 1 t '' in vu 11. en 1' aan • t ; 

''s .. 1 11 moet zijn i•s-1:t; 

Er moet staa.n ~ 

II.48 VJ ' S-1 
S +2 max 

~ 1 ._.-
---------~----1 
·12 

Er moet staan: 
s.,1 ____ ___,_ ___ _ 

12 m n n -

Teller van ae breuk moet zijn ~ 12 S 

Boven kolom 4 en kolom 8 moet staan: 
Achter •1 aB~n de tt invullen 1'hanc1 ''. 

• 

• 'I 

P s >s ... _ 0 

' -
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III. Do toots van Wilcoxon voor het •--, t.4-Ja--·•---·•••1"'1"1 ___ ., ___ --,..........----·-~-..,..,;,. ---~---. ·, •" ae:Ji,i '"-'0 dZUpv __...---, 

Door H. R. van der Vaart. 

Mei 1951 • 

V at-~k ,,Jordt een stutistisch antwoord gezocht op vragen als d€• • 

zo~ m duiven zijn gedurende enige tijd gevoederd met een dieet A, 

en n nnderc duiven met eon diect B. Van olke duif is daax•na be-

Virelk percentage va11 zijn lichacvm ui t vet bestond. Is nu met 

p vnn die m+n goto.llon percentages uit to maken, of die 

dioton eon y,,9,rsohillende invloed op het vetgehnl te van die duiven 
hcbben gehnd? 

Problomen vnn deze soort duidt rne11 ao.n nls: het probleem van 

t~reo sto0kproovon. Do ondorzookers, die een dorgelijke vraag stcl•· 

lon, wonscn - enigszins vnng ui tgodrul-ct -- tc v"1eton of 11 in door•·' 
.snoe ti dicut A eon hogor of luger vctgchn.l tc -opJ..ovor-i: !:1.1. q eir.ld

rosul tnnt dnn dioct B, dnn wcl of beido ~otcn cenzelfda votge-
ho..l tc govcn. Eon nndcre vrang die in di t vcrband mogolijk zou ~i.jn, 

n. l, of dioot 1~~ misschmcn oon grotero of klcinorc _q]2;r
2
9J

1
Si .. i:l.1:g in 

do votgch:1,l tes gcoft do.n B, intcrcssccrt dogonon, die dcrgclijke 

problomcn ondorzookcn, in not oJ.gomcon minder. Do tocts van Wil 
coxon dicnt nu in hoofdzno.k juist om hot bedooldo verschil in ni,s• 

voou te ontdckkcn. Zij doct dit door gobruik to makon vnn een 
groothcid u, die ,Kro in § 1. 2 zullon dcfinioron. VoorD:.f morko1'1 wij 

nog op. dat bij do volgc11.dc bos·chouwingon voorondorstold v~rordt, dat 

do m+n wuatnooingcn stochastisch onafhankelijk zijn, d.w.z. 

dnt hot resultant van een van de wnarnomingon niot bo1nvloed wordt 

door hot resultant van een of mocr van do overigcn. 

1Tc nocmcn de m, resp. ,n getallcn, dio de votpcrcontugea bij 

gobruik vnn hot 
• • , . 

} ' 

• 



Y1 
oll{ac.r zijn or dan vole mog0lijl<:l1odon. Do uitorstcn zijn: ''elk 

vn11 do y-·-vrnnrdon is lcloincr da.n elk van do x-v-vanrdont• togonovcr 

''0llc vnn de y::·•1.1vnc.rden is grotor dc..n olk vnn de x-1;va2.rdon''. 
1. Wilcoxon's toots nu zic 10 , in do vorm, die Mann on 

Vhitnoy 7 or acn gzvcn, vgl. oak 1 is gobnscord op hot gc

tcl .......,. Vlc .. gcvon ao..n do X··v..10.m."don de indcx.i, i .. 1, ••• ,m en 

Ct.211 do y- ·,vnnrdon de index j j ... 1 , ••• , n • U is dnn het unnt 

•-
1 nron i -· ___________ .,.. _ _.... ____ juist gonoemdc 

uiterston govo11 blijl{beto.r U = mn, resp. U ~-= o. Blijlrcns do dcfi~,, 

nitio vnn U, die in doze vorm nllocn goldt nls voor goen pnnr 
• • 

dnt voor 

ha11dcld. 

• so n11~11. go p t:.r o 11 
. .. 
i,J • in 

Het gcvnl, 

§ 5- 4 be••· 

Men vocl t vrol nnn, dat mo11 de l1ypothcsc, dnt d0 dictcn gcen 

vorschillc11 voroorznlcon, 11ict ztl.l lcunnon Y.P.r~~:[~.~~PL~-"il.1, nls U ''dicht 
bij '1 

mn of O ligt. We dionon doze opmorlcing en s01nrnigc bcscl1ou,,ifringcn 

vnn § 1.1 thnns te preciscron. 

1. 

1.\.ls \'ire do hypothcso, dD .. t do diotcn goo11 vcrschillon voroorzn
lt0:r1, 11 11ict kunnon ho.ndhnven'1 , moet iets undcrs er voor in do 

pln-:-:ts komcn. Di t nndcrc plocgt n1on to noemon: do toolnntbarc nl

tornnticvo hypothusc11, die ,"iC tozCL.L11cn a.c..nduidon met de lotter H. 

n1u11 lcr:.n nu c.10 tocln.4:tbnro nltor11nticvo l1ypothcscn bij Wilcoxon' s 
pto0ts ru,itl'\\70g bescl1rijvo11 n.ls: ''de resul tntcn van dieet. B zi jn 
V(::1~Sc}1ovo11 tcr1 o-pzj_cl1tc VQ1'1 do rGSUl tti.tcn vnn dioet .1.\'l • Voorlor• -
lJig J_t1ton ~ivO 11ct hiorbij, wnt d0 o.l tcrnnticvon bctreft. Dcze 

kwcstie ~rordt in§ 3 nos nndor toogolicht, Slechta morkcn we nog 
ee21 di11g op. .i.ll vorcr1s men VTilcoxon' s tocts gant toopassen, diont 

1non zich corst to vcrgo 1;rrisso11, of de nl torno..tiovo hypothoscn, 
dio hct :probloon i11 lc,~rcstie om vnl~~.i\rotenschnppclijJ.ro, dus niet-

stntistische rcde11cn, toclnat, s.2monvallcn met de in § 3 bcsprou · 

kun, om statistisch··thcorctischo rodonen, toelc..11t~trG nl torne.-· 
ti0vc hypotheson. Dozo opmo~king gold t trou,~rons voor el:1-rQ statis· .. -
tischc toots, ,~runrbij iots vnn de nl tornnticvo11 bckcnd is. 

Nu de 89,t,pp~~:t~. pz:RQ,tllx.$.,~. zolf. Doze z ..... lcn 1:vo mot u nt1nge·vcn. 
Zij houdt in, dnt er gecn vorschuiving optrccdt of wol, precies 

,•~•, random 
stcokprooven zijn uit ~~nzclfde verdaling. 

7 at ■ ill ?JC]RI 2 •st I I . 

a••• • •••••--·--•••* •---

Eon onkel gotnl tusscn ha jcs vcrwijst nnnr de litorutuur

De defini·cie hiervan volgt. • 



Di t v·.ril het volgendc zoggcn: 11.ls voor clke i gelclt, dnt 
P x.~ z ..__ ···1 ,. - en voor cllco j 7 dat P y_. ~ z 

J 
., G z , d an houd t 

in dnt F z =- G z • ...... ----t...---- "i, ■ \,,A 7 ,,,.q T SP 0 $;tf1tt;n 

I-Iiorbij n1oct c.t11115ot0kond ,J:rorden, dnt F en G continu voron

clorst1.Jld n1octc11 lru11110n ,1;rordon, or-1dnt men 1r.Tilcoxon· s toots knn 

tocpnsso11. Do hj .. oronc1or cagev011 roclonoringo11 I1.1.aken namelijk 
• 

gcbruik VQn: r _ = 0 voor elk pnnr i,j , d.w.z. dat 

gelijk zo..l zijn c1~~11 00n y. Bovcndion rnoo~con de integralen 

i11 hat bcgi11 Vt"'.n 2.1 door ~11doro ui tdrul-tkingon vrordcn vorvnngcn 

llls F 011 G nict continu zj_jn. I;jot bohulp v,ri.n con ku11stgrcep knn 

clozo .. continui tci t svoori;;rc.1.nrdo nag door 0011 minder stringcntc 

voorwa~rdo warden vorvnngon. Vergolijk hierovor § 5.4. 

al • 
Kri tiolr EiObiod. 
s ,,, sqrz1s; :s 1 1 ii ,21 

Wnnneor vor,~rcrpen we 

1nor1.~i11g f'..o..n hot ei11.d vnn § 1 > 2 ~ JJ_s de voor U gcvondc1'1 wnardc 

dicht bij ~n of bij O ligt. 

✓~d~l---·--•-•ft••·-··-·---~·-·--······----·--·--- -··-- __ ., __ ~, ,, / w 
0 S ')r\~-.s IYY\'Y\ 

Dit ~1il zoggen: wo kiezon oon getal 

l1ot volgo11dc nf: Ile:, v~7ord.JG vorworpcn 

n1n 

al s O L.. U -~ s of 

en spreken. 
mn· 1•S L.. U #lf....mn. 

Dozo t,~reo into1~vallon voor U vormon d11s same11· he~t · zgn. kri ti eke ge 
biod w. Dci.t 1-iot 1✓::1--i tio!.co gt;bicd v.r vn11 dozo .Jcooto opgobou,,.rd 

,·rord t ui t t 1 -i
1 co dorg:olijJ.co i11tuJ:-avnllon, ui t t,_r. 100 c1orgolijkc stno.r

·tcn, bcr11st 2ric;r.z.~-.j,,f1 . .e. op. clc ovor1~roginG, d.nt l10t wol zuer on-

1::-,n,~.rschijnlijl<: is uo.t zovvnt £:.llo Y·••waa.rdon grot()r resp .. kloi11or 

z011cl.,:.;n z:L~} n ,J. nn zo,N::~tt nllo x-wanrdo11, e1.ls de: gotootsto 11 ,...,othose 

!!~ .. _ ... ,j13~.~.~-... is, dus nls clc vcrdcling ,1 an x niet vorschoven is t~ o. v. 

tl:Le vnn y, 011 flt?9-.9;r."~~ijdp, op do ovor~reging dc:.t de kn1:1s dn.ro~op 

e:,ro.,Ger v;rord t, nls do ~ll to1 .. nntievo hy1)othcso I1 j,~.~.t3~ .. is, dus a.ls 

c.1o vorc1olinc~en vo.11 x en van y Y{9.;l. ten opzichta vn11 olkanr ver• • 
schovcn zij n. 

.. 

Hierui.·t volgt, dett in vorbnnd r11ct de oigens·ol1.appen vo.11 de 
tacts do volgcndo t,¥oe wnnrschijnlij ecion van groot belnng zijn: 

-

zullen we het hebben in § 2, vnn de wo.arschijnlijlcheid P U E w Hl ..... 

bohnndolon 1:rro enl<:elo oigenschnppon in.§ 3. Voornf n1erken we nog 

het volgende op. We willcn natuurlijk niot graag oen verkeorde 
' 

bo~lissing no□en. Daar U &vv botol-cent: vcrvvorping van H
0 

en 

U niot E w : nict vorvirorping.,vo.11 H
0

, zou hot dus ideeal zijn, 

• 



• • • • 

, 11orden, dnt F _ = 0 . 1.4,1 

en dat P UEw\ H ... 1. 1.4,2 
Hot is cchtcr duidelijk, dat 1.4,1 slcchts is te bercikcn 

door ¥r loeg t0 mako11 geen enkcla u-,vanrdo i11 v, , 011 1. 4, 2 door 

voor ,.,, to nomon _ o ~ Tj S.. mn , zodm.t c.1.an dozo cison 11ooi t tegclijk 

volda.o..n knn ,,rorden. JJ. vvnt ,7i1c kunnon doen, is dus s zo to kiezcn, 

dnt P 1J" E ,\1 11
0 

0,01 of c/.. = 

kor 11oc1ig ncht 

' ~ ~"' ·,1 

·~ cJ... zo dicht ~.OsG,C.+,,~j}~ P,~.ci. 0 ligt - dus b.v. 
0,05 

on 

of 
p 

zo klcin 

u EV! H 

als do dosbctroffondo onderzoe

zo dicht· 00&9~~
1
j}3;, pjj,, 1. 

Wat de t1.ivoedo cis botroft, hiurno.n voldoot 
• WW ◄■ !II U 21 4 "It IFR 

tischc toots bctor c1n11 oon ''slcchto'' en voorts 
eon '' gocdo'1 statis
voldoon grotcrc 

stookprocvon hiorQan moostal bcter dan klcino vc;l. ook § 3 • 
Wilcoxon' s toots is gcblckon oe11 n1oor dan redolijlr 11 goodo'' toots 

te zijn. 

V7at do 0erstc ois bctrcft, bij gogovon toGtsingstypo in dit 

govnl: V',7ilcoxon on go gov on stookproef grootton n1 ,,.rnnrden vnn x 
811 n 1,"Tf:'vnrdon van y hn11gt T U E W Ha gehool vn11 S o.f welk gc

tal <lo gronzcn van ,'!'\, bopnnlt, zio bcgi11 vnn 1. 4 • Voor do berc-

1roning v nn P _ U Ev; H
0 

houft men de v\rnarschij nlijlthoidsvurdo-

dolcn. 

• 

2. De - .. 
0 

• 

willo11 nu boro}::oncn P U , .. ~ U Ii • Hiorin gooft H dus 

gcvo1'1 tc kennon, 

lingsfunctic F x 

dat or m x-,_•vvnardon zijn mot cun1ulatic-ve vorde-

do 
boginnon ocns 

mogclijkhodcn 

on n y···Viranrdon 

r:1ot hot govnl m :·: 

vm1 volgordon: 

Y1 < Y2 

X1 < Y1 < Y2 

X1 < x2 < Y2 < Y1 

xi < Y2 < Y1 

X1 <: Y1 < :X:2 < Y2 
• 

mot vordclingnfunctic G y 

n = 2. Er zijn dnn QO volgon-

~r zijn cvcnvecl zulke rijt os nls er pcrmutntioa zijn van 

2+2::::4 clemcnton, in hot algomcon: van m + n elomonto:g, Dus er 

• 
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zijn 4!, in 11et algemeen m + n ! van zulke rijtjes. Wegens de con-
• 

tinuiteit van F geldt~ 

p = p 
-+ q.'.) ~ '.1 'i' 

-co+<X:l 
'a I 

-co 
• 
-co 

.. II 

--11$ • • • 

• 

.. enz • 

Dus de ,,raarschijnlijkheid van elk 

p 

var1 de m + n ! permutaties va:i 
• 

deze waarschijnlijk-

heden gelijk aan 1. Dus 

p 1 
=-= -- •. P enz. • m+n. 

Nu hebben de eerste vier van de hierboven gegcvon rijtjes. een 

ding .. gemeen, \iraa1"in zc bovendien van de volgende verschillen.. . 

.tUS ,,re do indices vveglaten, "'oJA"'dt ell-c v:1n de ee1~ste vier n. l, xxyy ~ 

}lot vijfdo daarentegen ,1rord t xyxy. We zegc~on: de ecrste vier rij ·· 

tjes vormon eenzolfdo X*·,y-rangschil~l~ing. IIoevoel rijtjes met waar-

n! permutatios. Elk van 
bino~rd mot elk van de nl 

' 

m! 

do m! ;c, ·pcrmutaties kan v1orden gecom

yc•pcrmutatios. Dus m! n! rijtjcs mot 

h .. . 1 .. kh . d 1 W a.(:.1 r SC l. J n 1 J e 1 ., . ,, ,,. "" , .. 
rn-1-n • vormen tezamen een x-y-rangsohikking. 

• 

Dit geldt voor elk van de denltbare x y,,,rangschikkingen. Dus voor 
elke denkbare X1 "Y 11 •rangschikking geldt: 

v'f e 

mtn! 
m+r.1 T 

• 

hoeveel 
gfJ:i!een hebben dat voor hen U 

• • = U is, om P u 
X••y-rangschikkingen 

= U te kennen. Ala 
c~ it aantal n. 1. gel ijk .is 

I • 
aa.n p 1 U m,n 

PU :--.:U 

Voor dit 
te vinden, gelijk Mann 
rangsahil-ckingen va1:len 

a 
I . • 

b 

te · lat en. : p • u-n 
m-1 1 n 

Zo vindt men: 

• 

m!nl , 
m+n • ·Pm,n 

g emal{k e 1 i j k 

n.1. uiteen in: 

• 
J.S' a.an is 

2.1,1 

is, 

• • 

weg te laten: 
laatste x weg 



• 

p' U··n m-1,n 2.1,2 
• 

Door in het voorgaande 11 laatsto'' te vcrvangen door ''eorste 11 , 

vindt men 

· m, n .. · 2.1,2a 

Ui t cllto x--y···rangschiklcing, ,vaarvoor U 

van achtor naar voron op te schrijvon een 
rancschikking vcrkrijgon, Vl1aarvoor U .. ,, Inn 

U is, kat1 1nGn door 

on slechts een X 2••y0 = 

U is . 

• 1S 

- .... 
.. ____ ,_ ... -

Hiorbij blijvon~m-cn n 

' 

p u r:.1, n ,,.,. 

. ,. 

u 

. , 
,·. w' --, . ,.;;:- - ... 

··...... , _,_ .... 
ongewijzigd. Hiaruit volgt: 

' nm • • U 

m+n ! ····-- p u 
1:1 ! 1.1 .. 

u , 

rm ·· U 2. 1 ,3 , 
• 

d,w,z. do verdoling van U is sycwotrisch t.o.v. 

hot 5caiddoldc goldt: 

nn , zodat voor 

r:111 .... . ., 

Ool.i: knn ncn ui t clkc x-y-rnngschil-cking 1 v.rnnrvoor Q' = U, 

olko x door yen olkc y door x to vorvangcn ~6n on sloohts 

2.1,4 

door 
, ., 
een 

x-y••·ro.ngschikki110 vcrkrijgon, waL1rvoor p. = mn .... u. 
- - .. Voorbccld .. - .. -'°,~ 

~ -~-¥_?:-~JI - • • 

- - - - , 

1-Iiorbij komon er n x-111ro.ardcn in plaats van o on m y•·•wanrdon in 

I I • • t 1 t .i.J. crui vo g 

... 
rL 1J..S 

Uit 2.1,3 volgt 

p' U .-p' 1:in r:1, n n, IJ 

p u 
r1, n ··· u =· p u n,n 

• 

P · U . . 1:1n • · U 11, n ..... . . P U ~·.~ U · , zodat n,m •·" 

p u 
m,n 

... p u :,: u 
11, m 2 

-· 

• 

2.1,5 

2.1,6 

Hioruit volct, dat ondcr de gotootstc hypothcse Hb do vcrdcling 

van U voor ra x, •waardcn en n y-waardcn dczolfde is als voor 11 

x-yvar.rdon en m y•-~raardcn. Di t is van VCGl bolnng voor de tabol 

luring, dnnr doze hiordoor aanzionlijk bckort kon wo • on; 1m111ors 

1:1on bchoeft nu slcchts voor m ~- n to to.bellcrcn. 



• 

Door c1e 

voor U< n, 

heart: 

rcdonerinG, die tot 

ziet men, dat tot de 

2.1,2 vocrd~ toe to . ' 
beginvoorwuardan van 

pnssen 

2.1,2 be-

p 1 k · · 0 als k < 0 m,n ' 2.1, 7 

Wescns 2.1,3 valet hieruit: 

k 0 1 ala k> mn 

:Door de rodcnerin~11,die tot 2.1., 2 en 2,1,2n 

2.1,?a 

voeren, toe te 

pnsson voor m =-~--: 1 en of n . . 1 , ziet men dnt do beginvoorwa· :ten 

e~ocon1:plctecrd ,~101 .. clen door 

Zondcr mcor is duitlolijk, dat 

' •·• p• 1 • • rn, n mn 

O, o.ls k 0 

1, nls k 0 

' n1n-1 =1. 
• 

2.1,s 

2.1, 9 

Ivlot bohul11 va11 cLG voorgE1.o.nc1c f·ormulus kan man in principe 
• 

voo1., ollro ceholo r1-, O, n > 0 en u> 0 do groo·t11oden p' U = m,n 
• 

mn-u , clus u :~ u 
• ff 

U . , m11-u_.., en 
• 

p 
r.1, 11 

borekenen. 
• 

Vie zullen enk-elc voorbeeld0n geven, opdat do lezer zichzelf 

lro.n co11troloron : 

m n u 

1 1 • 0 
• 

1 
' 

p u., .tJ'. m, n · ..l 

1 
~ 

1 
2 

•11 st:rw 

1 
2 

1 

IIV.4~11111,.• ._._ .... ► ._..._ -----•-►• ◄-1 4-1 -•••-1 .. -••••-•1Ult-S'.0_0_& ca..--· -•••------_,.,...-________ .. ______ _ 

1 2 

1 

2 2 

• 

0 

1 

2 

0 

1 

2 

3 

4 

1 

1 

1 uit 2.1,5 

1 

1 

2 ui t . 2 . 1 , 2 · 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
b 

1 
'6' 

2 
'6' 

1 
0 

1 
;-

• 

• 

• 

• 

1 

2 

1 

1 
r; 

1 

1 

1 Wegens 2.1,6 behoe~t het geval m=2, n=1; het geval m=3, n=1 
enz. niet getabelleerd te warden •. 



11 

~ a 11 ,.,.,. , , 11•=•< 01N11 ,n 

1 ,. 3 

2 3 
• 

3 3 

h • b CZ 

• 

u 

·--.-..--·------
0 

0 

1 

2 

3 

0 

1 

2 

-. 
j 

W Otll a IMI I •• z llll 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

2 

1 

1 
• 

2 

""I .... ·-· 

3 

onz, 

P .... tJ=U m,-n 

1 

1 
4 
1 

1 

1 
1111!!" 0 

1 
10 

2 

1 
2·0-·· 

1 

' 

• 

p 
m,n 

1 

1 
2 

1 

o, 1 

0,2 

0,4 

o,6 

u<u 
• • 

0,05 
• 

o, 10 
• 

0,20 

0,35 
• 

o,65 

' •. _,,,. 

lJ:1 o\1 c1"'oe11ste1nmi11e met § 1 ~ 4 kunno11 we nu. s !-=~v 'k:ieze11 Llnt 
• 

p lT£'HH ... ]? 
..... 0' 

U < s of U-> mn··· s 
L 4 

11 < o<. <:: O, 01 of 
0 

0,05. 

1\.ls ,,,.TG c1a11 voor U c .. ;n v,aarde vinden, die tusscn de gre11zo11 b an 

n1n-,•s ligt, .ver,"7erpen 11v•o do hypothese H . nict; anders wel •. p 

Nadat vre hebbcn ui teongczot I hoc do vcrdeling van U ander de 

We zugen reads dat 

andere mnnior bewijzen en 
...... II I I L ·- ·-
1 ,rreeens de sy1:1r.1etrie van do verdeling hoeft 
leGrd t e trrorden. 

we nog 



boJ~"ol·ccninc;cn stanb ongev0~r zo in van Dantzig 

1 voor z~O --

2, punt 3 • 

fJtol l z •• • • 
• en Z. . r.. 1 

J.J 
-
I 4 'l • 

J 
, dan gold t voor 

011 (1 L1C:.l" 

-
p 

• • 
J. ' J 

x. 
l 

0 voor z<O 

Y-< Jc.' J 1. 
t1 c.t 

o. 

co11ti11uitoi t 
f 

l} ' y. . ... 
I. ~-•J I·I 

0 

, . P z .... ··1 H .. -
J..J 0 

1 ..... en 
2 

• • 

"hi. "'- • • 

1· Z .. 
A 

-
' \ • "l. J. - \ ' 

Voorts is 
,, , cr· ~ .. , .... 

.,.. .rn-, ''\·"\ - 2 1 ,., 

I • ,\..,l + 
f .. \- ... ~J. J J 

z . . 
J.J 

c ~ 0n voor elk paar • • 
J.' J 

p ,, . 0 . -- . .. 0 • • 

z . . 
1J 

mn 
2 2.1,10 

"°"'- n'\.. ~ ""\.. 

k t I} 

:..-

\ \ \ \ •• 
41 J -.i.t 2.1,11 

• • 

N1..1 f~Gl.o .. t voor onafhnnlrelijlce stochastischc groothoden 
•• 

Cl ,-. _1_ •. ? v ... -, 
r_L Lt 1 \'\ .._.,.. -· ., • • , ... V vv • Daar 

zijn, als i-:t=-lt en j=/=-1, ooot de 4••voud_ic;e som in 2.1,11 cc-

"'v'\-\., 
~ . '. ,::_ 
' 

·-~. 
"-' . , \' ... - .. 
\ 

,\\ ' . ,-
• l . 

t -~ ' ,.. - . 
' l • . 
L .. _, 

' 

I 

,._ \.. 

. 
' 

1 

\ 

"c'"r._ 

~-l:~ 
1 •. , ,_ -
\ 

''r'\ • 
._--

) L·• 
,I "' 

,(,_ --~ 
• 

!J~l sold t : 

., ,, 

-+co -:::C• r '-· 
dF X .. 

J.. -

• • - •· -· .,J._ ..... . ... .. , . ' 
~ 

-·- p 

. - p ,r - " ..... 
. ... 
• • 

• 
1 · · F( y . 

:co J 
r::" z "" . .. . . . 
.. ill J J.. J 

. ' p 
• A 

Zodnt 

1 
, ~ 12t.1n 

-"" . 

,' ~·-·--- ~ • • • 
- -""\ I •' . --. , 

• l 

, _____ _ 
. . \ . 
•\.,~,,.-j\ 

( ' ' 

' z .. ---1 en 
IIIIL 1 J 

X• ... 

-~ 
' . 

",. -- .. 

~ ?.C,~l.e~ ~d < -

J 
z ... :·.:1 

l.J 

.. , .. 

1 mn. rn.-1 

"P 

n···1 

-

-«' 

.. . 

• 

A ' m 1:1- 1 J n 

,.,..,. ''1 ( ·1 _,,, \ 
J..: .;..1. '. .t. -• ! I 

I 1 \ m, 11 ....... 1 n 

n-1 

9 2 
Ll n n---1 + 1 ...... ,1'-1-, -,.,4, = ..... 

X• 
l. 

1 

' on i1 < ~i 

1 
• Tl 
IC a Iii 

1 
+~mn 

m+.n+1 

terrao11 

tar1ne1:i 

t . . ., . ., 1~ 1 · ). 1'1 ,.,J.. .,, '-J.l. 

t ••, 1-i r1::::-. n 0 ......... V ... 

., ... 

torn1en. 

-

B 
0 

= • 

• • 



1 rm 3r1n+m+n+1 12 
2 1 nn m+.n+1 ' 2. 1 , 12 12 

~,Ion lean bc1.1t1ijzon, dat voor grotere men n in de practijk > 10 

de volgcnde bonaderin-n · t t 1 · on ,'.irnnnucr - nic e voe vnn n . 1 verschilt, 

gen zoor bruikbncr zijn: 
V' -

o,. 
.., 

p u < s ~ 
r'1 n ... J.J., 

1 2.2,1a 

• 

vvnnr V • 

b. u >.. s' ~ 
Ml PF -

wnar v' :: 
1 $' ,r • . . 2 

--·· 

1 
21T \ 

'\)- 1 

C 2.2,1b 

1 Do - resp. 
2' 

Kcmperman 6 ,P· 9 hecft gevonden., dat voor m >'> n, zelf s voor 

n <. 1 O een zoor bruikbare benadering gegeven wordt- door: 

]? 
rn,n 

• 

u < s rV 
a I =• , ~ 

,~raa.r 1 n 

1 

n + 
2 

2.2,2 
o1k<'\/ -

mn 
2 

Doar hot om rodcnen, die in§ 3 kDtt besproken zullen vvorden, ecb.·-
• 

tor ,r.rcnsclijk is om, indion 

1 to lnton vcrschillen, znl raon dczc ingo,,r.rikkelde benadcring 

2.2,2 niet vnnk nodig hebbcn. 

ve h:r::12otl10sen H. 

Doze opmerkingen sluiten aan bij het in§ 1.4 besprokene. Zij 

zullen semaakt ¥1orden na.nguandc P ... E. ,v H voor kleine steekproe · 

ven cf. vnn d0r Vanrt 9 en voor g;r-9jie
1 

of. van Dn:ntzig 2 

Wut de kleina sto0kprooven betreft, hierbij zullen de bespro

kon altornatiovc hypothcsen bepcrkt worden tot starre verschui-

vingen van de vc rd0linc;sfunctie, d. ,v. z.. tot G z ... F · z+ met 

µ O, waarbij, evenals in.§ 3, F de verdelingsfu~ctic van x en V 

G c1io van y is. Voor P Ut w H kan men dan schrijven P UE. vv µ. c 
• • ,I 
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Uit clo boschou,1rin0on vnn 1-.4 blijl{t dan, dat bijgc.ande figuur 

I c0n indruk go~ft van hat zo idcaal 
• 

- - r.iogelijkc vorloop. van P U E ,ii, .>-1-~: 

A· voor Jl- .. o is P ~o<, at... kloin. 
b~ voor ~ 0 sluit P zo dicht mo-

J 

I 
"-I,,'/ 

golitj:k ac:t:i bij hot ic1oalc {;odrag 

.. , -·-------~· ...;.._ _____________ p . . 1 , d . "\"l, z - : 
-0 

b. 1. 
- JP F tt 

V O Or J-l f- 0 > 0 . 

...... do (-;rnfick vr..n I) vortoont ~-n scherp·c ''punt'' bij J-.1.. .• o d. v.r. z • 

is 11 zo groat oogolijl-{ 91 • 

I' r-=-o 
~ nt n is in§ 2 uitvoorig bchnndold. 
A2.ngn~11c1o b.1 is op to r:1orkon, dnt in hot f~cval m=fan bo,rrezcb 
lf d 7 II 1 if 1 fl t Ii 

is, dnt voor som□iee vcrdclingsfunctics F x, wnnrvan de ecrsto 

o.f goleido -- do ,~,narschijnlijkhcidsdichthoid F' x • • • gcen punt 

vn~1 syr:un.ctrj .. o hoeft , dezc oigcnschap 11iet geld t, daar voor dczc 

functics bovonstnnnde ero.fiGk voor l= 0 ~~n niet-hori7,ontnle 

rnnlclijn hGGft. IIioruit vol5t, dat men, indie11 onigszins 111oeelijk:: 

ra = n moot momon, d.~.z. de uitgcbrcidhcid van do boidc stooknroc-·••1,•• ■-::-

Y,9P:. c1io dcr x on die dor y 9.,V:fJ11 [Sf',O"o:t:., n1oet makon, omclnt anders, 

zulfs voor dczo zecr bcporkte klnsse vnn nltcrmatiGVC hypothcsen, 

nnn b.1 niot is voldann. 
Ondcr dczc voor1.1ranrdc is er nnnolijk slcchts een bepnnldc, nogo.l 

' 

nb11orr.1nle, on ,,,,.oJ_ U-vor1nigc, verdeline {sovonden lrunnon vvordon, 

¥rc1.~rvoor clo oiGc11scl1.c.p b.1 niet cold, zodo~t r.1on, nls r.1 :,•: n is, 
tr.l111clijk :··:cl ~ro1; kn.11 vortrouVi.ro11, clat uan b. 1 is voldco,11. 

Ac.11r?o.,c.ndc b. 2 : hicrin vorschillon '' c;ood.o'' on '' slochtc 11 sta"·' • ■ 21 t1 h\1? Its wr :•,: __ ,_._. -

tistischc tootso11 vn11 \..;lknr.u' vcl. § 1. 4 • V!nnnocr nu do nl torna-

tiovo hypothcso11 bostt1211 uit G z = F z+J.,L :E1ot .. µ o., te.r\lV"ijll: bovon-, 

cl.io11 nae: 11orr..1nli t0i t ~:rorc1 t 011d0rstcld, cl. v,. z. : 
~ 1 2 

l;:c"n men, 

n.~tiovon 

~t 
•••• 

1 
I con: ■ C 
2Tf 

-0') 

zoo.ls bokond, d0 hypothosc 
O not de toets vnn Student, 

• 

0 toctson togen do nlt0rT 

cl • • • t t io is immors oGn 00 s 
is voor l1ct vorschil vun do gemidc1olden van t,1:rec norn1nlo vcrde-

lingcn mot dczolfdo sprciding. 

!i, ~ t.!..ot. , waarbij : 
- !l, 

1 : 
• l rs• S H 

t) 

0 

I 

• 



------·-----
2: t= nm 111+n-2 ... -·· ' 

m+n • 

met x= 
1~ 

- L-"'~ X .. 
T.U I 1. 

• 7 

en y ·· 

"'h1,. + 'Y\ - \ 

3: 
A, 

--:--------
m+n-2)Tf 

• 
f'n"\.+'"¥\.-'l. ----

I 

...... -
........ X 

...,,. -"'o:1" Ai ••.1,._ 
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+ 

Nu is 

se fI 
0 

deze ·toets van Student onder al die toetsen va11 de hypo-the-
. 

inhoudenda dat =0 is , die ,·:1,an eis b. 1 voldoen, de 

toe-cs, vvaarbij aa11. eis b. 2 l1ct bes~c voldaan is; tenmins·te als 

de onders-tell:ing van normali tei t en gelj.jkl1eid der spreiding 

vervulcl is. Dat wij i11 1. 4 op111erlc·t;e11., da·t vVilcoxon' s toets 

mee1"' dan redelijk goed was, bt:";rti.st op de volgenae tabel, wa~1..r

ui.JG '"\1elisvvaa1-- blijlrt, dat 1i!ilcoxon ie-ts minder 11 scherp 11 is dan 

Student, :rn.aar dat 11.et ,,erscl1.il -~~-e?=' s.e.2"'_.~_:q.g is.. Tegenover di t 
onbelangrijk lrleine ve1~schil st:.1at dan de grote winst, dat ~'Til

coxon ook ~oar nie·t- normale verdelingen volkomen exact is 

dezelfde winst, die voor alle parametervrije methoden geldt 

Tabel van 

• 

l \ ) ' , 
• 
j 

m n ! 

• 

2 2 1 '3 0,3675 0 ,·={J•282 

2 3 1 5 0,39132 0,01138 
I 

0,36755 0,01863 2 4 2 15 
2 4 4 15 I 0,51398 0,02672 I 

3 3 1 10 0,34698 0,01261 

3 3 1 5 0,52282 0,02024 
.. • • ' . - - ........ ,.-

--·-••----"'----· ·-+-------··~-----------------------
Voor m en n ➔ oo blijkt bovendien ·te .;el den o( II • / ) 

'-""\., \. 0 

ci~~t l C) 
~-

• 

• 

• 
' • • • • • I 

• 

lfla t overigens de .. &£,<?.~~ steekproeven betreft, de eigenschap 

P U-E vv H =1, \iVaaraan voor klei11ere steckp1'?oeven niet voldaan is, 

blijkt ~~-~.;x:r4I?,~Qj?,?:~9P vvel te gelden, 

11r•••••• .. •••••1111ratrnr•,••••1-•• •••-•••••- a - " ■rm•-

1 Voor de grootte van d.... bezi t rn.en bij dergelijke kleine aan••· 
• 

tallen slechts een geringe keuze; vanda~r de min of meer bi

zarre waarden in deze kolom. 
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Men duid .; deze eigt?.nscha1J a[:111. 1ne·c de ui tdr king: de toe ts is 

!?.'.§Y£P.J?.~_Q~,,i--~ .. <?h .... 2.P:.9-.q_1.,.~-~.I?-.l:.~.dcn,~ voor H. Prof. van Dan tzig 2 hceft 
nl. bchalve enkele me~r gecomplicoGrde resultaten, het volgende 

bevvezen~ 

Als r11 ➔ co , n--? co 

liJ:11 .. P U E v.1 H 
• 4 ,. 

n1ct 1n 11 c ons··t;an·c 

=1, 

, dan • :LS: 

VilaEtrbi j I-I zelf, s veal rui1ner is dan s-t.arre verschui vingen. Deze 

eigenschap geldt nl.als H wordt gedefinieerd door: 

_1-. d -r;rr z 2 , • ~y • If 

zijn te beschrijven als: de mediaan van 

X·-Y 
eor·• 

In aansluiting op hct gezcgde aan het slot van de eerste 

alinea van 1.3 volgt hieruit, dat men zich v66r toepassing 

van ,iifilcoxon ts toets vvel moe·t overtuigen of he-c onderzoek er 
" 

iets aan heeft, wanneer men zijn conclusie zou gieten in de 

ons echter voorkon1env da t da-c resul taa·L voortreffelijk aanslui t 

bij he·c vage ideo 9 dat de in 1 - 1 bedoolde onderzoel-cers kocsteren. 
. ~ 

Voor onze · duiven bo-i;okcnt het imm.ers, dat, de kans, dat een met 

diee-G B govoade d1..1if oon groter vetgcl'lalte krij gt dan een met 

di6ot A govocde, kloiner is dan ½. 

4. Voorboeld. 
a.; f I F .,,n S • 7 '1 J I • • * "" u (L 

\'Vij zullen nu e•211. voorb0uld bel1.a1-id.elen., 

duive1-i v1erdcn onderzocht op l"lun ve-tgehalte, 

• 

,,ve:tarbi j 

nadat ze 

enige ·cij d cl}c mc-c e c~n ander di·ec;~t waren gevoederd. 

De gctallcn waren als volgt: 

Groep I: 1,42 .2,22 1,68 1,68 2,60 2,54 r(,80 2 28 ° ' ' ' 

Groep II:3 1 36 3,77 4,47 3,89 1,63 4 775 ; 

Groep III: 3,02 3,42 6 1 43 2,93 2,23 7,85 • 

dr~i c groepen 

gGdurende 

Er doe·i~ zich 11.ier nog een proble O.ir1. voor aanga.ande het ge-tal 

7,80 in groep I. Dit getal wijkt wel erg sterk af van de andere 

go~callen van groep I. ]:1en zou gcJ11eigd lro_nnen zijn, deze waar-•• 

ne111ing als •iui t schie-ccr ;i 

].[aar hieraar1 zijn, zoals 
" 

■ • Q .. h )d -J I --J ■1 W , I I ■• • •• , a• , •••••re w •••a•• av • •=• s rr ,cs ,, • , ••,. - r a - 1 • 

1 D I , t u g e -Goe 1; s e 
• 

bruiken. 

s~t eeds, bezvvaren verbonden. 

moe··t 01-nsc _ even worden als · F .... ,,. G. 

me d; •'.:"l .~, n van .J.. ,-.. (.'.. i., X ZOU 

zijn,daar de vcrdeling van Q 

F G. 

is afgeleid onder de hy 

te ruim 
these 
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Ton cors-te: hoevvol groep III als gciheol iets hoger ligt op het 

van 6 eersto gezicht dan. groe~ I, maakt toch het voorkomcn 

groop III wat huiv0rig om in als 

ui tscl-ii0-tcr vvug tc: gooi0n. T0n twaede: om op sta-'cistische gron

don to boslissen of ecn bepaalde waarncming eon uitschie±er is 

of 11iG.Jc, n1ol:··t 1·ncx: vanzelf sprcl-rcnd vrij stringente onderstellin·• 

g0n aang,~i:~~nde d-J vu1~dclings~nctie r112.ken. Als de vvaarscl1ijnlijk• •· 

• 

heid aldus loopt, ocl1ter vvel. 

Gobru.ikt 111011 nu de ·toots van Student, dan verondors·tcl t r.o.en 

·toch al norn1ali tei t e11 1ra11 n1on dozu ondors-celli11.g ook vvel ge•·· 

br1..1iken om ocn ui tschic.;·t0rtoots als die van Grubbs 3 toe te 

passcn. Gcbrlii1{-t 111cn ecl1ter v-;lilcoxon, dan zou e0n d.Jrgelijkc 

handolvvij ~30 inconseg.uent zijn, or11da~t 1}ililcoxon giJcJn norr.o.ali tei t 
v•.::rond.~r.stclt. rlu zal :.;cl1tor blitj.lren, dat \ft!ilcoxon's -too-ts veGl 

mind02 .. in d1.... vvar word·t go stu1.,1rd door da t ene getal 7. 30 dan 

s-tud0nt. Dit is oo1c -1.;hcor~;-tisch orunid.dellijk in tG zien. J\.IIen 

vi11d-t iJ.11J.:t1ers b. v. bij v0rgolijkinge11 va11 groep I en II dezelfde 

wa .. ardo s voor Q., on,rerschillig of 01~ nu 7,80 of 4,80 staat. 

Voor StudGnt mo.::11(-t h(J·t; ccJ·1ter G-..!:t1 groot verschil, of er eon bij ... 
') 

drago - 4, 80,,,2, 1 c.. L1[Ln de k'ivadra tenson1 --v~,ordt ge-·• 

loverd. 2, G r·c~s1). 2, 1 is ongevu::_;r he·t.; goL:liCLdeldtJ van grocp I·. 
liT • • 
\I l J 1 ., 1 d :t t . l 1 • • i-r . l 1 . tuj·1.J.l(;:1J. c.,1 .. ~.s co:r1c u ercn, o.a 111011 2~ic 1 oJ_J .~1 002:on VGC min-

d h t 1 f'.l •l er c 100:c Ci 

· I-Ii er on c1c:r) ·~ 
°'-;:./ O ~r Ci iJ 11. 

nie-t 0 1·,treden van 
·'-

nu ~F!ilcoxon 011 

' 

I-IIlI 1 =I zondor 7,80 .,,II, I-III, I'-III, II-III, I- II+ITI , 

I 1 -~ II+III • 

dingskanscn, b0rekond mot du toots van 

TI. i, dus: 

tvi!eezij dige ovcrschrij-,. 

Wilcoxon, resp. Student. 

k . =P tJ-- µ > 
Vv:L -·· • 1 

waarin U resp. t do 

Student•s t zijn. 

uld I H · resp k -· P o • st t) t 

bij de proef govonden waarden van~ resp. 
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I-II 8 
• • 

I • .... II 7 
I,-III 8 

I', -III 

II-·III 6 

r.,. II+III-

I '-

1 

n 

6 
~ 

0 

6 

6 

12 

12 

u 

12 

6 

8 

20 

9 

0,1419 

0,0350 

0,0426 

0,9372 
0 03')8 ' _) 

0,0060 

0,374 
0,005 

0,212 

0,025 

0,532 

o, 178 

0,012 

Voor het bGpalGn van de OVL-rschrijdingskans 
11111 3 6,,- -1 9= 17 al s s,, . .-yv;1ar de < 0 - . 

L.. 

5. Slotopmerkingcn. 
~ :♦ •• •· • ••• 111. ~· • ~ .. ••, c~◄ ·:sea t 

• 

5. 1 .. -·-
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. ·t ' 

0,9243 

3,4704 

1,3183 
2,5843 

o,6488 

1,4039 
2,8341 

volgt ui t 19 de 

1l;lan11eor we nu terugzicn op ho·t; bohandeldo, ..1. .. 11nen we l1.0t . 

volgc~ndc opmerken, vv anneG1'"' wo ~.-.rilcoxon • s toots voor twGc ste-..;k

proGven vcrgelij1cen met die van s-tudc)nt: 

1. Wilcoxon veroist veol minder rekenwork dan Stud~nt. Student ... _ 
te berolce11cn zonder zolf s met rol{cnr:1achinc is bijna steeds 

ecn s .. traf. De bcpaling van de vvaarde, die U voor het ender zoch••· 

-to s-l;a1.~k].)roevenpa2,r aa1mcom.t vrn2 .. gt nicts andeJ:'S dan na te gaan 

of ollr van n ge·tallc11 groter of klcincr is dan elk van m getal•• 

len. 
• 

2. Stt:t d,'""n t -
Aangezion r11e11 

te kun:,1011 toc:p:1.sscn moe·l~ men norn1ali tei t aannemen. 

hicrovor slechts zolden gegevens bezit, weet men 

moestal eigenli.jk niet, in hoeverre de borekende overschrij•• 

dingskansen j1,1::..st zijni, 

3. Tech is langs theoretische weg aangctoond, dat in de gcvallen 

waarin de toepassing van 

bijna evon scherpe toots 

Studont verantwoo-rd is, \Vilcoxon een 
• is. 

actisch bl0-.;;~-t ,,~/ilcoxon bovondien nog te verkiezct1 nl'Jven 
. 

Stud, ... nt vveg8ns gcringure govocligheid ten o:pzichtc van ui t·c.~hie-

5. Do alternatiGve pothesen, -te11 opzich-'i;e waarvan ~.Iilcoxon 

bruikbac:.=tr is, zijn rui1n en korn.cn overe",n n1ct de v0rlangcns der 

practijk. 
• 

5.2 ...... . ' . 

Tot nu -toe hcbbcn vvij ste0ds ondersteld, dat er onder dG 

waarnemingen ge0n gelijke optredon. In de practijk komt het 

echt0r toch wel hcrhaaldelijk voe~, dat men golijke waarnemin

gen dout. Dit kan ·twe~ oorzakcn hcbbcn, die we aan 2 biologische 

voorbo(1lden zullen toolicl1ten. 

• 
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I. r;.~en \jVil weten, 01 er vcrscl1il is in de lengte van een be•·• 
•• ' *• 

paald bot tussc11. vrou~:✓ .. ;li.jke:: en n1a11nelijl-cu orang oetan• s. 

II. I✓Ie;n "'il vve-cen, of er Vl~rsc11i 7 ... is in 1-ic-t aantal vinstralen 
.,., .. , . -
van de rugvin vr-1n 2 na11vvver\;vanto v:i.ssoortcn. · 

In govaJ_ II ku1111.L:1:i cJo 1.1i tlr.01·~1s-i;e11 dur' v ✓ L:La.1'Jnen1i11.gc:r1 ui t niets 

andurs b0s-t;aan da11. 0 .. ,1~ l"i~, g0l1vlu g·Q·tallun. I-i2.Jc is orunogelijk 

t~:roothoict ._,. 

h I t l . t ] -·• ,..~♦ • -- t---t. - r ...... n. 8~ ~~~n a_ v1n0 ra -~-;n • :-i • t d i · .k Z .. 1s ocr1 c1.scrc e v0ran er 1J ·e. iJn 
cU111.ulatit)VU v.,11 ... dolintssfunc·Lj_0 is }:;)L~rE{0 disco11·tinu ee1-i trap--• 

• 

fu11c-tiG 011 m.l}l1 zo11 zich ··cc zeG1" vr-tn de werk0lijkhoid vui:--1,vij c1e-
• 

r~;n door i1i(_;1~voor L-~n co11ti:i.1·u.~ vordelingsfunctie als statistisch 

model _Jee willer1 gobruil{en. · 

tie·c is duidelijk dat de kans op golijko waarncn1inge11 nu nie~t 

golijk O !Ls stcl: vi ssoort A ho\.;ft 8, 9, 10, 11 of 12 vinstra•• 

lcn, en or vvord·t uen steckproof gonomon van 20 exon1pl2ron end 
dat de voar gaande theorie dus nic·t va11 toopassing is. Door 

Hc1~1olrijl-c is echter gcvonde;n da·t or co11. z0or 11au1vv vorb~nd be

s-tas:t ·cussun ICcndall I s rangcorrola-cic on do toe ts van "1~/ilcoxon. 

Di t ve1"'b:~.1'ld l1,:,staat zowcl bij discontinue als bi~t con-cinu'.3 

verdelingsfct. -;.:;~1aa1ra nu lCGndall zijr1 rangco1")rela·L;ie rc.:0ds hoef't 

uitgobreid tot gevalJ_Gr1 :1ls ond(:.:1"'.l II gonoe1n.d, 1.ran daarvan ge ..... 

bruil( g01·""1c~a1ct word .. e:r1 om ook aan ,~vilcoxo11' s ··toets eon zodanigc 

ui-tbre:icling te gcven. Di t zal bcl1,~11cl.old V\/ordun in . 5. 4. 
In ,crc:val I lig·c de zaak ec11-t;or andGrs. JJo lengte van zo 'n 

-~ :;► ..... ..._ Ii t I 7 N ;;;; ti 

bot is nic·t e,...,.n discretG vorande1~lijlce. Dczc lengto is een 

groo-t11.0j.d, die in e8n zel{er in·c811 -vc .. l allc vlc..1-~:,rden Jtar1 aanneriten 
' 

en zich niu--l~ b\Jl)C:1--Jc·c tot ....:0n discrete roeJ-cs. Zijn cumulatiovc 

vordelingsfu:r1c-t;io is J)Grso conti11u o:t1 1i1en zot.1 zicl1. van de wer,
kclijkhoid t0 zeor V8rvvij d(.:r10 u11 door cen discontinue vordclings.,. 

func-tic als statistisch model -tc gobruikcn. To-ch lcunn0n hiorbij. 
• 

gelijke waarncmingun optroden en wel doordat de waarnomingon 

in 1-classon 'rvvordon ingodculd. -~~,e zullon hioro,ror onkoJ_.l; o ,,. .... er-
., 

kincen malcun in 5 • 3. 

Stel, dat do uit0rste gren~en van do iengtG van hot bot 

in kvvestic zijn 40 cm. en 55 cm., voorts, da·t onze o-ce~kproof 

bes-t;aat ui t 20 v-vaarncmingen on dc~-t; do vvaarr1G::1inge11 geda,~r1 -::·,er 

don in conti1ni.Jtors nauvvlcourig goe:n cij:f ers ach~ter do ko1nma 

bepaald. H·et is c1uidelijk, dat or dan ••golijke'' waarnon1ingen 

zullen optreden. IIot is evenze()r du .. idclijlr, dat als er ~en cij

fer achJGer de l-co1intia was be:paald, er vvaarschijnlijk guen itge

lijlce '• vva2trnemingon zouden sijn opg~treden. 
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Nu be-tel-cont het v-l/E1.2:rine111en in centimeters 1lauv-vlc0urig nicts 

anders dan dat do \Vaarn0mingen Darden ingodc?uld in klassen, 

in ir1torvallen, \i\7a~·-~1-,•v(:1.r1 01--- 6u1). g0g0\.rl~:'1 vvord·t door~ 44,50-45,49. 

En de i'sclijlrh~:id va11 tvvco w:tc:·~1---11Gj::1ingon betok:ant nu, da·t ze 

beidc in dezelfde klassen zijn g~vallen, Dat wil zeggen: 

ze zijn vvel schij_P..b,aa!'. golijk ur1 zo~1.ls do waarncn1i11gon er 11.u 

lic;6on, hebbl:r1 vvc geen 1nidd(:l 01i1 11i t ·ce; mal<:011, well(e de _ oot-

stc is, n1aar in ongelijk: ze liggon wel in dozclf-

do lclasrjo t r.0.::.1.,-.ir niet op dc7;~lfdt.; pl~J.nts in dio ·1classe. E1~ zi jn 

tv?Gc 3uvallun to ond~rsch~idon: 

A~- \:!o zijn zo golul<:l~ig, dat goon x-waarde ''golijl-c :, is a0.n 

c~ci1 Y··•vvaar de. Er zi j1·1 slc c]1·L;s ondcrling'' gclijke '' x-waar den e1:1 o 

onderling t,gclj.jlcc ,; y-wa?:.rdcn iigelijk'i=in c1czclfdc 1-classe • 

. :§ •. Helaas zijn 0r oolc paren _i_, j in de-·-

zelf de klassc zij11 ge,rGLlle11. 

A.q ... A.:.: In d.i t geval ~ijn er gecn moeilijl{heden. ·\:~re berelcenen U 

voor onze s·cec~J{J.)rocver1 11:e-t als hic:;rvoor en oolr de verdeling van 
1·r i d :J o- bl · · · · · a D .. t 1 t t .. l. , evena s e )-A- en a.e lJVE3n ongewi.J zig ~• i gova s· aa in 

tegens·telling tot de door Hemelrijk in 5.4 besprokcn theo~ie 

voor l1et gevE1l II van : 5. 2 discontinue verc1elingsfct , waar

bij 1nen rckening moet houden met a~le gelijke waarnemingen, on

afhankelijk van de steeJ:cproef, waarui·t zij getrolcken zijn. 

~,d . .. 1?.: Het geval dat sc}1i~jnbaar voor een of meer 1Jaren i, j 

geldt, dat x. =y .• ·_.i·e lru1111en thans tengevolge V£in de waarneming 
1 J 

Slechts weten we, dat de kans, dat het gelijkteken geldt, gelijk 

aan O is. Maar aan deze wetenschap hebben we niets voor de bepa-. 
ling van de bijdrage, die dergclijk paren . .. 

J_' J aan U lev0ren. 

Dit houdt e~n aansporing in tot zo nauwkeurig mogelijk waarnemen 

on een afwijzing van do gedachte, dat statistiek toch maar een 
vak is da··t met onzekerh8 den werkt en waarbij 1ner1 zich '' dus i, on

nuuwl-ceurig werken kan permi tteren. Intussen ka11 r.~1e;11., als er 

ni,:~t te voel parcn van g.alijke x on y zijn, als volg .. t redeneren: 

berolren twoer.a.aal de waarde U u.i;t· ii.e ·oteelcp-t--. -.. vcn 7 &~1:-1 k8er doo:n 

va11. alle paren van gelijke x on y as.n te be111en da.t y < x en ~4n 
keer id1..;,rn m.e-t y > x. De onbokende en niet nade1~ -Ge bepalen waa,.C'.,, 

de, diG U voor de be scl1.01-lv?de ste ckproeven .E:;h§en;b:i:j~~ heeft, ligt 

dan ~n het gesloten interval met deze beide berclrende U-waarden 

als eindpunten. Als dit geh0lc interval in het kritieke gGbied 

ligt of, anders gozegd, als dcze b<:1idc u ... "waardon signifit:3.nt 

zijn, is ons e~cpcri1··11.ent zoker significant. Als ho·t. gehelG inter

val bui ten hc-t kri-t~icke gobied ligt, is ons experi1ncnt zekcr 

r1ie ~~ significant. Als hot gedeGl telijk erin en g,~d~el-celijk 

erbui ten ligt, zi.JG r.ncn op de grens. 
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Va11z2lfsprekcnd v·1ortl-t hierbij dG bij h0·t kri tj_cl-ce; gobied beho

rende kans bt::::rc~cc.11c1: !il.G-t b\.;htllp va·:-1 do in vorigo § ~ af geleide 

vv£1arschijnlijkl1eic1svordeling van U 011dor de ge·toe·cste hypothe--, 

ovcrschrijdingskansen 

va11 beidc berclc011dc: TJ---vvaarden bupaal t n1cn voor grotc m en n 

mot = =~~ en voor klGine men n 

met c1e voor co11tir11~--~~ V(:r·c:elir1gsfct. van x en y af geloide tabel 

voor U~ Van d0r· Vaart 8 • 

Als ecn soor·t buJ1nderende bepaling van de pla2t·ts van bovenbe-·,, 

doeld U-interval kan men, indicn er w0·inig parcn van golijke 

x en y zijn, desnot:,c1s ,rols·t-=--;..-.-~~1·1 r!1.e·t: de r0gel : 
1jilk p2iar i,j) ' < n1c Ti 3r . "'tr .l.1 --'"- . 

"\ J ...t.. 
i, ii • • •• l,J I f Y~ -.:r 

.i'a. • 
l J 

ii Ii • • 11- " 

l 1 J •~ y . > X. 
J l 

• 

gr:·~ft "r_; et_; -;,:~i 

'i '\ 

• • 
l I Ii 

bijdragc +1 tot U 
11 

., 
+ ··• --
~ 

,2 0 

• • •• 

ti 

u 

u, 
vvaarbij de significantie vRn U be11 a-..~ .. ld kan vvor"'den als tot nu toe • 

• 
~.tlen krijgt dan c::c;11 soort ger.fl.iddelde signific:.1ntie, maar het is 

toch veiliger om bci de ui ters·te U-wa .. .::..rdcn te go1Jruiken. 

5 ., 
• 4. 

• 

de .r.ae·t~ho d~- ,qe_r:.,. -~-~~g__c o __ r!,', €; .. ~-~tie, 
door 

Dr J.Hemolrijk Jr. - . 

• • 

Indien onzo vvanr11.emingcn va11 niet-continu vordeelde sto

chastische grootheden afkomstig zijn, •• nnen wij, hoewel de 

theoric van de toots van Wilcoxon voor dit geval nag slechts 

godeeltelijJ.c ont\1Vilclcold is, d .. ; toets toch toe1Jassen, al thans 

indien ·er niet ·te vcel gelijl-cG "'ila[• .. rner11ingcn optreden. Da.arbij 

11lcLken \Vij da11. gobru_il:c van het verband met de rl1.ngcorreJ.atie

theorie van Kcr1dall. 
Indien er gelijken optreden, definieren wij U als volgt: 

Ell{ • • I gceft bijdrage +1 t.ot U• pa~:,r l,J ~- l ~ -- y. ( X. ecn J..i \ .. ; L, 

' • J l 

+½ Ii ti • • I' It 'i '' 11 Uo i,J y. x. j 
l J 

'' ., • • IS ii ti II 0 ,. u. i,J Y·> x. 
1. J 

De op deze wij~c gedefinieerde U blijkt op d8 volgende wij

ze herleid te kun11ei1 vvorden tot do grootheid S, die I(endall 

in de theorie der rangcorrelatie gebruikt vgl. Hoofdstuk I 

van deze cursus; vooral ook · 5: als eerste rij A van rang-

n -·~~ers nemen wij de rangnummers 
• • opklimmende groot-te, waarbij 

hoofdst I, 5 beschreven 

WlJ 

de gelijken behandelen op de in 
vvijze. d..; tweca.e rij B van rangnUL1lllers te ·verl~rijgen on•• 

derscheiden wij de vvaarnemingen slechts naar do steekproef, 

waaruit zij a~ omstig zijn. Gcven wij dit aan met x resp~ yen 
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zetten wij de rij A in de natuurlijke volgorde, dan verkrijgen 

vvij met eventuecl g8lijl{e rangnu1nmers in rij A ce11 schema van 

de volgendo anrd~ 

A: 1 2 3 ..... .... -- .. -- . .. 111 + n .. -1 n1+n 
B : X :x: y .... .,,,. ·-.. .. .. .. ... y X" 

i·~!i.j gever1 nu in rij B a,1n. allc x.. en gelijke rangnurmn.ers 

en eveneGns aan alle 3',. 1 s, wa.g,rbij vvij do x--· en de klcinstc rang·-
11,- .·,·,·.--er 0 ~.l..v., . .l. 0 geven. De ze lri,, ~i j g 1J11 dus 8.llt:: c1.:_l s rangnm1rr.aer: · 

1 
en r 

·m 1+2+ ••• +m m+1 
2 ' 

tervvijl iedere -y- als rangnur1u:--1er krijgt: 

1 
nm..._ 

n 
n+1 

=m~""'"""' 

Gau.n Vv'ij nu na, well{e bij drage cen paar h,k van rangnum•·· 

mers ui t rij B aan de gr-ootheid S van I:endall gecft, dan zion vvij 

in de eerste ple.ats, da-c deze gelijk ~:t(·t11 nul is, i11dien de ele-
. e monten, die op de h- B stac1.n, gclijk zijn, 

1:Vij dus i11dicn bGide ui t dezolf de steekproef aflroms-cig zijn. 

behoevcn dus slechts die pare11 h,k to bescl1ouv~1en, vvaarbij de 

ene e·an x en d,. andere ee11 y is en dcze krij gen vve juist een 
maal, indien \Vij de yr·. rcn i, j beschouvven, bel1orende bij x. 

l 
gc:2ft tot ·s de bij drage O, indien 

x.=y. i·s, daa1" da11. de bijbohol"Gndc rangnmnr.11crs in rij A gelijk 
l J 

zijn, Wij vinden zo, dnt Sop de volgunde wijze ontstaat: 

Elk • • l1lGJG y. < X. geeft bijdrage 1 tot s .. paar i, J een J J_ 
If 11 .. • 

' r It i 1 It 0 ,; s. l,J y. x. 
l J 

t' ;t • • fl ti ti ll +1 '' s. 1,J y.) X. 
J 1. 

VcrgelijkGn wij dit met de wijze waarop U ontstaat, dan zien 

wij 1 dat 

2U+S= mn 5. 3, 1 

is, nl. gelijk a.E~n he-t, tl~Lntal paren i, j ; iLrrrners voor ieder 

dergelijk paRr is de bijdrage tot 2U+S gelijk aan +1. 

Aangezien ech~ter de ''nulhypothese ,; bij de theorie der rangm•" 

correla-tie precies ovo1--ecnkomt met de ;,nulhypothesc;; bij 1.7il

coxon, • .:-- nncn vvij allo 'door I(cndall voor de ve1---deling van S 

bcvvezen eigenschalJl)en zo1'lder L'lcer Ollll"ckenen in de ovc:r-een1rom-

stige eigonschappen 

I(endall be,1\/ees, 

geen volgens 5.3,1 

voor U. 
•• 

dat S=O • 
1S 

inhoudt, dat 

1 U=J.::. ---m ~· 2 li - =2mn 

.. 
is .• 

• 

zie hoofdst. I, p.6, het-
• 

5. 3, 2. 

van gelijken· geen vvij ziging. Verder volgt ui t 
het optreden 

5.3,1 : 
• 
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~ 
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5.3,3. 

zodnt wij ~u kunnen bGrekenen uit formule 26 op pag.13 van de-

ze cursus, vvaari11 nu 1.,1 de ·twee wac:1.rden m en n aanneemt, daar rij 

B bestaa·t ui t 2 3roi~:pen van m resp. n gclijke rang11uimners. De 

vv2.nr den, die t £-t~~111n e e111·t 1 volge:r1 lJ..i t ri j 1\.; wi j racrken opt da. t 

raen daz1rbij rcl·[o11ing r11oc·~ l1ouden n1ot alle 1gelijlce v1aarncmingen, 

ont1fhanlrclijlr va11 Elo ste .. lc.:91"oef, vvae::rui t zij getrolrlren zi jn. 

In 2 6 v-;✓ 01" d ·t 11.u d1,ls: 

' _u·,u-1 2u•-·5 ==m m•-1 2m-5 +n n-1 2n •5 , 
_u u-1 u-·•2 ... rn 1n, -1 m-2 +n n-1 n- •2 , 

en _u u-1 =m m-1 +n n-·t , 

tervvijl in 26 n vervangen moet warden door m+n. 
• Voeren vvij deze substitutie uit, dan verkrijgen wij 

rekening houdendo met de factor 1 4 in 

na eni-

ge herleiding, 5.3,3: 

cr:i = 1 U 1 .,_ mn m+n+1 1 
.. 

+ Ill m-1 n■LII 1 
ril+n 1n+n

m m ..... 1 +n n-1 + _,..,... ~ ---"V-,_....;.. ............. ---~...... t t-1 
r.a.+n 111+n• r 1 -

2t+5 + 

5.3,4 

Indien er gocn gelijke wa~rnemingen zijn blijft hiervan 

allcen de eerste term over, zodat=de formule overgaat in 

1 Ill m ...... 1 2 t + 5 > cv_, • .,.,. ,.,_ 

9 m+n 
. 

m 0 • I c... +n 
.#~:i O T - . 

n1+n 1 
n 1 11. 2 

If r."IWII IPI I r . 

m+n • m+n m+n- ' 

zoals men r11et volledige inductie gemal-ckelijk kan bevvij zen, 
~ 

• 
• 

volgt uit 5.3,4 1 dat 0-u. door het optreden van gelijlre waar• .. 

nemingen kleinGr wordt. 

In verband met deze uitkomsten kan men bij he-~ o~treden 

van geli jlre waarne1ningen do in 2. 2 beschreven benaderings.,,. 

methoden a en£ volgen, daarin · vervangende door de uit 

5.3,4 volgende waarde. Indien er weinig gelijken zijn over

weegt de eerste term in het rechterlid van 5.3,4, zodat men 

dan de benaderingsmethoden zonder wijziging kan gebruiken.Men 

vindt dan een grotere 

van 5.3 1 4, zodat do 

indien dezc juist is, 
• • • 

overschrij dingslr:ans dan bij het gebruik 

kans o-p -
kleiner wordt, maar het onderscheidings 

. . 

-BIZ ___ II. •·----••• s l IIZ _,,,_ _________ _ 

• 

• 

betekent, dat in dit geval ook voor discrete verdelin

gen de toets in zijn oorspronkelijke vorm ka11. vvorde11 toegepast, 

indien men l1.e1i1 beschouvvt als een voorvvr:1ardelj.jke "toetst met als 
• 

voorwaarde het niet optreden van gelijke waarnemingen vgl. de 

opmerking aan het einde van 1.3. 
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door het optreden V[1.n gelijlten vorkleind wordt, en uannemende, 

dat door het optrede3·1 va:r1 gelijken de vorm van de vcrdeling 

van Q niet zo s-terlc i,ordt boinvlooa, dat onda.,... ...... s het kleiner 

worden van er toc11 a~e overscl1.rij clings1{ans grote1~ zou worden, 

ook ge bruilc rnake11 va11 a.o in Vc1n der '/aart 8 opgcnor11en tabel ... 

len. Daarbij geldt dan hetzelfde voorbehoud als in de vorige 
alinea. 

ZoaJ_s in 1 Cl 4 1,1i tecngezct ,.iverd, bestaat het kri tieke. gebied 

uit 2 staartintervRllen voor U: 

l?:>7/>77 'l /' ./7 ;,:,.,;:;:/:;;I tf?•~7;;,7.~.?;~7 ....... -·, ,.>,,~1/\ u.. kv~LZL-t'i:/ ,C./J:.-f: ...... ,_ ........ /L:4._,~l. - ,.., .... _ ..... __________ , , • , " k::L.:: L-< ➔4 .LJ~,t ,,(' ,r r'L< -4~ ,<·, , , r , -

(). /2 "'m. ~ -.-6 "fl'\.....,,,_ . 
• 

Het is soms verantwoord om niet dcrgelijke tweczijdige 

overschrijdingskansen te berckcnen, maar eenzijdige, of met 

andere woorden, een kritiek gebied to gebruiken, dat hetzij 

de vo:c!n O < U < s, ho-tzij de vorm mn-s ::=: Q < mn heeft, in plaats 

van tc bestaan uit do voreniging van deze beidc intervallen. 

Tii t hangt af va11 v,a-c J:!1cn a priori over de al terna-tieve hypothe

sen kan zeggen. Vcrgelijk hierover bv. Van der Vaurt 8 1 p.11, 

4, C, 3, opm .. 3, of IIer,1elrijk en Vari der Vaart 4 • 

Hier zullen "fNe nie-t nader op deze kwestic ingaan. Indien men 

er nie·r; zcl'i:l:!.l ... van j s, da-t he..,G gobruik van 6enzij dige toa:Bing 

verantvvoord is, v,,ordt 1'1e-c gebruik va1'1 tv-voezij dige aanbcvolen • 
• 

Indion men tabello11 gebruikt, wat~in de overschrijdingskansen 

6enzij dig z; jn ge-'cabel leo1--d, diont r11011 doze inct 2 te vermonig·

vv .. ldigen, orn de -tvvcczij dige te verkrij gen. 

5.6 Tabellen • 
• d I lo ,.. =• . --■ - -- -- ....... •= ... ~--......... ,,.,,.:_;., ..• 

De ve1~doling vaJ1. _lJ is exact gctabelleerd voor r.a -::. 8, n < 8 

door T,:1an:r1 en 1:1f111.i·cney- L 71 , en voor m ,cC 10, 11. < 10 door de Reken-., 

af deling van het I\-'Ia-thematisch Centrum H.R., van dE.~r Vaart 8 

Een hulptabel voor de grootheden 
1 en 

voor·waarden van men n beneden de 100, eveneens berekend door 

de Rekenafdeling van het Mathematisch Centru.m, is als bijlage 

II a.an de syllabus van deze cursus toegevoegd. In bovenstaan-
• 

de formules zijn men n verwisselbaar. Daarom is in de bijlage 

niet aangegeven, dat een van beide arb~enten de men het an

dere n zou zijn, men kan dit naar willekeur bepalen. 

• 

• 
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50 
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70 
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106, 2 

109,5 
125,6 
141,0 
155 ,8 
170,3 

184,5 
1qs 4 

_, ' 
212,2 
225,8 
239, 3 
25 2, 7· 
266,0 

• 
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80 85 100 

1 40,0 23,4 4 2 9 5 24,8 4510 06 ~ 50,0 29,2 ... _ ' ,.,,, 
2 80,0 33,3 P,r.; 0 3513 90,0 37, ~- 100,0 41,4 _;..,,, ' 

120,0 4l,O 3 127,5 ~~ 5 135,0 ~-6? rJ 150,0 51,0 . ~.. ' 
160 ,o 47,6 4 170,0 50,5 180,0 ~-;; 4- ?00 1 0 59,2 

,./ ~- ' 
5 200,0 r; 7j s 212,5 56,8 225,0 6!""' 0 r~-. -·- Q 0 66,5 ' ~ . -

. l.- 1 · .. ) \.. ' .... ~- ' -
6 240 ,o 59,0 25') 0 6 2, 5 270,0 6G,l 300,0 73,1 - ' 
7 280,0 64~ 11 297,5 rr-, 9 31~ 0 71, 7 350,0 79,4 0 i : _., ' 
~ 320 ,o 68,9 340,0 73,0 360,0 77,1 400,0 85,2 \..· 

9 360,0 7,..,, 5 382,5 77,8 405,0 '7? 0 450,0 90,8 1:>, L '-- 1 '-
10 400,0 77,9 425 ,o (Ji') s 4-50, 0 87,0 500,0 96,2 Oc.. 1 .... 

11 44.0, 0 82,l 467,5 86', o ~-95, O 91, 7 550,0 107 ,3 .,,,. 

13 520,0 90, ~3 552 ,5 95,5 58~ 0 100,7 650,0 111,1 
.,, ' 

15 600,0 ()8 0 637,5 103,6 5r75 ,o 109,2 750,0 120,4 "., ' 
17 680,0 105, t1 722 ,5 111,4 765,0 117, 4- 850t0 129,3 
19 760,0 112,6 807,5 118,9 855,0 125,2 950,0 137,8 

20 800,0 lJ.6 ,o 85(), 0 122,5 900,0 129,0 1000 ,o 142,0 
25 1000,0 132,9 1062,5 lL~O, 2 1125 ,o 14.7, 5 1250,0 162,0 
30 1200,0 14-9, 0 1275,0 1~"57, 0 1350,0 1r-; ~ 0 1500,0 181,0 .._. ..,, 1 

35 1400 ,o 164,5 14-87 , 5 ] '7 • ., ') 1575,0 181,9 1750 ,o 199,2 , -. 
• I , J ' t_ 

40 1600 ,o 179,6 . 1700,0 188,9 1800,0 198,2 2000,0 216 ,s 
45 1800 ,o 194,4 1912,5 204,3 20 25, 0 214,2 2250,0 234,0 
50 2000,0 209,0 2125 ,o 219,5 2250,0 230 ,o 2500,0 250,8 
55 2200 ,o 223 ,3 2337,5 234 ,.4- 2475,0 245,4 2750,0 267,4 
60 2400,0 237,5 2550,0 249,1 2700,0 260,7 3000,0 283,7 
65 2600,0 251,5 2r-(6215 263,7 2925,0 275,B 3250,0 299,9 
70 2800,0 265,5 2975,0 278, 1 3150 ,o 290,7 3500,0 315,8 
75 3000,0 279,3 3187,5 292,5 3375,0 305,6 3750,0 331, 7 
80 3200 ,o 293,0 3400,0 306,7 3600,0 3 °0 ~ 4.00010 347,4 (_ , .,, 

85 3612,5 320, 9 3825 ,o 335,0 4250,0 363,0 
90 4050,0 14q 6 !~500 ,o 378,4 . _, ' 

100 5000,0 409,3 

• 
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I. IN.LEIDING o 

1. .P.~ ... _o .P.~.§ ~-o __ 

variabeler1'J 
'.) 

Gegeven 

en 

of verondersteld zij~ dater tussen twee 

, eon rechtlijnig verband bestaat: 
lolal cl... + 

kun bi jv o de tempera tuur; voorst,,.,ollen en "'l de lengte van 

een metulen staaf bij de te111peratuur ~ o Of ook~ ~ is het inko ... 

rr1en en hot bcdrag 9 da-t door ocn gezin van bepaalde samenstelling 

aan voedsel wordt uitgegeveno 

Laten we verder veronderstellen, dat n waarden van 

en de bijbshorende waarden van gemeton zijno Noemen we deze 
d ;, via a r en -.: _ _ - _ _ -\.: ,,... - ,1 h c b ~ on we d us 

• 

I\ A. = o( + --~ • 
l 1, - - --- _____ .. ,n 

Vvanneer we dt paren ry ._ l 9 1 9 .... - - •• -- - - - • - - - ' ... 11 9 n 

in cen rechthockig coordinatenstcls81 afzetten, mocten we dus n 

punton vindcni die alle op eon rechte lijn liggen. Deze reohte be-

paal t de cons tan ten o( en ~ volkomtJn 
I 

Wij kcren nu terug tot do voorb€clden~ in het begin ge~• 
• 

noemdo Stel, dat men in werkelijkh0id de staaf op n verschillende 

tempc1--at1ircr1 ·brsngt; stel ook 9 dat men inderdaad het bodrag, aa.n 

voe::dsel ui tgee,ever1 9 van n ge zint:1.er1 met ve:L schillend inkomen ui t 
huishoudrckeningen berekent. Dan zal men in het algomeen in beide 

' . . 

gevallen vinden, dat de -waargenomen punt en slechts '1 ongeveer'' 1 nie-t 
• , 

. ' .. 

exact, op een r~~chte ligte~~ Trekt men toch een rechte lijn door 
' 

men dus 11 afwijkingen't 
t 

rechteo 
Dezo af·w·i jki ngGn kun11e1 i " ...... ,.,-;_, tkomen ui t 

' 

twee geheel verschillende 
' 

oorzaken~ 

• 
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niet slcchts afhankelijk is van van 

nog meer variabeleno Dit is zonder meer duidelijk bij het voorbeeld 

van de uitgaven aan voedselo Immers, ~fg0zien van het inkomen, zullen 

ook de prefcrcnties van de gezinnen hun voedseluitgaven beinvloedeno 

Msn kan di t in begir1scl opva11gen doer 11' inderdaad als een functie 

van verschGidene variabelon tc schrijven; maar vaak zijn deze variabolen 

niet beschikbaar1 soms ook zijn zij principiecl onmeetbaar. Bovendien 

zijn in vele gevallen doze variabelen zeer talrijk en in hun afzonder

lijke invloed op zo gering, dat het ondoenlijk zou zijn hen alle 
• 

op to nc.mE.;no Houde11 we l1e t dan dus op de enkele variabele _ , dan 

moetcn we voor lol.2 schrijven: 
~+; '/. +w. 

---l 1 1 
ry-Li 

waarbij de grootheden w. de gezamenlijke 
l 

Engels~ Disturbances. 

• 
l 1, - - - - - ... - - -, n 

invloed der '1overige'' 

z e St o :ring~~ ~-~'"~"n 2 

bo :flet ka11 zijn 9 dat de 2n waardcn ,>-------> - __ rvt.) ~ \ > _ _ _ ... __ • ""'-- ni e t 
komen nauwkeurig gemeten zijno In plaats van deze waarden meet 
dan: · 

' 

vol

mer . .-

x· 1 i + u. ; 
]. 

• 
J. 1, - - _ - - - - ., n 

... 
1. 

• 

waarbij u. en v. mectfouten genoemd warden. 
l l 

GedurL.nde de laatste jaren treudt,in het bijzonder in de 

economie, de gedachte naar voren, dat de storingstermen essentieler 

zijn dan de mcctfouten in dGze zin, dat, o~k al zouden de metingen 
"1'; 

wel volkomen nauwkeurig zijn9 de waargenomen punten niet exact aan 

de g0postuleerde rechte lolol voldoenj daruc zij de storingstermeno 

Viij zullen echter beidc types van afwijkingen beschouwen. 

• 

1. 2. Para.meters en__ .stochastische ,gr,qqthedel?-_! 

Bet doel van de regrcssieanalyse is in de eerste plaats 

om tot uitspraken te komen omtrent de ligging van de rechte l~l~l 

Aangezien deze ligging volkomen bepaald wordt door o( en moet dus 

getracht warden deze grootheden te bepalen; men noemt en 

kende parameterso 
Wil men hierin slagen, dan is het noodzakelijk, dat ze-

:plee·gt aan te nemen, dat zij trekkingen zijn ui t bepaalde verdelin

geno Dan volgt uit lolo3 1 lolo4 en lolo5, dat niet ~lechts 

zijn. Di t geven wij aan door· onq.e~~,,:t;r,e:g~.,µg der symbolen. WaarnemiY'~.• .~ 

van stochastische grootheden worden dt'or dezelfde letters, niA-t 
• • 

onderstreept, aangegeven. 

• 



Van de l'Y\.... v1aarden 

dat zij een verdeling hebbeno Zij 
kende parameters 9 tenzij alle 

,_~ zullen wi j niet 

zijn dus parameters 1 en 

geli jk r1ul zi jn • 
• 
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aannemen1 

wel onbe-

Tenslotte zij opgemerktj dater nog een derde type van 

... ,1ncties der u;,_) 
$ 

bescr1ri jven. 

lo 3 o De_ method <?, ____ .d_~-~~J.c.l .~J.._ri_s_t_e __ k_w_a __ d_r_a_t_e_;'::\n_ o 

Van de ingevoerd e gro c1 thede11 ~~ , ':l~ \ ot... ') ~ , u. .... ) ~.A. , ~;.., 

lolo4 en lolo5 voldcen zij 

lo3ol ~~:.: o{ + 
Wij veronderstellen nug 

en '=A..;., observeerbaar. Blijkens l.lo3 

aan 

u.· +A}:_,+ tvJ;., - \... -- .... 

a 

b /'J;.. + tvJ ..t z i j n , ::n.q rI11~.~ 1 v e J. d e e l,d , rµ ~ t, . v,~ :r;~~ q_h t i .. ~g 
:l.. 

a en variantie CJ 
I I CI I • ; · $ z ill ; 7 4J .. "'l, ,,.._ -··- .. ~· u,., 4• ,,,., .. ..,_ .. ,,.. 

onafhan~E:,~_~j,k_. v?,n i "'--= \\ - - - - ~) ~) 

en fl)~+~ i) zi j~,. ,q;ri_ge c ~;rre1-e~-~~-~ 
• 

• 

\ ' . 
• 

• Is aan deze veronderstellingen voldaan, dan kan men 

schatten volgens de methode van de kleinste kwadrateny 
door 'h... 

_A.' -c.....-~rx.· ~ -~ , 
i~l 

waarin r.x.Aj A de v,aargenomen punten zijn:; mi11imaal te maken er1 a e11 

b op te loss en; me ....... n noemt a en b de kleinste- kwadra ten• ,sohattingen 

van resp GAls uitkomst vindt men: 

\ j I ) 

a= 

• -- .,-\,., -

Daar a en b funties zijn van de waarnemeingenj zijn zij 

evenals deze waarnemir1gen stochastische groothedenc Men ka.n. nu aan 

resp • 

2 Van alle scha ttingen van o( resp , die zui ver zijn en die 

lineair in de ~ zijn, zijn ~ en b het doeltre£fendst doWoZo 

e:n 

cr'l... -
\ ---- .. -- -- -:x:. ' 1'-11....,A....,.., "-' • . --'- .rrv 

• 

• 

• 

i 
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schatting geven. Met behulp van Student--verdelingen kan men dan 

betrouwbaarheidsintervallen voor oZ en vinden. Voor een ui tge-

breider overzicht zie men bov. Jo Hemelrijk 194Sb o 

1 o 4 o _P_a_r_a_JJ_n, e_t_e~_r_v_~, t_j. ~ method en o. 

Aan de methode van de kleinste kwadraten kleven de vol-

Ao Men weet niet steeds zeker 5 of de stochastische grootbeden alle 

normaal verdeeld zijno Weliswaar behouden de varianties van de, 

kleinste-kvvadra ten••wscha tti11gen a en b dezel:Ede waarden~ ook al zijn 

( ~~-\- JW~') niet normaal verdeeld 9 maar de eigenschappenj dat hUn ver-

en dat zij ongecorrelleerd 

zijn, zijn onvoldoende om met behulp van deze schattingen tot be

trouwbaarheidsintervallen te gerakeno 

Bo Vaak is het zo, dat de variantie vanl~~~~ iet onafhankelijk is 
' van ✓~ oZo zal men in het algemeen bij de bestudering van huishoud-

rekeningen vinden bijv. wanneer men zekere uitgaven met het i ~o~ 

men correleert j dat de spreiding der storingstermen t8eneemt naar-
• 

mate de afhankelijke variabele .t zelf 11 gemiddeld'' grater wordto 

C. In vele gevallen is ook de onafhankelijke variabele) , ) niet ge

he.el nauwkeurig gemeteno De schattingen a en b zijn dar1 niet langer 

zuivero Weliswaar kan men hierin voorzienj als de verhouding van de 

spreiding van u..l. tot die van (_A9-~ + ~~ bekend is 9 maar in het algo1-'-''-· 

meen kent men deze verhouding nieta 

D9 Ook is de veronderstelling van de ongecorreleerdheidvan~~L+~Aen 

bij 
• 

' 

reeksen plegen de indices i en j verschillende tijdstippen of tijds

intervallen aan te geven., lv1en zal aanvoelen:. dat de successieve 

.storingstermen -~....:.. en ~.t.4-\ vaak posi ti ef gecorreleerd zijn, omda t zi j 

j_rhmers de invloed der ttovE;rige'' v·ariabelen weergeven1 die voor su~

cessieve tijds+iupen of-intervallen ve0lal niet onafha.~elijk zijn. . ' 

Aan somrnige dezer bezwaren komen de parametervrije 

methoden in de regressieanalyse tege·moet; '' parame ter·vri j '' heeft 

hier betrekking op de parameter van het derde type 9 nl ode .,parameterj 

die de verdeling van~'-- l ~.A.,A..J~ ...A-~\)~-}l½.) beschrijv€no Hierbij zij · 
• 

v0oropgesteld 9 dat geen dezer methoden ~an het bezwaar D tegemoet 

komt 9 terwijl slechts een e~ ele vsorziet in het bezwaar Bo 

De .Parametervrije 
· gepubliceerd 1 vindt men op de 

KoRo Nair and MoPoShrivastava 

1942 ~ Go W o HoU.sner and J .. F o 
• 

J 0 Hemelrijk 194 ~ AaMoM6od 

1950 en EoFo Drion 1951 o 

methoden, :die de laatste jaren zijn 

volgende plaatsen6 Ao Wald 1940, 

1942, KoRo Nair and K.So Banerjee 

Brenna1 1948 ~ M~S~ Eartlett 1949 j 

1950 1 Ho Theil 1950 9 E.Lo Scott 

Wij zullen vier methoden behande1en~ toWo twee 
' 

• voor 

punts cha ttingen en twee ,roor betrouwbaarheidsintervallen. 



• 
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2o DE METHOTIE VAN Ao WALD. 
·- "' .. = .... '---·- --,•-· ;; ~ ...... ~··· 

• 

2.1. V,~,ro;nder~t-~l~~n_g~TI,:o 
Ao Wald 1940 voert de volgende veronderstellingen in~ 

a De s to cha~-~1: §_2_P.e .... g,r:_Q._9_~_!_1e den u..., > - .. __ -, ~'Y\. he b ben all e de,~e lf de V~F-~ 

de1,i11:g e_~-- z i _jp OY?.. e_g~9F.~-~ ~-~-~.r_g_ o Hun y_~_FW.si£h_t_:,i.p._g__ i._~_l}:J.1 2 h.1:.:l_!? __ Y.~~ian tie 

i~ ., ,~J;A.4i_g p 

B D.e,., ~.~.o chfls,t~.s c.J;:l~ ,, g,::r;' 9 o th<?, d.~-~ l~\ +w\)) __ -('9~ -+4'MJ he b b en a~~~-~- de ~e l_:f d. ~-

verclel~ng _ ~~-.. ~~.jl}_ .. op_ge_9o~I.§.leerd o 

antie is eindi-o --•'!> • ,-a L .,.,, •a .. -

Hun verwachtin -•~-----, ....... ,.. , T-·- -·•-•r•"" 

c De stochastische grcotheden LLL e11. 

is nul hun vari-
., ljl'•'• 1- p 1111-• •--- •••• , ■ $ Z A I ,P,•·· 

ongecorreleerd 
----·------·..-..··-··-

• • 
,.A., i =- l ) .. - - • ) rv"L, 

Aan deze voorwaarden zal in 2.2 nog een vierde warden 

toegevoegdo • 

' 

Deze voorwaarden komen dus tegemoet aan de bezwaren 

A en C 1 niet echter aan Ben Do 

2.20 ,$c4~tting va11 ·... Q haar bruikbaarheid. 
I 2 ii a a I •• .... T ,. •LUU ,,, • - I , ...... ,12 .. ; a:.,,· •:• ~ , ..... ___ -----~ -·-------

Wald n111nm.ert de waargenomcn punten ,:x:.~) .~ naar opklim-

mende waarden van Xo Dus geldt~ 
,... ___ ... _ 

Hij neemt aan1 dat • n even is • 1s n oneven, 

met de middelste x-wa,:1rda ·bui ten bescl1ouwing 

Als schatting van ~ introduceert bij 

• 

'V\. 

- r::K:_J... 
..t -::: """' ~ \ 

dan kan men het punt 

laten 

• 

A...~ I 

waarbij m=½no Deze schatting kan men meGtkundig interpreteron als 

de richtingsco~ffici~nt van 

linkcrhel:ft der waargenoms11 

laagste x-waarden verbindt 

de rcchte~ die het zwaartepunt van de 
punten doWoZo van de m punten met de 

met het zwaartepunt van do rechterhel£t 

der waargenomen punten~ 

Van deze schatt·::il'.1g bewijst Wald d€ bruikbaarheid 0 

Daartoe voort hij in~ 
' 

I ,, 

~ r..<.\ + ~ ... ~ + 'JC.'Yvl.., - _r:x:.'n'\T'\ -\- - - - + 
e.\ = -- --------------------------

- ----------4 '"\-V,) , ... : \:j~, ~\ ~' - - ':: ... ~ ,,.>-~~') 

"Y\... • 

~\-

'l.... ,,, ----- ---------- -----------~:.------



' 0.lZ ·r~ 

? \ 
\ '"' -

~.-:t.b -----
,.. 
\ ...... 

Subs ti tueort mc11 i11 dozo formules voor de waarnemingen 

weer de stochastische grootheden, waarvan zij afkomstig zijn, dan 
wordcn de meeste van dc~e grootheden weer stoohastisch. 
Nu is de variantie van 
riantie van Cr-. -· -c.. ( 2 

cl 
1 aan n 

1 u en de va-

var v + w • Voor n · > oo naderen -·-
• c1 en c2 in waarschijnlijkheid tot resp 

I 1 0• 
t:... 

• 
lS UrJ.n C,..., 

C. ~l ' nadert b dus tot 
-~-W 

voornpgesteld dat p ~.- Oo Men zal inzien, dat aan dit laatste 
steeds is 

In h8t bovenstaande is impliciet gebruik gemaakt van 
do veronderstelling, dat de rangschikking van de geobserveerde 

y. 
l 

van 

de meetfouten u. zijno In feite is slechts nodig, dat de verdeling 
-i 

der punten in de twee groepen onafhankelijk is van deze meetfoutena 
Opdat de juistheid van bovensta~nde bescl1ouwi11gen gehandhau.fd blij:ft 

moet dus nan de volgende voorwaurde volda2n zijn: 
I 

d ~.~ .. w~ar~ch~.j_1:1l.i.j~4-~~.4.t , .Q-._q.~ d.?, ~n,de~~ng .~n .. 2,,, gro§p,,en p.a,~:i;, ~ p , , .. ·- -
-wa§.r,d ~ J;l. 2., . i~ ,,, kliminende x-waG.rden afyY'"i_jkt van die naar o · klj_rr·imende -

J 2 

nul .. 

Is hieraan voldaan, dan kunnen we staande houdcn 7 dat deze indeling 

u's cindig is en 

dan ~ - ~ , waarbij de index- ~=ering plaats heeft over-__, m+l ... m 

eenkomstig opklimrr1ende £ \vaardeng 
,J 

~----.;·------··---~\--11 ... -----------·--\--------------
=· ( - - - - - -· - ... ~ 

-"R\..\ 
-~ Figo 1 

Hiertoe is weer voldoende, 
van deze range isQ Inners, 

--------SIL---------••---- ------
• 

- - - - - - - - - :> ,·-R. 4 
. -

indien hieraan 
minstens het dubbele 

is voldaan, dan is het 

-----·-· -··,~ ,._.__ .., --·-------------- -------■,., 
• 

2 Zie A. Vvald 
• 

1950, pp. 287 en 297c De hier gegeven behandeling 

wijkt iots af van diG van Wald. Wald geeft ook bruikbare schattingen 

van d... , var u en var v + w. Verder geeft hij betrouwbaarheidsT 
-- 4WII • 

' 

intervallen·onder normaliteitsveronderstellingen; zie hiertoe iohobo 

. lococito, PP~ 294 8 't V • ' 
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• 

uitge~loten, dat een andere trekl(ing vnn meetfouten twee x-waarden 
1 t· 

nl. x m en x 

seld is. Fi 

optrecdto 
ur 2 geeft een voorbe~ld, waarin dez~ verwisseling wel 

\ 

1 . ~ : 

\ 

+l 
~-------- - - - -> 

'1{ 4 -< - - -- - - - - -➔ 

Fig., 2 

kan niet bogen op zuiverheid, 

• 

tenzij u. 
-1. 

0 vo~r 

alle i ; echter wol op zgno ''mcdiaan-zuiverheid 11
1 d.woz. de mc

diaan van haar vcrdcling is• gelijl<: aan: _ 

2.2.7 

• 

Menzie hicrtoe Jo Hemelrijk 

l\1ed b --·w • 

1949 b j PP 17 8oVo 
• 
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3~ DE METHODB VAN HOUSNER EN - ENNAN. 

3.1. Veropg~rst~llingcno 

Housner en Brennan 1948 maken gobruik van de volgendB 

voorwaardeng 

a voorwanrde a van Wald; 

b voorwaarde b van· Wald; 

c voorwaarde c van Wald; 

J dan is P x. < X. 
-- ·l - J 1. 

Voorwaarde d gaat iets verder dan Wald's veorwaarde d. Zij kan op 

dezclfde wijz0 wordGn gcconcr0tis8crd als voor laatstgcnoemde voor

waarde aan hct cindc van 2o2 is gcdaan; de ind€x m meet dan al~ 

waarden 1, - ,_ - - ___ .., n-1 doorlopcno Het bli jkt 1 da t aan de bozwaren 

Ben D niot tcgcmoot wordt gckom0n? wcl aan A en C, maar aan C 

in minderG mate dan bij Waldo 
3.2. Schc ttin- van G 

De auteurs vooren de volgend0 schatting 

,'---
- :1,, -=:. \ 

1-\ -0. -..u 'vl 

' I 
;. -::. \ 

• 

_..(,. - \ 

• 

• in; 
• 

do index nunnnering heeft hier plaats naar opklimmende x-waarden. 

Na cnig r0kenen vindt mcn 1 

.. . ... ' 
44 ,. e ,.,, a $ Z 

• :;.. I 

• 
.A,, 

. .,, .. 
A-..,...\... • 

.,{_,. J 

. - - IUI 

-►·, -
.A,.. -.,,A.. 

waarbij 
• 3o2c3 A-_\ 

✓ l..,a - 'V\. 

Wij zullon nu aantonon, dat b een bruikbar0 schatting van 
.::'.RB 

Blijkens lalo3 Gn 3o2.2 

waarbij 

-3.2o5 z. 
-1 

--
-H~ - + 

\ 

geldt~ 

• 
..,,-\..... -.j.' := \ ' r 

.. . 
..,t,.,>~·k 

+ v. + w. 
-1 -i 

,. -

De :r1oeme1~ va11 de bre.1.-lk in 

som van in n - 1 termen x. 
-l. 

zij de rangschikkingo Minimaal 
• 

~·r .. \,. . 
--J 

is ulk 

• 

.j 

• 

3.204 is gelijk aan de 

die alle positief zijn~ 

zo'n term gelijk aan 
• 

• ...... l. 

• lSo 

dank 

• • 
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vglo het slot van 2 !' 2 o Aangezien ~\...\.. en de _.- . ~vaste getallen zijn~ 

niet slechts V:)'J-r de getrokl-cen steekproef, waar voe,r alle eventuele 

steekproeven 9 is de 11oemer dus van de orde van rn!

Voor de teller vindt men na enig rekenen: 
' H • "-.-- A- . ,.. .A.. - :r;_, 

• 
.-\... 

'Y\-\ }'t,t - --
zodat we hebben 

---- ;_ l-~~-
• •• I 2w. -

\ 
. .. ~ 

1 ~ ~ \ + ~ + - - - + fy\ ·\ 
....._ 

• 

,vaf1rbi j var z 
r• 
! • • 
I 

~ 

. var u + var V + W :; indien 1·1 even is 

n onevenj dan geldt~ 

"'-

\ :l. 1. 
..! ;t. ~ + 4 * ....... - + 

' 'Ll 

In beide gevallen geldt • 

var 

• 
9 1S 

~ - f:) ""--~ . 

De breuk van 3 o 2 o 4 heeft dus een tellerj waarvan de spreiding van 

de orde is 9 en een noemer 9 ie van e ore ry1_. 1s. Deze breuk 
naar 

• It 

' 
, 

zui ve::r~ alle '.:::'- t - o 
en mediaan zui ver zie Jo Hemelri~k 1949 b, ppo l7 e.v. 

• 

4o 1~ETHODEN DER HELLINGEN: 
•-·••r• -m:.>111111 L wro,t,._... "IU •• ••• IU''"' r t'd'IJ ltlia i•!•• 

011·v·oLLEDIGE METHODE • ....... _ ...... ~~ ............ ~ .... , ,, ---~--------
4olo V~ronderstolliTI£8llo 

• STOu _. .,. •- eo:,_ z --•- •. _ _.... ■ - lo•••• . 

D3ze methode ma.akt gebruik van de volgende veronderstel-

aa,•q ttta ;en, :r xar:t-z;:.,,.,,.,., ,._ ..er~••••<: 1.•1; 'IF 5 1a;slcn.,r¾U ..,..,.._., .• , ~ ~· e4.4"-.•...-:i:--.-..• •-~• .,.. a: 41 ••••~ •lwr• J .Jffll:IRhi 1a::~·a,., 1w-.- 1 1'!p 

bl _q.~e s-_~ocha~-t_i_9clJ..~ .. ~g_E~.otl!._§._q._~n ~.,;,. ''"\-:- . U.t -'t ,.\)_.!_ +.WA, .b-~_Q.l_;_~:q. ___ d.§:.~r~1-f:.s3-e .. 

.9_9n ti11ue ~-.Y-~]:~d.~ }~i -~_g_s.,f_}l_~~.9 .. t.~~~-;_ 
b2 de stocl1astischc grootheden J-J.. .. ~ hebben continue verdelings, ... 

fu.ncties ~ die alle syrnmetriscl1 zijn e11 eenzelfde mediaan _ bezi t-
ten, 

c '-' ...... ~ --. . / -f ~ a dan is ~ 'J:. ' .,/ ~ • · .. \ ,"- "--- J.1 ,, ~ .... ._ ' _. ··i -
Blijkens voorwaarde a wordt niet tegemoet gekomen aan 

het bezwaar Do Wel echter wordt het bozwaar B ondervangen, vooropge-
• 

steld althansj dat de verdeling van rJ..__.:_,, symmetrisch is en de ver-

delingsfunctie continu 9 dit volgt uit v~orwaarde b2, want deze eist 
• 

niet? dat alle ¼l,~ d.ezelfde verdeling hebbeno Aan het bezwaar A 

wordt geheelj aan het bezwaar C in dezelfde mate als bij HcUaner en 
Brennan tegemoet gekomeno 

' 

' 

• 

- - -·t .. ...... ' , - - ' , - ._,. _ _.,. _, . . - • :,, 'C• ·•· • t)Sdii ~-• "." ----•• --■-I .-11•• I ---ClF ■I----

3. Zie Ho Theil . 1950 o 
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4.2 Betrouwbaarheidsinterval voor ~ 

. ----~-_,;;._~-~- • 

Deze mcthode leidt niet slcchts tot een puntsch2tting 

van 9 maar ook tot ee:r1 botrouwbaarheidsintervale In deze pG~r~a

graaf bepalen zij ons tot het interval • 

We rangschikken de punter.1. vvecr naar opklirru•iiende x ... --wc1ar~

den e11 laten eventueel,, nl. bij or1even n., het punt met de: mic1delste 

x-waarde bui ten beschouwingo Da.n beschouwen we de richtingscoeffi-
, 

cient van de rechte, die de punten met rangnummers i en m+i ~::: i fYL} 

vcrbi11d t ~ 

l-4.~. \ 
' • 

• 

' 
Vglo 

l • 

A.,. J /yy\ + t. - --------
\ 

• 
• • 

;;:r .. \... - (Y . 
..._ ..... "'"l"t'\ "T" l-

voor de betekenis van 

\Vi j 

• 

--· • 

>-1..., • ,, 
II ,r, ... -\... 

gelijk is aan • 

zullen nu aantoneni da t de modi a.an van TI i .9 m+i 

o Daartoc is noodzakelijk en voldoende~ 
• 

H.. . - 't . 
-~.-\. L _ ..... 

)0 --
)1 1\-V\ -,. 'l - ~ _;: 

. .. ' . ' - ,_ , .. ,., -< 0 

-
\ - -l 

Uit de wijze van rangschikking en uit -voorwac{rue c 

volgt, dat \.~ , -0J:.;,_· steeds posi tief is11 Opdat 
-m-'\-\, \.. -

de·mediaan van 

- \ 
"i. • - >-J. ~ > Q - ---p )1 I - >-;... • -<. 0 - = ""• 

•• t'rn + L t: /w - - ..__ S::. l"W'v'\ 4 L · • · A. l.. 

!~u zijn blijkens voorwaarde a de stocha,stische grootheden 1A.;.. er1J-~_ .... ·t .. ·l 

onafhankelijk verdeeldo Dan zijn elk der voorwaarden bl en b2 vol-

doer1de voor de juisthcid VL1.n 4o2o3 j hctgecn men c.11s volgt kc1r1 

. 

vL11.1c.a1. ·'lrac1-rdenpaar 1A-)'1-l\-v\~L tot 1 : uitkome-t~ 5 dat het punt ..... 'r-i...;,,) 'ri.lV\.•,-.\-~ 

bovcn dcze rechte valt waarbij ~~ langs d8 horizontalo as wordt 

gomt:te11 dan is lt.Avt-1.-1.) >-1.;_ , vr.11 t hct punt benede1:1 dcz8 rechtei Cla11 is 

i·J...t\-v\-\-L <. ~-~ ; de kans op elk van deze beiclc·: gc buurter1issen is bli jlc, ... 

• .. 
' 

' .. 
.. 

' 

• t 
• 

• 

----------------- ;--.------------------½_ . 
A 

• 

Fig.3. 
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In hc!t geval b2 is de simul tanc vcrdellngsdichtheid van rL;_ en>-!-~+·,_ 

syminetrisch rondom de rechten 11....;_-= en ,_~~;._==- • Dus is de si-

mul tane dichtheid va:r1 '1..:;.,- 12nl~.AtL - ---. syrnr11etrisch rand de oorsprong 

Dan is opnieuw de kans om C:ieJ:1 punt boven de rechte >-l,;_::. "1.-\-v\+~ aan te 

treffen gelijk aan de kans om een punt er beneden te treffeno Menzie 

Figo 4 Q en Q liggen gespiegeld too.Vo de oorsprong ~ 

>1 • -
NI," -\ l,. 

--- ... --· 
--·· 

-• 
..,,..◄ -

- • .. -~ 

Fig., 4 
VVi j hG b -!Jen 

4.2o4 
dus bewezenj dat voor ....-L::. \.) _ - ... _ j m 

"Dl~}f'fv-'l~Jv)c ., ~-~ ~lA-,-'VV\-1r;.,)'! 

• 

• 

geldtg • 

\ 
- :::. \. 9.). 

" 

• 

Aldus hebben we m grootheden, die elk tot 
. . 

dat deze alle kleiner zijn dan; .• 
, 1S gelijk 

mediaan hebbeno 
\ "rY'\ 

aan . i ; de 

De kans 

kans 9 dat 

juist >i..-<:~ van deze groothodcn < zijn en de • overige dus ')G 
' . . . 

• is 
• 

• 

Met behulp van de binomiale verdeling met parameter½ kan dan een 

betr"ouwbaarheidsin terval word en berekend o I)aartoe nu:mro_eren we de rn 
• 

grootheden 1) i 9 m+i naar opklirrll-11ende grootte: 
4o2o4 · { < J:.)!). < :_tjZl ·"'( - • ~ .. < · "n1.. 

Het betrouwbaarheidsinterval wordt dan gevormd door de eerste r 1 

en de laatste r-1 van deze D's te laten vallen~ Wij krijgen dan 

het interval _ _ , waarvoo~ geldt 

- ~ ..... >t..+\ -
\-~ 

... , \ - 'L 

~-\ 

• 

.-·;:) -::. 0 

Het r·ech terlid :is voor m=l 1 _ .... __ ... __ .. 9 200 getabelleerd door A., van 

Wijngaarden 

bijlage III 

• 

1950 o Een klein gedeelte van deze tabel vindt men in 

aan het eind van dit hoofdstuk~ 
• 

4.3. Voorbeelden~ • ,.. __ _ 
Teneinde te laten zienj dat dez0 methode ondanks vrij 

sterk ges:preide puntenwolken toch tot niet zecr wijde betrouwbaar

heidsintervallen kan leiden, geven wij e ..L.L ele voorbeelden ai:n de 
• 

hand van huishoudrekeningeri. Tussen het i •. omen en de totale 

uitgaven 

leerd~ 
van di v~rse gezin11en is een lineair verband gepostu-

• • 
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• 

In de hier onderstaande ta·bel vind t men betreuwbaarheidsgrenzen voor 

.- bij ver·schillende overschri jdingskansenj· en wel voor hoofdar

beiders, handarbeiders en landarbeiders van het landelijk budget 

Ho~fdarbeiders 

m 103 

• .. 

Handarbeiders 

m 139 

Landarbeiders 

m= 20 

• 

• 

• 
• 

r=39 
. 40 

41 

42 

43 

r=55 

56 
57 
58 
59 
60 

r=5 

6 

• 

• 

• 

• 

• 

Onbetrouwbaarheid 

0,010 

01018 

01030 

Oj048 

• 

o, 076 · 

0,011 

09017 

09027 

01041 
. .0 ~ 062 

01089 

69012 

01041 

• 

,, 

Betrouwbaarheidsinterval 

0984 - 1,01 

• 

0,85 - l,00 

0,86 - 1,00 
Oj87 ., l,00 

l,00 

0~87 °' 0,965 
• 

()i87 - 0196 
O !1 8 7 .,. 0 , 9 6 

0,64 

0,65 

• 

l 

l,045 

1,04 

• 

• 

4 Men dient deze toepassing slechts als een numeriek voorbecld te be 
' . 

. . schouwen; er is nlo alle a,-inleiding om behalve het inkomen ook de 
• 

gezinsgrootte als variabele op te nemen, het geen hier niet is gedaan° 

Schrijver dezer is dank verschuldigd aan de Heer HoSo H~uthakker1 
die met hem de ·berekeningen heeit uitgevoerdo . 



• 

5 .1., 

niet 

• 

• 

• 

-- . . 
5. METHODEN DER HELLINGEN: 

• 

VOLLETIIGE ME~HODE. 
Veronderstel~ip_gen. 

De vorigc me thode is 11 onvolledig'' genoemd, 
6""(\_ 

vollcdig gcbruik ma~kt van de ~ hcllingen. 

• -~;.. - ~i 
~ tq * • ••• I ---4* ._ 4 

•• at ... 

• 
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• 

• 

omdat zij 

Dit wordt wel gcdaan deor de 'tvollcdigs'' ID(Jthodc. Zij is gebaso-erd op 

do volgende veronderstGllingGn: 
n Veorwnarde a van 4,1. 
b Veorwaarde bl van 4.1. 

c Voorwaardc c van 4.lG 
• 

• 

Deze methode komt dus, in tcg8nstelling tot de onvolledi5 e 

mcthode, niet tcgemoet aan bezwaar E. Wat deze bezwaren betreft, is 

zj_j ong0veer g£lijkwr..tELrdig met de mcthodc van Housno·r en Brennan. 

5.2.' Betrouwbaarheidsintcrval. · 
Ook dez0 mothodc lcidt tot cen·interval-schatting. Num

mering heeft woer plaats naar opklimmende x-waarden. 

Wij schrijven 5.1.l in de vorm vglo 3.2.5 · 

5.2.1 
I-:!...,• - )of.._ • 

+ . 'l\ . ... . :-.:1. 
.. ...._, -~· .__..,_ ·"- - ... ..._ ~ 

Nu is dan ~en 
de 

• ; 1.mr11 er s , 
• 

uit 

impli

gelijk 

dat kleiner is dan ·hutgcon onder de nulhypothcse identiek is 

w,.1.arvoor 
D1. t ~-a· ntal h 1 f D . t 1 a angt zowel af van als van de stGekproc. 1 geva 

is dus een stochastische greothcid; wij zullen hGt weergeV(;n mot 
' Wij zullen nu de hypathese, dat ~ 

• is, verwcrpen 
• 

wanncer or ccn significante rangcorrclatie best - t tussen de rang-... 

den, ~n den ......... ~ering van deze punten naar opklimmende z-waardeno Dat 
• 

dit rcdelijk is, zal men inzien aan de 

• 

• 
• • • 

• 

Figo 5 

' '-..{~+ol.. 
t 

l~2~ '1'-) t 

I 
• '1.~·l (;(. 
• 

hej,nd van 
t ( ~4 > ~ -4} 
t 

♦ 

t 
I 
1 --·· -

figuur 5o 

\ 

- 'J::.. .... 
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In het hier gctekend0 g0val dat suggereert, dat tu 
klcin is gcnomon bcstaat er inderdaad ecn volkomen rangcor

rolatie tusser1 bcidc rangschikkingGn; wij hobben immers 

":):.l <. ,:'JC.. ~ < r:y_ ~ < ·"Y: 4-\ 

>i-., < >1',._ < ~ 'b < "- '-\ 
Voorlop~g laten wij in hct midden, in hoover1e hier n 4) 
reeds van ccn significante rangcorrelatie gesprokon kP~n word c:Il. 

Het verba11d tussen dezu alinea en de voorafgaande is ge

legGn in Kendall's rangcorrolatiecoefficient. Deze auteur be

rekont im_~.ers, rm de rangcorrelatie tussen de rocksen,:)c.t,--·.)0e.'Y"l.. 

en~) - -->~~ na tc gn~~n, het aantal gevallen, \Vaarin ~..t.< ,,.,~, sa-
\ . 

1S 

onder de hypothese, dat de verdcling van'-&~ onafhankclijk is 
• van 1 of ook: onder de hypotl1csej dat - de ver·deling 

van 

kendo 

dan 

\ q. 9 dus van hct aantnl keren, dat 
Kendall's rangcorrelatiec~efficient is 

L, - \ 
I r,•1 
l ~1 ... 

WiJ ncmcn dan een geh0cl gctal r zodanig, dat 
1._\ ' \ 

a- q_ J -?.. rt_ - \ -= -.,.J ..J - ,: '""" f'(\,a rt_ . 

waarbij p ecn kleine fracti~ de onbetrouwbaarheid 

volgons n~-~-crcn wu de hcllingGn u 

grootte: l'--') lN.) 
1) <------;.--< 1) ) . ' 

n -~ 1 o Dan is 
't. \ 

' 

.) 

trouwbaarhcidsintcrval met onbetrouwbaarheid p: 

- \-
\ -

Door Ao van Wijgaardsn tc verschijncn • is p n,r 
• 

6" EN.KELE OPiviERI(INGEN o 

6eJ o Schattingen vancZ. 
. . ' . ' ,,, ·"'·. --

,...,.\ 
1 

be-

anders 

• 
1.S • Ver-

cen bo-

gctabel-

Vrijwol algemeen gcldt, dQt~ als een mothode b als scha~--

ting van die schatting a wordt gckozen, 

die voldoe::t aan • 

- ca..+~ 'O(, 
WI • 

Zowel Wald e .. ls Housnt3r en Brennan tonen aan 1 dat hun a een 
.b · . k.1 -l.·UJ .. i1A,..1..\J 

Bij de wothoden dor hellingen kan voor 

mcnlijk een rcchtrirr::.lri e: hf:•-tro11~rbaarheidsgcbiod 

gevonden warden. 
• • 

• 

of.. en goza .. 
0 \ {} 

Q ~?(<a_)~~--
• • ' . 

\ 
<_ -~ ..... " -

•• 



• 

• 

6. 2 1Jl·eetf outen . ~ 
in~-· 

• 

\Vald is 

Elk der vier bchandcldc m8thoden laat meet 

to8, echter niet in onbcperkte mateo De 

het m~est tolerant; zij Gist slochts, dat 

• 

fouten u in 
I••,. 

mcthodc van 

de indGling 

in de twoe groepen steeds onafhankolijk van de meetfouten u 

slochts voor de x-en vc1r1 d8 ondorzochte stcckproef, maar van 

allc evontucle stcckproev~no Is mon niet zeker van do volgorde 

van cnkolE: der puntcnj dan kan m~n het b0ste de numraering van 

do betreffcnde x-en ''r~ ·1dom'i kiezen1 onafhankelijk van hun 

u' s O De me tho de verli cs t slec11.ts zi jn bruikbe1.arhGid 1 ir1di en mo11 ·· 

de volgord8 in het g~hGel nict k8nto 

Het is donkbaar j da t du 11 vertckening 11 van het rcsul t2.,at 

optrcLi.onde \lvanncer de u' s to groot zijn en w::1nneer mE.n ni~t 
It · 

door randenii te ordcnen or voldocnde meo rckening heeft gc11ou-" - ... 

den, van dezclfdG ordc van grootte is als bij de kleinste-
• . 

kwadra ton-scha tting 1 o 3. 2 ~ Di t is nog niet or1de~·zocht. 

6.30 De eonv9ud der b0re~c4~~g~~o 
Tenzij de x-on allc cenvoudigc waarden dow~zo kluino 

g0hclo ge:tallcn aanncmen~ is de kleinst0--kwadraten-schatting 

minder eenvoudig tc berokenon dan de schatting van Wald en die 

van Housner en Brcnnano Bij Wald beho€ft m8n sl~chts do punten 

te OI"'dcncnj gE::middcldcn tc bcpalcn> a · te trokken: .... en te delen; 

bij · Housner en Bronnan knn menj na de ordcning va.n de punten1 

volstaan de waarden -x.,\_. en ;__ met de Eenvoudigs gotallcn ;._.:(. 

tc vermenigvuldigcno Dit wordt echtor van minder belang indien 

men over cen goodo rckenmachine beschikt. 

Bij de methoden der hellingen kan men voelal he·t een

voudigst de richtingsc~efficient van de afzonderlijke h0llin 

gen ui t een spreidingsdi~grrtm o.flezen. Wanneer men evc11wijdig 

aan elk dezer hellingen voerstralen uit de oorsprong trckt, 

kan men Genvoudig door ,et aftcllen van deze voerstralen 

naar opklimmonde hockcn met de x-as de grenzen van het be 

trouvvbaarl10idsintorval vindene Voor grote1 e n wordt het wcrk 

m.oetcn 

Voor do onvolledige methode kunnen ook kleine kaarten 

handig zijno Daartoe schrijve men op het cerste kaartje<:x:., . 

het eerstc kaartje ~w.-;.\ en .,~"'"'A-t-\ ~ op het m-de k~artje .... 
' 

en >-t-n... ; vervolgenp berekent men op het eersto kaartj e D l)tw\+t J 

_ .... op het m-ds D fvY"l 1 rn.. • Tenslotte rangschikt men de kaarten naar 
.) 

oplrlimmende wao.rden van ]) en kiest men de r-de en (~~:,:.1:,±,l;, .... · .... ~ .. t,,fJ~~, ···· 
·" ••< •• - - ~- --- ---



Het [~lgemene probleem van de docltreffendheid van de 

hicrboven beschouwd~ puntschattingcn is zGer gecomplicecrd, om

dat zij op ee1~1 \VGinig l1and8lbarc wijze afhangt van de - ;,.l_:\..:::l\---lrn..) 

Wij zullen daarom ons beperken tot het volgende geval~ 

a AlJ.e -\.. liggcn 0p golijl{e afstE1nden zij zijn aeg_uidistc.1.nt 

c + dio Wanneer we dan n oneven veronderstellen9 

kunnen we zor1der verlies vo.11 ~:lgc.m8cnheid de de waardon 
- ... , ..,,.., 

' - l ' '-,.1- ';. ryy\+\, -----) ··-l) 0) \) ------~l"YY\ l':I, ~ 
' 

la ten aannomc11. 

b Alle mcotfouten LL~ zij:t1 -==O 
• 

c Alle stochastische groothcden 10;.__+w~"'-'ijp· ongecorreleerd en 

In di t geval is de klE·insto-•--kwadraten-schatting b het 

doeltrcffendst, zoals reeds in§ 13 is opgemerkt. 

--· ------• I • .... 

!Jev,._,. '¥, 'Y', '- (. 'Y"r\ +- \) L"l.. 'VY\ + \ 
zoals men gemakkclijk kan nar8kenen. 

\' 

De doel treffcndheid v:1n vVc.ld' s schatting is door Bartlett 

1949 nuder onderzocht~ Daartoe generaliseerde 

ting door nict sl~chts de h0lling van de rechte 

hij deze schat

van he t zwac1.r-

tepu11.t v::::.r1 d(:: linkerhclft dcr 1")unten nnar dat van do r(;chter- . -

helft tu bE..scl1ouv1011~ l1ij (le0lt de~ puntcn in drie groepen in 

naar opkli11·11·.1t:=-;ndc x-\lil[1r~rde11 9 zodn.nig da t de eerste en de de:r

dG groep c lk 1c puntl~n 
\<:. 

\ ~ K ~ "<Y\- beva t ~ en neemt als scha tting 
• l'v'l. 

.,(::i' ~·' 
;,___ ..., :! .A..- ' ·-· / .A,. 

' .. 'V'i - k + \ ·--k·--·------~-- .. I\-'\... --·----
~c. . 

- ,..I.. 

l 

dus de hf.:lling v2n de rechte? die·de zwaartepunten van do ee1'"'sto 

en de dErde groep verbindt~ Mon kan eenvoudig narekenen, dat 
' 

de varinntic: de veronderstellingen van dcze para-

graaf gelijk is aan 

,) 

zodat de doeltreffendhoid gegevon wordt door 

r,. 

~ K l 'l 'VY\ -\-- \ w=•• K \ ol.._ --- ..,_1 4 --------··--It .. ,,. __ 

Bij We.ld 

ting: 

• 
lS k = m~ dus isde doeltreffendheid van Wald's schat-

' 

...... 

w-



max imac11 • 
1S 9 

. Da~rom stelt hij voor 
d c; I)1ir1 ten 

heoft da,11 

ir1 3 De middelstc g;roc.p 

grootte v211 dezc c,cl1u tti11g 

de IlUJ11..Il}eringo Haar llOEl-

trcffcndheid bcdrangt 

8 t=- " - --
L ~ ...., 

Eenvoudig blijkt, da·t ond~r de hier gebruikte V8ror1dc1·

stellingcn a~ schatting v~n HousnLlr un Brennan identiek is met 

de klcinste- k\vaclrcttGr1-scr1zLtti:r1g(> Irru·ncrsj \1./e heb .en hier vcl ~ 
(l 
0 

I • 

" ' 
) 

. ,, - " ---· } 

!J::>r-.> .I-- ) ":JC. ) f'-3- 0.9-L <X 

zodut dc_doeltreff8ndh€id van dcze schatting in dit geval iden

tick gelijk aan 1 iso 

Ook met behulp van de mcthoden der hcllingen kan mBn 

tot puntschattingcn komena Voor de schatting vun de onvollcdi~c 

methodc kan men ncrncnj 

1J 
- 111 

Haar varinntie is~ 
(6o4c9 

\ 

' 

.. . 
var 1) - --

en haar dooltrcffendhcid 

- I 

dus identiek met die van Waldo Hierbij zij aangctekend, 

als n haar la~J.gstc waarde, r1lo 3 wij heb en aangenomen, 

n oneven is , aanncemt, de doeltrcff0ndhcid 
. 

gclijk is aan lo Hieruit blijkt, dEit het m~ddelste punt, 
. 

d::"l t 1 

dat 

D 

dat 

door geen dezer drie methoden wordt gcbruikt, niets tot de 

kennis van bijdrae.gt, uit0raard geldt dit slccl1ts ondcr de 

l1ie-r gc·bezigde vcro11derstel.ling 1 dat dE: ~- -=--""' -v1aarde v2-n c1i t 
nunt 111j_dden tusse11 de -:x_{ :=. .__, -v1r:tctrden dcr beide andere pur1tsn 
~ ~ 

ligtc 

Voo1'\ de v~ollodige r11ethocle kan mel:1 als puntschatti11g ne-

men 

.. J.{.\\ 
. < . 

-~--+-----·---------

L 
.. 



D~zs schatting is id.8nti~k mot die VQn Housner £n Brannan 
r: 

vglo 3o2ol en verGist dus gcen afzondcrlijke behand8ling~ 

1IGt blij1rt dus') d~:tj altl1ans in hot hier bcschouwdc 

gcval, de schatting van Housnc2a en Brennan de voorkeur vor

dicnto Anngozion zij bovendicr1 b0trekkelijk cenvoudig berc

k811d kc.n ~1orclsnj i~1 zij zccr gcscl1ikt, ,~anrieer mer1 sl8cl1ts 

Vv' (~ n s t t e k G nr10 n 0 

Wenst men da&rentcgcn bovendic11 oon ffi~atstsf voor do bctrouw

baarl1eid V:J,11. d.E:Z8 sc:hattin{3:~ d.an n108i~; men of betrouwbaarh0ids

intcrvalJ. en of st,·~~ndct:-irc~fouten b£rGkc;nene Voor ecrstg-2no<.;mdc 
• 

intcr,valJ. cin hcuf·t 1nc:11 normz:tli tei tsvE.:ronclerstsllingen 11ocii;-sj 

behalvc bij de methodcr1 der hollingeno Behoudens bij deze 

methodE::n g;ia·t h8t voordecl Vi-:.n ht:jt gsringE rekenwsrk dan v.,.er

loreno 

In doze lijst zijn mGdc op6 E::nomcn de ti tels van onkol8 n.rti-•-· 

kelen, waarin hier nict besprok021 methoden worden gegcvcno ,. 
Bartl~tt, MoS~ 1949 ~ Fitting a straight line when 

both variables are subj£ct to erroro Biometrics, volo 5, pp 

207-2120 

Drion, EoFo 1951 9 Estimation of the parameters of~ straigt 
• 

line [lnd Of the varic,nces of thE~ variables 1 if they a.re botr1 

su.b j e: ct to Grror o P~9_c_9 c d.:.~.,~}-€£.,S .. ~ .. 9!l:> __ J~-~.d_! .. ~~.~::i~g J vo 1 o 5 4 9 S (_: 1~i c r1 
A, PI)o 256-2(;00 

Hcmelrijk 1 J~ 1949 a? Construction of a confidence regine 

f'or ;_~ linco Proceedings Kono rJcdo PJr· .. ~do, volo 52, PP<> 995-1005 
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intcrv.-:::~llen e:n scb.attingc::n van .de coeff~icienten van eo1:1 

rcc11te lijr1 ui t een a21.ntal onnauwkcurig wanrgenomen puntono 

O~C:T~ .. i.G.h_y_s_:ra)R9.rt no"l vctn de Statiatische AfdeJ-.tpg _y.;3,n_ lie-~ 

]iJ.:J, tll(_;IYJ.ct tis cl1 C en tr'Jlilll o 

Housner, GoWo and JoFo Brennan 1948, The estimation of 

lin8ar trendso Aan Matho Statisto vole 19 9 PPo 380-3930 

Mood~ AolVIo 

N8W Yorko 
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5 I)e lezer zal i11zien 9 dat l1et toekennen van '1 gewichter1'i 

( 'X.t, -

lingen van deze paragraaf overbodig is. 
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\-A, - --0 
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-voor m < 50 dus voor steekpr~ovon tot de uitgGbreidheid 
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1. Inleidin • 

De theorie der tolerantiegrenzen vindt vooral toepassing 
in de kwaliteitscontrole. De problemen, die hier optreden, zijn 
meestal van de volgende aard. 

1. Een grate partij goederen is volgens een of ander produc
tieschema gefabriceerd. Van deze goederen wil men nu een bepaald 
kwaliteitskenmerk controleren b.v. de diameter van een grate 
hoeveelheid schroefjes. Deze grootheid, die we zullen aangeven 
met x, neemt op de partij verschillende waarden aan. 
Een methode, om de gehele partij op het kenmerk x te controleren, 
is, alle a1~tikelen te meten. Dat is echter zeer tijdrovend en 
kostbaa.r. · 

In de kwaliteitsoontrole volgt men dan oak meestal een andere 
weg. In plaats van elk artikel te meten, neemt men een steek
proef uit de gehele pa1~tij ~n bepaalt voor deze steekproef de 

·waarden x. Uit doze waarden leidt men dan een waaraohijnlijkheids
theoretische uitspraak af, die geldt voor de gehele partij. 
2. Een and er geval doet zich voor, ind ien men een fabricage.,,, . 

• 

proces t•onder statiatische controle''' wil houden, daaI'bij bepaal 
de eisen aan de kwaliteit ·van het product. stellende. Men neemt 
dan van tijd tot tijd een steekproef en trekt uit de gevonden 
waarden conclusies omtrent het procede •. 

Voor de mathematische verwerking bedienen wij ons van het 
volgende mathematisohe model. Wij.onderstellen dat de grootheid 

dat is b. v. de t e keuren part ij of de ver-

zameling van alle, in een bepaald tijdv ··•· geproduceerde artikelen 

1,. 
• • 

? ; . ,- ' 
. ' atoohastiaohe grootheden warden onderstreept aangegeven. 

' 
. ' . 



bezit, 
terwijl ho~ optreden van gelijke waarnemingen onmogelijk is. 

Uit dezc collectie worden dan, mot of zondor teruglegging, een 

Rieraan is bij bovengeno8mde voorbeelden voldaan, indien bij de 

keuring van een partij de steBkprocf op aselecte wijze genomen 

wordt, resp. indien het productieproces inderdaad "ender contro

le '' is. 

In verband met bet bovenataande zullen we de volgende 
• 

twee, elkaar aanvullende categorie~n van problemen behandelen. 

A. B ij de ~~r~~e .
1
6£,?eE ,x~n .. E;'

11
9~,+,~~~,P wordt ondereteld, dat 

opgelegd warden.· Ligt de x van een product binnen deze grenzen, 

da.n wordt het product goedgekeurd, ligt de x buiten de grenzen, 

tijk meestal tolerantiegrenzen genoemd. 

• • 

gekozen onb etrouwbaarheid o1.,. d..... is. b. v. 0 ,05 • Dit probleem be-

hoort dus tot de theorie der betrouwbaarheidsintervallen. 

9pm~;P,-~-~-pg_: Het gebruik van de naam ''tolerantiegrenzen'' 
a 

matische statistiek gewoonlijk voor grootheden van een ander ka 

rakter gebruikt wordt, namelijk voor de onder B te beapreken 

ste grootheden goed te onderscheiden van de zojuist besprokene. 

B. In de tvve~~!J:~ .. .,,ar~";a,R,. Y.~9,. E~P"t>.~,~¥:le.P, die we v1illen beschouwen, wor 

worden de grenzen gedefinieerd als functies van de naar opklim 

Dus is • 

De grenzen zijldus stochastisch. 
' 

De fractie 12. van de collectie met een 
eveneene.stoC"hqstisch. Voor deze grootheid £ kunnen we schrijven 

1 : wh betekent waarschijnl·ijkheid. 

· 2' · asel,e,c·t is de door :Prof. Dr· D. van Dant zig voorgestelde ver-
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waarin F x de verd€lingsfunctie van xis. Deze verdelingafuno 
tie wordt gedefinieerd door 

Fx •z.P x<x. 
-

De stochastische grootheid £ bezit eveneens een verdelingafunc 
tie G p gegoven 

kan ook voorspellingsintervallen van de gedaante o,d 

maar moostal is een interval mEt d = 1 als bove :rens 
toepassingen alleen van belang. 

aangeven, 

voor de . 

len, zodat 
behulp van 

voor £ van b zal verschillcn. 

een ver-

voorspellingsinterval 

Met behulp van de theorie der tolerantiegrenzen kunnon 

b van het voorspellingsintcrval gelijk is aan een van te voren 
• 

nieerd warden, dat de fractie £ van elementen uit de collectie 

van 

te voron gekozen waarde _ • 
• 

~us sen grenzen en beetaat dus de relatie 

F - 0\.. - 1.1 
• 

Definitie: 
' 

Wanneer betrekking 1.1 onafhankelijk geldt van de vorm 

arametervri e to-der verdelings functie F 'X 
• -2 

In plaats van twee tolerantiegrenzen wordt ook dikwijls 

slechts een namelijk een onderate of een bovensto tolerantie• 

grenz bepaa.ld. 

=+(.I) 

tolerantiegrens. • 

• 

mecstal twaG uit de 

• 

gekozen, waardoor · 1.1 overgaat_ in 

.· ·n ...t.. . ,..., r . ' . . .., ' ' = ' - +* . 4 

Met betl~lp ve.n d'eze betrekkii1g, welk een verbe.nd geeft tussen 

• 



a, 

n,r,s,d... on_,-·j., kan steeds een van de grootheden opgelost v1orden, 
" 

wanneer de overigen gegeven zijn. 

De volgcnde problemen kunnen dus met behulp van deze thoorie 
opgelost worden: 

,, -r -,-n-s + , 
bepaald warden, met t __ r + s zo groat mogciijk d.w.z, het -

interval zo klein mogelijk, waarin, behoudcns ccn onbetrouwbaar

heid o(. , de x ligt van tcnminste een fra.ctie van d~ collBctie .. 
Wanneer alleen do vnarden n, Qi... en gegeven zijn, kunnen ver·-
schillende intervall~n 

het bovenstannd0 geldt. Soms kan echter dan r zo gekozen worden, 

dat bet interval x, x _ r n 
lijk is. zie 2. 2 • 

b. Voor gegevon waarden van n, r en s~dus voor een stoekproef van 

de uitgebreidheid n, waaruit de waarden 
antiegrenzen gekozen warden, kan men 

• 

1. voor een gegeven we.erde ·-~ dat is dt~ t:>~gelaten onbetrouwbaar-

een onbetrouwbaarheid ~ , de fractie £ van elementen der coJ.·-

2. voor gegeven waarde van .... 1 de minimale onbetrouwbaarheid ::I .... 

berekenen, \ivaarvoor geldt, dat tenminste een fractie 1✓'"3 van 

£• Bij gegeven r,s •'"- en,,,S kan men de minimale uitgebreidheid n 

onbetrouwbaarhE;id cl...., de v,aarden X van tenminste een fractie _ , • 

Wanneer in het bijzonder de kleinste en grootste waarde uit de 

steckprocf als grenz0n gekozen wordon, zal n zo klein mog€l~jk 

zijn. Indien de mogelijkheid van het optreden van "uitsohieters'' 

aanwezig is, geeft men vaA.k de voorkeur aan andere waarden dus 
met r > 1, s > 1 • llierdoor word t de invloed van deze ver v1ogge

legen waarnemingen te niet gedaan, tenzij er meer dan r-1 rf~~'SPo 

s 1 aan een zijde liggen. Da&rtoe moot n n dan due vergroo~ wor

den. 

De hierboven ~ermelde problemen kunnen eveneens geformu

leerd word~n, wanneor men in pla~ts van een ste~kproef en de ge 

hele collectie, twee stetSkproeven beschouvvt. 

Daze problemen treden in de practijk pok dikwijls opi uit een 
' 

eerste ontvange~ pnrtij goederen leidt men voorspellingen ~f 
& -!/ 

omtrent ee.n tweede partij. Of men heGft b.v. een kleine part.'lj 

goederen en wil deze oontr,oleren door· middel van een steekproef 
' ' 

·,···•····•·•··•··•· •· bieruit, waarb ij dan het restant van daze part ij als de tweedo 
. . ,-.,, ' . . . 

"-?-.,~------.-' ' . ,-,.·, ,;.,-_;,·, ,•,,._·,. ,,''. 



ateekproef wordt beschouwd. 

Wanneer de beide steekproeven van de uitgebreidheid n en N zijn 
en mis het aant~l elementen uit de tweedc steekproef waarvoor 

1 • 2 
aan: 

1.3 
, 

Hot waarsohijnlijkhcidsveld wordt bier gevormd door de n+N 
l!ld Ji I I 1 L d&ta a t J ; ii 42 .,., Iii z: CTI I ••• 

dimensionale rL1 .. imte, wae.rvan ieder punt twee specie .. le ateekproe--

De theorie van de tolerantiegtenzen voor twee ate~kproe
ven kunnen we els de meest ~lgemene beschouwen, daar die v~~r 
een ste~kproef uit een bnoindig groat onderstelde oollectie, 
hieruit door een limi&t-overgang volgt. 
Stellen we n,1. 

lim 
N .. -- ) <:r~ 

... 

N ~ -:-,.:. 

dan gaat betr8kking 

; 

p , 
• 

1.3 over in 1.2 

• 

t 

In de volgende 
lea e..!leiden voor het 
ven. 

paragraef zullen we dearom eerst de formu-
• 

meer algemene probleem van twee steekproe-

' 

De formules voor een steekproef uit een oneindig greet onder-
stelde colleotie, kunnen hieruit dan door bovenstaande limiet-
overgang afgeloid warden. • 

. Voor deze formulesgeven we bovendien nog een tweede afleiding. 
Da~rna zullen we verschillende methoden bespreken voor hot bc
p~lcn van simult~nc tol8r~ntiegrenzen voor oen ae..ntal al of niet 

etoch~stisch onafhnnkelijke grootheden. 
In de lartste p0..ragraaf vvordt tenslotte het onder A vermelde 

probleem behandeld. 

2. Tolerant ie-renzen voor . ·· _ 

kleine oolleoties. 

2.1. Een onderste tolerentiegrens. 
I a I Fi 7 I 7 a S I fl& I I 11 LSI" 3 I • I I i JI f •1 PK! at ·- I i1 I I LI 4 I 7 I av II I U IC lb t J,& I II J . . . 

• • • 

naR».r opklimmende grootte gera schikte waarden van het onder•·· 
zochte kenmerk uit beide steekproeven zijn, zullen W•e eerat de 

... · wh berekenen, dat l voor •--tweede 

. ' 

,, 
• 



Wanneer m het aantal elementen uit de tweede steekproef is, waar
is, dan Willen we dus de kans 

berekenen. 

Deze wh kan als volgt bepaald warden. 

Daar de twee steekproeven op aselecte wijze uit eenzelfde collec-
tie genomen zijn, zijn alle van de wa.aJ'den 

x en i even waarschijnlijk. wanneer de waarnemingen naar opklim-

schillende situaties mogelijk, d.v,.z. de n waarden van d.e eerste 

er zij n.l. 
menten te kiezen. 

vertegenwoordigt, 
zijn ze alle even waarschijnlijk en bezitten dus ieder de wh 

1 • 
• . -· -• 

di t s:: 11e • ••»'-• 

'N+n 
n 

Willen we de wh elemehten i grote~ zijn 

situaties te bepalen, waar\roor hier aan voldaan is vgl. fig. 1 • 

' • • • ' xn . 

• • • 
' 
I 

fig<> 1 m 

Bes:houv1en vvij het linker-groepje vvaarnemingen apart. Dit bevat 

manieren in twee groepjes va~ r 1 

van z warden gesplitst. Ieder van deze splitsingen geeft een 
• 

Op analoge wijze zijn er 
je van v·taarnemingen, die m 

rechtergroep

zijn er dus 
N-

n-r 
n, N; r, O 

mo, 
N-m0 +r-1 

r-1 

dus is: 

m0 +n-r 
• 

' 

Voor deze vvh geldt de recurrente betrekking 

N m +r 
I J I .!'!19 I p ' 

.., 
p 1 N; r,o· m m mo n, • 

m +1 • r ■ T 

r,o, m0 +n 
0 2n 1 ~2) 

die bij exa.cte berekeningen voor kleine n en N van nut kan zijno 

Met behulp van deze forrn11les kunnen nu geheel analoge problemen 

opgelost worden, als die~ vermeld in ·1 • 
• 

. 1e •. Men kan de gro·otate wae.:rde N.t., bepalan, waaI"boven,behoudens 

' ' 

·.•'.,·.·.' .. 1,1c · .. if.·= 0 betekent, 
·• · • · · i••·, ,., ,,&·•··1t'· · ozen . _,, . . . '. 

' ~~. '' ' ' ' . : •· 
-_,· -~,,.,' --· . '· \ 

. ·• . , .. ,, ,,,;,,.~·,, _.., . ., -·'. .. ' . - ' . . ' 

a.at een enkele onderste tolerantiegrens w•ordt 
. ' ,. , ' . . ' 

' . . . . , ·,•1· .1 . ·.'.',.'.i(· 



eon onbetro1J.\:1ba.?~rheid cJ.... , een aantal m van elementen u1.t de twee 

Deze ondergrens 
trekking 

N 
-

•• es 

' 18 • 

N~ is het grootsto gehole getal, waarvoor de be 
• 
I 

_ P m n, N; r, O 1 
11/n.9:~ 

~ t.t... 
geldt. 

Men bepe~lt dus een voorspellingsinterval voor m. . 

2e.O okcerd kan men met behulp van 2.1.1. en 2.1.3 de minimale 
onbetrouwbao.rheid ~ bepe.lGn, v✓ae.rvoor geldt, dat voor tenminste 

een gegeven aente .. l Nd- van elemonten uit de t1vveede steekproef '3.. 

e.Men kan de grootste waarde van r bepalen 1 ~ r ~ n, waarvoor 

geldt, dat, behoudens een onbetrc:iuwbaa1·heid cl... , tenminste een aan 
• 

tal l~,x. van elE;menten uit de twe€de steekproef een z bezit, die 

G.Men kan de klcinste waarde n bepalen, dus de minimale uitgebrcid•· 

heid va.n de eerste steekproef, v1aa.J•\loor geldt, dat, behoudens 

een onbetrouvvbae.rheid cl... , voor tenminste een gegeven ar-:.ntal 

van elementen uit de tweede steekproef, groter is dan de waarde 
steekproef. 

5e.Eveneons kan men de minimalo uitgebroidheid N van de twe~de steek 
proef bcrekenen, v1aP.rvoor g6ldt, dat de llbehoudens ef;n onbetrouw
baA.rheid ~, voor minstena N~ elementen uit deze ste~kproef gro 

Voor kleine steukproevon kunnen bovenstaande problemen exact 
opgelost warden met behulp van do recurrente betrckking 2.1.2 • 
Hierbij kan m_cn gobruik maken van de t~bcl met binomiaal coefficienton 

in T.C. • 

Wanneer de twebde ste~kproef groat is, kan men gebruik maken van de 

. . 

in 3.4 vermelde nomogrammen en formules, die een benaderde oplos 
sing geven voor de problemen. 

• 

2.2 
Bl I 19 ~~:~. ~np~;r:-~t~ .er:! 1'9Y.,~,P~:t~"IZ .~9te.r,,~p~,i~gF,~P,~ •. 

We willen nu de analoge formules afleiden voor het 
de eeEste 

kiest. • 
Allereerst berekenen we -e wh, dat voor precies 

ligt, dus de wh 

geval, 

steekproef 

uit de 

grootte gerangschikte waF:t.rden der twee steekpro,even, dan moet due een 
. ' "'.I . 

:w?:,,·:,1 ·1 .·.•··z1e litteratuurlijst .• . . ·,, 
. . , -- ' 

"'•'--· ., . '" ' . ' . 
' : . " .,.---,, ",•··,,;.·,. 



· situatie van de in fig. 2 gescpetste aard optreden hierbij lig-

• 

gen • 

I -·--------
x1 , .•. ' .... J xr X ·1, r ~ ...... ,., •. ,~.--in : .. -

s + 1 '·: xn-s+2' 

y 1 ' y 2 ' • • " ' y N ~I . ' , :;r N . + 1 ' • • • ' y N + m , r • 

1 "i 1 ··o 

Zoe.ls in 

de, even 
De wh P 

• 

'- . mo --- ,,.,,,-· -----, _.,,,....,,,,.., -~---·-· ·-- -- -~---·= --

fig. 2 
• 

2.1 reeds uiteengezet is, zijn er 

waarschijnlijke situaties mogelijk. 

m m 

n 

door het aantFtl 

verschillende situaties te bepalen, waarbij precies 

-Dit a~ntal kunnen we gemakkelijk bepalen aan de hand ve .. n fig. 2. 

jes van r,,,1 vra.R.rden x 

dat het aantal 

het middelste 

8 1 

waarden O tot en met N-m 

N .. r) l(') 

··- r• ,1 ,v/ - () 

-1 n 

N-m0 +r+s 1 m0 +n-r-,.,s 
r+s-1 n-r-s 

0 

r 
kan het linke~ groepje • wae.rnem1.ngen 

·12..nieren 
• 

ke~n doorlopen, 

N- + s-1 

s-1 

x en 
• • Zl.Jn 

in twee groep 

warden, zonder 

groepjes van 

er in totaR.l 

verschillende situaties, wa~rbij precies 

1 r 

Daex ieder van deze situaties de wh +n bez~t, vinden we ten
n 

slotte 

1 e. 

2e. 

41 .,. 

' 

N••m0 +r+s-1 
r+s-1 

N+n 
n 

m0 +n-r-s 
n-r-s 

Uit deze formula valt het volgende op te merken; 

2.2.1 

Stellen we s=O, dan vinden we formule 2.1.1. te 

voor een enkele onderste tolerantiegrens. Dit is direct 

duidelijk uit fig. 2 en fig. 1, daar voor s Ode figuren 

identiek zijn. Formula 2.2.1 kunnen v,e dus ala de meest 

algemene 

De wh P 

besohouwen. 

m .,, .. m n , N , r , s 
I 11■ 0 ' 

is afhankelijk van t r+s en 

• 



niet van r ens afzonderlijk, zod~t voor ieder tweetal 

grenzen x en = r + s, de wh verdeling -r . 

~·---Bvenale in dB vorige paragraaf kan men met behulp van 

2.2.1 de grootste gehele wacrde N~ bepalen, waarboven, be
houdens een onbetrc;•uwba~·rheid °'- , het ae.ntal m van element en 

Daze ondergrens N~ is het grootste gehele getal, waarvoor de 
betrekking 

N 

·' p m 
t. 

. Ill - N o- -::ii., 

vervuld is. 

m 
0 

n,N; 

Met behulp van 2.2.1 en 
• • 

problemen opgelost worden 

a, b en c in 1. 

, 
1 

't n 
2.2.2 

2.2.2 kunnen weer geheel analoge 
als die, vermeld onder de punten 

• 

Er is in dit verband echter 

aandacht verdient. 

een speciaal punt, dat nadere 
r 

' 

Zoals hierboven reeds opgemerkt is, is de wh P m 

behoudens een onbetrouwbaarheidd-.., ~ ligt voor tenminste een 

gegeven a~ntal N~ van elementen uit de tweede steekproef, dan 
vindt men geen ondubbelzinnige oplossing. Wanneer t 

grootste wae.rde van t .. , r + s is, v1aarvoor betrekking .2.2.2 . 

voor gegeven war~rden VP1.n n, N, °'- en Nor.-. vervu·1a is, den voldoen 

r -n-s+1 
vrar.gde. 

Men zal dus een speciale keus voor r moeten maken, die echter, 

om de onbetrouvvbo .. arheid niet te beinvloeden, onafhankelijk 
• 

van_ae gevonden steekproefwaarden moet zijn. Men kiest deze 

W~Yde r meestal zodanig, dat men, op grona van een vermoeden 
' 

omtrent de vorm der verdelingsdichtheid f x, kan verwachten, 

Indian beide steekproeven b.v. genomen zijn uit een colleotie, 

wae,rop de gemeten grootheid een symmetrische verdeling met een 

vra.agde. Het bewij s van deze eigenschap z-itllen vie niet geven • 
• 

2 Keurin- van kleine_. a., .. ti "en. 

Wanneer men een kleine p~rtij goederen 

beid N' wil controleren door een steekproef 
' 

hieru .. it, kA-n men dezelfde theorie toepessen 

van 

X , -1 
als 

• 

de uitgebreid-

x2' • • • ' xn, 
in 2.1 en 



en 2.2. Indien n.l. de steekproef op as~lecte wijze uit de par

n 
schijnlijk, hetgeen overeenkomt met de gelijke whn van de 

tij 
N' 
n' mo-

gelijke si tuet ies ui t de vorige pare.gre .. fen. DaP..rbij neemt dan het 

restnnt vnn de Nt•,n' niet getrokken wn~rden de plants van de twee

de steekproef in. Bier tre~dt dus precies hetzelfde model op, met 

toep~ssen, echter met 
n . .. n • 

N 

r 
N'- n' 
r' 

s ·•= s t 

n' r' + s' 
Voor ecn enkele onderste tolerantiegrens is s' 

• 

O, voor een bo-

venste tolerantiegrens is r' 

ne in deze p~r~graaf gegeven 

andere wijze afgeleid • 

o. 
formules zijn door WII,iS 11 op een 

• Tolerentie renzen voor 

gr,q~ ,e, 9..0.~le~t ~e~ ., 
• 

• 1 Inleidin • 

Zoe~ls in 1 reeds uiteengezet is, knn de theorie der to-

lerantiegrenzen voor een oneindig groot onderstelde collectie 

door een limiot-overgRng Rfgcloidworden uit de thoorie voor twee 

eteekproeven. Lnten we n.l. de uitgebreidheid VPn de in de vorige 

parngrcfen beschouwde tweede steekproef onbeperkt toenemen, dan 

g~en wij door deze limiot-overgang over op het keuren van grote 

collecties door middel van een steekproef. 

ln plnats v~n het aant~l m VRn el8menten uit de tweede steekproef 

• 

elementen uit de gehele, oneindig groot 
de fracties £ van 

onderstelde collectio, met 

De verdelingsdichtheid vn.n dezo frPi.ctie .E. _kF:.n dc,c,r een limiet-

overg~ng efgeleid worden uit de wh P m 

steEJkproeven. 
Door substitutie vei.n de we.P.rdc s = 0 zie 

vinden we de verdelingadichtheid voor de 
dig groot onderstelde collectie, met een 

uit de steekproef. . 

• 

voor tv,ee 

2.2 in deze formule, 

fractie ~ uit de onein
x grater den de waRrdc 

onderste en bovenste tolerP.nt ie rens. • 

' ' ' 

; .,. . ' ' ·
' Voor de ke.ns :e m m n,N, r,s , dat voor . ., ' 

·, . ;' . . . ,, . " 
.. , . ' . .: ' .' ,, 

·:._::.,·'" -,- ; . ,'- Q ' 

• 

' ' 
. ' +J , 

'-:: ·-, ' ,. <'/ 



uit de twe~de steekproef de y tussen de wa~rden xr en ~n
volgende formule 

. ,. 
de eerste steekproof ligt, hebben we in 

gevonden N-m0 +r+s 1 
r+s-1 

.p+m0 -r s 
.; ., n , .. r-•s 

V : iJ a 11 • : ■ I &t N + ri • 
n 

Schrijven we het rechterlid volledig uit, d~n is · 

-
P m···m n,N;r, a . 

.. C, 

• N-m,+r+s-1 ••• 
N+n .. • • • . . ... - • 

Dus is 

• 

• 

-
n,N;r,s n! ----r+s 1 t 

• 

m '+ r+s., _ 1 m,+n r s m,+1 1 1 • • • N ••• N N • 
1+n N • • • N r 

• 

en 

n-r-s ! • 

• 

ellen v1e p 
a < ,··mt- ~ .. 

--.; ~ . 
ID ,V 

,.. en op N. is 

Pa~ p ~ b n,r,s • 
Jd .. 

1 ... + r+s • •1 -~ _ ...... .-r+s..... • ....... • 
1. 1+nop ••• ~ 1+~p 

Laten wo N 
lid tot een 

Ci~·~ ... ./., . 
onbeperR 'toenemon, d~n nadert de som in het rechter-

✓t:-. 

eindige limie·t. J)eze limiet is de integrer.l 

met 

n! r+s 
I I. 

r+s-1 • 

Met behulp VF.m deze verdelingsdichtheid g p kunnen we de 

grootste we.e .. rdc 
ba.e..rheid Q(. , de 

berekenen, waarboven, behoud8ns oen onbetrouw-

eon x en _ _ betrekking 
I 

-l:;1(. 3.2.2 
• 

-
Het interve.l ~, 1 is een voorspellingsintervB-1 voor ~ met onbe

t.rouwbanrheidscoeff icient o(.._ • 

Met behulp van 3.2.1. en 3.2.2 kunnen de in 1 onder • 



geformula0rde problbmen opgelost wordon. 

Opgcmerkt dicnt cchtor we~r te wordon, d~t even~ls in 2.2, 

de verd elingsdichthoid g p- el;n funct ie is vr.n de pare..meter t. -l~+s. 

d-ens eon onbetrouviba~rheid oZ, de x .igt v~n tenminste een fr~ctie 
vnn de elemonten uit d~ colloctie, dan is het intervel niet 

ondubbelzinnig bep~ald en moet de wae...rde r weer onafhankelijk 

van de gcvonden steekproef gckozen warden. Deze keuze kP~ men 
soms zo doen,det het interv~l gemiddeld ongevoer zo klein mogelijk 
is zio de e~naloge opmerking in 2. 2 • 

Een onderstc tol~rantie rens. 

De verdelingsdichtheid g p van de fractie ~ van elementcn 
uit de gehele 
ter dan de uit 

formulc 3.2.1 

oneindig groat onderstelde oollectie met een x gro

do steekproef bcpnnlde waP..rde __ , volgt direct uit 
, door hierim de waarde s = O te aubstitueren. Dus 

f .. 
16 

T• 2 1 n-r p 

ne grootste waarde , waarboven, behoudens een onbetrouw
bn~rheid~, de frnctie £ v~n elcmenten uit de collectie ligt met 

voldoet weer a~n de betrekking 
I 

1- o/... • 

Met bohulp v~n deze tweb betrekkingen kan men webr en~loge proble-

men oplossen ~ls in 2. 

De vordelingsdichtheid g p is door S.S. Wil-MS 10 ·en 11 op eon 

endere wijze bep~ald • 

• 4 Nomo rarnrnen en formules. 
De oplossingen vrn de in 3.2 en 

warden gevonden met de betrekking 

' 
1 -c/.... 

' 

• is. 
Uit deze twee vergelijkingen volgt direct 

3.3 genoemde problemen 

· t., n•nt+1 ·.. ,,. <:A. , . t = r+s · 

de onvolledi.ge B--funotie is • . waario I. 
. ' ' . 

f'-

• 

. 

Voor hot 1 
' . : J• • • • ' • 

b. e.p· · 0 . .im.n, . · ·v. · .t:'\.Y'1,. /"" . . c·\t ·v . ~~~ . _ , . . •' , .. , .,,,,.- .-.,-,- " . 
• • ". • f . ' . . . 

' 

g~ge.veQ ·. waarden Vf\e· .n., ..... , t . eo. ·•.Gtt·.··:,:i, 
' . ,, ... • . 



• 

• 

uit bovenstEtr.nao vergelijking, zijn vc-'or de wer:rden o<.. = 0,005, 

In dezo nomogrernmun doorloopt n de W~P~den 1 tot ~~o en t de wasr
den O tot 200. 

Bovendien kan men de tabellen van K. PEAfLSON 20 gebruikcn. 

vc.,or het bepalon van de waarde van n bij gegeven c,t.... , :13 on 
,. 

is door H. SCHEFFE en J. "ti. TUKEY 4 de volgende benaderings-
formule afgeleid 

r-:-- 1 - 2 1+/3 

p 

waarin 

De fout, 

zodanig, 

2 > 2 
• ti l I 

d-.. -

door de vergelijking 

=o<.., 
een verdeling met 2t vrijheidsgranen bezit. 

die doze formulo geeft , is zeer klein. Bovendien is ze 
dat men nooit een te kleine waarde voor n vindt. 

Door R.B. MURPHY. 3 is de volgende benaderingaformule 

gegevcn voor het berokenen van , voor gegcvcn waarden van n, t 
en ot.._ • -- ---~------2 ' 2 

+ 16n n- - 2t 
2 

.. 
4n 

hiurbij woc;;r bepaald doc,r bovenstaande betrekking. 

het bepalen van de waardcn zijn nomogr~11men 19 borekend, 

voor ::::: 0,90, cl... ... 0,95 end..= 0,99. Hierbij doorloopt n de 
waardcn 1 tot 500 en t de waardcn 1 tot 100. 

' 

• 

• Een tweede methodc voor de 

afleidin van • 

In de voorganndo paragrafen is g p door een limiet-over

,gang bepae.ld uit de formules voor het geval van twee eindige 
• 

steekproeven. 

• 

We zullen nu een meer dirccte 
wordt, dat de grootheid x een 

afleiding geven, waarbij 
verdelingsdichtheid f x 

ondersteld 

bezit. 

.1 Een onderste tolorantie-rens. 
' 

Wordt do waarde x uit do steekproef als onderste toleran -r 
tiegrens gekozen, dan kan op de volgende wij ze d0 verdelingsdich+ 1111

• 

heid g p bepaald worden van de frectio . 

. 
)(. 

.,"'t, 

V
· . . an . . .. elementen uit de g,ehele collectie, met x groter dan .. · • 

\Ve makcn gab.ru.ik van de Bigenaohap, l~dat de g+ootheid 
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u 4.1.1 

00n homogene vordoling bozit tussen Oen 1, d.w.z. een verdeling 
van de in figuur 3 goschctste gedannte. 

Dit ziet 

Is 
• 

0 

I ---·--· I -------, 

• 

1 
I 

I 
I 

I 
I 

l 

I 
I 
f 

I -· _____ .. _, ---·-··----------
0 

fig. 3 
men als volgt in: 

I 

volgens formule 4 .1 .1 met willoketl1~1ge waarde 

~ 1 corresponderonde waarde van x, dan geldt 

.. (..,-,\ 

hetgeen te bcwijzon was. 

Volgcns formule- 4.1.1 zijn db met de naar opklimmendc 

de grootte gerangschikt. 

We Willen nu eerEt de verdelingsdichtheid bepalen van de 
atochastische grootheid 

~/'t. 

.-ca 

• 

Nu is 

Aan de hand van 

' 

' . p: .... ··.· ~ ,, ~ 
' - ,_ - : . -'•, ,-_' , ·•i- ~r-; ~ -. . \. . ) ' I ' I . • ,._ ' 

' . ' . . 
. . -· 

. 
' . . 

--· ,, . '. 

:i.: ·•··· •... ·· ei:l,l;c:, . iB ,,,,' ,.,, .,, __ :p. 
·1:,,./:,-f:•,:.: _,,,. \,.' '' 
~;i,,{:e_-,,, -:r,, ,- - ,.f 1.-, ,_ · 
,N-; '' ''"Cc , . ,,_, _ 

u + r 

d x • 

/' ' - - - - - I 
u u+;/,u ~ 
A ...._ .,1. 

fig. 4 

• ~r ~ ur 

fig. 4 vinden vie voor deze laatste wh 

1 u o.--rdu 1 r . · r 
j 

. ,, . 

• 



• 

1-u n r r • 4 .1. 2 

Uit volgt nu de gevraagde ve.I'delings-
dichtheid g p, daar 

p f X dx 1 'f X dx 1 Ur' 
zodat ~ _ t;...-:, 

•r/l 

n! r 1 g p 1 p r 1 t n r • 
• • 

4 • .?. ... _Eep ?nde:r.:~~~-,,~~ 1J9venate t,0
1
~.~r~n~,iegren~. 

I t 

De verdelingsdichtheid g p van de fractie £ van elementen 

uit de collectie met 
volgende wijze af: 

.ll 
- "'-j-f-f 

een x tussen 
• 

~ ""- I . -·-------,.-----,--. ----1 

fig. 5 

-r+ -n 

f 

• 

ateekproef uit de in fig. 6 geschetste homogene verdeling • 
I ----·-----

,_ u. 
A 

• 

. . ' 

fig. 6 • 

. ' . 

' . . . . ' ' ' . . 

-. ' ... .}-
. ,. . -· ,,. · .. ' . . . . . -. " 

door 

een 



jj .LZ 1 VU 

• 

4.2.1 

vinden we, met be-

hulp van 4.1.2 en 4.2.1 

r-1 . n-r-s ! s-1 ! r r 
• 

Daar de grootheid _ 0,1 - p doorlopen • zie 

fig. 5, vinden we de gevraagde verdelingsdichtheid g p door in 

tegratie van g p,ur over 

'--r 

p. Dus is 

Stellen we 

u 1 

dan wordt dit 

,. 21 

g p , u du .. ,, .. r r 

0 

n ! _____ n-r·,,s 
n r-

f 

J 

., .. 
r.+s-1 -p 

0 

Deze laatste integraal is de bekende B-functie met parameter r en 

s, waarvoor geldt 

Dus is 
0 

n! 
.. $5 ---- -----r+s-1 ! n-r-s ! 

• 

r 1 ! s-1 ! 
r+s••·1 ! 

r+s- -r-s 
• 

• 

Voor discontinue een-dimensionale verdelingen S gelden dezelf-

de formules als hierboven afgeleid, echter is 1 wanneer a.ls toler•• 
wordt, 

de werkelijke onbetrouwbaarheid kleiner dan ~ en voor een open 

interval xr, xn-s+1 r dan o( • 

• Sir~ul t nno t C)lcrr;.nt iogrenzen voor t~-1ee 
__ •••f\.stn t,u l\::sc • 1,;c t 1 Jud t I 111•• i 1J t L bl Q J $JS SJ 5 A I rs Q J 1 ze; f:)2211 

.1 Inleidin ~. 

In de vorige p~ragrafen hebben we steeds problemen be 

schouwd, waar·bij slechta een kenmerk ! van de product en gemeten 

werd. In de practijk komen echter ook dikwijls problemen voor, 

waarbij twee of meer kenmerken van een product van belang zijn 

theorie voor ~~n sto 

• 

' 

; b.v. de diameter en lengte- van staven • 

;" , , ,ln daze pa,:ragraaf zullen we nagaan of de 
' • • ' < ., .. -~.-, .. _ '• . 

,.' . ,•. ' . ' ' . . ,_ ' . . . ; ,• . -,._,, .. ·. -·-:;, :, .-":C-:i,_. ",' ·. ,/·. ---~;-_··:/~: 



• 

chast1sche grootheid gemakkelijk gegeneraliseerd kan worden voor 

twee stochastische onafhankelijke grootheden. 
Allereerst zullen wij het probleem beschouwen, waarbij voor ieder 
de~ grootheden een enkele onderste tolerantiegrena gekozen wordt . 
Het zal bl. en, dat de bij dit probleem behorende formules van 

zeer ingewikkelde aard worden. 

5.2. Twee onderste tolerantiegrenzen. 

de naar opklimmende 

grootte van x resp. y gerangschikte steekproefwaarden zijn voor 

een steekproef van n artikelen uit de collectie, dan zullen we 

eerst weer de wh berekenen, dat in een tweede steekproef van de 

uitgebreidheid N, m elementen voorkomen, waarvoor x grater is 
0 

·' .. 

eerste steekproef. 

Stellen we 

en 

~'t. 

f X dX-- u 
-00 

~s 

g y dy= V, 

• . 

5. 2 .. 1 

• 

dan bezitten u en v verdelingsdichtheden k u en 1 V met .. zie 
4.1 • • 

,. 
k n! r-1 1-u n-r u u . 

r- n r • • • 
en 

1 V 
n! s-1 1-v n-s 

V • s n-s • • 

De wh, dat voor een bepaald artikel uit de tweede steekproef de 

uit de eerste steekproef, is, volgens de onderstelde onafhankelijk

heid der verdelingen van x en y gelijk aan 1-u 1-v, waarbij u en 
••• 

v bepaald worden door de vergelijkingen 5.2.1 • 
• • 

steekproef deze eigen-
• 

• 

schap bezitten, vinden we dus de binomiale verdeling 
• 

• 
• 

N 
m 

0 

, dat m 

de,twee stochastische 
' 

. 

proef., is 

P m=m 
0 

• 
', 

••• .. 
' 

dus: 
' 1 t 

k u 1 v 
00 

r-
• •, 

s-1 
• V . 1-v 

1-u 1-v 
N-m 

0 1-v • 

uit de tweede steekproef groter 

N 
m 

en y
8 

uit de eerste 

1-u 1-v 1- 1-u 

n-r+m
0 

n-s • . • 0 0 

1-v 
N-m 

o du 

• 

dv. 

zijn aan 

steek-

N--m 
0 du dv 



Ontwikkelen we 

1-u 1 V , dan is 

1- 1-u (1-v 
\ 

Dus is 
p m m 

0 r-

' 1 

• 
0 0 

N-m 
1-v ·o naar ooklimrnende machten van .. 

N-m N-m N-m 0 h 0 
-1 h h 0 

n! 2 

' s-1 n-r n-s • • • • 

r-1 u 
n-r+m

0
+h 8 _ 1 

1-u V 

h h 0 1-u 1 V • 

N-m N-m 0 h 0 
-1 h • 

h 0 
n-s+m

0
+h 

du dv. 

De integralen in het rechter-lid zijn de bekende B-functies, waar-

voor het volgende geldt: 

Dus is 

5.2.2 

1 
k-1 B k, 1 = u 

P m=m 
0 

• 

0 

r-

r-1 'n-r+m +h • 0 _____ 

k-1 ! 1-1 ! - + ..... -1 ! 

N-m ~o 

h=O 

N-m 
0 

h • 

P m=m 1= 
OJ 

2 
___ n_!~---

N-m n+mo+ 
~o 

-1 
n-s+m +h ! 

0 

n-r. n-s . h=O h 
I 7 5 I I ~ • a l]Lii lllbd !ill - •••1u-~ 

Met behulp van bovenstaande formule 5.2.2 en de relatie 

N 
P m , .. m > 1- oc , 

m =N o 
0 ex. ;, 

waarin Ne<. de grootste gehele waarde 1s, waarvoor de hetrekking._ 
' 

nog geldt, kunnen in principe problemen opgelost warden, analoog 

aan de in d<-: voorafgaande paragrnfen geformuleerde. 

Voor pr•r.tctische toepassingen is formule 5. 2. 2 echter 

veel te ingewikkeld. Deze formules worden nog ingewikkelder, wan

neer men in plaats van twee onderste tolerantiegrenzen een corr.ibi
natie van onderste ~n bovenstc tolerantiegrenzen neemt voor d0 

beide grootheden x on y. Voor meer dan twee stochastische groot

heden gel(lt hetzelfdE .• 

In de vol_ de r, ragraaf zullen we daarom een eenvoudiger 
methode g.:-ven voor 1·.c=~t bepalen van simul tane tolerantiegrenzen 

voor k stochastiseh<: grootheden x 1 .,x2 , ... ,xk. Deze methode gelc: 

echter a lleen, wann<:; ,::r de tweede s teekproef zeer groot is en 

de k stoch.t: stische ~ rootheden dat zijn de beschouwde k kenmerkcn 
• , , 

van een a rtikel ·. ee: continue simultane verdelingsfunctie bezi t-• ·-
ten. 

De met.l1ode kan :\oJ:: toegepast worden, wanneer de grootheden ge

correleerd zijn. 



• 

Blz 103 

I &Pl t .., Gil d 1!lt •• u !!I 1 t WP •• E L L 5 & & I ; ; z S:: : C 4 ,,. J 4 a a ii £! J J ii t J & a & ■ I I ■ I !& a,. AIC I 1 i C TI 

~, :t., s,~fll t1 ~$~ ~PS,• .. 
De in 4 besproken methode voor het bepalen van toleran-

tiegrenzen in deze pa,1~ag:raaf werd de tweE;de stet..kproef oneindig 

groat onderst eld is door A. "'v{ArJ) 9 gegeneraliseerd voor k al 

voor. Voor een steekproef van de uitgebreidheid n uit een oollec 
tie vinden we dus voor ieder der n elementen k getallen. 
We zullen de door Wald ontwikkelde methode bespreken voor twee 

kenmerken x en~' zonder de daarbij behorende ingewikkelde bewij
zen t e geven. 

De methode voor meer dan twee kenmerken is geheel analoog. 

6.2 Simultane tolerantie renzen voor 2 stochaatisohe -rootheden. 
Zijn 

den van x en l voor ecn steekproef van de uitgebreidheid n, wae.1~~·
bij 

dan kunnen vvo op volgende v1ij ze een tolera,nt iegeb ied T b epalen 
voor het stochastische punt x, l op de collectie, waaruit de 
steekproef afkomstig is. 
Door 

tic ...... en 

en n-s1+ 
meet voldaan zijn aan 

ver-

punten tussen de b€i-

hankelijk van de puntenwolk vastg~steld. De 
ten uit de steekproef dezelfde x of dezelfde 

1• I I 

van tevoren onaf 

wh, dat twee elemen 

l bezitten, is nul, 

daar de twee-dimensionale verdeling continu is ondersteld. 
Vervolgens beschouwen we de verzameling S van punten, welke bin 
nen deze twee verticale lijnen liggen. 
Noemen we de naa·r opklimrnende grootte gerangschikte wa.arden ve.n 

' • l.n- r +a 
, _1 1 

, dan trekken we 
tv1ee 

2 . 

I-let tolerantiegebied T is nu de rechthoek, bepae!.ld door deze 4 

lijnen. 
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I 

• 
• 

l I n 11 
-I ' • • ,,, 

• r1 3 

s1 3 
.. 

1 r2 
• 

s2 3 

---·-----------------

fig. 7 
Wald bewijst nu, dat 

tische fractie £ van 
de verdelingsdichtheid g p van de atochas 

de geheleJflQ$1n~ig groot onderstelde collectie, 

waarvoor x,z binnen T ligt, gegeven wordt door 

nt = -- ------~ n r 1 s 1 --r 2 s 2 ' 

•. 1 p . . · 6.2.1 

De grootheden x en i behoeven hiertoe niet onafhankelijk verdeeld 

te zijn. 
Uit deze formule blijkt, dat g p alleen afhankelijk is van de uit-

der punten van de steekproef, die niet binnen T liggen. De verdelings
dichtheid g p is dus formeel dezelfde als die, afgeleid in 3 en 

4 voor een stochastische grootheid. 
Met behulp van formule 6.2.1 en de betrekking 

1 - o(, 6.2.2 

kunnen weer analoge problemen opgelost warden ala die, geformuleerd 
voor ~~n stochastische grootheid. 

De meet weer onafhankelijk van 
de gevonden steekproefwaarden geschieden. Door middel van deze keu

ze tracht men dan, op grand van vermoedens omtrent de verdeling van 
' 

~ en i, bet gebied T zo klein mogelijk te maken. 

Twee eoorreleerde stochastisohe ~rootheden. -
Wanneer de stochast.ische grootheden x en y_ sterk gecorre•·· 

•• 

leerd zijn, is het nadeel van de vorige methode, dat het tolerantie
.gebied T zeer groot wordt, zoals b. v. ui t fig. 8 blijkt. 

' -
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' • I 
I • 
I n 1 '3 

·-
• r1 2 

61 .3 
• 

r2 ■ 111 2 

8 2 3 

• 

fig. 8 

In In dit geval kunnen we ochter een kleiner tolerantiegebied T_ 

oonetrueren, door de volgende methode toe te passen: 
De pu.nten v1orden eerst gerangschikt naa.-r opklimmende war~rder: 

4te.fl x. Door een van te voren vastgesteld aantal k van deze punten 

warden \Jel'V'olgens verticale lijnen getrokken, waardoor net vlak 

van de puntenwolk in k+1 stroken verdeeld wordt. 
De k punten, waardoor de veriic 

den weer gekozenJdoor van te voren k rangnummere vast te stellen 

en die punten te nemen, die in de gerangschikte r~j deze rangnum 

mers dragen. 

In ieder van de k+1 verticale stroken ligt 
bekend aantal punten van de puntenwolk. De 

• 

nu een van te voren 

punten, welke op de 

beschouwing geleten. randen van qe stroken liggen worden buiten 
Vt\. de. S~!dt'.:'k ......- _ 

l)oor de .. pun e .r Of Gen vervolgens horizontale lijnen getrokken' 

zodat iedere strook verdeeld wordt in een van te voren bekend 
eantal blokk~n. Deze blokken denken we van boven naar beneden ge 

numtnerd zie fig. 9 • • ... 

3 
l 

• . ' 

. g. 9 

Elimineren we nu uit iedere atrook een aantal blokken met een van 
te voren vastgeateld rangn11mmer en is t het totale asntal geelimi-

• 

n<terde blo. en in het vlelt van de puntenwolk, dan bezit, wanneer 

,<Yf~ het reeterende gebied T al$ toleralltiegebied be:sohou:wen, de .. , . 
. ......... 
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fractie E. uit de collectie met het ''punt 11 x,l,_ in-~, de verdelings-

dichtheid 

g P· 

Voorbeeld: 

I 

. } 

I 

. \ 
.... 

• • • 

• 

• • • 

'· • 
'• • 

• 

• • 

• 

t 

fig. 10 

In fig. 10, waar de grootheden x en i sterk gecorreleerd 
1¢. . 

zijn, zijn, volgens de twee zojuist besproken methodeo, tolerantie-

gebieden. Het tolerantiegebied T~ is hier bepaald, door in iedere 

verticale strook de onderste en bovenste, aan een zijde onbegrens

de blokken, te elimineren. Deze constructie geeft bij sterk gecor

releerde grootheden bevredigende resultaten, Indien het aantal pun

ten groat genoeg is, kunnen aan onder en bovenzijde oak meerdere 

blokken weggelaten warden of men kan het aantal stroken vergroten. 

De bij deze tv,ee gebieden behorende verdelingsdichtheden g p en 

bepalen zie 6.2.1 en 6.3.1 , voor de twee gebieden dezelfde 

zijn. Het gebied _ T. 

Voor T_ geldt: 

• 
n 27 

dus 8 

' ... 

• 

• 



• 

Voor 

n = 27 

k = 4 
, 1• 

•• 

1 

2 

2 

2 

1 
Dus is t 
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7. De Rlgem8no thoorie. 
a z 1 1 a t , a a , •• , • , •• 1 s 

De in de vorigG ppJ'~graaf aangegeven methoden voor het con 

strueren v~n tolerantiog8bieden, zijn tenslotte nog gegenerali
seerd, in die zin, dat men in plaats van horizontale en vertica 
le lijnen, van te voren gedefinieerde continutkrommen door de 

''punt en'' van de stebkproef legt. Voor deze continue. kromrnen ge-

bruikt men in de practijk meestal rechte lijnen met een van te 
voren gedefinieerde helling. • 

Een eerste uitbreiding van de theorie heeft J.W. TUKEY 7 · 
gegeven en is analoog aan de in 6.2 behandelde. Van deze metho

de is in fig. 13 een voorbeeld gegeven. 
De door \Vald aangegeven generalieat ie van de vorige pare.

gra~f, bestaande uit de verdeling in atroken, is ook hier weer 

van toepassing zie fig. 14. 

Een overzicht ve_n de beide method en geeft R.B. !YIU HY 3 • 
We zullen dezc mcthoden in het kort uiteenzetten voor ecn twce

dimensionale vcrdeling • 

• 

7.2 Het construeren van tolerantiegebieden met behul~ van con 
f") rs 7 11 El I 8 f @0 $!JC t IPL ;:wz r ■ ■ & 11 Jll&Jl& :11 J&JJ : 11 q 21 )ll'~f ••tsc s 14 L••z U SJ $ Cl 7 ; ; Fr Ii I if 1111 $11 7 I 71 I 7 T bt0&1 17 717& 

tinue krommen. 
... , : 7 -• II t : ■ Ft: •1 rm 111:aa a: 

• 

Onderstellen we, det de steLkproef bestaat uit den wa~r-

het x,y vlak. 

speciale gedao.nte van deze functies wordt, zoals verderop zal 

blijken, weer bepaald door het vermoeden omtrsnt de aa.1~a van de 

verdeling van x en ':f_, maP.r de keuze van deze functies is onafhan•• 
kelijk van de. in de steekproef gevondan waarden. Ondersteld wordt 

• 

Q:ok bier behoeven x en 3. niet onafhankelijk verdeeld te zijn • 

. neemt in .. •· .. 
. ' . 

. . . ,. . ' 

'3.2 . ' • • • , 
twee·waarden 
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en de verdeling van x en i continu ondersteld zijn. In een van do 

een kleinste waarde aannemen. -Onder
stellen we, dat dit geschiedt in het punt 

Door het punt 

zie fig. 11 • 

• 

• 

X. ' 1., 

alle punten x,y 

• 

Y... 
.1, 

... 

• 

.. 
voor J 

loggen we nu 

.. I 

' ' • • 
• • • .. .. 

• 

• .. 

fig. 11 

7.2.1 

I 
• 

• 

• 

_, • 

• 

)( 

• • • 

• 

7. 2 .1 

voor 

• 

• 
7 S-

punten van de steekproef aan eenzelfde kant van de kromrne. 
Het in fig. 11 gearceerde gebied, noemen we nu het door de eerste 
functie bepaP.lde ''blok'', of o·ok wel het ''eerste blok'1 • De rest v~~n 

het gebied geven 

' . 

• 

kan op dezelfde wijze ecn 
• 

n-1 overblijvendc punten 

punt 

a.eel 
• 

• 

• 

blok". We krijgen dan b~v. 
de in fig, 12 geschtste situatie, waasbij het restant van bet vlak 

• 

• 



• 

~ • L • .. _ .. , ,· 
• 

• 

• 

• 

fig. 12 

• 

• 
• 

• 
• 

, 

• 

' ' • 

• 

In bet _ nu weer op dezelfde 

bepa1:: .. ld word en met behulp v~.n de fun ct ie 

me wordt dan in het gebied een "derde 

• 

Bij de laatste stap hebben we 
rende .punt 

men we nu het n+1 e "blok''. 

• 

Blz 1Qf.9 

_, 

• 

wijze een nieuwe kromme 
• 

x,y. Door deze krom-

blok•' bepa d en een 

We hebben nu tenslotte bereikt, dat met behulp· van de n nc 
• 

ties bet vlak van de puntenwolk in n+1 "blokken'' is verdeeld, 

die onderling geen punten gemeen hebben. 
Laten we nu t van deze n+1 ''blokken'' uit het vlak weg, waarbij de 

rangnummers der weggelaten 1'blokken'' onafhankelijk zijn van de 
steekproef b.v. van te voren zijn vastgelegd , den is het restant 
van het vlak een tolerantiegebied T ,. 1r1e .. -'::.rvoor geldt dat 

• a 
• 

' 
7.2.2 

wanneer ,2 de fractie van de collectie is,·. die in T ligt.-
Het ligt het mecst voor ae·band om de eerste t blokken weg 

te laten, zodat men de overige niet behoeft te oonstrueren. Darr-· 
bij ka.n men dan de • • , 

te kiezen b.v. op grand van vroegere ervaring omtrent. de aard 

van de oollectie, da.t Teen gunstige vorm krijgt. 
. . ' 
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V·oorbeeld: 

1 

·--

• • 
• I 

- F • ,,, • 
I • 

• 

• • • • -
·-

II -~---

_,, -· ··--· -· -~~ l. 

fig. 13 

In fig. 13 zijn de blokken in fe.aangegeven volgoroe bepaald door 

de functies y, x, -y, .-x, x+y, x,,,y, X··Y, -x+y, y,· x, -y, -x. 

~!lald heeft bovenstaande cons~tructie ui tgebreidt door eerst de 

p.intenwolk in een aantal stroken te· verdelen. Deze indeling in 

stroken geschiedt met behulp van een van tevoren gedefinieerde 

en k t'punten 1' x ~, --a ' 1oL..a ' ' 

f x,y in aan, 

dan wordt het vlak van de ~1untenwolk door de k krommen -

f x,y • 
J 1,2, ••• ,k 

in k+1 stroken verdeeld. 

In ieder van deze stroken v1ordt daarna, op de zojuist beschreven 

wij ze zie. b. v. fig. 13 een tolerantiegebied geconstrueerd. 

p1Jnten liggen, dan geldt 

voor deze aantallen n. de betrekking 
. . J • 

• n k. n . 
J 

• d _...,. .. ,. , 
. , imineren we 

·gedefini~erde 
overblijvende gebied T. t dan beschouwen we de verzameling van 

• 

T. 
l,i.t t,o-.1.erantiegebied J. i,e dus ·ontataan door eliminatie van • in 

• 



zelf uit 

n. + k+1 
....... J <r:;I 

"strookblokken''. 

t. -
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.. 

t n+1-t 

D0ze 1'strookblokken'1 zijn dnn aequiva.lent met de door Tukey 

geconstrueerd e ''b lokken ''. 

De fractie £ vcri de onoindig groot onderstelde. collectio, met 

een x,y_ in bet ald1.1s gGdefinieerde tolerantiegebiad T, b.ezit 

weer de verdelingsdichtheid 7,2.2. 
Voorbeeld: 

• 

... 

•' 

t x,y 

t = 2 
l)e dr1e 

• 

• 

• 

• 
,,. 

• • 

.. ,. 

. . 

t 
• 

·---
3 '· • l • 

• 
-1 

• 

a ! • 

• 

" • 

• 

fig. 14 • 

' 

X + y 

stroken I, II en III zijn bepaald door de funotie 
.IL HE 

x + y en de twee punte·n van de steekproef, waar deze 

de op 4 na kleinste en op. 4 na grootste waarde bezit • 
• 

' 

door de functics 

--y, -x-y en x, 

1s bepaald 

. o.p~e ~ ¥, i
1
ng_: 

' 

• 

de funoties Y• 11 X en X y, 

de funoties +y • y+x en. x. 

' 

- · Tot deze algemene < ·o-1structie ku.nnen all~ in de voorgaende 

o-onstructies van toleran-tieg;;,. ieden terug-· _- paragrafen behandelde 
•• • 11-. 

' ' . ' ' 
' - - .. -·:b - ht . . ">"', 

. _'• _•-·· ::S;.&; ..... 11:-' ~,!O· ' ( .. ' w·o rd 0 n· ' '-",· '' ,:'.E)1 .. ,"•_' ;,-,;, . ~,, ,_ ,.,, /~ . ' •' . ~ • 
(o:·\~:._.''-,: ,,:"···, ·: ·'..':-• :--.·.-:- _,·; " , 

-~ 
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Voorbeeld: 

In het een•,dimenaion 

een 

7.2.2. 

Dat is nu ook direct duidelijk, daar den punten uit de steek 

proef in totael n + 1 interva.llen definie"ren. Deze interve .. llen 
kunnen wo opvelotten e..ls een dimcnsionale ''blokken'', waarvan er t 
geelimineerd worden, 

Tcnslotte valt nag op te mcrken, dat men de keuze van de 

metbode vcn tevorcn diont to bepalen, zonder daerbij de vorm van 

de gevonden puntenwolk in aanmerking te nemen. Dit is uiteraerd 

een groat nadeel, vooral indien men van tevoren over deze vorm 

niets kan zeggen. Bovendicn zal men vaek geneigd zijn tegen dit 

voorschrift te zondigen. Een methode ,waarbij de vorxn van T auto
matisch aan die van do puntenwolk wordt aengepnst, zou dus su-., 
perieur aan de beschreven zijn. 

Een eerate aenloop tot een dergolijke methode is gegeven door 
D .A.S. .E~ltASER 1 • • 

Voor discontinue meer dimensionale verdelingen is nog geen volle

e oplossing gegeven voot het construeren van tolerantiegebie

den. E.~ ele beschouwingen .~eromtrent zijn gegeven door J.W. 
fl.I'£ 8 en D.A.S. FRASt ~.~EIGHTON 2 • 

8. Niet-stootlaatischc tolcrantiegrenzen. 

~ z,.,1 , ~nl.~ ~d ~.ns 1~,, 

In deze parf'vgraaf zullen we het in 1, ondor punt A ge-
noemde probleem behandelen. Dit was in het kart het volgende. 

Van een grate partij goederen wordt een zeker k~nmerk x gc

controleerd. Wanneer de x van een product tussen twee vaste gren 

deze grenzen, dan v1ordt bet product afgekeu:r·d. 
Wat we nu willen weten, is de werkelijke 

middel van 

bepalen. 

onbEatrouwbaarheia ··•· • ,,. 
' ' 
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Onderstellen we, dat een stochastische grootheid x een wh
verdeling bezit met een onbekende parameter e. Is de werkelijke 
waarde van deze parameter a, en we toetsen met behulp van de ge-

o 

vonden steekproef de hypothese H, dat 6=0J is, dan zal, in-

dien een kritieke zone gedefini~erd is met onbetrouwbaarheids
drempel ~, deze steekproef, behoudens een onbetrouwbaarheid o<.., 

niet tot verwerping leiden van deze hypothese. 
Beschouwen we nu de verzameling van alle mogelijke waarden van 

e, welke door deze toets en op grand van de stee roef niet 
verworpen warden, dan behoort derhalve de onbekende, werkelijke 

• 

parameterwaa rde 9 0 , behoudens een onbetrouwbaarheid ot , tot de-
, 

deze verzameling. Voor een enkele stochastische grootheid x, vorn18n 

interval heet een betrouwbaarheidsinterval. De onbekende, wer

kelijke parametcrwaarde 00 ligt, behoudens een onbotrouwbaar
heid ex, in dit interval. 

8.2. Een betrouwbaarheidsinterva!. ------- . ~ - .. 
v o .C2..~ .. _c e f ra ct i e p O • 

in 

wijze een betrouwbnarheidsinterval voor de onbekende fractie p
0 

We toetsen de hypothese H, dat de onbekende fractie van de col

Onder 
deze hypot:: 0 qe be?. i ~, l1et aantal r van elen1enten met een x tussc;n 

n r 1 n-r 

Voor het toetsen van de hypothese H gebruiken we een tweezijd5:c 
kri tieke zone me·s onl:::t1..,c,111"Th~~,,.,hPi n~nr0 rnpe]. oc. 

Het gevraagde bp~--~~Nbaarheidsintervnl voor de onbekende, werke

lijke fractie p , wordt nu gevormd door al d:le "tl\faarden p, welke 
0 

niet verworpen "'"' rden op grond van de gevonden steekproef. 
' 

Voor deze waardE:,r1 p geldt 

n k ~ n n-1::... .. 
. k p 1 -p ::: 2 ;;x 

k=r 
en 

( n k n-k 1 
-~ k P 1-P > 2 ex.. , 

k .... o 
,, 

indien r. de bj.~ de steekproef :!ccri r aangenomen waarde voors teJ_ t. 
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Nu geldt: 
n 

r,n-r+1, 
k=r 

waarin I de onvolledige BSta-functie voorstelt in de notatie 

van K,PEARSON, 15. 

Het betrouwbaarheidsinterval voor de onbekende 
dus gevormd door al die waarden p, waarvoor 

> ~ oc 
1 

:> 2 O<.. • 

De functie I· is een monotoon stijgende functie van p. Beschouwen p 
wij r weer als de stochastische grootheid r, dan wordt dus ook 

hiervan, kunnen, voor een aantal waarden vanoc, bepaald warden 

met behulp van de in de litteratuurlijst vermelde nomogrammen 

[12] , [15] en [16 • 

Een naar beneden begrensd betrouwbaarheidsinterval voor 

door al die waarden p, waarvoor 

r, n-r+1 > <X., 

en een naar boven begrensd betrouwbaarheidsinterval door de waar-
• 

den p, waarvoor 

Bovenstaande methode kan eveneens toegepast worden voor 

meer-d~mensionale verdelingen al of niet continu, waarvoor een 
.,. ■ 4£ 1 d t t I TI I I ar Ca I I 17 &Ula• : •• ''" I a I 1 

• 

n1et-stochastisch tolerantiegebied T gedefini~erd is. De wh, dat 

is dan de onbekende fractie p
0

• een punt in dit gebied valt, 
Het betrouwbnarheidsinterval 
paald door het totale aantal 
aantal r hiervan, dat in het 

weer be

punten n van de stee roef en het 

gebied T ligt • 
• 
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Enkele voorbeelden van het gebruik van tolerantie.,..renzen . 
• 

I. 

In de kwaliteitscontrole maakt men meestal gebruik van de 

theorie der stochastj_sche tolerantiegrenzen, wanneer men zich 

een algemeen idee wil vormen omtrent de kwaliteit van een hoe

veelheid producten. 

Wanneer een zeker kenmerk x van het product beschouwd wordt, is 

de vraag, die men zich dan stelt, deze: Tussen welke twee gren-

zen I 0-.... , 

de x van tenminste een fractie van de elementen uit de col-

lectie? 
Om deze grenzen te bepalen, maakt men gebruik van een steek-

• • 

• 

proef, die op de volgende wijze gevormd wordt. ~oemen we de naar 

opklimmende grootte gerangschikte waar-den uit de steekproef 

een onbetrouwbaarheid c".. , de x van tenminste een fractie 

-r n-s J 
n van de steekproef groat genoeg is. De minimale uitgebreidheid 

n van de steekproef, waarbij het bovenstaande zal gelden, wordt 

bepaald uit de relatie zie p. 96 van de syllabus, 

met 
Iji t,n - t + I 
t :-: r + s. 

, 

Daar de verdeling van x meestal niet erg r•scheef '' is, wordt 

r = s genomen. In het algemeen neemt men r ens I om de in-
• 

vloed van z.g.n. '1uitbijters 1
' te elimineren . 

• 

Wanneer men zich op bovenstaande wijze een idee gevormd 

heeft, omtrent het algemene gedrag van het kenmerk x, kan men 

vervolgens de vraag stellen>of deze partij geschikt is om ge

bruikt te warden voor een speciaal doel. Hiertoe is, b.v. om 
economische redenen, noodzakelijk dat tenminste een gegeven 

fractie van de ele~enten uit de partij een x bezit tussen 2 

en grot r zijn dan de hierboven bepaalde stochastische grenzen 
'-'"an 

, tenminste 
• 

de x van zeker een fractie . van de elementen tussen de vaste 
• 

• 

• 



2. 

Wanneer de twee grenzen L, 8n L niet kleiner resp. grater zijn 
d.o-.""' 2 

ten uit de collectie; behoudens een onbetrouwbaarheid ~ , ten 

minste een x bcz:i.. t; d.ie tussen de vaste tolcrantiegrenzen L, 

betrouwbaarheidsinterval 
wordt een naar beneden begrensd 

£ ,I berekend voor de werkelijke 

De benedengrens van het betrouwbaarheidsinterval wordt be-
paald uit de relatie: 

r J n , 
waarin n de uitgebre1dh2id van de steekproef 
tal elemGnten uit de steckproef 

p. I I 3 en 11 4 van de syllR,bus . 

is en r het aan
zie 

Voorbeeld. • 
• 

• 

. Gevraagd wordt) twee grenzen L1 en 
tussen., ·behoudens een onbetrouwbaarheid O, 10, de x ligt 

& IC 

van tenminste een fractie = 0,75 van de elementen uit de 
colleetie. 
Wanneer r ... s - 3 gckozcn wordt, volgt de grootte van de ui t
gebreidhe id n van de steekproef uit 

• 

• 

Hieruit volgt n ' 7. 
De op 3 na kleinste en op 3 na grootste waarde uit een steek~ 

proef van de uitgebreidh~id n = I 7 zijn de gevraagde grenzen 

Wanneer deze stee1{proef, naar opklj.lnlllende grootte gerangschikt, 

de volgend .· waarden gee ft: 

24,8; 25,0; 25>8; 26,2; 26,3; 26,6; 27,l; 27,3; 27,6; 28,1; 
28,2j 28;4; 28,5; 28,7; 28,9; 
zijn de twee gevraagde grenzen resp. 25,8 en 28,9. 

2. Wanneer men nu echter wil weten, welke fractie van ele
menten ui t de collectie J behoudens een onbetrouwbaarheid °'- ... 
0,/0, tenminste een x bezit, die ligt tussen de vaste grenzen 

L, = = een nieuwe steek
proef te nemen. 
Stel, dat dit de volgende steekproef is: 

_. :25,1; 25,3; 25,8; 26,1; 26,2; 26,5; 26,7; 27,1; 27,2; 27,6 · 
' 

•, 27,6; 28,1; 28,3; 28,7; 28,9; 29,2; ,5; 29,9; 30,l; 30,3; 
. ' . . . . ; ' 

.. , ·, ',:' ,· -,"· -

• 

' 



n 

r 

20 , 

10 " 
0,10 

3. 

• 
• 

De gcvraagde fractic ~ wordt bepaald uit 

I....... 10,11 ?:- 0,10. 
' 

Hioruit volgt = 0,38. 

' 
I t, 7 I 4 I.I--

P. 92 van de syllabus: 

te bewijzcn: 

Evenzo: 

en 

Wegens 

-r /-t = 

-
k=O 

J -t - '.:3 

N -0 t 

r-1 

eo 

1 0 

m=O 

N1 +r- I 
r-J 

S-1 +l 
S-' 

r+s- I 1m 
r+s-, 

tl 

S-1 

- r+s 
I -t I -t -r I -t -s , 

gcldt 

m=O 

r+s-' +m 
r+s-, 

m t ·-

k=O 

r-l+k 
r-, 

• 

1--0 

• 

N-m +r+s-" 
+s-r 

3 t + •.••. 

s-1+1 
s-1 

• 

" 

• 

Hieruit volgt door golijkstelling van co~ffici~nt~n vcn d~z~ir
dc mo.ch·t1..:n v~n t J.n linlccr-0n rechterlid: 

r+s- l+m 
r+s-, 

en k = N1 , 

m r-J+k S-H--m-k 
r-• s I 

dan gaat bovenstaande betrekking over itl 
IL~o 

r+s-/ +N-m0 ·.· r-1+~ 
r-' 

s-1 +N-m0 -N, 
' , s~, 

. =• 
he -een te bewijzen w~s. 

... . 

• 
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Aanvulli .- bi .i de s .11abus van de curs us 1
' P-arametervri e ·· methoden'', 

• 

• • • • • 

hoofdst.uk V. 

J a :B1 abius 

• 

Na het tot stand komen van deze cursus is de theorie van de 
' 

tolerantiegebieden verder gegeneraliseerd, voornamelijk door 

D.AoSo FraserD 1 j 2 . 
-

Hij heeft nodige en voldoende voorwaarden gegeven waaraan de 

karakteristieke functie van een gebied moet voldoen, opdat 
, 

het een verdelingsvrij tolerantiegebied is, 2 

Voorts zijn door hem, en ook door J.H.Bo Kemperman, 1 en 

3 Jalgemenere methoden ontwikkeld om de steekproefruimte in 
., . . 

blokken te verdeleno Bij deze methoden hangt elke stap af van 

de bij de vorige stappen verkregen resultateno In dit opzicht 

kunnen we dus van sequente methoden sprekeno Er is ook een 

in ander opzicht sequente methode ontwikkeld door 

J.C. Saunders, ~4 0 Bij zijn methode, die van t9epassing is 

op het eendimensionale geval, begint men met een aantal waar

nemingenJ.waarna men, op grond hiervan 3 beslist of er nog een 
waar'tneming ge,daan zal warden of niet O Herhaling van deze 

procedure leidt tenslotte tot een steekproef waarvan de omvang 
' 

stochastisch is, met een op deze steekproef gebaseerd tole-
. rant J.egebied 0 
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\ 

• 

~ 
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1. Probleemstellin. Ver-eli kinry met de toe~s van Wilcoxon. 

In het derde hoofdst1.1k van deze cursus werd de oplOS•·· 

sing behandeld, die door i.;-!ILCOXON werd gegeven voor het -pro-

bleem van de twee steekproeven. Ter 

voorbeeld van diD ptobleem herhaald 
herinnering moge het 
worden, dat aldaar werd 

' 

gegeven. Twee groepen duiven werden op een versohillend fi

eet gesteld en de onderzoeker wenst na te gaan of deze dieten 

na enige tijd geleid hebben tot verschillende vatgehalten. 

In de meeste gevallen wai..=trin zich het probleem van de twee 

steekproeven voordoet, zeals ook in het hier behandelde voor. 

beeld, zal het de onderzoeker vooral interesseren of het ni•• 
• 

veau van de geanalyseerde grootheid in de ene steekproe:f ho-·

ger ligt dan in de andere. Het is vooral op een onderscheid 

in niveau, dat de toets van Wilcoxon gericht is • 

. Er zijn echter een aantal gevallen, waarin 

minder goed bruikbaar is. 

deze toets 

•• 

In de eerste plaats kan het voorkomen, dat de onder

zoeker een gehael nieuw terrein betreedt en in het geheel 

geen idee heeft of de verschillende condities, waaronder de 
twee steekproeven staan, een verschil in niveau ten gevolge 

zullen hebben, of b.v. een verschil in spreiding, of wel een 

verschil in soheefheid of exces van de frequentiekromine van 
het onderzochte verschijnsel. Het andere woorden, men wenst 
to onderzoeken of de frcquentiekrommen van het ondorz;ochte 
verschijnsel ender de verschillende conditias enig verschil 

vortonen. Is dit het geval, dan kan een verdor onderzoek, 
hctzij aan de hand van de gevonden uitkomsten of aan de hand 
van een nieuwe proef nadere inlichtingen verschaffen over de 

v-raag, waarin het versohil nu eigenlijk bestaat. Voor een 
dergelijk onderzoek is de toets van ·· I •· OV geschikt., Deze 

toets werd gevonden door SMI .QV in 1939 :1. · ter gaf 
FE.· .ER •'; 2 er een nieuwe afleiding v.a.n. De formula van 

nov is een asymptotisohe formula, d.w.z. zij geldt voor •· e1n•• 



• 

dige steekproeven elechts bij benadering. Wij zullen hier voor 

het geval beide steekproeven even groat zijn, een nieuvve exac-•• 

tG formule geven, die op eenvoudige wijze afgeleid kan worden. 

Voor oneindige grote ste2kproev0n ga~t deze formule in die van 

Smirnov over. 
• 

Een t,;veede geval 1 waarin de toets van Wilcoxon minder ge .. ,,j 

schikt is, is het geval dat onaor de waarnemingen vele gelijke 

u.itlromsten voorkomon, h~tzij a.oordat de vera.0lingen van nature 

discontinu zijn aantal koll{bladcn van dott erbloe1nen , of door

dat de metingon slechts m~t cun bGperktc nauwkeurigheid v~r

richt zijn. In hut derde hoofdst ...i. \·10rd re0ds uun lrunstgrc0p 

bohandold om in dit g0val toch c~n analogon van d0 toots van 

\/ilcoxon too te passen. In dit geval kan echtGr vaak but0r db 

modiaan ovontuc0l 8en quantile toots toegepast warden in de 

vorm daaraan gog0vun door HE!·:1EL11IJIC. Do mudiaantoots is ook 

wour· hoof dzakulijk govouli(~ voor~ con vorschil in ni voau bij 

do beido ste~kprocven. 
• 

Een voordo0l van du modiaantoots is vcrder nag, dat in 

aansluiting oraan Gvn intorvalschatting voor de mediaan kan 

wordon gogoven. De exacto afloiding van de mediaantocts is in 

1948 door '.:·/ESTEJ:JBERG '.._3 gGvondGn voor het geval van disconti

nu~ vordE--lingt.;n. Onafhankolijl~ van ~:!\Jstenburg is do mcdiaan••· 

tocts later evcncons door A.~!I. ~!IOOD gevonden. HE'l'~[BJJRIJK 
• 

! 5 ' 

tenslottc gaf aan hoe, in gcval dat du verdelingsfunctie 

niet overal continu is, de toets gewijzigd kan worden. 

• 

Bij elke statistische toets dier+ m~n zich te realiseren, 

wordt, en welke de 

.mogelijke alternatieve hypothesen zijn, die men dus bereid is 

aan te nemen, indien de ge-toetste hypothese verworpen vvordt. 

Het probleem van de twee steckproeven doet zich gewoonlijk in 

deze vorm voor, dat dete toets~n hypothese H luidt~ De uit~· 
,., a ,..,,r-:,et4.-;~ •• ,-. -- s·ae ._., ,rat ttvs,._.,- r,..-'.sl ,.,,-,.,·,a101 1:s:n>1, tt r: -1, 1 0 r 0 

komsten en . . .. 
ziJn waarnemingen van de on-

darling onafhankelijk verdeelde stochastische grootheden 

x1 
1 2 • 

De ,a,J. ~e~P.-,S!-}=l-E:Y..~,, .. ,,h:Y:Rq~.1:i.§.,~ .. ~.~ H luiden gemeenlijk: De ui t-

n1 2 

• 

~n en x. '"•• :x hebt-.,,n , 
• 



• • • • De verdeling van de grootheid xis vorschil-
2 

• 

Vaak worden dan neg de mogclijke verschillen tussen de 

verdeling_van ~ en die van x ender de alternatieve hypothese 
H verder gespecifieerd. 

Het is mogelijk om 

kiezon, zie hit:rvoor b. v. HR11,1E1:,RI.TI{ ~3. 2. 1 5 • Dezc ruime-

re hypothese zullen wij hi~rondGr nog b~handel~n. blz 122 • 

x 1 • • • x on 

• 
stochastischo grootheid w Gr is in dit geval t.a.v. do ond0r-

zochte eigenschap, goon verschil tusson de stochastischo 

groothoden x en y_, zodat wij dezu, om v0:r·warring to voorko

men, m~t hut symbool w zullon aangevon. 

grootte gorangschikt wordcn h0tzij van hoog naar la~g, zeals 

v¥vi j in het vervolg an do gedachto t0 bepalen zullon vcrond0r, .. ,. 

stellen, •f van laag naar hoog en olku waarneming, al naar 

~ ·~ dsze uit de cerste aerie of do tweude serie afkomstig is 

dtor een x of een y vervangen wordt, aan wordt dus oun bepaaln,, 

du l~tters y vorkrugon. Hut 

dor mogeli jlc0 

~v0n waarschijnlijk is. Er zijn n.l • 
• 

l....:ttvr·s · -

guplaa tst kunnen word0n. Voor dv 0-...1·stw x zijn er due 

X 

vnz. 

n2. 
niet uvonzoveGl v~rschillundu groupuringen, daar dczulfd1.; si•• 

tuatiu ontstaat rranna'ilr b. v. du owrst0 x op plaats a on di.; 

tw08d0 x op plaats b wordt g~legd als wanne0r do uorsto x op 

plaats b en de twe8dG op plaats a wordt g8legd. Wij mouton 
. ' n1+ n2. 

hct gevonden aantal ,, .. , ;,•·"\" · dus nog hut aantal 
n2• 

delun om het aantal mogelijke 

grocpcringen te verkrijgen. Voorlopig zullen wij aannemen, 

dat de verdelingen o·ontanu zijn, zodat onder de waarnemingen, 

'behoudens B0n w.aar·schijnlijkhoid nul · gdtJn golijke voorkomun. 

• 
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cli0n· i__;r Vv \.Jl g\jl i jk-..; ond \,.,r· dt;;; v1aarnv111ingl.Jn voorkomen • 
• 

gun voorstullen door W...;gdn in u~n t·, .. ,~t.:di1n0nsionaaldiagram.· 

Tuken 0en r0chthoekig roostvr van bij 

punton. Elk~ x wordt voorg~st~ld door eun horizontalv lijn 
tussun tv~ov opv..;nvolgund0 punton, 0llc0 y door ut:1n vurtical0 

lijn. Bugonnon wordt bij d0 linlt\..!r bi....n0dwn houk. Er ontstaat 

zo eon gubrokun lijn, di~ dczo linkwr b0nud~n hook O met do 

rvchtur· bovon houk P van hut roostt.;r· vur·bindt. 

Als voorbe~ld mog~ dien0n du uitkomst0n .van du proovon 

m0t duivon vGrmeld in hoofdstuk III §4 s~rie I en Serio III. 

G~vondon word: voor gro~p I 1,42 2,22 1,68 1,68 2,60 2,54 7,80 

2,28 

voor grot;p ITI 3,02 3,42 6,43 2,93 2,23 7,85 
Als group I m~t du lcttur x, groop III m0t dG luttur y aang0-

duid V\/ordt, dan vvordt na rangschiklcing in volgorde van groettLl 

g0vondcn: 

7,85 
y 

6,43 

y 

3,42 
y 

2,93 
y 

2,60 2,54 2,28 2,23 
y 

2,22 1,68 1,68 
X X X X X X 

X 

Ons diagram wordt nu: 

~ . . . 
• • • • • 

• • • • • • 

• • • • • • 

• . .. . . . . . 
. . . . . .. 

• • • • • • • • 
0 X ~ 

Fig. 1. 

Aansehouwelijke voorstulling van e~n x,y .. ,,•gro\.,poring. 

waarschijnlijk, ender du alturnatiuv0 

m.oor. 

weg in di t diagram even 

hypothes8 H uchtor· ni~t 

Is b. v. ond\Jr· de hwpothese H de vord0lingsfunctio van 

X p X < X = F X en •,1.-f · ntni• 
di0 van y, P 

dan zullen de weg0n, diu in hot bugin hoofdzakGlijk vorticaalt 

X 

on lat0:r hoofdzak\Jlijk horizontaal lopen ·ol;n oxtro~m voorbuuld 

van zulk evn wug is OQP waa.rsohijnlijk~r zijn dan do anduru 

van a is P x ~ a . Th"i1{.4g·· on 
. . '('; ...., . . . 

' ' . . 
Inn11 . ...::"rs voor d0 me...;sto waardon 

. ,, . -·· ' ' .. 
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• • 

-
kloinor dan P y i a 

du functiu van z is, 

F a+d 

dus F a 

, daar F z ~~n monotoon nivt-dal0n

m~~stal bij oontinuo functies 

alti·d 
• e • e .• • J tr, • • 

• l.. s. • 

, .. I::1 cli t g·~ve.,l zulle11 ,;,ij c1u.s glo :::r·i tiG1.CL zenv di1.,.; .• 1 1..;gl.:;n 

ltiezen, ciiv dicht lt~~n6 s Q lop(..,'n, d.\1.z. a··-~t \vij d'v hypothese 

H vcr-vverpen als de weg OP dicht langs Q verloopt. Indien d zo,. 
0 

wel posi tief als negatief kan zijn, zullen wij, als kri tielce 

z8ne die wegen kiezen, die hetzij dicht langs Q of dicht langs 

R lonen • ... 
Zoals gemakkelijk in 

de toets van Wilcoxon • zie 

te zien is, is 

hoofdst III 

de grootheid U van 

1.2 de oppervlakte 

tussen OQR en ae weg OP, als de punten van het rooster op af
stand 1 sta(;,n. Als a.8 vveg dicht langs Q lo opt, is deze grootheid 

kloin 1 als de W8g dicht langs R 
' 

Op d0zo wijze worat dus aanschouwelijk, dat d~ to8ts van 

itloexon voornrunelijl~ gevoelig is voor een verschjl in 11iveau. 
' 

~Jij hebben in hut voorafgaando stilzwijgdn~ aangonomun, 

dat du v~rd~lingsfunctie overal continu is, zodat, b8houd~ns 
oon wa~.rschijnlijkheid O, tw~e ver·schillGnd0 waarn~mingen steeds 

een v~r·schillendc wa~rdu vertonon. Het is dus in dit goval 

ondubbulzinnig8 wijze in Gon s~rio van groot naar klein to 
rangschilrk0n, dG Wi..;g door h,..:t roostur' ligt dan dus oak vast • 

• 

Aangozion d8 mediaanto~ts in 

gegeven heeft ook toepasbaar 

de vorn1 die Hen1elri jl-c daarvoor 
is indi0n de ver1 dolir1\-:rs:functios 

' . 0 

niet ovural continu zijn, zullen wij nu oorst besprGken we1kc 

complicatics uit discontinuit~iton voortvlooiun. 

Indiun du v~rd0lingsf~nctio ni0t ovural continu is, ~s 

h~t ni0t st0~ds n1s0r mogelijk de wa2,rne111ingen op een vvijze van 

graot naar klein te rangschikl{en~ een zelfde soort moeilijl:{heid 

troffen wij ook aan bij de toets van ~Vilcoxon. indien er gelij

ke waarnemingen voorkomen. Een gevolg hiervan is!dat het aantal 

mogelijke wegen door het rooster niet meer· bepaald is: stel b.v • 
. 

aan y .• Dan loopt de weg door het rooster van 
J 

het punt i-1, j-1 naar het pu11.t i, j , maar we .}runnen niet 

meer zeggen, da t deze vveg hetzi j o·v~r hrit p1.1n.t i .. 1, ;j dart •1vel 
over l1et :punt i ,' rao'3t lopen. 

Om in dit geval ook tot ondubbelzinnige rangschikking te 

n1 
verschillende met11oden toegepast warden. Wij zullen er bier 

twee noemen, die in vvezen wel gelijl-r zijn. De eerste methode, 
• 
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principe afkomstig 

minder van die van ~, zal afwijken, naarmate o- kleiner is. Voorts 

heeft .z., als de som van een cobtinu verdeelde grootheid Y. en een 

eventueel niet continu verdeelde grootheid x zelf een continue .. , .. ' 
verdeling. 

Nu kan bewezen werden, dat voor er~ O, de verdeling van z 

voor alle punten x waar de verdeling van x continu is, tot die 

van x convergeert. Dit bewijs, dat wij hier niet zullen geven, 
- "'fi 

stac . .,t o.a. ver·meld in USPENSKY •17 , hoofdstuk 13, sect, 7. 

J)oor di t toevoegen van een 1cleine toevallige normaal ver-

deelde grootheid aan alle wa;:rnemingen wordt de ver·deling, zo-•-
-

als boven gezegd, continu, zodat P x .. = 0 is voor alle . 

combinaties van i = - Deze methode wordt 

in de practijk nog slechts zelden toegepast zie echter STEVENS 

8, die echter een stochastische grootheid v met een rechthoe
lcige verdeling opt el t bi j de gevonden ui t:,comsten , doch is van 

groot belang voor de afleiding van ver,schillende limietstellin-
• 

geri ui t de waarschijnlij lcheidsrekening. Men zou de me tho de wel•-

licht lrunn·an noemen: ''randomising a posteriori 1'. 

Een tweede methode, die men ''rando1nising a priori'' zou 

kunnen noemen, is in principe door F1ISI1ER aangegeven FISHJ~B. 9' , 
zie ook LEID/LAN en STEIN ~1v\ • De methode kan in ons geval op 

de volgende wijze toegepast warden. 

De :proefobj ecten warden voor het begin van de proef genum--

ting bepaald welke objecten het kenmerk x en welke het kenmerk 

y krijgen, dus b.v. welke duiven hct ene en welke het andere 
dieet zullen krij gen. Na de proef v1orden de ui tkoms ten in vol

garde van de grootte gerangschikt; zijn er gelijke onder ·de ui t-
• 

komsten, dan worden deze in volgorde van de oorspronkelijke num-

mering ger·angschikt. Op deze wij ze \'.·,ordt bereikt, da t er steeds 

een ondubbelzinnige rangschik 1cing bestat~.t, zodat ook het aantal 

Er bestaat nog een t111eede, 

van het ·conseq_ueilt t0epa.ssen van 

wel hat vo ,....,ende~ 

n + n · . 

1 
vaak zeor belangrijk voordeel 

' 

r110thodon bij expurimcnteron on 

· h d 1 · · .. . .. . ·t Voor hot mathomatisc·e moe., waarvan Wl.J ZJ.Jn u1. gogaan, 
' ' 
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hypothescn H, 
• 

••• x allo dezclf
.. ll 

1 
stochastische groat-

gelijkheid der vor-

delingsfunctie in de practijk slechts bij benadering geldt. In-

dien de obj ecten voor het experin1ent vol gens een of ander lotings-

principe over do beide bohandelingswijzen verdeeld zijn, dan 

blijvcn de kansen op een bepaalde uitkomst, berekend voor het 

_geval de ook als i.p.v. de hypo-

these H 
0 

De 

zijn wa~rnemingon van 

chas~tische grootheden Vv --1 

l0ndu vvrdolingsfunctie 
1 2 

den 2 n2 
onafhan:melijke sto--

e0n vorschil-

kunnen heblJen. Door 6~n of andorc loting, 

w ··••n +n 1 2 
oven wa~rschijnlijk is, 

zijn doze 

ver·dGuld ziu HE1'.1ELRIJIC 5_ , Hoof dstuk 3 • Deze opmorking goldt 

nict voor de asymptotischc bruikba~.rhoid der toets, zie HEr1'f.EL

RIJK 5 3.2.7. ~n vlgd •• 
• 

In som·1nige gevalle;n is het loten a priori niet mogolijk. 

Dan kan mGn oak acht8raf om dG volgordo van gelijke waarnomingon 

loten, wat op hetzelfd~ n0erkomt als toepassing van do methode 

van Liapounoff in o~~n enigszins ge"Vvijzigd0 vorm. 

Hocwel bij toepassing van het boven aangegeven lotings

principo volgens Hemelrijk de :parar11etorvri j e statistischo me., 

thodcn ook bij ongelijkheia van het experimenteel matcriaal on

bcpcrlrt to &gepast mogen word en, is hct to ch wensclijk om een der-", 

gelijkc ongolijkheid zoveol mogolijk te vermijden, tencinde do 

kanaen op fouten van dG tw8edo soort niet-v8rwerpen van do hy 

noth0so H ho~w~l d~z~ onJ·uist is to verklGincn • .;.; o' 

De voorafgaande: beschouv1ingon zullun v0lon min of movr· ge.,. 

ku.nstold lijk-on. Vooral d0 m(.;thodu van Liapounoff zal m0nigo--.:..n 

afschriklron~ daar vur'schill0nd\.J statistici, als zij duzu mutr.10•• 

de op hutzelfdu waarnumingsmat0riaal z0lfdo uitkomston 

toepassun tot vGrschillvndu rusul ta.,. 

ton · ov0r~schrij aingskansun zullon l{omon. Bij de ''randomisation 

a priori•1 valt dezc mo0ilijkheid niot zo zet.;r o-p, daar hier ~rc...2 1.r 

de nummering al door de experimenta-Gor gedaan werd. Toch is de 

m.oeilijl~heid hier in fei te ook aanwezig. Het bovengenoemd bezwaar 

is hoofdzakelijk een ~· estie van denk gewoonte: wij zien er 
. 

" niets vreemds in, dat bij herhalin.g van ecn :proef een andere 

• 



overschrijdingskans gevonden wordt d2n de e~rste maal ! 

Hemelrijk 
• 

om een me
thode aan te geven, waarbij icdere statisticus uit een reeks 

uitkomsten tot dezelfde overschrijdingskans komt. 

3. Princi-e van de mediaantoets. 

teristioke groothoid om hot nivcau van een stochastische groot

hoid aan te geven meestal het rekonlrundig gemiddelde, bij de 

paramoter·vrije methoden govvoonlijk de mediaan. Bij een oncven 

aantal waarnemingen is de mediaan de waarde van de middolste 

waarncming, als dezc in volgorde van grootte gerangschikt zijn, 

enig en de 

wa~1.rne1ning. Vaak kio st men~ om de onbopaaldheid van dG mcdiaan 

bij ocn even ac:ntal wa:?.,rnemingen tc on1zoilen, hiorvoor het ge-
. d de stc mi doldo van den en de n+1 waarnc1ning. Dit is echtcr 

zui vor o~n convcntia ~ zij hs.;t e ..:n pra.cti scho conventic. Opge•"· 

ec3n 

mum oi g0nschap geldt als voor het gumi ddcl d0: bi j h-.; t gu11.1i ddul-

do x is x.
l 

uen 1i1inir11um • 

. . ' XM l.S L- x. XM. .. .. l 

Bij de ml;diaanto\)ts vvordt als toutsingsgroothe::id om do ge•• 

lijkheid van tw0~ vurd~lingen tu buoord~len het aantal waarno

mingon tussen db expcrim~ntele modianon van de waarnumingon 

dor boido suries g~bruikt, of 00n groothDid, die mut de genoom-

juist is, zullen m06stal tusson do 

eluchts weinig wact.rn0r11ingon van du boi de recks~n liggen.. Dor

samonvallun met do mudiaan 

dus de modiaan van do rooks, die 

mon krijgt, als men alle wa2rn~mingen in 06n sori0 van hoog naar 

natiovc hypothoso H juist, volguns w0lko ar e0n vorschil in ni~• 

voau is tusson de grooth0id x vn X> dan zullun tussen a~ mudia 

vol wa~1rnomingon van boid0 ruuks0n lig-
• 

g~n. 
vYij zull0n nu 0~rst in ons diagram nagaan waar do media, .. 

• 

nun van ulk der waarn0mingsro ..... kson van *· ~n y_ liggen 1 on v,aar 
l> 

de moniar:_n van de g~helc waarnemingsroeks van w li._. • 
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• 

5. 

5 
s . . 0 . ·-· . .. . 

• 

• . . Q ·-· • • • 

X X @-- ;,<. X X 

• • • • • bel" ' ' .Q . " • 

\ • • • .. . -' • G) • 
• 

• S' 
0 • • • • • " - • Q .1\. 0 

0 \ 1:, ~ s 'l a 

Fig. 2. 

Aanschouw0lijk~ voorstulling van de medianen in oon 
.. 

:c, y-•gro ~p0r1ng. 

Aangozion do afzond0rlijk0 waarn0mingon wourgagev0n wordon door 
horizontale x-waarn0mingen of vurticale y-waarn~mingon vor

bindingslijn0n tussen twee- rooster·puntun, is de mediaan van d0 

x-wa; .rnomingun klL:inwr dan 

lijnstuk 0indig0ndc in 00n 

d0 wa~rnoming weergogeven do or· 00n 

• • 

t~r dan dG wa rn8ming w~0rg0gcv0n door 0~n lijnstuk 

4 0n gro

oind:i.gund0 

in oGn roosttJrpunt m>..;;t abscis -- 5. Do modiaan van do y-,waar►•• 

numingen worat wo~rgwgoven door u0n lijnstuk oindigundo in Gen 

roostorpunt n1~t or·a.~naat • = 3 aang0g0von door X , dio van 

hut goholc mat~riaal w door o~n horizontaal 6f v0rticaal lijn 
' 

stu.k vindig0ndu in u0n roostcrpunt 

golijlc is aan 7 

aangogovon door~. 

wac: .. rvan a bscis _ en ordinaa t 

13. Dczo roostcrpunton zijn 

Wij mouton nu e0n kritieke zBnc uitkiezon. Aanguzicn wij 

aon touts zoekem, di0 vooral gGvoclig is voor verschil in ni-
' 

voau, zullen wij hiervoor dio vve:gon in h0t rooster kiozon, die 

hetzij dicht langs QP of dicht langs OR lopen. Deze keus is 

trouv:1vns in ove;rt..:-:..:nstemming m0t wat wij reeds aangavcn omtrent 

du uitvooring van do mediaantoets. Eon weg dicht langs QP zal 

b.v. hut punt S 2,5 passeren, zodat er dan tdnminste vior 

waarD,01ningcn tusscn d~ m0diaan van do y--waarnemingen en die van 

. de x-waarnemingen liggen n.l. als do wog door het rooster door 

. 

do punt0n 2,3 , 2,4 , 2,5 , 3,5 , 4-,5 gaat • 

Hot is duidelijk, dat elku "./Yog door h0t rooster ton min., 

sto ~on der punton op d0 lijn SS 1 punton g~m~rkt <D moat 

passeron. ~;;-!0 kunnon onz0 kri tiu.!{e ··~8nc dus karakt~riseron door 

aan tu g~v0n Wt;lke punt en op duZG lijn \]r in vall1..;Il. Do kri tiv■,,nr 

k0 z6nu is dus 0~n verzamuling van wogon. Karakt~ristiok voor 
• 

de wogun diu tot ·de kritiGkG z6n0 bohorcn,is, dat zij bopaa1de 

op. d0 lijn ss•mouton passoren. \1ij zull0n dezo ver·zame-
-. . ' I.' . C' ' ·-
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ling van punt 8n, waarvan 1..1lke weg dor· kri tiwke -z-one er 6~ri pas

suurt I aanduidl;n mat de nr:1am libarricre !· • 

Er blijft echter nog con mo0ilijkh&id op te lossen. Hoo 

tu handolen in h8t geval, dat or golijko waarncmingen voorkomen. 

Aangozien onzc kritieke z8ne geho0l bopaald wordt door do bar

rior\...!, lrunnen gelijk~ wa.•.:.~rnomingon allecn dan moeilijkhcdcn op

levor·cn, als e0n punt van de barriG:ro o~n waarneming karaktcri

s0urt, die gelijk is aan de daaropvolgonde waE2rneming, m.a.w. 

als du wa2.rnorning ·r.rv. = w. torvvijl w. door eun horizontar~l of 
l J 1 

vertica2l lijnstuk uitkomendc in de bnrri~re, gekarakterise0rd . 

wordt. Indi0n d0 waarnomingen vooraf door loting over h0t proof

matur1iac .. l VE:.;rd\;(;ld zijn~ ~n indicn du oorspronl{t.3lijko nw·mnuring 

opg1_:gl__;v0n is~ kunn0n v,ij hut a. ngvgl.JVGn principci van 1'randomi=•• 

sation a priori 11 to._:;passun:i ,;Jll du gulijk~ waarnemingGn in vol-
" 

gordc van du oorspronlr~lijkt,; nummuring nGmon. Ook nnun d-...: m~-

tbodo van Liapounoff of loting· acht0:r·af to epassen. 

Er is uchtur ook nog evn andor·o n1ani0r ~ aang0gov0n door 

Hom0lrijk, om d~z~ mowilijkh0id tu bovon to komon. Zoals wij 

rovds zagun, wordt d~ weg door h0t roostur onbepaald voor die 

pu.nton, 11va~1r G,...;n waarn0ming d0r uno :,eri~ gelijk wordt aan ecn 

waarnu1ning der· tv1e~d0 serie, dus .. waar b. v. x. = y. i 
l J 

j = Welnu, dan zullen wij zorgen, dat onze barriere 

niet een dergelijk punt bevat. Bevat SS 1 wel een of meer derge

lijke punten, dan _kiezen V\Tij onze barriere niet op SSt, doch 

ordinaten van de roosterl')unten, dus gehele getallen • ':!ij zul-

SS 1 gcl~gen is. Indien er twee dergelijke lijnen mogelijk zijn, 

dieevon ver van ss• afliggen, wordt de lijn gekozen, die het 

dichtst bij P gel0gen is dus wa~.rvoor r d8 grootste waarde 

heeft. Dit laatst0 voorschrift botreffende de keus bij twee 

lijnon, die even ver van SS' gel0gon zijn is een convcntie, 

die maakt, dat twee verschillonde·· · statistici bi j bewerking van 

op dio maniGr foitelijk eon voorwaardolijko toets, daar de in 
• • • 

de pl.aats va.n SS' gekozen lijn van d0 vvaarnc1ningen afhankolijk 

is, doch doz(;; mag, blijkens o-..:n algcmon_G stalling, die door Ht:;:• 

molrijk oxplicict bew0zen vvordt, geintorpretc1,.;rd v .. vorden als 

1 · In Hem.elrijk .:5 ~: is ocn iots andero defini tie van r gogoven, 

waarbi j de ........ - w/,,J s 
• 

.. 

.. . .. . . . . .. . . . 2" 
_,. -. ," . , . 

,, _,•,,·-,. .. .• , 
. . ' ' 

.,-i'. .. '. ~;:·-.·. :-. i 

~ De hi.~r gogev-en dofinitie bezit z-ekere voordolon,. 

• . ~ 
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• 

uun onvoorwaardelijku toots H~m~lrijk 5 3.2.6. Voor hGt gu-

val van a~ mediaanto0ts zull.,_;n v1ij d0 st0l l_ing ver·d\,.;ro~ b0wij•• 

z0n. E~n noodzak0lijk g0volg van a0 toopassing van d.Jz0 mvtho•• 

du is v·1 ul da t, indi'-.;n -.;r gt._.;l i j ki.,.;n ondoI' d t..: wac~rnwn1ingsui tlco1nst 0n 

zijn, als toutsingsg~bi.~d ni_;t m1..:-~r· h0t aE.ntal wac~rn·...;mingcn tus. 
, 

s~n do mudianwn dur b0id~ waarn0min3sr0-ks~~n~ doch h~-t aantal 

Via, ,rnon1ing0n tussvn a\.) b0ido q: •qu2.11.tilon g\..; brui 1;:t vvor·dt, v'.1aarbij 

q u~n g0tal is, dat in h~t alg0m0un t~nzij 0r ze~r vole golijko 

waarn~ming0n zijn vrij dicht bij 0,5 ligt. H0t q-quantiol is 

dw q_.I'T-du v-,a,:;.rn0111ing ir1; ~~n naar groottu gurangschiktu ro~l-cs 

van N v1a..: .. rnuming0n. Di t is tJchtur in du practisch8 voorkomondo 

g~vall0n g0~n 0rnstig bezwaar: als 0un alt0rnati0vu hypothosc 

H v1aar is, volgvns v-1vll{0 ur ni v~auv~rschill~n zi jn tusson de 

be;;i do populaties, dan zull\.;n dit..; 0von go0d in de q_-quantilun 

q 0,5 als ind<..; 1·n1vdianl;:n tot uitdrukl-cing komen, zu1rur als 

q wuinig van 0,5 vurschilt. 

4. Uitvo0rin~ van do m0diaantoots. 
- , . ··-· ., . 

E0rst vvordt 

r bouaald. Indiun ... 

dG ligging van do 

all 0 vvac~rneming on 

Gn r 1 
2 n 1 +n2 + 

lijn SS', dus d~ wa~rdo van 

ongolijk zijn, is r 

dicn ur g0lijk~ ond0r un •.•• , 

waarnuming0n voorst0ll0n~ gurangschikt in group~n van 
1 2 

gwlijkun!, maar ovur·igvns in volgord0 van afnen).~nav groottu, dan 

wordt r gwd~fini~~ra als h0t gatal, dat zo dicht mog0lijlc bij 

ligt vn als r· n1+n2 <. ; : tr illl ., .. ►- ·,p ate• 

2 

Vi/r+1 

diu ne gevondeo steekproeven voor-

stelt, snijat de lijn ~+ = 
.. 

r in een punt' waarvan vYij de CO•·n 

• Zovvel r als u zijn afhan

dus stochastische grootheden, 

6rdinaten voorstellen door 

kelijk van de ste0kproeven 

indien wij de collectie van 

u, r- ,u 

en zijn 

alle mogelijke steekproeven .beschou-

wen. 

Vfij zullon nu nagaan, hoeve...,l mogelijke \"Jegen van O naar 

P , gegeven r door e0n punt u, r.,,u r.r10t gegeven u leiden. 

Het aa.ntal wegen van O naar . u, r• ·U is het aanta1 wegen in een 

in aantai. u 
van u, r u · naar P is het aantal v1egen in een reohthoek met 

• 

... ,, 

u en 
, 

ijet a.anta.l wegen van 
I ' • , • 

• ' ' ! ' • 
. , . ' . . 

::;,;'",~Q:~;u.; · c· ·t• · '\· '.,; :/ ; I£··-/ -.. ' ,-·U ._,, : ' . . . 
"<·1-;,_· '-:·.-,t:,··~-'..:'•, .. -,. '.· . '; 
,:,g:' ')!,\]((, ''..: ;·,~.'. '. \:: ·:' . _I • : ' • ;· . 
c,-,,,.o--i•,.,: , >.!-,d. •.·.•·., ·," 

van d.eze tweft 

\ n 1 + n2 ;:rr r' . 
r + u, dus in aantal. .. n 1 . , u 

. . 

0 .via u, r u naar Pis dus gelijk aan·het 
• 

• 

aantallen. . ,- ,· ._ . 



• 

r n +n 
Daar er in 

n1 
dat u au waardu u kans, 

zit: 

p 
r,u 

1111 .. 

Pu 
•• 1 -

u r 
., i 

r 

• 

wegen van O na&r P loiden, is du.s de 

r 
u 

• 
\ . 

• ---
n1+n2 

n1 
Zoals ui t figuur 2 af gulcz\.)n kan v1ord0n, liggen all Gun dio pun., .. 

tun op do lijn SS' on 

• De waarschijnlijkhoid P n00mt aanvanku1ijk r,u 

• 

u, om vurvolgvns 

overzicht van de 

v:101-..)r af te nemen. Do vol gen•,. 

de tabol geoft een P voor r,u 

12 en r 1 1 ....... !iI·.fIELRIJIC · -
' 

blz 25 • 
• 

-·---.,--,. r-......... --·-------.-·-··· .. -..... 
u . -p 

I -♦ r,u -·······-•-· - ·-·. ·----· ... , ....... - .. ,fl,- ... -·-· 

I 0 • 0,00007 I t 
I ' • 
l l 
• • • • ; I 1 0,003 ' l 

l 
• I ' 1 

t 2 ! 0,037 l ' • • • 

1 : ' 
' • 
i l 

3 ' o, 165 I • 

l I I I j 

4 ' 0,331 ~ l 

t 
I 

• 5 l 0,309 1 t 
I • 

6 I 07 132 

7 0,023 

8 0,001 
......, ___ . ___ ........... -- -·- ........ -.. ------·---

Om een kr·i tieko zone te bcpalen mot onbetrouwba,~"1 ... hoids

lijn ss• go-
• 

kozen vvorden, die dicht bij OQP reSi)• dicht bij O liggen, zo., 

danig, dat de som van de waarden van P voor deze punten 
r '17 

juist ni0t over·schrij dt. Di t kan natuurlijk nog op v&rschillL:n•,= 

de wijzen gebeuren. Bij een tv1eezij digo toets is een voor do hand 

liggend0 kGuze wel dio, welke bewerkstclligt, dat, als do hypo

these H juist is, de kans op ewn v ✓ eg door het kri ti eke gebied 
0 

dicht langs Q ongeve,_,r even groot is als de kans op eon weg 

dicht langs R. Goschiedt de keus op een andere wijze, dan zal 

de l1ypothe.se H cerdo:;: verv1orpcn vvordon als b. v, oun al torna tie•· 
0 

ve hypothose H juist is, "tr1aarbij e0n grotero l{ans is, dat do wog 

h0t ondorsch0idingsvcrmog0n van d0 toots is voor boide mogwlijko 

al tur·natiuvo hypotb0sun onge:lijk. E0n andero voor· du hand ligg~n---
' ' 
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' ' . ' ' 
Du som hiorvan b~draagt n,027. Zoals m\.Justal bij discrete waar--

schijnl ·- h · ~is hut h~er onmogelijk ~on kriti8k gebied to vin
dun Dl..Jt 00n onbGtrouvvbaar·huid van prvci0s o( = 0,05. 

• 

In plaats van aan tG gGvGn of h~t resu.ltaat van ecn oxp~

rimunt al dan niet in e~n kritiokc z8no valt, zullun vcl0 ondur

zoukGrs li0ver· d8 over schrij dingsl-cans a2'..ng0ven. r~\..:n zou dvze 

kunn~n dofiniJren als d~ onb~trouwbaarh~id van a~ kl~instu kri

tiek0 z6nu, di~ nag juist h~t r~sultaat b~vat. Do g0rusthoid, 

tvr zijn, naar·mat\J d0zu in v~n lcri ti\..:kc zOnu m'vt e~n lcl0in0ru 

onb0trouwbaarh~id valt. 

Om du twv~zijdigo ov~rschrijdingskans 

l0n v:1ij d0 waardun van P op vo·or du bij h~t 
rju 

t~ bJr~k0non, t~l

~xp~rim~nt guvon-
dun waardo u van u en voor allv waardun van u, , 
kloinwr is. Zoudun wij in h~t g0g~vun voorbeeld 

r = 11 voor u de waard0 1 guvondun hubb0n, dan is de overschrij-• 
• 

Indiun du vraagstelling bij hvt ondurzo0k dusdanig is, 

toetsing g0bruikt warden. In dit geval wil men dus alleun dan 

xM > YM 
is. In ans diagram zullen dus dio wogon tot v0rwerping van d0 

hy:po ... cl10so H lc-iden, di0 dicht langs R rt..:sp. dicht langs Q lo•• 
0 

pen. .,\.ls barridre mo0t0n dus, · h\_;tzij zovc~l van de hoogste waar" • 
• • 

dat nog juist 

zij zovc::~l van d0 laagst~ vvaerden~ da-t dwzv voorwaardu nog juist 

wvrlr0n dan dus mut l:,...;n Hot is 
z6nu gro. 

t 0 r wordt mu 0 r puntun va.n" dt: lijn ss• bovat voor d\j hogo , rusp. 
hvt ondur,,,. 

'-.-_;·,;'-' ,.,··_'", '.. . . , 
,; ~ . ,. . ~- . . 

>,',!•, .• '" '' ,, 
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w~n gog0v0n vurschil tuss~n a~ b0id~ mudian8n, mits liggund in 

d~ rich-cing vai1 a.0 to0gulat~n al turnatiove hypothwsun, dvzolfdo 

kans op v0rwurping bij tw0uzijdig~ toctsing 

pas bij 0un groter Vdr·schil b0staat. 

Do m~diaanto~ts, zoals diu hior gcg0ven is, is, voor hot 

gt,;;;val dat d0 verdeling0n van ;x. un Y:. niut continu zijn, .eun voor

waard0lijku toets. De grooth~id .Z: is n .. l. 0un stochastischu groot- • 

heid. Bij g~gvvun ver·dolingsfunctie F, x un F y onder de hypo-· 

th~so H bustaat 8r e~n kans Pr dat r de waarde r bezit. Toch 0 •1 '""1 

mag do toets blijk,3ns dG volg8nde rodonoring als evn onvoorwaar•• 

dolijka to~ts g~int0rpr0t0~ra wortlen: 

Do barriere B bij r r 

is zo gckoz0n, dat 

u is ab$·cis van e~n 

waarschijnlijkhuid, 

p £.. <;;).... • 
u.e:~ r,u 

Do bctek('!nis 

of in 

komst 

>\., ' punt van do barriore B r 
dat r = r en u e B is . .. r -

• De 

Pr 

woordun uitg0drukt: a~ waarschijnlijkhJid, 
' 

r,u g~vond0n wordt, waarbij ~ du waarde 

• U-E-,.'}a~ , 

Indi~n aus voor ~lku mogulijku waarde van 

zone 

samengostoldo 

• -- p ; 

dat 8~n uit-

r h\Jvft 0n u 

r du barri0rv 

zo gukoz~n wordt, dat dan is dG waarschijn•• 

lijkhvid, dat u in ~0n 
\..t. €. :B , 

~ barrier0 valt _Pr.:..-- P 
u' r,u 

LL€ ..u.,,_ 
=o<, waarbij do sommatie naar r ovGr allc mogulijku 

waardun van r guschi0dt. 

' ' 

' 

' • 

• 

.. 

• 

\ 

• 



• 

De hier gevonden voorwaardelijke verdeling van u is een 
zgn. hypergeometrische verdeling. Wij zullen nu bewijzen dat 

kwadraa.t r , a: a bedraagt. 

Hiertoe merken wij eerst op dat 

r 
.U 

I n 1+n2 -r 

, n 1 -u 
1, waar-

tot 

Immers elke weg door h~t r,ost(Jr ·mor.;t ~~~n 'l3n d, ... 1mntun,lig

gende op de schuine lijn + =r,passeren. Het gemiddelde 

u r 
••• II" 

· · r · H , 0 

In elke term van de som kunnen wij de factor r u u 
vervangen door r r-1 ~ --- --- = u-1 l r-u ~ 

r-1 r behalve in de eerste term 
·.U-1 

indien u 0. Wij kunnen dus voor y. schrijven 

r-1 n1+n2-r 
u-1 n1 -u 

r 
.· nt +n2. 

n1 
De teller van de breuken uit deze som krijgt eenzelfde vorm 

als die van de verdeling van u zelf, wanneer daarin U1 r en n 1 
• 

vervangen worden door u'=u-1, r'=r-1 en 

De som van de tellers is dus g~lijk aan 
• 

Derhalve is 
u r --~- ... ,. .. , . 

' 

Teneinde het spreidingskwadraa te berekenen is het, zoals 

meestal bij discrete verdelingen, het eenvoudigst om eerat het 
r = r;H te bere-
.. """'"' 0 

•• 

"kenen. De berekening verloopt geheel op analoge wijze, daar voor 
r 

voor zover althans u·u-1 niet nul 

V,oor . · :: ~·. '1,-1 · ) wordt zo gevonden: 
• 

Met behulp.van de betrekkingen 
: ' . 

' . ' J • • 

. : ' . 

. ' • . . 

-. • ' ! 

is. 
r. r-1,:x_ n 1 ni. -1 .. 

n +n ·· n +n - ; · 1 2 1 2 · 

en 



2 
er u r=r;H 

0 
2 

kan door eenvoudige algebraische berekeningen gevonden worden: 

u r=r;H 
0 

' P • 0 ~ I I > , > • <. 7 7 O O I ,. 

n 1 +n2 n 1 +n2 ·-· 1 
2 . 

a -- ► co is u asymptotisch normaal verdeeld 

en spreidingskwadraat 

P u=u r= r · H ~-! 
1 

' a • I 7 t O >"1>9 -~ • I • -- a 
Indien de exacte waarschijnlijkheden tengevolge van de gro

nadering zeer practisch. Voor het bewijs van de asymptotische 

normaliteit zie b.v. D.van Dantzig (11] blz. 90-93 en hoofdstuk 
6 4. 

, 

Ter verduidelijking van deze benaderingsmethode geven wij 
het volgende recept, tevens voorbeeld. Bereken bij de gegeven waar

n2 en bij de gevonden waarde r van r en u van u de 
grootheden: 

• 

en 

2 2 er =CJ ·U r=r·H , 0 • 

Voor het in n2=12, r·=11, u=1 
• 

wordt dit: jJ--= 11.8 

Bereken vervolgens 
20 .19 

I t dus cr=1,1. 

11-4 41 
1, 3,1. 

,, , 
Zoek bij dit getal in een tabel van de normale verdeling de e~n-
of tweezijdige, naar het geval zich voordoet overschrijdingsk3ns 

op. Deze is tweezijdig voor de waarde 3,1:k .. 0,0026. De bena-

dering kan nog verbetcrd warden door toepassing van de z.g. conti

nuiteitscorrectie,die in dit geval bestaat uit het berekenen van 

lu- µI-~ 
'cf ' -· 

i.p.v·. de bovengenoemde grootheid. De waarde hiervan wordt bij 
het genoemde voorbeeld 2,6 en de daarbij behorende tweezijdige 

overschrijdingskans is 0,009. 
• 

De exacte berekening in 

dat de benadering vooral met 
algemeen wel betrouwbaar zal 

• 

4 gaf· 0,004. Dit doet vermoeden., 
continu!teitscorrectie over het 

• 

zijn. Dit is ook inderdaad het 

m 



• 
" 

geval, vooral als 
is. Is 

terwijl de 

ne aantallen moet warden beschouwd. 

van twee medianen. · 

§ .•.• ,1 • ... ~,e~~oµy,y,b§:3.~:rp.et.~?.in- terval voor de me diaan. 
S I U El Ci t l t: JI I S t I RS:: I ; ; t ; , ; • I t st ! 

In deze zal aangenoman warden, dat de verdelingsfuncties 

continu zijn, zodat, behoudens een waarschijnlijkheid 0 1 twee waar 
nemingsuitkomsten steeds verschillend zijn. 

In hoordst ~~ IV blz. 76 is reeds in een ander· verband het 
betrouwbaarheidsinter·val voor de mediaan behandeld. \Yij zullen de 

bepaling ervan hier nog eens samenvatten als inleiding voor de be

paling van het betrouv1baarheidsinterval voor'- het verschil tussen 

tv1ee median en. Stel da t de mediaan van de verdeling van de stochas.,. 

mediaan de waarschijnlijkheid ~~x <M_ = • Feitelijk luidt de de 

-- X 

... 
r-1et oog op de s ~ ...... etrie van de verdere formulas kiezen wij de defi.,,, 

½, vvaarvoor wij, wederom behoudens een waarschijn-
--

-·· De waarschijnlijkheid, dat van n waarnemingen de waarde van 

de a•••de waarneming, na rangschikking van hoog naar laag, groter is 

dan de mediaan en de a+1 ••Ste kleiner is dan de mediaan, dus 

X a 
kans ~ ·'cm kleiner dan de mediaan te zi jn. De kans, dat a van te 

., 
voren aangewezen waarnemingen in de nog niet gerangschikte reeks 

groter zijn dan de m.ediaan en de n-a overigen lcleiner bedraagt 
n .. 

wiJze a 

wasrnemingen gekozen vvorden. Du.s de kans, dat er juist a groter 
n ·..l. n en de n-a overigen kleiner dan de mediaan zijn bedraagt a ~ . 

Dezelfde formule geldt natuurlijk voor de. kans, dat de n a - de 
• n a+1 ste waarnem1ng 

• • aan is. 

rangschikte reeks groter en de n-a -d~ kleiner dan de mediaan 
~ 

• n a 1 a 1. ' 

iat. bedraa ,·. 
n+1 n n n n 

i· 1 2 Met dus I Fl~. ' 
. . • • • 1. 1. 

. .. . 

andere 

• 

, 

. 

J_ a i 0 • C • • • • ,• > i ' '\ . .=,--.,,, 
- ··" .. ' . •···,sh'., . . .. ,, .... 

. ' ! ' ., - . . ,. .,, 
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1 2 

X -a 

' 

\Yordt 
• 

l 

n+1 
• 
J.. 

a 

M 
X 

bij 

n 
• 
l 

X .. ·n-a+1 

gegeven n 
' 

n< 1 
r.x 2 

::a: 

1 St t 2 JI llh + 1 
i=a 

i=O 
het er a. 

• 
dan wordt het is, 

n 
i 

I 

n 
• 

zodanig gekozen, 

interval van xa 

dat 

• 

tot 

Veor 9e keuze van a bij gegeven n kan gebruikt 

de tabel van A. VliN T.-!IJNGAARDEN 12 , welke in 

(j genoemd. 

gen1aakt wor den van 

verkorte vorm als -
bijlage lII van hoofdstuk IV is opgenomen. 

-
' erop gevestigd warden, dat : ." .. De aandacht 

- ' 

moge 
-· X M 

···•a X xn-a+1_, 
rJI is. r .. ~ 

ct geen waarschijnlijkheidsuitspraak over de 

grootte van 
X X 

ping onder de index x 
Wi ·tt 

is geen stochasti sche grootheid ! De onderstre-,,. 

wijst er slechts op, dat ~ een stochastische 

grootheid is, ter·wi j 1 M een parameter van de verdeling van x is. 
X 

daarentegen een wa2rschijnlijkheidsuitspraak over de uitkomst van 

een experiment: de kans dat de a-de waarneming van boven groter 

en de n•••a+1 -ste wac:.rneming van boven kleiner aa:a de mediaan 

is, is hoogstens gelijk aan OC. Indien de experimentator dus 
.... 

steeds 

boven en de a•••de wao..rneming van beneden ligt, zal hij hoogstens in 

ongeveer in een fractie~van de gevallen, waarin hij dit toepast, 

e:~n f outieve ui t spraak doen . 

• 2. Betrouwbaarheidsinterval voor het verschil van twee medianen. 
. . 

Er bestaat nog geen method~ om een betrouwbaarheidsinterval 

met gegeven onbetrouwbaarheid ~ voor het verschil van de medianen 

van twee stochastische grootheden ~ en Y. met Yl~~,l~,A~eµrt,ge -v:~rschiln ■r 

lende verdelingsfuncties F x en G y te bepalen. Indien echter de 
•- I ,m 1 ■ rs ze rr a 

continue verdelingsfurictie van x g~lijk is aan F x en die van y 

gelijk is aan F y+d, aan is het wel mogelijk om een betrouwbaar

heidsinterval met gegeven onbetrouwbaarheid ~ voor het verschil 
der· medianen M en JI[ te vinden. \Vij zullen di t a.us 11erder aannemen 

X X 

½ en = = vol_ = M +d ... ;. ~- . ··=- y_ Y.. - X. 
of wel M - M = d, zoda. t d het verischil tussen de mediaan van de 

X V .,., ..i.. 

ver·deling van ~ en die -van de verdeling van 3:. is. 

· Beschouwen wij nu de grootheden ;_' X 

deze grootheden a~zelfde 

!If en x.' 
X 

1 

..... , -"'tr •. ,. ..I... 

Het is d.ui~elijk, dat 

resp~ F y' bezitten . . ~ 1 . ' en dat hu.n mediaan gelijk is aan nul. 
' 

,,. F' XI +M F .. ·. t ; ·. · · · . = · · . X. ' 1 . y .. · ... 
-'. ' 

M • 
X 



• 

• 

' 

waarnemingen zijn van de stochastische grootheden ~r en~• ook onbe-. ' 

kend; bekend zijn slechts de grootheden x. en y. die waarnemingen 
l l 

zijn van x en X• 7el kan berekend worden hoe groat de waarschijn-

lijkheid is, dat in de ·naar grootte gerangschil{te reeks van de ver-.• 

grater is dan de V··• de vvaarneming van y_' dus y en tegelijkertij d 
V 

....... """---'U. ""'"' :--4.l ~ V -:I_ C .... -'U. -z;_ y_ 0 
(f) . 

t 

~· 

x' :-u 

X I -~/I 
-U X 

y ,,-~/I 
V -:f. 

X -u. 
Dit betekent echter, dat als u en 

~ V --U. 
betrouwbaarheidsinter.~val voor het 

n,l. d M .gegeven 
1•.,- :I:... 

wordt 

= 

M 
X 
•• a 

X ---u. 1 

dus 

v zowel als u' en v' zodanig geko

van een 

verschil der medianen van x en x 

Yv en xu, y 1. 
V 

\Vij zullen the.ns 
• 

xu Yv 

de mogelijke keuzen van u, v, u' en v' be

een bovengrens van het betrouwbaarheids-perken. Aangezien 

interval voor het ver-·schil van tvJee medianen is'} is het .redelijk 
• 

om u te nemen~ Dit betekent immers, dat 

wij als bovengrens van ~1 - M nemen het verschil tussen een waarne-
~ X . 

ming grater dan de e111pirische mediaan der waarnemingsreeks x en 

een wa~~rneming kleiner dan de empirische mediaan der waarnemings

reeks y de reeksen zijn van hoog naar laag geordend. Om dezelfde 

en v' 

n1etrieove:r·wegingen zullen voorts deze grootheden dusdanig gekozen 
, 

worden, dat u + u' 

zal vvederom 

gebruik gemaakt warden van de grafische voorstelling, dio wij nu 

getekend denken voor de reeksen x' en y' en waarin wij dus de bij 

de steekproef behorende weg niet werkelijl{: lrunnen aangeven, daar 

wij wel de waarden van x en y, maar niet die van x' en y' ke·nneno 

In di t schema hebben vvGer alle mogelijke 1;vegen gelijke waarschijn

lijkheden, wegens de aanname H. In plaats van een verzameling wegen 

als kritieke z8ne te kiezen, zullen \/Vij nu de wegen van een derge

lijke verzameling uitsluiten, d.vv.z. aannemen, dat de bij de steek .. ,, 

proof behor8nde onbekende) weg niet een van deze verzameling van 

wegen is. Kiezen wij deze verzameling zodanig, dat de kans op ~&n 
• 

van deze wegen ft1.. is~ dan bezit onze bewering, dat de weg., buhorend 

b:ij de ste~kproof, ni,et aen van dG ui tgesloten v0rzamcling is, f,.;!t.;;n 
. _ , --•Iii£ Cl II ;·~ l 

I , • ' • 

,,o, ' ... ~ ,, · ... ' ' • ... •. ' 

• 



tr·ouwbaarh0idsintorval voor a bt..:paald \vord1.Jn. 
• • lit - ' • • • .. , 

-5 • • ll • • • • . • • • 

• JI • • • •-·• • • 

• ,_. . . . ,, , . • • 
' 

~- . ..-., • . . .,, • . 

I• • •-• • " " )( • * 

o· .; ;_ ~ :., ;- ·~ r 
Fig. 3. 

Grafisch0 voorstolling voor d~ b0ruk0ning van 

m0t u=J on ·v=4, u 1 
• ·7 ,r' en x 1 < 

-.L.y --u• I 

~n v'=3 

In d8 figuur zijn aangeg0ven 2 x 4 horizontal~ lijnen, 

- .. 

vvaarvan clke V'leg, diu cun groupc.;ring van de groothedon x' en y 1 voor ... 

st1¼1:t,,waarvtxr mldt x' y' en x' y' er twe(; moet bevatten. JJi t 
o- u v u• v'' 

bctekent, dat ellro vvog,, die door eJn der punt en m0t aangegev0n 

00n gro0pi..;ring 

Dus, m.a.w. 

voorstGlt, waarvoor nidt galdt x' u y' 
V 

en x' u' ' y ' ,. V 

x' -u 

• 

• 

\T 1 \JU X l 
.J...y ----u .. ' ' ..._. X..v 1 • n1 + n2 

n1 

• 

Ui t dv b~:porkingun, _· di u aan de. groothoden u, u •, v ·en v • op-

gelegd zijn, volgt in d8. ~ersta plaa~s, dat een verboden weg 1 h0t-
-

zij efn of meer der punten Xmet = 2, hetzij j0n of meur d0r 

De 0erstu r0~ks w~g~n 

karakt~ris00rt groepuringen,. 

di1J e0n punt X mot ... 2 pass0r0n 

waarvoor de tw~vdu 

revks di~ ~en punt X met 7 .. passeren groupQringon, .waarvo or 

geldt x' u' 
opll.; gd0n, 

-
• 

y' ,. Door de berclrkingGn, die wij 
V 

geldt dus: 

x' 
Fil a u X. 1 

V 
en t 

t.f.u r J 1 

te . x.-• • • • , • ... , 
.,. • 0 ... -.. ,. • • • • ,, • 

• • • • • • • 
• • 

• • • • • • ••••• 
't• • - •- ~ • • • • • 
l,,i.. • A ., • • • • ., .. 

a . . 
0 / 

. X' . ---u. 
• 

aan u, u t , v 0n v' 

.., 
:x:' V 

•• XI t 
. "U . . ' X. ' • V 

Grafisch~ voorst-ell.ing voor 

m0 t u::::3 , v· · 4 • 

de. ber8koning van 

. ·- .. .... -~ . l

., 
1.Jnen 

• • 
. . ... ' . 

x' u ' ;L' 
V 

Alle wegen do.o:c. ... eGl'!···pu.nt x. moet0n langs 

van = 2 naa.r: .. == 3 gaan. Het a:?.,n ta1 A ... , ~., .... ,. 

G0n dor aang0gevun 

dezcr wugen is: 



• • i.n2 • 

• 

1+i • u n1 u+n2 J. A 
Uu• 1 • 

n1 u 
J.. V 

Do l;~rsto binomiaalcoufficient g0vft hot aantal v~ogen aan van 

naar e\.:n puntX-.. met cefordinat0n _ :::= u-1, = i, do twe0de· heit aan-·• 

tal wegen van dat punt ~langs hvt getrokken horiz~ntale lijn 

naar • 

Uit de grafischo voorstelling velgt dchter, dat v~er di~ 

aantal wegen eok nog oen and~r0 ui tdru_kking g~venden kan wc.,rdon,, 
l d , , d Elk0 weg, die door c0n punt X gaat, gaat n •• ook oor cen er pun-

ten ©. Het aantal wegen A dodr el;n punt )( is dus cok 

j=u-1 · 
,· · · u+v-1 

j A= waarbij max O,u+v-
• 
J= 

• 

• 

• 

~1Yij vinden dus 
u-1+i 

u 
u+v-1 1+ ... u- -v:1- 1 

x' < x' --U V 
A 

n1+n2 
n1 

In MOOD 4 
• 

• 
1.--V 'lo • ◄ J o ~ HF· ■ t 7 I II O I 7 7 I I ' 

16.4 wordt de bepaling van het betrouwbaar-

heidsinterval van de r11ediacro 1:ehandel d, zi j het niet met behulp 

van de grafische voorstelling. TvIOOD geeft alleen de eerstc formu--•· 

le voor A zie boven. 

De bepaling van de rangorde oijfers u en v kan nog op ver~ 

-.chillende mjz~n gesch_iedan. Zij zijn slechts aan de voorwaarde 
gebonden dat 

Voor 
door 

< y;_v <oZ, waarbi j u' -u en v' 

• 
1.S een bepaalde waarde van v 

bovenstaande betrekking bepaald. Bij verschillende waarden 

van v zal u echter ook verschillende waarden aannemen. Een rede•• 
' 

lijke k0us, die echter bij grotere steekproeven vermoedelijk niet 

het kortste betrouwbaarheidginte:rval geeft, is die waarbij u+v 

■• I di l 

• 

n1+n2 
,, ,~, • •

2 
•

2 r·esp. • 1
, ~% , cl).t is dt..s a Q mediaan van het gehele :piateriaal. 

In MOOD 4 16.4 wordt aangegeven, dat,voor er ote waarden. 

van n 1 en , waarbi j dus de normale verdeling als benadering van 

de hypergeometrische verdeling gebruikt mag warden, de beste kt;US 

voor u • en v_1s_: __ • 

n1 I . 
' u ,..._, a Pt • 

· ·.·n1+ ...... 2 
·, . 

. ., ' 

' . 
• • • I . ' 0 

' it:, &, .... ·.· •. , .. ·....•... + 
' . , . 

• 

' 

. · .. n.1 + 

• 

' • 



waarbi j c aan de betrelt 1~ing 1 
,·r"P• , •• I •-• e 

t'l...' ... /,-, 
dt 

het 

c< voldoet. 

tussen de mediaantoets · en l'let betrouvvba8..rheidainterval v\:>or·· de mediaan. 

Dit verband is niet geheel toevallig. Uit een toets ken steeds een 

betrouvvba~.rheidsinterval ~1fgeleid vvoraen en o:tngelteerd. Toch is hier 

niet geheel gelijk zijn. 

-u-v+1 
. J n1-j •. ,J 1.0 It W" e ,.,_,,._ _____ -..,_.-,._., ,-.,:nv-..• --""K.....,.sr·;......,, 1, ,..__. __ _ 

n1+n2 
n1 

de gi- ootheid u+v-1 vervangen wordt door r, 

dan herlcennen vvij hierin a.e tli tdrukking, die bij de eenzijdige · me

diaantoets gevonden wordt voor de wa~rschijnlijkheid dat, ender de 

gelijl{heicl. der· ve:r·delingen van ~' en -s:_' -:_)ij de r· groot

ste waarnemingen van de gezanenlijke reeks der waarnemingen x en y, 

u-1 ,r1a.::Lrne111ingen x of r.1inc~01j voorkomen. Voor P :x' , > ..... _.,.,...' , v,ordt een 
. ""t.l -, 

..r....a 

over-eenlco111.stige ui tdru.lr1::inc· gevonaen, echter met in het alge111een 

een andere waarde voor r n.l. u•+v' 1. ~anneer u+v-1 = u'+v'-1 

dan is de ove1""eensternrning ecJ·1ter· vol1con1en. Da.2Lr v1ij gesteld 11ebben 

dat u+u' 
volledige overeenste1n·:1ing -;-.-1e~t de foroule van de toets van I·:e~~.1elrij1c 

verlcregen~ indien r = u+V·• 1 
n +n 

het bovenbedoelde verband tussen toets en betrouwba -rheidsinter·val: 
• 

P x' < y' betekentQ de..t er onder· de u+v-1 = r groo~tste waar---u I ""V 11 

nemingen van de gehele serie ten hoogste u-1 waarnemingen x voorko-

' ' . men zie fig. 4, analoog 

De hvnothese H van ,.., ..... 0 

lingen van~' en x' wordt 

de gelijkheid der medianen van de vej_'.'·de

ver·vvoruem als er onder de r grootste vvac.lr--
nemingen der serie u-1 of rt1i21der· -v,a'-~rnemingen x voorkomen, res1). 

v'-1 of il1inde:r· 

ofvvel 

X 1 ... 
'-"U 

' < 0 dan w el x ' , • ,. ., __ ' 1 > 0 • Daar 
- -1,l -· 

M 
X 

. -
t 

X 
"- ;il ■u 

~ 7 Y.. 

. X t •. 
-u 

V 
11 

X 
'ft" ••1'111 

~I :x: .,, , .. 

I "'- \rt 
-· 1 .,,,. .i-v, , 

en 

111edianen van 

~, en y__ verv1orpen wordt. De grootheid u-1 kan 1 op de bij de bes::>relring 

van de toets •van Hemelrij1.c aangegeven met'·:rode dusdanig gelcozen v,orden,,. 

dat d.e · ·· 
' 



• 

< 

.... ,-
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Blz. 138 • 

> X ..__"U_ I 

er· Aen d t h t · lt a t - a e dusdanig u:1_tva ·, a 

.dat als 
X X 1 , "' 'Y..v ' > . .. X,_ ----'Ll X y_ 

heid der· ver·delingen van x en x·; !]...._iet ver·worpen vvordt zolang d ligt 

en ¾• 
dra d buiten deze grenzen valt. 

Tenslotte 1rroge hier nag gewezen warden op een artikel van 
• 

\7ALSH 13_, waarin deze volgens een andere theorie dan de hier be-

handelde een betrouwbaarheidsinterval voor een mediaan geeft bene-
• 

vens een daarmee samenhangende ·toets om na te gaan of de 1·11edi,1an van 

~en vordeling ve1~scl1il t v~.11 e :.n van te voren ge~geven gotul_ • 

]~~-_:_r·bi~j wor·dt als go~~•~;ven v0:;~·or1dcrstol.d._; dat de v1n.::~rscl1ij1:·1lijJ_t•• 

~.1cids-\J"or·d0li11gE:;n der s·to cl1r;..1.stisc11:.; gro othud ..... n syr,J .. ctrisch 

ling 

• 

Ook hier r11oge een reJcenvoorbeeld geg ·. ven v1orden voor de bepa

van het betrouvv1baarheidsinterval voor het verschil va11 tv:ee 1r1e-

dianen, vi1aarbij aangesloten -v·1ordt o 1 het getallenvoorbe :ld var1 blz. 

betrouwbairheidsinterval met 

onbotrouvvbaarheid O) 05 moet ~c.tet behulp van een tabel van de nor1i1ale 
(. _ t.';J~ 

1 verdeling c bepaald worden uit: e at 1~ )(. O 05-
~ ' . 

-~ 
Gevonden wordt c -- 1,96, s: 

u·= 8 
rat•■ 

2 
1 96 8 

• :sn··"z ;:-;: ••• 
14 

2 8 + 
4 •• 1,97rv 2 u' 8+ 1.,.,,2 7 

V 
6 

•1:t I ,p 

2 2 8 + 6 
=·· 3 + 1 , 70 ~ 5 v' 6+1-5 2. 

Als grenzen van het betrouwbaarheidsinterval met onbetrouw
gevonden 

X , • 
7 

~ Y. 
wordt aus 

Een directe ber·el{eni116 van de onoetrouv,baarheid is hier nog 

14-2• 11 7+1 
. 1· 8,. i 

·==7 - .... i= 0 1 -·-----""'~" .... ·t• ,,:,... .. 1111: .• 11.lj,; •cl -. - .. 1 . ["t':J•· \t1M •SiJ"lLJo.iMl,,U: 111 ;q,..-_,a. .... a,,,__..._,.,,,lliJ.:.•~wous1'0•\ · ·-,.. 
·,.,, • ·•-'" . ,,,., •• ,,, a'"·'"' ~ .. . 1 ~ 

. . e 

98 
., .] rt ,_. " ""'" • • ... 

3003 



~7ij · vinden dus 

.. 0,33 > 
met onbetrouwbaarheid 0,033 

M ,,. M > · ,,. 4 . 7 5 of we 1 
.x x.. ~ 

0, 33 < ]!i ..- M < 4, 75. 
Y. ~-

• 

Aangezien het betrouwbaarheidsinterval nul niet bevat~ wordt tegelijk 
• serie 

I en serie III van pag. 119 een gelijke ve.-:: deling hebben. 

7, De toets van Smirnov. 
· - - ~ · __ ....__....__._.,__ tlr 1ft c • er 

Zoals uit het in S 1 opgemerkte valt aI te leiden, is de toets 

tegen al ternatieve hypctl1esen I-I, die vrijvvel aan geen beperkingen 

als aan 

c1e al terna ti eve hypothesen I-I de beperking opleggen, da t de verdeJ ings-

functie continu 

Onder een 

stochasti 

• 1s. 

alternatieve hypothese H zijn de uitkomsten 

bezi tten., 
n2 

ling onafhankelij}c verdeelde stochastische 
2 

die oolr allen eenzelfo.e ver·deling bezi tten) die even\~1el in enig op-

zicht verschilt van die van x. Dit verschil kan b.v. bestaan in een 
a,_. •~I 

verschil in ni veau, in v1ellc geval dus oolc de mediaan-toets of de 

toets van T:7ilcoxon geb1'"'uilct kan ~,orden ~ 111aar ool-c in een verschil i11 

epreiding, of in een ver,schil in scheefheido In de beide laatstge

noem.de gevallen hebben de mediaanto e-t; s en de toets van ~.;;Tile ox on ver

raoedelijk beide een zeer gering onderscheidingsve~·r11ogen. 

Als toetsingsgrootheid wordt hier gebruikt de maximumwaarde 

d van het ver·schil u u em••· 
• 

pirische verdelingsfuncties van ft en x zijn, 1 als 
n1 

met 

het vooraf gaande .Y.~P::-..1~~-~j,p._ ,,n .. a.~.r..,. e;r,~.9.t. ger·angschik-c denl-cen. De defi, -

. . ., ' 

•• 

x1 
2,0 

0 20 
' 

x2 
2,3 

0,40 

X3 
2,4 

0,60 

F u 1 

0,25 

2,6 

• 

n2 J - . J + 
en en van hun empi •· 

n1 n2 
respectievelijk: 

1, 00 

3,3 
. 

' ' ,,, ' . ' . 
l , ' . . c, . , . 

::':·1:;.,·;_·:-1:_::•-i:•_.,:'.· ::: ; '::: _- ., 

' . - . ' 
• Y1 Y4 . . ' 

. . ' ,,·.,_(,'-:.-. ' ' ,- . ;_, -. '• . ;1,,.,,_.,,: 



• 

dan is 

111a.xj mumwaar a e bedraagt 

mnximurD in het interval 2, 4 ~- u< 2, 6. Deze 

hier 0~60· onze statistische grootheid 

d - 0, 60 o Tie onders-ta2..nde figu.ur· raoge di t nog toelicl1.ten. 
Ft u.) ! 

! 
1 
I 

t 
l 
• ' 

I 
! 
l 

\,O l --· ___ .. __ ~-·-- ~'" ...... -, ....... _ ... _' _,.,. .. -..... 

. 

--- 't • .. --'---·---·•--- --A----- _______ .. ....... ....... .__._ ~~- t --·--

o' I 
Fig. 5 

Grafische vporstelling van de bepaling van 

• 
lS Het 

d = 1110.X F U 1 

dat d een grote waarde zal hebben, gering is:i ter·v1ijl daarentegen 

als de verdelingsfuncties van de stochastische grootheden ~ en y 
' 

voor een of andere waarde van u oak een 

~idelijk verschil zullen ver·tonen. 

V s zal d onde~· de hypothese des te kleiner zijn naar, • 

groter zijn, daar dan 1 behoudens 

en e~;n klein8 vva2¼rschijnlijlcheid, 

F0 u tot de ware verdeling van 
G 

~ en X.. zullen naderen. I-Iet zal blij.,, 

ken dat, ender de hypothese de.grootheid d van de orde van 
tr---................. __ . __ _ 

n1 n2 
T,~fij zullen nu voor het geval de beide steekproeven even groot 

zijn 

rckenen. Daarna zal de as -::..ptotische vvaarde van deze waarschijn-,. 

· lijkheid voor n-,. co af geleid vvorden. Deze as ~ ptotische f ormule 

gcldt ook met een klcine wijziging voor ongelijke steekproeven, 

doch het bewijs hiervan zal hier niet gegeven worden • 
• 

8 • 
. , ' . 

Aangezien de steclcproeven even groot zijn 1 hebben beide em-
• 

pirische ver·delingsfu .. ncties voor iedere u de vorm JI 1.,1 
1 

• Ii 31ft 

n 
i-·O~ 1 j ••• ,n • u - heeft dus ook 

h 
~ h=0,1, •• 0,n. Derhalve is P > -- d }I 

de vorn1 

constant 

h-1 
VO or .,. · ··· · · · < d ~ behoeft aus allecn be-

rckend 



< n is, zodat gcldt: P_max > 
• 

- p > • h geheel Nu is 

in d8 naar groottc gorangschikte reeks der waarnomingun 

van y. 
J 

j, zodat, wannour 

• 
l 1 ' ••• ' n-1, j • • e ' n-k, k 

dent~ Vbranderingen als i 0 of i 

x. 
l 

~ y. 
J 

0' ••• ' 

• n T'v'Sp • J 

van u in hut interval X. <: u < y. g~ldt: 
1 J • 

• 
l. j .... 1 ' 

on voor waardGn van u in h8t interval 

0, ••• , k-1 : 

u u i . I j +h • 

van klGin naar groot gorangschikt, 

1 Gn de waard0 

• 

0Vl-

1? voor waar di.;n 

u 

dus gvvonden door voor alle plaats~n, waar h0tzij 00n x d~or c~n 

y govolgd wordt, of o~n y door ~~n x gevolgd vvordt, de absolute 

waarde van het v0rschil der 

gctallen de groots-t;u ui t te zoeken. 

In de grafischu voorstelling wordt dit grootste verschil 

gcvonden door dat punt van de w~g door h0t roostor van O naar P 

op tu zoukon, dat in Vbrticalo richting hut vor·st van dw diago

naal OP ligt ~n dus ook in horizontal~ richting, daar du diago-

maakt • V•or all0 vvvgl;n, di~ door e\Jn punt , t op \.;un 

+ h gaan, ?--... h~ zeals ui t 

hut voorafgaand~ volrr-+-. zi0 fig. 6 • 



/ • 

H 1' • r - • 
l 

• 
,/ I 

/ 
• 

• I • /' I,. t-- - • 
·" l • 

/;-· 
I 

/' J. • ✓ tt· .. 
/ l .. 

. / I • 
/ 

~ 
,,.. 

1 ... 
J' 

✓- ... 
I . • • T 

, 
·" • 

r , . ... 
I 

. • • • ... 
• • ., 

• • 

l·· ✓ • • • .. • . . . I • 
•• 

• • 
,' 

I • • • • • 

•· •· L _.J - - .. • 
,D G:. 

Fig. 6 

• 

wel max u 

Du lijn GH h~~ft als vurg~lijking 

... 2. 

u 

5, h 

nr u 2 

2, d n 

of 

2 
·s· 

+ 2, du lijn 

do guvraagd~ wa2rschijnlijkh0id P t8 vind~n, mout dus b~paald 

worden hut aantal wug0n van O naar P, welku hutzij 00n d~r lij

n1...;n 

is dan gelijk aan dit aant-al, gedewld door ht..:t totaal aantal 

wugen van O naar P, nl, 2n 
n • 

Wij zullun dit ~robluem in twG~ phas~n oplosson. E~rst 

zal h~t algemune proble~m behand~ld worden 

van O naar Pin o~n r0chtho0kig rooster, m0t 

du lijn GH m~t vwrgulijking 

hot aantal w~gcn 

doorkruist, Vt;;rvolguns zal, m0t b0hulp van du 09lossing van dit 

proble~m ons eigonlijku vraagstuk opgulost wordwn. Du mo0ilijk-• 
• 

huid hi~rbij blijkt t~ ligg~n in h0t f\;Jit, dat or,voor wa&-rd~n 

van J· boruikun of door-
+ 

. · . •·· · kri l J... 1:1, .. n . 
~ . ' ¾ -- )ii.J· '--
' . 
, . '. ' ' 

'. ' ' . . 
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• 

L.r• El; a1in van hut aantal wu en, da t d0 li ·n .... - . ...___~--~ 
of doorkruist. 

~ . . 

Indiun u1...:n vvog van O. naar P in 00n roostor· m..Jt zij dun 

• 

aoorkruist 1 dan butolcunt di t ~ da t erg0ns in du g0zan1enlijkt:; r~t;;ks 

d0r naar grootto gorangschikt0 waarn~ming~n x on y hut aantei lut

turs yj getold vanaf h0t bugin, h~t aantal lottcrs x mut t0nmin

stc h ov~rtreft. ~s prob1e0m is nauw verwant mot hot proble0m 

uit de klassibko waarschijnlijkheidsrokening van du ruinGring 

van spDlers: indi0n do letters x evn gewonnon partij end~ lut

ters y evn verloren partij betck~n0n en de inzct stc~ds o~n gu.l•• 

don is, dan is 01..;n porsoon m8t c0n pe\,J lk:api taal van h gulden g0-• 
' 

ruineurd, zodra in du scrio van gewonnen on verloron partijen hot 
• 

aantal vurlorcn partijon lotters y het aantal gowonn8n partijon 

letters x met h ovortreft. Ondor dezo inkloding is door WHIT

WORTH het :problur:;1:11 langs algebraischo vveg opgolost ·.-.1-IIT~.~!ORTH 14, 

Proposition 39 • -.-.'ij zullen hier do oplossing u .. i t d0 figuur langs 

cun 0~nvoudig0 wcg aflGiden. 

, 

L 
~ ~ k 

,.. 

• 

• 

r- .... ------ -
I 
I 
I ~--- ..... 

• • 

• 

• 
F 

• 

♦ 

............... = • 

• 

• 

• •1\. 

• • 

• • • • • 
K 1l 

Fig. 7 
Bepaling van hot aantal wegen van O naar P, dat do 

lijn GH bor0ikt of doorl{ruist. 

Eikw weg, diu althans GH beroikt 9 kan door om.klappcn om GH 

van het de~l van O tot hot punt F, waar hij du lijn GH voor hot 
• 

corst borE::ikt, ondv_bb0lzinnig vvrandurd wordon in e\,;n vvog van O 1 

naar P. D0 coordinaton van het punt 0' zijn = ---11, = h, zeals 

uit do figu.ur volgt. Andor.zijds kan C;lke vv0g van 0 1 naar Pj die 

noodzakclijkurvvij s do lijn GH moet doorkruisen, ondubb0lzinnig 
• 

veranderd worddn in 0~n v,Gg van O naar P door 01~11.klapl_)Bn van hot 

dec,l van du weg van O tot hut punt F, waar· · · do lijn GH voor he:t 
' 

ou~st bereikt, om d0zelfd...; lijn GH. HiGruit volgt) dat h\..7t aantal . 
. .,, ' . 

, :.· di~ wogen van O naar P, dit: du lijn GH er guns buruil.cun of door-• 
• • I • • 

ge1ijk is aan hot· aantal v1egvn van O' naar P. Tii t laa ts t 

aantal is ec11ter· ~1et a.i1.ntal wegen in een roos·ter met 
' 



zijdon 

aantal dvr wugon van· 0 

doorkruisun is dus ook 

naar P, di\..! 

n 1+n2 
n1+h • 

10. · Bu~aling van hut aantal der wu un 

•• J .. 

d . ,, b ·a f iv ~vn van 01 0 0 ______ ___, ______ _.._.__ __ _ 
buid0 li ·non~- th bGr~ikt of doorkruist~ 

I M 

Indi~n hot aantal wog0n bupaald kan wordcn diu h~tzij ~Jn 

van 

van 

max 

beide ofvvel beide li jnen ~ == - ± .. h snij den, dan is het probleer.a 

u ~ h~ dus n1ax 

\1.'ij zullen bovenbedoelde wegen classificeren in vier ca

tegorieen: 

A. Wegen, oie uitsluitend de lijn 

bereiken of dootkruisen deze wegen 

meen met de lijn _ - h. 
t 

B. Wegen~ die uitsluitend de lijn ~ 

bereiken of doorkruisen deze wegen 

meen met de lijn ~ = ~ + h. 

+ h een of meer ma·1en 

hebben dus geen punt ge-

• 

---, h een of ro_eer -malen 

hebben dus geen punt ge-,□ 

C. vVegen, die-eer·st voordat zij de lijn = t .. h bereikt heb 

sen en vervolgens de lijn~ 

Na het bereiken der lijn 

h bereiken of doorkruisen. 

.... h kunnen deze vvegen de lijn 

+ h al dan niet nogmaals bereiken. 

D. Yifegen, die eerst voordat zij de lijn ~ ... + h bereikt heb-
~ 

ben de lijn ~ · · h een o:f 

sen en 

Na het 
vervolgens de lijn~ 

' 

bereiken der lijni=_+ 

meer malen bereilcen of doorkrui--• 

+ h bereiken of doorkruisen. 

h kunnen deze v;;egen de lijn 

.. ,, h al dan niet nogmaals bereiken. 

Het is duidelijk, dat deze vier categoriea1. elkaar ui tslui ten. 

De wegen behorende tot de categorieen A,C en D vormen samen 
• • + h ber·eilcen of doorkruisen Vv1.J 

noemen deze tezamen de groep a van vvegen • De v-1egen behorende tot 

de categorieen B, C en D vormen samen de wegen groep b , die er-

slui ten elkaar niet uit. 
s,r 11 ♦ I ca ••1 t• . ~. . 

·. A,/B, C en D resp. a en b. 
' . . . . ' ,, 

' ' ' . . 

' ' ' ' : 

' . .-

' ' J 

' 



Verder geldt: 

A + C + D 

B + C + D 
a 

' 
b. 

Gezocht wordt echter· J~ 

nu: 
a+ b = 2a A + B + 2 C + D > 

dus 

l~+B+C+~O 2a C + D 2 a 
Het aantal wegen a 

Di t bedroeg 2n 
n+h 

is reeds in de vorige paragr·aaf bereken d. 

over het aantal we•-·· 
D~en 
0 D tE? berekenen, 

-
gens de lijn ....... 

aantal D ber·ekenen 
+ 11. ber·eiken of doork~uisen. 1:,rij zullen di t 

door een herhaalde toepassing van het rotatie-
principe, da t 

tG vinden. 

• 
in 

H''\ I\ 

H p 
- ". 1· -···-----,-------·-------··---

1 • I 

l I .. 
•' 

,.,,.,· --s 
• 

• ./ 
•• ,/ 

• ,· ., 
.,✓ 

• 
/ 

----· , 

/' ,\j'' 

_..(J 

Bepaling van 
GO 1 = 0 • G ~-

' 
....__, ___ _ 

_,.. 

·" ,, 
• 

' 

/ 
_.,,r 

/,.. 
,/ 

/ 
,it 

·' 

'--·---- .. ---~-·-•-- _.,.. ______ -----' 

Fig. 8 

het aantal we gen D. OR -· OQ 

GiVQil = ho In deze figuur is 

n G'O , 
voor de 

lijlcheid het rooster en de \tweg·: van O naar P niet 

kend. 

OG 

duide

gete- ~ 

Een vveg D in fig" 8 is ee:1 t,~veg \'an O rn.ar P, die eersj; G'li' bereikt 

en eventueel doorlcruist en vervolgens GH bereikt en eventueel 

doorkruist daarna kan deze vveg eventueel weer G' I·I 1 bereiken • 

Door o~~;lappen om GH van het deel van de weg tussen Oen het punt 
• 

waar de vveg voor het eerst GH bereikt, wordt deze ondubbelzinnig 

getransformeerd in een weg van 0' naar P. Deze is \:,,eer terug te 

transformeren op ondubbelzinnige wijze, door het deel van de weg 

· tussen o• en het punt 

GH om te klappen. ~ij 

waar GH voor het eerst bereikt wordt, om 
de eerste transforma.tie · wa2i.rbij O in O 1 

. " ' ' 
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kom.t vvordt G'I1 1 getr·ansformeerd in G''H 11
• Het aantal wegen D is 

• 

dus gelijk aan het aantal v\/egen van O 1 naar P, die G:tI-I'' bereiken 

of doorkruisen voorda ~ ... ~_ij __ y_oor·. _q_e ... E? .. ~~s~.~. ~?.-<?-~ ... Q-:f!.~,.9 .. e.:r:.~_=!.J~eg. Een 
vveg ala 0 1GSQP is dus niet de transfo:r·1r1atie van een v1eg D, daar 

deze v1eg de lijn Gt 1I-I' 1 pas bereikt nadat re _;ds de lijn GH in het 

punt G ber·eikt was. ~i:)eze weg is de ge.tr·a _ 01,:111eorde van e<:!n weg 

A? n.l. van OGSQ~?o 

doorkruist, nnen wij door eun overeenkomstige transformatie 

· nu wentelen om G';I-I'i berel{enen. Het is dus gelijk aan het aantal 

v~egen van 0'' naar P. IIieronder behoren die wegun tot de categorie 

D die, voor zij G•iH'; bcreil{en niet de getransformeerde van GH, 

n.l. G'' 1 Hv,, bereiken. Daar de zijden van de rechthoek, waarvan 0;' 

en P de einden van een diagonaal zijn, resp. n+2h en n-2h bedra-

gen, is _ verrn.inderd 

aantal der vvegen van 0'' naar P, die Gi,, H''' bereiken voor zij G''H'' 
• 

bereiken. Dit laatst genoemde aantal wegen, kan door rotatie om 

G~1
• Hi" we8r op analoge vvijze berekend warden en bedraagt natuur--

lijk _ vJegen van Qiit naar P, 

die de getransfori.!1eerde van Gv 1H11 bereiken voor zij G11
t Hv,, ber·ei1r0n 

cnz. 

Het aantal wegen Dis dus gelijk aan 2n 
n,, 2h 

• 

. ,, 

waarbij de r~eks zolang voortgezet wordt als n - ih > 0. 

+ 2n 
4,._ • - It , n- J. ... 

Het aantal wegen van O naar P) die een der beide lijnen of 

beide lijnen = .. + h ber·eiken of doorl-truisen is dus 

-
2 2n 

ll=•h 
. , , 2n 

n--2h + 
2n 

n-3h • • • 

waarbij de r·eeks zolan[.; doorgezet moet warden als 11. _ ih ?.'" 0 is. 

Aangzien het totaal aantal wegen van O naar P gelijk is aan 
2n 

volgt hieruitj dat n 

2 

2 --... n o 

2n 
n- ,h 

2n 
n-2h 

2n 
n 

. " . 

+ 
2n 

n- h :::.-..------ • 



• 
• 

• 

• 

11. D~ as ~ptotisch8 verdelin van 
~..-;;;.;.;._;::...:::;::.::=:...; 

het 

Voor 8nigszins grot~ wa~rden van n is 

• 

• - . 

~n 
~h 

• 

2': d H · en --'------· -o,--

u 
7 

de bbrekuning van P 

-
2n 

n,,-ah 
:: .. ~ _a_ .. "_,;1;,__ ______ _ h zeer on1•ni 

' 

u u 
2n 
n 

waarbij d 

sls.chtig. Het is der·halv~e wenselijl{~ om een as ~ ... ptotische 

te leiden, die blijkens een numerieke berekening voor n 

vrec1igende ui tlromsten geeft. 

formule af 

20 reeds be,,. 

Indien teller en noemer· van de breui; die de waarde van P aangeeft, 

met 

aantal termen afwisselend met het :positieve en negatieve teken) uit 
de e.ntvviklceling van het binomium 

middelste term van deze entwikkeling weergegeven W8rden. Het is echter 

belcend zie b.v. Neyman 5 dat een term van di t b·rnomium voor grate 

waarden van n zeer goed door een e-macht benaderd wordt de zgn. ver••·" 
• 

delingsdichtheid van de normale ver,deling en wel is 
K -;t. 

• 

2n 
n-k 

vinden 

2 

1 
1 
.:J"TI n 

0...-1 

--
e • 

2n ~""r"-,, 
1 

n .. =ah · 2 

p ---------~------------------------
2n 
n 

I\"\ (o~)~ G..::. ~ o.-l - '¥\.. 

' -1 2 e ■ I a • 
a. = \ 

d-·\ 

2 1 
0.. '::" \ 

~ 
. 

1 

½TI n 

(o..~)7... 
1 - "h.. 

e . rr n ..... 

Voer·en wij in ~1eze formule voor h wederom d.n in, dan vinden wij dus 

- ..,':2..._\ '-,.._ Q...-..\ ~C.J,1,..-f{.. 

p~ 2 -1 e • 
0.:: \ 

Indien in de bovengegeven formule voor P niet gesommeerd wordt 

tot a f >doch tot a----11,,..>00, dan wordan aan de som 
IJ -

toegevoegd termen, 
""-~~~ - r. tn. ,"t\. 'T'\ ~l~ 

- ~ Q\,.fVL_ • ·"n.. 

-·••"1rr\... ~. 

to·on dalen. De 

o,. .... \ - 0-,., <.A_ "1. 'V\... 

' . . 
• p <::::? 2 r:;t 1 e 

. . 
- I 



In onderstaande tabel zijn voor enige waarden 

met de as ~-ptotische formule berelrende waarde 

van n end de exacte en de 

I 
' I n 

• • 
d h 

• 

van P gegeven • 
• 

, ' 
P,exacte formule. ' P: asyinpto-tische f or11.1ule, 

t ... -------+-----+----....+-......-..------· ......... -------~~-----------....-.----,__---I 
' 

• 
• • 
! 

' • 
• 
1 • 
I 
I 
• I 
• 
I 
I 
' • 
I 

i 
t 
• • 
I • 
' , 
' ' ' ' ' I 
' 
' • I 
l 
' , 
' I 
• 

• ' • 
• 

• 
• I • • • 

' ' • 
' I 
! 

• 

20 

20 

20 

50 

50 

50 

100 

100 

100 

I 

I 

I 

l 
' • ' I 
' : 
' 

I 

l 
t 

I 
I 
• 

I 

0 25 i 
I 

0~45 
I 

0,50 

0, 16 
l 

O, 28 i 
0,32 

0, 12 

0, 19 

0,23 

I 

5 
9 

10 

8 

14 

16 

I 
I 
I 

t 
I 

t 
I 
' • 
I 
I 
I 
I 

• 
I 

' I 
' I 
I 

I 
I 
I 
I 

• 
' l 

' ' ' ' I 
' 
' • 
I 
I 

' ' ' ' • 
• 

12 ; 
' I • I 
I 

19 : · 
' • ' 
' • 

23 ; 

0~571 

0~034 
0 012 

! 

0~549 
0,039 
0,012 

0~470 
0,054 
0,010 

I 

0, 560 . 

0,035 

0~013 

0,544 

0,040 

0,012 

0,468 

0,054 

0,010 
- -- - l .. ----··•--· ......... - .. , ...... ••r,:'lt ·-·•· .,_.--~-• •-•--••·... . • • ,... ,., •' .. , •••-~•-.,.-•~ ••,o ,._, ••-• • ----~------• _,._l,. • "'-• ••• • •· •"' -,_._,.. • • • • • ., ••• ~•. •'" ' • "-• • ' '"' _.. ~- • • '~ - ~' • , . .,, • "'•• •- •·••• -••-• ,._, .__ •• ,._., ,,..,._ - ~ •-----•••• ..... .,.o,oo II 

• 

I , 

Uit deze tabel volgt 

forn1ule bi j n 20 reeds 

de asym~totische formule 

benadering geeft . 

dat voor kleine waarden van d de as~_ptotische 

v~ldoende nauwkeurig is, terwijl bij n = 100 

voor alle practische gevallen een voldoende 

. ~ ~ .... ~~~"~-~~-o-~--~ .. ~- ,nsyap __ ,,, ... ?JP..t..r._n,~'?.Y: 0 .P.~. j_,,,_s -t e E?,}f Er.o.,e.v.. ?D. v:~.P-- .,o,n,g~_:L, t_j_lf, e .. g~_q __ q_~-~ e .• _ 
gf:,~IJ.lliOV heeft zijn toets rechtstreeks als asy1nptotische toets af-• 

gelr-id voor steekproeven met n\ --->- oo resp. n~ .. ➔ oo wa2rnemingen) waarbij 
n\ 

de ve~c·houdi·ng n ,. c SI-~~IPJ\TOV 1 
!L 

• t:en eenvoudiger, doch uog zeer gee on, ..... 

pliceerd bewijs is gegeven door F 'j 
1LT T:"IR .J2.J __ f t1, 2 •. Wij zullen deze afleiding 

hie::· niet geven, do ch alleen het resultaat vermelden: 
eo 

n .... P ..:.. . max u u =· 2 .. 1 
t\,- \ 

a.::\ 

waarbij 

z d 
n\ + n;.l. • 

Voor steekproeven van gelijke grootte n\= 

·a.e bovengegeven as ........ :ptotische f ormule over. 
n?...= n ga2~t deze formule in 

Een tabel van L·z 
[J&] 

-...... 

STh:IIIlNOV -Aan de hand van 

1 ·.. 2 

deze tabel 

van P de bij behorende waarden van z 

opgave volgt: 

<t - \ - 'J.. c:0- '>1... 'l... 
-1 e is o.a. te vinden in 

zijn voor enkele typische waarden 

berekend? waarvan hieronder een 

" 



• 

• 

-------~ -------- ... -~ .... ·• ... ···•-fl'•- .... - ... _____ ..... ,, ---.. --,~-----..... --·---.-~-···•._..-

z p 
... ____ ............... __ .__..._... --+--·· ·----------,-- -·-

I 

0,828 

1,073 

1,224 

1)358 

1,517 

1,625 

1,731 

1,950 
2,25 

2,47 

' • 

I 
I 
j 

I 
I 

I 
! 
I 

0, 50 

0,20 

0. 10 
J 

0905 

0102 

0901 

0,005 

0,001 

0>0001 
• 

0,00001 

i 
' 

• 

........,..____ ...... ••-----·-- ... --- '""''"------------ -~ ..... ---~----------...... -....... ,, -- .. ____ _ 

~, .. ,1.~ .... , . -~~-~ e,,t, 9. ~ ~ F3. L ,yan . I(~~ rn._ 9,g '? .:r 9,_V -~--

• 

In aanslui ting op de to et s van Smirnov moge hier· nog in het kor·t 

de toets van Kolmogorov behandeld worden. Terwijl de toets van Smirnov 
..... 

gebruikt wordt om twee ·empirische verdeling.sfuncties· te verge:~: ken, d~l.ent 

detoets van Kolmogorov om een empirische verdelingsfunctie met een theo

retische verdelingsfunctie te vergelijken. Dit betekent dus 1 dat de 

toets van Smirnov gebruik-t kan w-,rden om te toetsen of tvJee ste-ekproe-
• 

ven ui t eenzelfde ver·deling afkomstig zijn,terwijl de toets van Kolmo-
• , 

~rov dient om een aanpassing aan een volledig gegeven verdeling te 
• I 2 

toe-ts en. De to ets van I(ol1:tJ.ogorov 1-can b. v. de bekende ..... -toets vervan-

gen om te toetsen of een empirische verdeling met een gegeven verdeling 

overeenstemt 1 mits deze laatste continu is. Een voordeel van deze toets 
.. 

in klassen ingedeeld meet warden en de uitkomst vaak van deze j_n-
• 

deling afhangt. Bij de toets van Kolmogorov is een indeling in kl~.sssn 

niet nodig_en verzwakt zelfs het onderscheidingsvermogen. 

Aangezien een theoretische verdelingsfunctie beschouwd zou lcunnen 

worden als een empirische ver·delingsfunctie~ berustende op oneindig 

veel V\7aarnemj.ngen, zou rnen 1mnnen verwachten, dat a.e toets van Smirnov 
n\ 

hier toegepast,-mag 
voorv1aarden m~-,'"-" de toets van ...... v.IRNOV niet voldaan is nl. als n\-- > co en 

n, 

Wijze tot he~ juiste antwoor~~ zodat de 
" 

deze heuristische beschouvvings.,. 

volgende §_t.?.+.+._t_ng_, ,Y~.:P, ,,Ko,J-rp.9g9r: oy 
.. geldt: 
• 

. . 
• 

' ' ., Stel dat 
' . . . . ., ' 

. . . 

';,/i,,:an.gschikte, onderling onafhankeli jke waarnemingen is van de stochas-
/' ', . 

-f·,.- = . 
• experi ... ,. 

,::fl.:~p;,tele cumulatieve ve:r·delings:functie is, dan is, voor n ·>· a:, 

l" .•. •m· · ·8..X F · x ,, · J . ,_ ' .,.,.. . ·. · '\... d · = 1 .. - L d n .. • ·. .·· . . . . • . . . . 1 . ~ • 

" : ' ' . 
. ' . : . 

Tf z· . , .. 
.¥ff~- ' :- . . (· 
_,"'::;·:_ ~' ',' 1 2 
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De bovengegeven bescl·l_nuv1ingswijze om de toets van SMIRNOV met de 

toets van K~ln1()gorov in verband te brengen, heeft alleen enige heuris- .. 

tische en mnemotechnische waarde, doch kan natuurlijk geenszins a~s 

p~ging t~t be~~ijs gelden. Het helderste en toegankelijkste bewijs 

voor de s~elling van ICGlmogor~v wordt gegeven in FELLER 2 • Wij zul .. 
' 

len dit bewijs, dat mathematisch nQg vrij ingewikkeld is, hier verder 

niet behandelen. 

De toets van Kolmogorov is in 1933 geplubiceerd 17 en~l8 • In 

1941 verscheen nog een kcrt artikel van ICOL~~OGOROV in de '1Annals '1 J9 .. 

diger afleiding van beide toetsen werd gegeven door FELLER 2 , ter

wijl ~ok DOOB 21 een, zij het niet geheel strenge 7 afleiding gege-

ven heeft. Tenslotte 

lrelen van l\.~ASSEY 22 , 

riioge nog vervvezen warden naar een viertal arti-
, 

23 , 2'4, en 25 J. en een artikel van v'!ALD en 
. ;OL}f Ot:·;rr T Z 
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8 v.b. 

2 v.o. 

2 v. be 
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9 v.b. 
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blz. 3 

5 v.b. 

6 v.b. 
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beachrevene 

10t11 ) 0,10 > o, 10 

=- O, 38 

+rt+ 

ptobleem 
• 

getoets 

is verschillend 

' 

bij continue func
tie altijd 

OQR 

X 

X 

methoden 

• wa rnem1ng 

kunnen de 

toetsingsgebied 
• waarnemingen 

· .... 0 66 
. ' 

. .. 1 + rt + 
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