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Seat Qtulcorps commutatif ordonné, c'est-2-dire
que l'oxdre est transitif et que les inégalités
ay0 et b?0 entrainent 2+b> 0 et ab >0. Nous
construirons un corns ordonnéjﬁ_, contenant tous
les éléments de § tel que chaaue polynmae, dont
les coefficicnic apparticnnsnt 5 {7 (i) puisse &tre

o .

décompusé en fasteurs lindaires dont les coeffi-
cilents son desélidnents du.fl(l) hutrement dit:
jl(i) contient toutes les racines de toutes les
ouatinns 2lgéoricucs dont les coefficiemnts appar-
tiennent & {) (i). Nous construirons le corpsi].de
telle facon au'inversement chaque élément de {1 (1)
soit la racine d'une éouation algébrique, dont les
coefficients annartiennent au corps donné é . Nous
dirons que.fl(i) est formé par les quantités qui
sont algébriques nar rannort a § . Nous appellerons
les &1éments de {)réels. C'est seulement une con-
ventionsanalogue A la convention usuelle dans le
cas particulier ou § est le corps des nombres Ta-
tiommels. Ainsi flest le corns formé par les quanti-
tés réelies qui sont algébriques par rapport,étﬁ.

9

1 faut remsrquer guioacune conditicn rasiavive
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a4 la continuité n'est nécessaire. Il y a trois ans
') j'ai donné une démonstration sous 1la condition
supplémentaire que le corps donné § satisfait &
l'axiome d'Archiméde. Dans la vorsion donnée ci-
dessous les démonstrations sont beaucoun nlus
simples cue dans mon raisonnement antérieur, J'y
admets seulement des notions, oui neuvent &tre
verifiées par un nembre fini d'opérations, de sorte
que par exemple la notion de réductibilité d'un
nolyneme n'est pas admise.

Akia fin de cet article je me placerai au point
de vue 1ntu1t10n1ste. J'introduis des suites con-
vergentes a = (a , 8 4y.+.), dont les éléments
apnartiennent a,fL(l) Ces suites convergentes a
forment un anneau.[lavec la propri®té suivante
Charue nolynome, dont les coefficients annartien~
nent é.flet dont au moins un coefficient est dif-
férent de %ro, peut 8tre décomnosé en facteurs =
linéaires dont les coefflclents appartiennent & )

S5k dans le polynome A" (%) de degré n le coefficient
%

de X7 ot celui de X sont différents de zéro avec

O£ 0% 7TE et si ft désigne un entier 2 et £T,

') Proc.Xon.Ak.v.7detensch. 7 (1946) 722-732; 8
(1946) 878-836; 2 (1946) 985-994
Indag.math. ‘8,4 (1946), 430-440; 8,4 (1946)
549-557; 8,5 (1946), 605-614.



on a
AN(X) = M (X- MYe e (X= o) (2- p ‘X)...(1- B3,
oh ¢, QCt-n-,Oy. ' ﬁyﬂ,...,ﬁ sont des
é1&ments de (Yet ot o™ est différent de zéro.

Si ¢ est 1l'ensemble des nombres ratiomels, alors
flest 1'ensemble des nombres algébriques réels,
SRR e st l'ensemble des nombres algébriques com—
plexes et,[ll'ensemble de tous les nombree

complexes. Comme cas particulier on obtient
donc non seulement dans les mathématiques traditie-
nelles mais aussi dans les mathématiques intuitio-
nistes ') le théorémes
') Cf. H. Weyl, Randbemerkungen zu Hauptproblemen
der Mathematik, Math.Zeitschr. 19 (1934) 131~

150.

B. de Loor, Die hoofstelling van die algebra van

intuitionistiese standpunt, Diss. Amsterdam

(1925)’ 63 P

L.E.J. Brouwer et B. de Lcor, Intuitionistischer

Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra, Proc.

Kon.Ak.v.Wetensch. 27 (1924) 186-188. Le méme

article en hollandais: Intuistionistisch bewijs

van de hoofdstelling der algebra, Versl.Kon.Ak.

v.Wetensch. 33 (1924) 82-84

L,E.J. Brouwer, Intuitionistische Erginzung des

Fundamentalsatzes der Algebra, Proc. Kon.Ak.v. ‘

Wetensch. 27 (1924), 631-634.



Le mdme article en'hollandais: Intuitioﬁis—
.\éische aanvulling van de hoofdstelling der
_algebra, Versl.Kon.Ak.v.7etensch. 15 (1924)

459-462.
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Chaque polynome & coefficients comnlexes peut
8tre décomposé en facteurs linéaires 3 coefficients
complexes.

" J'appelle polynome simple un polynome qui est
premicr avec sa dérivée, c'est-a-dire un polynome
dont le plus grand diviseur commun avec sa dérivée
est égal 3 une constante £ 0.

Je dis qu'un corps ordonné\f'posééde la pronrié-
té E,_ , n désignant un ncmbre naturel, si A tout .
polynum° A(X), non identi iquement nul, de degré in-
férieur ou égal & n et dont les coefficients appar-
tiennent &Y | on peut faire correspondre des é1&-
ments VARERRNS dejf-, tels que

1) Aly,) =i.....=A(y,) = 0;

2) Dans chacun des g+l intervalles déterminés dans

YV par Y, »+++3Yq le polynome A(X) est tougours posi-

tif, eu toujours négo gatif.

3) Si A(X) est un polynome simple les signes de

A(X) dans deux intervalles consécutifs sont opposés.
Chaque corps ordonné possdde la propriété E, .

Je dis que Hf est une extension d'un corps commu-

tatif ordonné § . 31fﬂfest un corps commutatif or-

donné, qui contiemt tous les &1éments de ¢ . Tout
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yord je vais donner une m&thole qui permet de
ytruire mour tout nombre naturel n et nour cha-
corps commutatif ordonné é une extension‘f,
possdde la propriété E . Ce procédé satisfait
condltlons suivantes: | Ry
Si § est un souscorps de éla méthode donne
ne extension de @ un souscorps‘fde‘f tel ‘
dansYl'ordre, 1'addition et la multlpllcatlon
t les m®mes que dans Y, '
Chaoue é1lément deYsa‘blsfalt a4 une équation
fbrique dont les coefficients sont des élements
0.
g la conctruciion d'ure ext'arvawcn\‘fde @ ayant
propriété E, je pzux supposcr 1 2 2 ' car pour
1 je choisis™ = & . Pour la comstruction j'au-
besoin de 1l'identite suivantes:
3i m désigne un nombre naturel quelcongue, il
possible de trouver 2m + 1 nombres positifs ra-
'mcls Comh (h =0, 1,-.4,2 ) aveec ¢ mh =Cm b el
=c c tels que 1'identité

L mt LN

IS

25 he
f(a+h) - £(a) = (T ¢ , f'(a + =
h=0 ™ 2

+ valable pour chaque polynome f(x) de degré <
n + 2, dont les coefficients appartiennent & un
ps commutatif, qui contient aussi les éléments
t €. Te prime du ] .signifie que dans les termes
c h=0¢et avec h = 2m on doit remplacer c
c

C .m par Y, C et ", &

e ——t
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L'identitf (1) est évidente pour m = 1, puisqu'or
a pour chague polynome de degré <4, l1la formule des
- 3 nive:zux:

£(art)—¢ (a)= £ {1 £(a)+ 2 tlasd) + 3 (a0},

d'ou 11 suit que dans le cas m = 1 on peut prendre

2 =

42

wqm

1
= 3’ cn,v 3

Supposons que 1'identité (1) soit démontrée pour m;
nous allons la démontrer pour m + 1.

Un polynome g(X) de degré <2m + 4 peut Btre
écrit sous la forme

b
g(¥) = p(X-a~ £)2™34 q(x-a- e, 2(x),

oli £(X) est de degré ¢<2m + 2. Si nous remplagons
dans 1l'identité (1) le polynome f(X) parsg Gk
deux membres sont augmentés respectivement de

u_ nl i) o de v qf IESNeN u et v dépendent

seulement de m de sorte que (1) devient

™,

: 2 " h?
(2) glatt)-g(a)=0) ¢ |, g'(a+t 2= )+ (u_p-v g9l
| h=0 ™ 2

2m¢ 3

En remplagant § par 2f , nous obtenons

2_y v
J_ c . &'(a¥ 221"%‘.)+(ump-vmc.1)(%)W3

h=0 g

e

glar &) - g(a)=

et en remplacant ensuite a par a + & nous trouvons
plag D 5
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gla+l)-g(a+ %): =

zm+5
w -(umP“VmQ).('g) ’

E

donec —

(3)g(a+2)-g(a)— %_ b’ g' (a+

lmo}

=)+2(up-v g )( =)

b3

o Xrn,\n: « b
b= Copym 8L 27

si he2™

mh-2
et
o, W L b e
. = h\
m( )""lz- A et |

Par Corvg(» ﬂur—ro 3 -
0 O S 5= . .
. i &,J 'i~ zy“)“. - UM( (}L-O 1,0-0’2 )

Si nous muitinlions les deux membres de (3) par
am+?, . A
2 et =i nous retranchons ensuite membre 2

membre de (2) nous ob*enons, aprés division par
ZV" LN

M=2 ".L,

-

M 1
ey S . bl
g(a+l)-g(a) —Qﬁ:é ol g' (a+ S
e+t o .
ol Mbm+“h = A , si h est impair
emt

= 2 - C
8 e o mh
Ainsi rous twouyons pour h impair

, si h est patr.

- £ 2" =
MCMHJH > e b'mlh { RS Xm,| M CM+ byt
> am '.\';
2 3 bm1>'%cm“ﬁ>°

et pour h pair
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= Mcm-d-l,l. > o

Ainsi 1'identité (1) est démontrée, ce qui nous per-
met d'énoncer le théordme suivant;

SoitZ:_un corps commutatif ordonné, contenant 2 é1é~
ments j et z avec y<z et soit F(X) un polynome non
constant,dont les coefficients appartiennent 3/ _tel
que F'(s) soit 2 O pour chaque é1é&ment s de_dans
1'intervalle y £ s £ z. Alors dans cet intervalle
F(X) est une fonction toujours croissante. ®n effet
nous pouvons appliquer 1l'identité avec €> 0 de telle
manidére que le nombre des termes figurant dans le
membre de droite surpasse le degré de F'(X); alors
au moins un .des ces termes est positif, donc

F(a+t) - F(a) > 0.

De la mBme manidére on obtient le résultat suivant:
Soitl_un corps commutatif ordonné contenant 2 §16-
ments y et z avec y< z et soit F(X) un polynome non
constant, dont les coefficients appartiennent 3 Z:.
tel que F'(s) soit £ O pour chaque é1lément s de 2_
dans 1'intervalle y £ s £ z, Alors dans cet inter-
valle F(X) est une fonction toujours décroissante.

Soit) _un corps possédant la propridté B .., tel
que chaque &lément de) _satisfait & une équation
algébrique dont.les coefficients appartiennent &

Au moyen des résultats trouvés je vais construire
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un corps _ (o) dont je dis qu'il s'ohtient A nar-
i d°2:_par adjonction du symbole & . Ce symbole
est défini ay moyen .d 'un polynome simnle

AX) = x" + a, S e Ay

de degré n, dont les coefficients appartiennent &
}_D'aprds la définition de 1a condition EfSETe
corns ) _ contient des racine_s'y' <Y, +--%7 de
A'(X) ot 0 £ g 2 n-1; ces racines divisentJ en q+l
intervalles tels que A'(X) possdéde dans chacun de
ces intervalles un eigne constant et que les signes
sont toﬁjours opposés dans deux intervalles consécu-
tifs. Te polynume A(X) ne s'annule pas aux points
Y, s---¥;+» Puisqu'il est simple. D'aprés le résultat
obtenu A(X) est monotone dans chacun des g+l inter-
valles. Je distinguerai deux espdces d'intervalles.
Dans les intervalles de premiére espéce A(X) prend
des signes opposés aux points extrémes et dans les
~intervalles de seconde espéce A(X) prend le méme
sigre aux points exirémes; je donne & A(X) au point-
+ oole signe + et au point - oc0le signe (—l)n . Je
choisis ie polynome A(X) de telle fagon qu'au moins
un intervzlle de premi®re espéce se présente. (Ceci
est toujours le cas si le degré de A(X) est impair)
J'introduis un couple o = [A(X),J1, ot J est un
intervalle de premiére espdce et je dis que of est
une racine réelle de'A(X), situé & 1'intérieur de J.
Je dis qu' & est sunérieur & tout &1ément s del_,

a
situé & gauche de J et due o sot inférieur & tout
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é1lément s del__situé & droite de J. Pour définir
1a situation-de of par rapnort & un 81ément s de J
je distingue.deux cas différents: '

1
je dirai que X est égal ou supérieur ou inférieur
3 ol selon que A(X) est égal, superleur ou inférieur

a 0.
2 Soit A(X) une fonction décroissante dans J. Alors

(o}

Soit A(X) une fonction croissante dans J. Alors

j apnelle X égal, superleur ou inférieur é ol selon
aque A(X) est égal, inférieur ou superleur anls.

La définition de 1'égalité de oL avec un é1ément de
Z;se JUStlfle par le fait au'il est impossible
qu'on ait & la fois ol = 8 et &« = s', o s et s' dé-
signent des éléments differents apparterant 2 o

En effet s et s' seraient des racines de A(X) appar-
tenant & un m@me intervalle J, ce quil est impossi-
ble puisque A(X) est ou-bien crdissant, ou bien dé-
croissant dans J.

Pour démontrer que 1'ensemble, formé parletxpos—
séde un ordre transitif, je démontre d'abord que les
1nega11tes (<X et x<y, ou x et ¥y désignent des
&1éments del2 ., entrainent ol < y. la propriété est
évidente, si x est situé & droite de J et aussi si
y est situé & droite de J. Si x et ¥y appartiennent
tous les deux 3 J et si A(x) .est une fonction
croissante dans J, on a: A(x) >0 et A(y) > A(x),
donc A(y) >0, d'oh ¥y >ot . Le mBme raisonnement peut
2tre applicué si A(x) est une fonction décroissante

dans J. De 1la mfme manidre on voit que les inéga-
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1ités x <oxet o < y ’entrainen*'t X<y et finalement

que les inégalités x<y et Y <ol impliquent x <«
Introduisons maintenant les symboles

Pt} = pot™™ 4.4 Pn.,

h ]

Qlet) = g™ ...+ Ghe ol

les coefficients appartiennent & 2_ . S.i le polynome
V(x) = (pO - qn)Xm' tee. est identiquement nul, je
pose naturellement P(() = Q). si 1e polynome
V(X) n'est nas identiquement nul, il possdde dans
Z_r racines réelles U, ,...,u (05 $pa),
qui divisent 2_en r+l intervalles tels que dans
chacun d'eux  V(X) possdde un sigre constant, puis-
que/ _a le nropriétdé E..i ¢ 81 o coincide avec une
de ces racines, il apnartient 3/ et ona

Plet) = Q() en verin de V{el ) = 0. Si par contre
& est situé & 1'intérieur d'un des r+l intervalles
Je dis que P(«) est supérieur ol inférieur A Qe )
selon que P{X)-Q(X) est positif ou négatif dans cet
intervalie. Je dois montrer que cette derniére dé-
" finition n'est pas en contradiction avec 1a défini-
tion antérieure dans le cas particulier ou un des
deux polynomes P(X) et Q(X) est égal 2 X et l'autre
égal & une constante, Considérons le cas P(X) =X
et Q(X) = s, ol s est un é1lément de) et supposons
&K > s d'aprds la dernidre définition. Alors « est
situé dans 1'intervalle (s,00). Si s est situé &
gaucka de 1'intervaile J, aui contient « , on a éga-

L e
lement ¢ » s d'arrds 1a nremidre définition. *Si
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par contre s et o sonmt situés tous les deux dans J,
et si A(X) est une fonction croissante dans J, on ¢
A(s) ¢<A(x ), donc o > s d'aprés la premidre défini.
tion. Le méme raisonnement peut ttre appligué si
A(X)_ est une fonction décroissante dans J et on ob
" tient de la meme manidre: Si 1'inégalitéx ¢ s est
valable d'aprés la dernidre définition, elle 1l'est
_aussi d'apr®s la premiére.

Les expressions P(o! ) forment un ensemble ordon
né, c'est & dire que pour chague couple d'expres-
sions P(el ) et Q(xx ) une et une seule des trois
possibilitds P(X ) = Q(et ), P(L ) >Q(t) et
P(ot ) 2 Q(t ) se présente.

I1 faut remarquer que 1'inégalité P(cx )2 Q(ex)
reste valable, si les deux membres sont augmentés
d'une m8me expression R(¢ ), naturellement de de-
gré < n.

Pour la suite de mon raisonnement les deux
lemmes suivants sont importants:

LEMME: Si P(o) >Q(x ), on peut trouver 'un inter-

valie avi conmwentcx 3 son intérieur et dont les

points extrémes sont des é1éments de ) ou*oo, tel
qu'on ait P(s). > Q\S) pour tous les éléments s d:
Zi_é 1'intérieur de cet intervalle.

En effet, « est situé & 1'intérieur d'un inter-

valle borné par foool par des racines réelles du
polynome V(X); & 1l'intérieur de cet intervalle on
a toujours V{s) > 0, donc P(s)>Q(s).



LEMME: <3 1'on a P(2)>0!s) nour tous les &léments
S defZlappartenants & un intervalle borné var * coou
par des é1éments deZ::et Si o est situé dans cet
intervalle on a P(e ) > Q(e( ),

La proposition est évidente si® appartient & J_
Si e n'y appartient pas, le cas P(ol) = Q(a) est
exclu et 1"1nega11te Pl ) < Q(ex) egalement puisque
cette indgalité egtrainerait P(s) < Q(s) pour les
€léments s de_ au voisinage de’&(-.. _

L'ordre de 1l'ensemble, formé par les expressions
P(e) est transitif, c'est 3 dire que P(a() > Q(x)
et Q( o) >R() entrainent P(x)> R({ot). En effet
pour tous les éléments s de)_ au voisinage de &« on
a P(s) >Q(s) et Q(s)>R(s), donc P(s)> R(s) a'od il
suit P(et ) > R(ex ).

Dans 1'ensemble ordonné formé par les expressions
de la forme P(o ) je définis 1'addition et la. sous-
traction en posant

Pla) + Qo) =(p+ q )" "+o 0ot (DERE RIS
et :
P() - () = (5= 4 )a™ +oout (p - a, )

Pour justifier cette définition je dois monmtrer que
les relastions

(4) P() = U(aX) et Q(X) = V()
impliquent

P(X)+Q( &) = U(o)+V(ot) et P(a )-Q(eL) = U( o ) =V(ct)

Si les polynomes P(X) et U(X) sont identiques et
€galement Q(X) et V(X), 1la propriété esz. évidente,
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Si non, « est un élément de [ et 1o propriété est
également vraie.

L'addition et la soustraction satisfont aux
re¢gles usuels de calcul, de sorte que les exnres-
sions P(ot ) forment un groupe additif abélien. Ce
groupe abélien est ordonné, c'est & dire que les
inégalités P(X ) >0 et Q(o.) >0 entrainent
P(t) + Q(t) >0. En effet, on a pour ‘tous les 1é-
ments s de) _ au voisipage e e P(s)>0 et Q(s) >0,
Qonc P0sY + Qls) >0, dtol il suiv F{a ) + Q(x ) > 0.

Afin de définir le produit P(a )Q(e{), je conzi-
dere le reste R(X) de la division du precduit orda-
naire P(%).Q(X) par A(X) cuivarnt les puissances dé-
croissantes et je pose par définition
l:(plsn/ e A R(o(_).

Pour la jusiification de cewie définition il est
nécessaire de déduire R(a )Q(a) = U(x) V() ds 44).
La relation & démontrer esi dvidente, si les deux
polynomes P(X) et U(X) et également les deux poly-
nomes Q(X) et V(X) sont identiques. Si non, o est
un é1ément de) et le résultat demendé découle de
la relation A(&) = 0. La multiplication satisfait
aux régles usuels de calcul, de sorte que les ex-
pressions P(X ) forment un anneau commutatif. Cet
anneau est ordonné, c'est & dire les indgalités
P(e¢) >0 et Q(et) >0 entratnent P(e )Q(e ) >O0.

En effet posons
(5)  P(X).Q(X) = T(X).A(X) + R(X);
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les produits pointés désignant des produits oréi-
naires. Considérons d'abord le cas ol o est unec ra—
¢ine d'au moins un des deux polynomes T(X) et R(X).
Alors ce polynome est identiquement nul ou & est un
élément de ) . Si & est un é1ément de)_ et aussi si
T(X) est identiquement nul, on obtient pour la ra-
cine o de A(X) 1'inégalité R(x) = P(et).Q(x ) >0.
51 R(X) est identiouement nul et si () £ 0, on
peut trouver un voisinage de X od P(X), Q(X) et
T(X) ont des signes constants d'od i} suivrait que
A(X) ait également un signe constant dans cet inter-
valle ce qui est exclu & cause de A(o) = 0. Nous
pouvons donc supposer T(X) £ 0 et R(et) £ 0-de
sorte que nous bouvons trouver un voisinage dedl
ol P(s) et Q(s) sont positifs et ol T(s) et R(s)
ont des signes constants pour chaque é1ément s de ]
appartenant 3 ce voisinage, Puisque A(X) est un po-
lynome simple ce polynome posséde des signes opposés
des deux cotés de of . Nous pouvons donc trouver un
é1lément s de ) appartenant au dit voisinage ol
T(s).A(s) <0, donc R(s) > 0. Parce que cette inégali-~
té est valable pour tous les éléments s de/ _appar- . -
tenant au voisinage de o s on obtient R(o() > 0.
Ainsi nous trouvons dans tous les cas P(xX )Q(e)> 0.
Si A(X) est égal au produit ordimmire B(X).D(X)
de deux polynomes B(X) et D(X) de degré ¢ n, la ra-
¢ine o de A(X) est une racine d‘'au moins un de ces
deux facteurs; en effet si non, ces deux facteurs
B(s) et D(s), donc aussi A(s) auraient des siecnee
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constants au voisinage de (0 5

Les‘e'xpressions P(( ) ne forment pas seulement un
anneau, mais m@me un corps. Bn effet supposons
P(et) # 0. Si les polynomes P(X) et A(X) sont pre-
miers ertre eux, nous pouvons trouver deux polyno-
mes Q(X) et T(X) tous les deux de degré ¢n tels que
P(X).Q(X) = T(X).A(X) + 1, de sorte que Q{eX ] est
* 1'é&1ément inverse de P(e2). 8i par contre le plus
grandv commun diviseur D(X) de P(X) et A(X) n'est
pas constant, on 2 A(X) = B(X).D(X), ol B(X) et D(X)
désignent des polynomes de degré ¢ n; o est une racine
du produit B(X).D(X), donc une racine d'au moins un
de cos deux facteurs, d'ou il suit que & et par con-
séquent aussi P(o() appartient a) _; dans ce cas
P(ot ) possdde meme un élément inverse appar‘temnt‘éf_

Nous désignerons par 7 (o) 1le corps formé par
les expressions P(X ) et nous dirons quel__(a) est
formé 3 partir de ) par adjonction de o .

Si nous partons non pas du corms }_mais d'un
souscorps [_*det possédant également la nropriété
E,. et si nous adjoignons une racine réelle ¢ d'une

égquation de degré exact n dont les coefficients ap-
" partiennent 2 Z____*, nous obtenons le corps commutatif
ordonné Z:_*(o()

I1 est immédiatement clair que Ejo() est un
SOUSCOorps de] (k) et que dans ce souscorps 1"o‘rdre
d'addition et de 1la multiplication sont les mémes
que dans ) (k).

11 suit du raisonnement précédent que « est une



Tacine de 1'équation
" Net |
AR Er o P S s = 0,

dont les coefficients appartiennent 3 J_, D'apras
la condition, imposde I, chacun de ces coeffi-
cients satisfait 3 une équation algébrigie dont les
coefflclents appartiennent é:i - On sait ') que of -
et meme je Polynome P( of ) satisfont également A une
qequatLon al vebrlque dont les coefflclents appar-
tiennent & % . Cette remarque n‘est pas nécessaire
pour la dumons+rqb.on du thicrame fendamantal de
1'algdhps, pais nous en aurons bhegodin rour démon-

[ind

du corns sonstruit () {4) sa-

trel \143 t Ln.t é],um{‘fn' 1
el GlERRE

R BY e equaiicn algébrique
L

4

douni
cients appartiemment auy corps ﬂouné g |
D'aprés notrs hyvothise J9Us avons 4 notre dis-
positicn ina mbtfod° qui ncus rerret de construire
des extens:ions ch__\U =T ‘ de Z?(cx) posséden-~

tes toutes leg skEibe Tl pfopriétps Er;' de telle

»

facon que chaqu’élémert do "satisfait & une équa-
tion algébrjque don 1es*poefficients appartiennent
a @ . Nous savons aue 1 est un souscorps de avec
le m3me ordre, la m2me addition et 1g meme multipli-
cation., .
Nous pouvons répdter le procédd précédent avec

Fau lieu de ) _ et avee fi au lieu de ol , ol f3 dé-

signe une racine reelle d'une équation de degré

————-—.-—.-_—.—.

') Cf par exemple E. Landau Einfiihrung in d1e ele-

me ntare und analytische Tnbor¢e cer algehbraiachen
Zahlen und dox Idealie, Teubmer '27,thaonimes 905t o8
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de p >

(0 £ q £ n) 1'équation A(X) = 0 de telle manidre
que y REES 4 divisent () en g+l intervalles tels que
dans chacun d'eux A(X) garde un signe constant. Si
le degré de A(X) est impair on a q 2 1. Par consé-
quent () contient au moins une racine réelle de
chaque équation simple de degré impair dont les co-
efficients appartienment & (3. Cette propriété est
aussi vraie pour un polynome qui n'est ﬁas simple,
puisgqu'on peut décomposer un tel polynome en
facteurs simples. Si le degré de A(X) est impair
au moins un de ces facteurs posséde également un
degré impair. ‘

Gauss a montré de quelle manidre on peut déduire
trés facilement le théordme fondamental de 1'algd-
bre de ce résultat.

Considérons d'abord les équations du deuxidne
degré. Si a désigne un &14ment positif de f), ce
corps () contient deux racines réelles Va et - Va de
1'équation X - g = 0, puisque {) est divisé par la
racine X = 0 de 1'équation dérivée 2% - O en deux
intervélles fohs les deux de premidre espéce.

. Par conséquent () contient aussi les deux racines
réelles de 1'équation X' + pPX + g = 0 & discrimi-
nant p- - 49> 0. Si le discriminant est égal & zéro,
1'équation possdde une seule racine - £ " apparte-
nant & (). Si p et q appartiennent & {} (i), 1e corps
1 (1) contient deux racines (coincidant ou non) de
1'équation X* + pX + g = O. En effet dans 1la démon-
stration on peut Supposer p = 0 et si 1'on pose



n
—c L=

=R R 7 et Eql ="US+ i VEon obtient
oyt= —U.+ VUr+ VP 20 ot 270 =U + VU + V" 2 0.

Dé&montrons ensuite que chaque équation

n
A(X) = X +...+ a, dont les coefficients appartien-
nent & (), posséde au moins une racine appartenant

v

3 ) (i). Nous pouvons supposer que 1 est pair et

que la propriété est déja démontrée dans tous les

cas ou n est remp‘lacé par un nombre naturel m, qui

posséde moins de facteurs 2 que n. Je choisis

m = —'z—n(n—l). .
Introduisons n quantités indéfinies 51,..155 5

Soit K un nombre entier fivo 2 0 et &nm. les ™

nombres Ty = P:g: + K (§P+C§f) (12 6K f =)
satisfont & une équation ge la forme

i m m-1
(6) ’t + PI,K. ’C +...F Pm‘K = O,

ou les coefficients désignent des fonctions en-
tidres rationnelles symétrigues des n quantités in-
définies 'gl,;..,'an . Par conséquent ceS coeffi-
cients sont des fonctions rationnelles. de

3 4l

4 =-LE, &= L85, e (L5 2
Si nous remplagons dans ces fonctions rationnelles
o, , Oy 5~y 4, Tespectivement par &, g. - ,a, , nous
obtenons des éléments by ybygse- - 3Dk appartenant
3 (), de sorte que la substitution transforme '
1'équation (6) en

@l 1, by T

D'aprés notre hypothése cette équation posstde au

m-4 :
4o 5037 bh\,K = Oo
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moins une racine appartenant & () (i), Désignons une
telle racine par t, - La théorie des équations du
deuxi®me degré nous a montré que chacune des équa~
tlons.t - Rt _nt

x-‘;hh*xﬁ» K’*‘A“ =0 (0Z2AKK £ p)
‘posséde deux racines Upy et Uy @appartenant &
L) (i). 11 suffit de démomtrer qQu'au moins une de
ces équations quadratiques posséde au moins une ra-
cine qui satisfont égglement & 1'équati§n A(X) =
Il suffit donc de démontrer que -

Tl Atu ) a(ul,) =0,
0 A<CKEm

c'est & dire que

m
Gy T e Cupy- B _§ )

prend la valeur zéro, si 1'on écrit’é)comme fonction

rationelle de ®y-+s,0, et si 1'on remplace ensuite

ces quantités respectivement par a, ,a,,...,8 .

Puisque UXA et Ui& sont les racines des dquations

du deuxidme degré mentionndes ci~-dessus, on a

—é 7To$).<K n(£ < cg & -,\t)

Puisque les m nombres t satisfont é 1'équation
(7), on obtlent

@ S e (8- Best r§f+ )
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ot chaque exposant est = 0 et<m; les coefficients
J’}g,...,’gﬂ sont des fonctions entidres ration-
nelles symétriques dersi,.y.kgm et peuvent donc
8tre écrits comme fonctions rationnelles de
Ay A, penvy &k, o Je dis gus grzcun de ces coeffi-
cients eci ¢gaf 3 zéro. En effet & chaque nombre
K (0 £K £m) il cecrrespond un couple ( f,f") tel
Jue K-§§+K(§+$)
Le nombre des entlers K est égal 3 m+l, et le nom-
bre des couples (ng ) est égal 3 m, de sotrte qu'au

moins un des couples (1%0') corresnond » deux en-

tiers X et A tels que 0 £ A< K £ m Alors on a

tK:.-%)Ea:} K(<59+c§¢;)et Ty :(§5¢+1\(£r-r(éo,),

ol e e s
par conséquent

(g*,_ BTSN S KTA-”L =0,
? K- K - 2

d'oh il suit que le membre de gauche de (B =st
$gal & zéro. Ainsi nous trouvons au lieu de (8)

donc

e aq*atlon en b, de degré < n, qui posséde n Ta-
cines difféyentes T, 5 en effet T, <_gwéa,su:t‘:t‘lt,
ou & et S Sont des quantités indéfinies avec
0$0‘<p

De cette man*ére on voit que dans le membre
de gauche de (8) seulement 1'exposant M = 0 figure.
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De 1la m@me manidére on obtient Fo=0,000, =0,
de sorte que le membre de droite de (8) est une
constante et donc égal & zéro.

Si 1'on remplace- oWt s AT SR U e sriE o
tivement par 2 yes'sB s%, yeeet, , le membre de . gauche
de (8) se transforme en &, donc -

€ gzpi I Rt SRR
on obtient les coe f1c1ents Chy s =opp €01 rempla-
gant dans Jﬂ”. __}I‘nles coefficients o ,...,0, par
3 ye++52, - En vertu de b’,,,,...p,, = 0 on voit
1“ )""'l* =30 doncs

Démontrons ensuite que chaque équation A(X) =
de degré n dont les coefficients appartiennent &
_Q,, posséde exactement n racines aprartenant 2
£} (i) coincident ou non. Cette assertion est &vi-
dente pour n = 1 de sorte que nous HOUVONS SUDDOSET
que n 2 2 et gue la vroposition est déja démontrée
si n est remplacé par un plus petit nombre naturel.

Nous savons que 1'équation A(X) = O possdde une
racine r appartenant 3 () (i), de sorte que A(X) est
divisible par X - r. Si r est un &1&ment de{) , on
peut écrire A(X) = (X-r)B(X), oY les coefficients
de B(X) appartiennent & (). D'aprds notre hypothdse
B(X) = O posséde n-1 racines appartenants. 3 OL(1),
de sorte cue A(X) en possdde exactement n.

Si r n'appartient pas A (), 1'équation A(X) =
ne pessdde pas seulement Ja racine r mais également
la racine conjuguée T et on peut écrire
A(X) = (X - £)(X =T )B(X), od les coefficients de

0
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A}
)

B(X) sont des éléments de {) . D'aprds notre hypo-
thdse B(X) possdde n-2 racines anpartenant & f) (i),
de sorte que A(X) en pessdde exactement n.

I1 est clair que chaque équation A(X) = O de de-
gré n dont les coefficients appartiennent é_[l, pPOS—
séde exactement n racines appartenmant 3 {} (i), puis-
que 1'équation A(X).E(X) = 0, dont les coefficients
appartiennent & (), nossdde exactement 2n racines
appartenant & {1 (i). Chaque 818ment U + iV de ) (i)
possdde la propriété que U et V sont des éléments
de {) et satisfont & une é&quation algébrique dont
les coefficients appartiennent 2 @ Sl C omme N eISIh
connu '), U + iV satisfait égalemeﬁt 4 une équation
algébrique dont les coefficients appartiennent & @ :

Ainsi le théorime fondamental de l'algébre est
démontré.

I1 est superflu de remarquer que les théorémes
connus de Rolle, Budan-Fourier, Descartes, Sturm
etc. peuvent &tre maintenant démontrés sans 1l'aide

d'aucun axiome de continuité.

Des concidérations intuitionistes.

T'intuitioniste accepte le raisonnement précé-
dent, parce que chaque assertion peut 2tre vérifide
par un nombre fini d'opérations.Cependant il ne
peut pas.prendre pour Q 1l'ensemble des nombres
réels & cause du fait, que cet ensemble n'est pas
ordonné. Je d&duirai une généralisation du théoréme

fondamental de 1l'aligdbre, qui ne possede pas cet
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inconvénient. Nous.verrons qu'aucun axiome de con-
tinuité n'est nécessaire dans les mathématiques in-
tuitionistes. ' :

Si U + iV désigne un é1ément arbitraire du corps
{1(i), construit ci-dessus, od U et V'sont des 41&-
ments de (), j'appelle module de |U + iV| le nombre
VU® + V* . Le module est positif ou nul selon que
U + iV est ou non différent de zéro. On a
la+b} £ Ja| + |bet fabj = [a] [p].

Jd'appclle suite convergente unce suite (ab,a'...)
formée par des éléments de ) (i), telle qu'on puisse
faire correspondre & chaque &lément positif £ de {1
un nomcre naturel N avoc la propriéié que 1'indga-
litéla - a lcesoit valable pour chaque entier

m 2 ¥ ¢t pour chaque enticr n 2 N,

Je dis que doux suites convervenies a = (a;,a,,.J
et b= (b, ,b ,...) cont égales si 1'on pewt Taire
corresnondre & chaque nombre .positif & de ()_un nom-

(Dv

bre naturel N avec la propriété que 1'indgolit

1KY

Q »
er m N

fodo

|2, = b, j<esoit valable pour chaque enti
en pour chaque entisr n 2 T.

Il est clair que cette notion d'égalité est ré-
flexive, symétrique et transitive.

Je dis que deux suites convergentes a* et b¥sont
différentes, et on notera a™ # b", s'il est possi-
ble de trouver un &1lément positif & de () tel qu'on
puisse faire correspondre & chogue nombre naturel N
deux entiers m 2 W et n2 ¥ avec (b, -2 f> &

Ia notlon d'inégalité est symetrlquct I1 est évident
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* 2% 3% »* ¥* ¥*
que 2 # b etb =c entrainent a R CE
»*

11 est exclu que les deux relations a - tiet a” % b
sont vérifiées en méme temps. Elles ne sont pas né-
cessairement complémentaires c'est-a-dire que nous
n'avons pas toujours le droit 3@ dire qu'au moins
une de ces deux relations est valable.

Considérons le cas particulier oh tous les &1é-
ments des deux suitecs convergentes a* = (a ,---)
et b = (b, b, yees) appartlennent 3.0 Je dlS que
b est superleur é a* et que 2™ est inférieur 2 b :
et on écrira b > a® ou a -< b . si () contient un
é1ément positif J' tel qu'on puisse faire corres-
pondre % tout nombre naturel N deux entiers m 2N
E R R=Mlavechbin- an>8'

Les relat10ns>d<sont transitives; les trois rela-
tians > = et ¢ ne sont pas nécessairement complémen-
taires.

Si les suites a¥ = (2, a‘,.;.) et b .= (b, ,b',...)
dont les éléments appartiennent a3 () (i), sont con-
vergentes, les suites (a +b ., 8 *Db, Sarotd) Gl
(a,b,, 8D, saa) s i sont egalement Ces deux suites
sont appelees respectivement la somme a + b et 1le
produit a b des deux suites a” et b ., Ltaddition
et 1la multinlication: satisfont aux régles usuels

de calcul de sorte que les suites ‘convergentes dont
‘les éléments appartlennent éﬁ]_(l) forment un anneau.
Je deglgneral cet anneau narll

si a*= (a, ,a,,...) €5t un élément de
suite ({a) , jaf Wioad) Ch égaienent convergeate, je

3¢
rl, la
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dirai que ¢étte série cst le module|a”]de a . isd
lak'p et Ibl <q, on a |a+h]<nta et |abl< pq.

" Pour 1la démonstration de la généralisation du
théoréme fondamental de 1'algdbre, annoncée dans
1'introduction, j'aurai besoin de deux lemmcs.
Lemme 1.

- Soient & et M deux &léments positifs de {1 .
les coefficients des deux peolynomes
AX) =X +a X 4.+ et

-1

n n . o &
B(X) =X +1bX +...+ b appartiennent a2 {1 et
satisfont aux inégalités

(9);3\01<1{P; o 1<t o, - |<s,M" (poty.neym),

le polynome A(A) quoedb an moing uvn Zéro ef BIR)
s0it
au poins un zéro tcls que ‘leur &ifférence 2n valour

o :
absnlue inféricure 3 o bIs . Dans ce loume et

dans le suivant C l,...,ci désignent des nombres
naturels, convenablement choisis, dépendant scule-

" ment du-degré n..

\‘D‘
(' g2

FJ 3
=
oy

Pour 1a damons+ratlon nous consider

duit
UlT = f’r- ’50.

S (2 b 00 A g 0 o ,ﬁn d\,s:Lgnent Siom s respec-
tivement de A(X) et de B(X).

Posons b, = a  + p, . Le produit P est une fonc-
tion rntionnelle entidre et symétrigue de €,,...,0,
et aussi de.ﬂ,,...ﬁi‘et peut:donc &trc Scrit comme
une fonction rationnelle entidre des éiéments

8 ye++38,, P ;..-,B « Cette fonciion s'annule, si
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tous les éléments D ye-=,D, SON} goux A zére. Par
conséouent chaque terme, Figurant dans cette fonc-
tion rationnelle est divisible par au moins un des
éléments p ,...,p . Un terme p.q, qui est divisible
DAT D posséde le poids nz, 3 supvoser que a_ et

P ont 1e ooids;D . Par conséquent q posséde 1le
p01ds n - p et donc en vertu de (9) un module

<c, M . Ainsi on voit que la fonction rationnelle
dont il s'agit 1c1, est composée de termes; chacune
a une module <c, M"e et le nombre de ces termes est
<Ec

donc 2 nt

’ .
2 el e,

Puisque 1le produit P possade n® facieurs, au
moins un de cec facteurs est .n valeur absolue in-
féricur a clricﬁi
Lepme 2.

8i les conditions du lemme précédemt sont rem-
plies avec £< 1, alors on peut numéroter les zéros
A, yeenyy, de A(X) et les zéros ﬁ,,...,ﬁnde B(X)
de telle facon qu'on ait

B -e] < cuMER ;|Pioetel <o METETRs

Iﬁn'dul < C, Mg'"‘tn-ul.....z

D'aprds le lemme nrécédent on peut supposer que
n 2 2 que le leémme est déja démontré pour n-1 au
lieu de n et qu'on a

(10) 1B -, <c,Me,_':‘

n -l..,l)
Posons a, = 1; A(X) = (X = <) Z: LIdwiash e

A AE

n-t
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(X) = (X -§,) f[. i
nous avons
Uy =éak'F},,\ (a,) et ‘_’P =é;bAF!,A(ﬁ,)
ol ]i‘PZ (X) est un nolynome de degré §P’A. Par con-
séquent
e =S (LR SR AR E
ol
wﬂ_ = Frl (o(,) et tf)‘ = Ff,;\ (ﬁ') - fo (o, ).

Nous avons |o{|< 3M. En effet, si non, nous aurions
jotl >2M, donc

n -t L T n Hy
2" Ja, o F ek a, | ol 2744 1) <2 lec, |,
de sorte que O,ne serait pas une racine de 1l'équa-

tion A(X) = 0, De 1la méme manidre on obtient Iﬁ,k 3M.
bdagi pous trouvons

P-l ! f—h-l I P-}
fea] <o, uf et [opalS g thelM < e g™ u
Par conséquent on a pour f = 4,20 0 i
e M ot il
[ = ualec, M (£ + €™ < e(emf
en vertu de €K1,

D'apres le lemme &, démontrer, appliqué avec n-1
au lieu de n, avec €™ au lieu de £ et avec Cg M au
lieu de M on peut numéroter les, zéros Oyans Ky y

Pz""'pn respectivement de u Xn' i et

= v =0 $

ey _xérEX" Ll s telle fagon qu{e les Q;éme B.iéme.
P Bt inégalités, figurant dans (10) soient rem-

plies. Ainsi le lemme est démontré.
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cessons maintenant & la démonstration de la généra-
lisation du théordme fondamental.

Traitons d'abord le cas particulier a: =1 . Le
coefficiemnt a;‘ (P = | yee.0, n) est une suite con-
vergente (gfo, 8, yeee)s Il suit de la convergence
que -les éléments a_ sont bornés, de sorte qu'on
obtient pour chaqdq entier m 2 0

'afm' < uf (p=1, 2,...,n),
ol M désigne un nombre convenablement choisi, indé-
pendant de P et de m.

Parce que la suite ar (afo, aP/,...) est con-
vergente, on peut faire correspondre & chaque 81&-
ment positif € de {lun entier positif N, tel que
les inégalités
Iaf’" - a!,t’< £ (f’ ) (H,00 8 AEY)
soient valables pour chaque emtier m 2 N et chaque
entier t 2 N, Ainsi on peut faire correspondre &
tout entier positif N un é1ément positif & (N) de L)
tel que les inégalités

|af,m -aP*l< e(M (P=1,.00y 0)
soient valables pour chaque entier m 2 N et chaque
entier t 2 N, et que £(N) soit inférieur & un &14-
ment quelconque fixe dejl‘; si N est suffisamment
grand. L'élément §(N) défini‘ par

nia-yt oot

§(N) ={e(N)}
est donc également inférieur & un é1ément quelcongue

fixe dej}_, si N est suffisamment.grand. Je
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choisis les entiers positifs N ,N,,... croissant
indéfiniment de telle fagon qu'on ait

§(N)<t et (N, ) <ss6m) (h=1/, 2 ...)

Les racines de 1'éguation
n Nt
(11) ZE A R +tooot B = 0
seront ordonnées d'une maniére arbitraire pour
=0, 1,..., N, . D'aprds le lemme précédent nous
pouvons ordonner les racines de cette éaquation de

telle fagon gu'on ait pourf>=1,..., n,
<
]dpm_uu b <« ¢, MEIN) (N, <m 2N, ),
Ic(.'{".n-c(}"|
etc. Ainsi nous trouvons pouvr m z i

< C,MAEIN,) (¥, < mEN, ),

= {oorar =~

‘cxrm - Loy | < e M{AN) 4 Sy, J+aee}
<2c ME(W, ),

N

v &

donc pour m = N et 1 M

o - pt‘ < 4c ME(N).
Puisque le membre de droite est inférieur A un
€lément positif quelconque deﬂ, si N, est suffi-

samment grand, la suite Ot = ( c(r,, u"') est
convergente, L'identité

nous donne par passage & la limite
ANER) = (X - T) e (X =)

. ! 3 4 »
Aprds avolr traité le cas particulier avec a, =/
je consid®re le cas général avec 1'équation
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A*(X) = a:xn.+-v~+ d: = 0, ol au fhoins un des coef-
ficients est différen+ de zéro.

Le coefficient de A(A), qui est différent de zéro
peut 8tre écrit comme une fbrme 11nea1re 2 coeffi-
cients rationnels des n+l é1léments A (p) ol p par-
court les valeurs O, 1,..., n. Par conséquent on
peut choisir dans 1e systéme 0, 1y%%., n au moins:un
nombre p tel que A (p) soit dlfferent de zéro.

Choisissons deux nombres naturels q et r tel que
pr - q # 0 et posons

¥ =Br=9 gope. w-X-aq
W - X -7

Par cette substitution 1'équation donnée se trans-
forme en une éguaticn de la forme

t 3 %X n
B (#) = bW +...+ b, = 0, ob b = 4" (p) £ 0.

D'anrés le cas particulier tralte c1-dessus l'en-
semblvl7_ﬂ01uwent n éléments w 460 op wn pour les-
quelles B (W) = : (w - w,).-.(w - w:). On a
W - w ’

k%X + A (f = 1,..,n), si 1'on pose
. *
* I -w ¥ pw - q
KPz.____? et A?_—.—L_—_ .
pr- q pr - q

Ainsi on obtient .
¥ * % %
(12) A°(X) = b, ( KX + & Jooal KX+ A, )

de sorte que la généralisation demandfe est ddmontrée.

Supposcns finalement

]

ar'
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d # Oeta # 0o 056 £ T £n,

et considérons un en'tlerﬂ. g et T . Le coeffi-
cient a peut @tre écrit comme la somme d'un nombre
de termes, dont chacun est égal au produit de deux
facteurs. Le premier de ces deux facteurs est b"
Ltautre facteur est un prodult de g© é1léments figu-
rant dans le systéme A,,..., /\: et de n - G é1é~
ments, figurant dans le systéme KT,...,!Q;. Par con-
séquent au moins un des termes mentionnés a la pro-
priété que le second facteur est différent de zéro,
de sorte que le systeme K?,...,K:,contient au moins
n - g éléments differents de zéro. De la mdme ma-

nidre le falt que a n'est pas nul entraine que le

systime X,,...,A. c;ntlent au moins T élémevts dif-
férents de zéro. Pour chaque ? ( p=1,..., n) an
moins un des deux éléments Y? et A est différent
de zéro, puisque A" (i) possdde au moins un coeffi-
cient # O. On peut donc, pour tout ent1er/1 =N

et £7 , numéroter des facteurs dans la formule (12)
de telle facon que tous les &léments K" ,...,K}, et
Kﬂ"""’k soient différents de zéro et nous trou-

vons alors

B (= fod (2 ccf)...(x-a;)(l-};'“x)...(l—ja:x).





