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I Algemene Inleiding. 
=-==~====·== I z 

1. Opvatting. Wij zullen de statistiek opvatten als een toepas-

sing van de waarschijnlijkheidsrekening . De whr, 

beurt, beschouwen wij als een onderdeel der zuivare wiskunde> 

opgebouwd op een klein aantal axioma's. Alvorens in te gaan op 

deze axioma 'sen hun heuri.stische achtergrond, enige opmerkin-

gen over de aard van de verschijr1selen, waarop de statistiek ~,~-.--·/· 

warden toegepast. 
• 

2. Object der wetenschapo Iedere wetenschap houdt zich bezig 

met het onderzoek van regelmatigheden of: wetmatigheden ir1 c:1 

waarneembare werkelijkheid. Deze wetmatigheden warden in form\~

les of woord-formuleringen samengevat. Een duidelijk voorbeeld 

is de element8ire natuurkunde, zoals die op de middelbare sch_cl 
• 

onderwezen wordt. De opgespoorde regelmatigheden warden verv<Jl-

gensJ zo goed en zo kwaad als dat gaat 5 met elkaar in verband 

gebra cht en tot ee11 zo klein mogelijk aanta J. gereduceerd ''grond

wetten '' ; uit deze grondwetten, die men als een soort experimen

tele axiomas kan beschouwen, kunnen de overige wetten door lo

gische redenatie deductie warden afgeleid. Bij eenvo~dige wct(~n

schappen, zoals de elemantaire natuurkunde en mechanica 3 gaat 

dit zeer goed; bij j_n&~ev,rikkeldere.9 zo8ls scheikunde gaat het rY\. 1_;·J·

der goed, terwijl lJ .. ,10 in de kernphysica het mathematische ar-)~_;···,_ 

raat zozeer gaat overheersen, dater van de aanschouwelijkheid 
• 

van het gebruikte schema het ''model '1 weinig overblijft. All(. 

experimentele wetenschappen hebben echter dit gemeenJ dat ziJ 

steeds weer aan de werkelijkheid worden getoetst. De technie1{ 

berust op de resultaten van dit soort van wetenschappelijk 

derzoek en is als de toepassing daarvDn te beschouwen . 
• 

C "'·-' f l ,. •· ,, ....... 

3. Statistische verschijnselen. De meeste wetenschappen houd0···1 

zich bezig met verschijnselen, die zich onder dezelfde omsti·1r1-

digheden steeds weer op dezelfde wijze voordoen. Of althans: 

van de bestaande verschillen wordt geabstrnheerd; zij 

waarloosd. Het ligt in dergeliike omstandigheden zeer 
wor1 den ,1er

voor d(:.: 

hand,. om een ''oorzaalc-gevolg 11 -denkschema te geb·ruiken en dit 

wordt dan ook meestal gcdaan. De statistiek houdt zich nu ju12t 

bezig met verschijnselen, die bij herhaling van dezelfde omstar1-
digheden een. zekere variat i e vertonen wij zullen deze ver

schijnselen ''statistische verschijnselen 1
' noem·en . Voorbeelden: 

de breeksterkte van garen meet men deze op een aantal plaatsen 

van een klosje gar<-.:n .- de omstandj_gheden wordcn ous zo goed 

mogelijk gelijk gehouden - dan verschillen de uitkomsten; de 

1 Afkorting: whr. • • 

•• 
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levensduur vari gloeilP.1mpen een partij gloeilampen, in serie 

gefabriceerd - dus alle zovcel mogelijk op dezelfde wijze - ; 

toch verschilt de J_evensduur van larrip tot lamp; aantallen bacte

rieen in een watermon;3ter een 2.ant3l monsters wordt uit een r·:~; __ 

vier of bassin gencmen - alle op dezelfde wijze - en bevatten 

verschillende aantallen bacterie~n; herhaalde metingen met een

zelfde apparatuur verricht ~an eenzel.fde object geven in het 

algemeen onderscheidba2r-verschillende uitkomsten. 

Ook ind1.en de omstandigheden minder sterk op elkaar gelij

ken dan. bij de boven.staande vo,'.Jrbeelden., zodat een verschil j_r: 

de uitkomst meer v1~or de har1d ligt 3 wordt de statistiek vaak 

toegepasto De omstGndigheden~ of de beschouwde objecten, zijn 

dan soortgelJjk en men ziet van d~ verschillen af, op enkel2 ~:~; 

die men juist w1 .. l onderzoeken. Voorbeelden.: de geboorten in cen 

stad of land f~edurende eeri be-p::-313lde tijd worden onderscheider1 ~~-Y1 .. 

jongens- en meisjesgeboorten en de vert1ouding der aantallen 

wordt aan een onderzoek onderworpen; door het vangen van viss.~.n) 

voorzien v3n een merkteken 2 weer loslaten en later weer vangcnJ 

waarbij in de tweede vangst onderscheid gemaakt kan warden tus-
• 

sen ''voor het eer·st gev:Jngcn'' en ''voor de tweede maal gevonger1r'., 

ka11 men de groottt:: vr,1·1 een vis-bevolking statistisch schatte11 

oak bij andere dieren dan vissen wordt deze methode toegepast ;. 

door op een aant2l tijdstippen j_n een fabrie½ na te gaan, hoe

veel machines von c-.:en bepaalde groep op iede.r van deze moment~.· 

stilstaan, kan mE.:n. ee11 dchnt.ting ver1-{rijgen .van ret rendement ·.- :. 

die machine-&;roep. Bij- het l<Jatste voorbeeld zijn de tijdstip·p,. ·:"· 
• 

van verschillende :"J,:Jrd: tijdens c1e schc1fttijd b.v. zullen er· ' .. r_ .... 

le zo niet alle stilstaan. Bij de keuze der tijdstippen zeJ . 
• 

men met deze ongelJ .. Jksoort~Lgheid op 18 ter te bespreken t\fij·~~ 1--

rekening diener1 te houd2n; bij het ststistische onderzoek v,rc)::··:·:•.: 

dan dat verschil verwaarloosd. 
• 

De hier gege·v-ren gebiedsomschri jvJ.r1g 

bedoeling is een indruk te geven vnn het 

waarmee de st2tistiel{ zich bezighoudt 6 

is niet volledig; d(~ 

soort van problemen!. 

4. Fundamentele stntistische verschijnselen. Hoewel dus de 

verschijnselen, waar de stotistiek op toegep8st wordt, minder 

ondubbelzinnig gedetermineerd zijn dan bij 3ndere wetensch~ppcr1~ 

berust ook de statistiek op bepaalde herhaalbare en controleer

bare verschijnselen o Deze zijn -van zeer eenvuudige aard, zoals 

uit de volgende voorbeelden blijkt. 

Werpt men 100 maal met een munt, dan komt er een aantal ma-
• 

len 11 kruis'1
• Noemen i/'Je dit aantal n en herhalen wij het experi-

mentj dan zal n bij deze herhaling gewoonlijk een andere waarde 

aannemen dan de eerste keer .. Ivfn2r het komt niet voor, dat n b:1.~) 

de eerste serie gelijk aan O is en bij de.tweede gelijk aan ~00. 



Ook in andere d<.1n ''l£:1boratoriumomstandj_gheden'' kan men dit con

stateren: beschouwt 1ne11 de verho·ud ing van het aa nta 1 jor1gens

tot het 3antal rneis.jesgeboorten~ in Delft in ve1 ... schfilende jaren., 

dan zal men zie11~ c·1·1t geen von deze verhoudinger1 zeer groot c_t·· 

zeer klein is. 

Stel men heeft een va8s met ecn onbekend aantal witte en 

zi,;arte bc1 llen erin en men trekt 11:i'-E:rui t met teruglegging van de:: 

getrokken bal, goed schuddende tussen iedere twee trekkinger1. 

Heeft men nu 10.000maal getrokkcr1 en steeds een witte bal ver-
e kregen., dan k9.n 1nen ervon 01Jr12n;; dot de 10.001 bal geen Z1"Jorte 

• 
" is. 

Ind1en men een pak speelko8rten goed schudt en vervolg~ns 

in 4 stopeltJes uitdeelt:; komen er niet in ieder stapeltje u.J.t-

sluitend 1-c 1 e 11 r v o o r . 

Deze uitspr3ken zijn nllc~ negatief van karakter: bepaalde 

verschijnselen doen zich niet voor. Weliswaar zijn zij niet on

mogelijk, maar zij re~liseren zich niet. Een ieder kan dit con

troleren. De neg2 ti eve ·t1i tspra ken kunnen soms omgezet worde11 ir1 

voorspellingen van positieve vorm, b.v. bij de vaas met bnllen: 

tiek dit soort voorspellingen te verscherpen tot voorspellingcn2 

waar men meer aan heeft~ 

5. Experimentele 11·JE~t der grote getallen .. Uit het bovenstaa1 .. 1c:• .. 

blijkt reeds!} dat c)ok statistische verschijnselen., ondanks h1.1r; 

betrekkelijk geringe regelmaat~ nan bepaalde experimenteel vR.it-• 

stelbare regels gehoorzamen. I-Iet c~ntrale ervaringsfeit, waar('1·_, 

de toepassing der whr berust ~let v-rel: de toepassing., niet c_:1(·· 

whr zelf; deze is een onderdeel der zuivere wiskunde en· bertJ ~ 

slechts op een aantal axiomas er1 o·p de regels der logische ci<::,_. 

ductie :; is van iets ingewikkelde·r~e ::-:1ard O Dit centrale ervaringi: .. -

feit, de experimentele wet der grote getallen, kan a.v. omschre~

ven warden: 

Indien men een experirnent, dat een aantal verschillende 

resultaten kan hebben, een aan.tal N malen op dezelfde wijze 
• 

herhaalt en het aantal malen, dat een bepaald resultaat Sop-

t:t--ee-dt.,. clee !.:t. •C,')o::--- ~: .s. t-1--:i ~ ,,erkrijgt men een tussen O en 1 li[~-

nu • : a I • • 

wordt genoemd~ Verricht men nu een aar1tal van deze reeksen ex

perimenten, met toenemende N~ dan blijkt gewoonlijk, dat de ver

schillen tussen de gevonden waarden van q kleiner warden naar-

mate N groter wordt. . 

---------· ---- ........... ----
• 

2 • 

Afkorting: fq, meervoud fqno 
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In tweede instantie kunnen wij statistische verschijnsel.eYi 

defini~ren als verschijnselen_ die aan de experimentele wet ct~.1 r 

grate getallen gehoorzamen)/ of waar,1an men aan11eemt_. dat z·.1.tj ;'"::t. 

zouden doen;, als l1et mogel~1.f_jl{ was ze voldoende vaak te hcj~hc-lt.-:-·.; 

Deze defini tie is reeds j_et's scherper dan de in 
. 

Het 1~oord ''gev-Joon]jj1-c'' ir1 de bo,,enstaande formulerint::; vat1 c.~ _, t~:j'_ ... 

perimentele wet der grate getallen laat nag een zekere vaut;heJ(9 

bestaano Een scherpe gebiedsomschrijving valt echter van geen 

enkele wetenschap te geveno Bovendien is de wet der grate getrl-
• 

len in hoofdzaal-c een t1euristisch principe voor de toepass1ng 
• 

der whro Men kan de brulkbaarhej_d van iedere statistische mett12-

de aan de practij1{ (_· 1 :") door expe1~j_n1enten toetsen, zoals men ool·.~ 

natut1rwetenschappelj_jke wetten steeds door experimenten moet 

veri t"'lieren., 

Fundamenteel voorbeeld van de experimentele wet der grate 

geta llen: i"lfanneer1 men eer1 aanta l ( t,,, "-,r .. 20 zoveel mogelijlc ge

f zet en op de ove :•) 1 j_ j l{e 

een g 

kaarten neemt en op 

en men trekt hierult 

.. ,, h . c.:i en J_ e -~v a 1~1 e en 

een irroot aantal malen een kaart: 

s teed s n a go e cJ :3 c 11. 1--1 d d en e r1 m E: t t e 1.-·1..1.g 1 t": t2: gen v a n d e get r o k k e r1 

ka a rt d ~ 1 h t f h t ·1 1 r d · ht bi Je 1 20 11 .,.. (. ~· -::. .,,, ... l.. . .:, 0 n z a e J v a D e ,:ce nrne r 1 
,.{ J. 5 l c L-,;:_·. 1.:.,, . -

D j_ t v o o 1~ bee 1 d 1 i. j kt tr iv j_ a a 1 ;I n1 a ,) r ~L s he t rt i et G _w. t j__ ~ u 11 c: -~: 

• 

.. 

1 a t er z i en s d a t. v e 1 e s ta t i s t j_ s c~ he 1n e t. 11 o d e n be sta :.} 1: 1J.i t l1et tr(:: k kt.::·!' i ··, · : 
• 

. 

een .conclusie r)esp l, het doen van een \.roorspelling ., waarvnl1 1·r1,_·~--~ 

niet weet of hij juist i.s respo of hij uit zal komen, terwijl 
• 

in een reeks toepassi.ngen van dergelijke methoden het fq v~011 11 :t 
' 

aantal onjuiste concl11sies respo voorspellingen juist op ct~--

zelfde v'Jijze tot stand lcomt als het fq van het kenmer·k f bi./j hc::-i:~ 

beschreven l{aartenexperjment. Dit betekent dusl dat het fq der 

foute conclu.sies in een lar1ge rE.~eks 001{ dicht bij 1 20 ligt. 

Wij hebben hier 1 20 genomen; dit is ee11 traditionele waarde .. 

• 

die echter willekeurig is~ 

breuk tussen Oen 1 nemeno 

volgt later. 

Men kan ook 1 100 of een andere 

Een 11.adere precisering van ''dicht 
I • 

l ' :, .. , I 
' ' ' 

• - -# ~ 

' 

~ r ~ ~ .. ue ~ ~ i,,~.Sl u,?.~ ~ -~-n,t e.n ... 
• 

Een nr1dere definitie van statistiel{ 

• • •• 

0 is, dat ·deze weten8chap zich bez1_g houdt met de bepaling van .r·· .. ;_~---
• 

en·de eigenschappen daarvan ,. Deze CCJ l-· 

lee ties kunn.en. \erzamelingen van soortgelijke objecten zijn 
' 

de vissen in een viswater J de door een fabriek gefabriceerde t~-·;_, 

nog te fabriceren condensatorenj etco of ook verzamelingen van 
• 

' ,. . ' 

• 

experimenten, zoals bij de experimentele ,tJet der grote getalJ.t r· ., 
. . . . . . 

' 

Wij leiden daarom enkele eenvoudige eigenschappen van fqn af. 
... I 11¥ 

3 
' • 

' 

_...,. ••:t--- ........ , _ __. ..... , ---
' ' " ' . ' ' . ' , I , 
• 

. . . 

Vaak_populat1.es of universa genoemd. 
. . ' 

' 



die 

1''1'u 

Wij beschouwen cc~r1 e:1.nciJ.ge c·:rJllE;CtJ_e A, met elementen A, 

j_ e d e r e e n of me e r d e r k e r··: !n e 1·11 k '.:"; r 1 A , B , C > • • • 1<:u nn en be z it t e t1 , 

1 

2 

3 
4 

gelden de volgende 

0 ~ f~a A) 
-~ ./J 

_,.'1 ,, j ~ "{,..,. ,. r ~ o r ·i· -""'-" / , - ~ ,:: = V L; ' 1::.: ,, C ,' L ,.;:; ' 

fq A ~-=O <t'"~ , 1 ·-· ' .L • 
' .: , ) .1\. 

fq A)=1 r.1 ls A bezit 

fq AV B 

V =,,....,f· -· . \.._) , 
~ 

A - ,,., llf--~, 
F\ ......... t,, .. ·'1 

L l 

_...,_,... ____ ,··- '' ' -"'--.,-· ,,I\. 

I 

.,_. ' ···\ ..,.1, 
' ' i ' 

J. L. C'. , " 

Naast gewone fqn worder~ voorwaardelj_jke f· n ingevoerd. Het 

voorwaardelijke fq V8n A ender de voorwaarde Bis per definiti~ 
•- a o o , w , ., o. • " , o o , "If • "' , .. 

g e 1 i j k a a n he t q ll () t : c~ r1 l: v a r1 he t 3 ri 11 t cl 1 e 1 n A J d a t de ke nm e, 1·· -· 

ken A en B be z j t. c: ,. · l·l ct·~ t.:1 ;1 11 ta 1 E~ 1. r, , d :~1 t ken mer k B be z it : 

5 
dd fq_(.l\/\ B) 

.. -------- • 

fq(B) 

Men kan ool{ 

de B is het 

het voorwa~~rdE~lijke f q v a n A on d e r v o o r \ ,j V 1 ·-1 • ... 

di t berek·ener1 op de c: 

J\. , die lcenn1(: r-·k 

B bezitten g3 dE: betekenis l1ierv9n in fig. 1 na . 

Twee kenn1e1,1{er·1 "'I.\ er1 B 11eter1 onf3 fhankelijk verdeeld ove-r 

indien 
l 

• 

fq(At B) = fq(A) 

is. Dan volgt uit 

en derhal,re geldt '~~)Ole 

+ (BI A)~+: 9. fqlA) 

• 

' • , . 

.. ! \. 

7. Waarschi~inlj jkhe·.i_d,, \-vij Zllllen nu het begr1 ip ~a?rschi_J~.1J_ 1 _-,:.-

heid van een gebf.::urten1s inv·c.>eren C, Een gebeurtenis kan zi ,J·r·: 

het verkrijgen van kruis. K biJ het werpen van een munt, het 
j_r1 eer1 S(~rieproductie ondeugdelijk is. 

• 
feit, dat een 

het feit., dat 

exempl::1c1r 

de meting van een physische grootheid een in eet1 
• 

4 
El element, eln=elementen~ 

5 Afkorting: wh, meervoud whn. 



zeker interval gelegen waarde aanneemt; etco In het algemeen: 
• de 11itkomst van een al of niet werkelijk verrichte waarneming . 

• 

Als illustratie1~ voorbeeld nemen wij het optreden van K bij t12t 
·• 

werpen met ee11 r11unt. De intuitieve achtergrond van het wh-bes1~i:~ ~:: 

is, dat 1."lij 011s een grate serie worpen van deze munt voorstell.(::~~- ... 

waa rin het kenmerk K dan met een zeker fq optreedt O Volgens dE:~ 

experimentele wet der g·~ote getallen zie 5 vertoont fq K 

bij lange series een zekere stabiliteito Men zou nu geneigd 

op K 11 in te voeren. met behul p van <-:: '.~J1··1 

limietovergang tot een oneindig lange serie worpen. Een belang

R.VON 

ma a r d a a r bi j doe t z i c~ 11 d e gr o t e mo e i 1 i j kh e id v o or , d a t de z e 1 ~1. -

mietovergnng geen experimenteel correlaat heeft: 

experj_menten zijn .3 l t.1.\.1c1 ej_r1d2..g O Het verband met 

wordt d.sardoor problcrr·121tiscr1 .. 1tJij voeren daarom 

reeksen van 
werkelijkh,::,•··. c::: 

he t be gr i p '' 1, 11 ·1 • 
1 

j_n als een abstract mathcmatisch begrip, waarvan de eigenschup

pen axiomatisch warden vastgelegd. Daarbij hebben wij echter 

een denkbeeldig lar1ge reel{s cxperimenten en het daarbij optrec1t'.,1~1 -

de :fq wel in ged[:1chten e11 ,,,,ij kiezen de axiomas dan ook analoo:·· 

aan de in 6 afgeleide eigenschappen van fqn. Het verband van 

de op die wijze verlcregen theorie met de werkelijkheidJ dat voo~ 

toepassing va11 de theorie nodig is, moet dan nog gelegd warden. 

Di t geschi.edt 
' 

8. Axiomas~ vJij bescho11wer1 dus een ex1)eriment E., dat uitkom ►-

sten A,B, .... ka11 hebber1. HfJt 01)treder1 vc111 een bepaalde uitko1n:::t: 

noemen wij ool,{ wel een ~!;ebe1_J_rte111s en we geven die met dezeli\c:],~~ 

letter als cJe tJ.itl{omst aan .. Het axiomastelsel der wl1.r kan 111.1 i11 
¥ b Iii ! IM r, m T 2 4 4 4 4 •"111111 i 

8 de volgende vorm gegeven warden vglo 6, 1 ; .•• , 4 o 

Ax.1: Ieder der gebeurtenissen A,B,o.o bezit een wh, d.io 

een re~el getnl tussen Oen 1; notatie voor de gebeurtenis A: 

O ~ P [A] ~ 1. 

• 

Ax. 2: Inc] if1r1. A onmogelijk 
, 

is, 

P[A] =0-

Ax o3: Indien A zeker 0 

lSJ 
0 

J.S 

11 P A] = 1. 

Axa4: 

P(AvB]= P[A]+P[B]_ P[A/\B]. optelregel 

----------- ~---~~ 
6 

7 
Kans en wh zijn synoniem .. 

R. van Mises 5 Wahrsche inl ichke it s11 echnung -9 Leipzig-Wien 1 S:) 3 ,·1, 
NoY. 19430 

De axiomas zi~in, in de hj_er gegeven vorm., niet onafhankeli .. -:1,c<' 
Wij zullen or1s daa rom n1et bel-commeren~ Voor een zorgvuld igE"'r•;::: 
opzet raadplege rnen A IJ KOJJ>10GOROFF 3 Grundbegriffe der Wa11.r
scheinlichkei tsrechnung 3 Berlin 1933, N. YI> 1946 oDe axiomatif30tlE: 
opzet der whr is ·van K<Jlmogoroft' afkomsti~. 



• 

• 

De defir1i tie var1 een voor\-JEta rde 1 i jke wt1 is analoog aan ( ·•·•·•.) 

13 P[AI B] ~! P[AAB] 
P[B] 

De gebeurtenl SSt?r1 Pt er·1 B 71 'll•'~ 
...... ..L • •. J l l stochastisch onafhankeli k ind_er 

14 

is. Dan is ook (\·gl .. --7 ,, f'.:, "; ;-.~ ) ··:~ 1•1 ··j e ~ f 1 e· i <j 1 r'I g d a a r v a n • "-' .L l u ,, t, l ; l ,_,, . . ; . ~. , j . . ( ' .. , • 

15 
" 

en 

Formule 15 heei~ (·:JP: ,,E~rmenigvuldigingsregel voor onafl:1:~Jr.

kelijke gebeurteniss·~n; de algemene vorm van de vermenigvuldi-
, I b r 11 w -

gingsregel volgt uit (13 : 

1'( P [AI\ BJ = ; ,) [ ,A I B . P [ 8] = P [ BI A] . P [A] . 

Indien de ~ebeurtenissen A - uj_tsll1iten, 1s 

P A I\ B =0 en gaat 12 over~ in 

18 

Hieruit volgt door inductle geCTakkelijk, dat voor een 

dig aantal elkaar uitsluitende gebeurtenissen 

19 

De g e 1 d lg t1. e id v a 11 de z . form 1,.1 1 e v o o r co v e e 1 e 1 ka a J:41 11 :1 t . .:, , , , ·. -· 

tend e ge beurtenis sen v~8l::t rt.i.E~ t ui t d E: tot nu toe gege·ven ,-1 _x J. •·, · · 

mas 

Ax.5: 

tende gebeurtenissen is: en 

van deze 

geldt: 

20 

i $ b . 0 r J ~el ~1 1 ~l~ 0 ~1,~~e~-i ?.~) "-' ,I".. '" , '-..~ I.. . ..J. ' , '-,.,al .t .... 

een aftelbare rij elkaar uitnlu\-
,, " A de gebeurtenis voorstelt,dat eet1 

or)treedt: r1c,ta tie A 

De axiomas h 1sbl·.> ... :r; steeds betrekking op een verzamelir1g £:~•.'.· · 

beurtenissen, die op kunnen treden als resultaten van een be

paa ld experiment- oft \,\1aa rr1ernj_11ger1c omplex E. Deze verzame ling ~: ii 

van geval tot geval \7erschj_llend er1 wordt, indien er een stel. 

whn op gedefinieerd 1.s:, dat aar1 de boven.staande axiomas voldr),.¥ ;: I 

• 

een wh-veld ge11oemd · wij gebruiken voor een wh-veld het symbt)::i · 

r ·•. Het wh-vel"0 ie }'1et mathematische model van het beschouwdE! 

experiment . 

• 



Voorbeeld. Bij het werpen van een munt bestaat r uit 2 

elementen., de gebeurtenissen ''kruis '' K en ''munt '1 M • Wij 

ven 

dus p+q=1 . Indien p=q-··1 is wordt de munt ''zuiver'' genoemd. 

voorbeeld van een onzuivere munt is een punaise. 
' ' 

omgekeerd. Gebeurtenissen met 1.·rh O zijn dan niet onmogelijk> 
. 

met wh 1 niet noodznkelijk. 

9. Optel- en vermenigvuldigingsregel. 

Stellir1g 1: Voor n willekeurige gebeurtenissen 

van r geldt: 

21 
n 

P U A. 
l::: 1 L 

n 
waarin ~ =A,vA?..v ... V An en 

l.:::.1 

n 

n AL :: A 1 A A 2 A ... /\Ar, is • 
t.=1 • 

•• .., ("1 ' • • 
--· h...l 

F ,·. 'V' 
• j. l >-

J \,,. .. - ~ 

Bewijs door volledige inductie. Voor n=2 gaat dez0 stelling 

over in ax.4. Stel 21 geldt voor n=h, dan is voor n=h+1: 

h+1 
P U A. = P . \,, 

\..-:1 

h 
U A. vA c.:1 c.. h+1 

:: p 
h 
U A-• I. 
t..::.1 

... p 
h 

~ A ;,_ A A h+1 : 
1.:.1 

• I 

• 

h h 

- L p A. L - l. -• • • 
t..:1 L<j 

p A-AA-
-- J 

• 
( ) 

h_1 
+ ... + -1 

h 

P n A-• I.. 
li.:1 

+ p 

h+, h • h 
' 

- p = L P A· '- - I p A· A A, 
t.. J )

h-1 p + ... + (-1 n A. -:-~ 
• I.. 

• 

h 
+(-1) p 

h 
+ (-t) p 

h+1 

h 

h 

+LP 
• • 
I. 'C j 

n c AL/\ Ah+1 
\.:. T 

n At .. q • e • d • 
• 
L::'J 

' 

+ . . . + 

• 
p A. 

t. 
r..::1 

• 

• 

• 

Stelling 2: Voor n willekeurige gebeurtenissen 

van r geldt: • 

n 
p 0Ai. :PA, .P A2A,-~ A3 A1AA2 

t.,:: '1 
• 

• 

C.;., 

+ ... + 

• 

• 

n 

Deze stelling volgt door volledige inductie uit definitie 13 . 

~orden ondersteld positieve 
' 

whn te bezi tten. Indien di t niet het geva 1 is, is het linkerlic3 

gelijk aan o. 
' 

Deze stellingen warden aangeduid als. de 
• • 

• 

• 

• 



• 

10. ~
1
t~q.Jla.1?ti.s,crir: e;rootr1e~~n. De kenmerken op een wh veld . 

kunnen., behalve qualitatief kruis of munt, kleuren, de·. elijk 

of ondeugdelijk, etc. ook quantitatief zijn leeftijd, lengt~, 

sterkte, levensduur, doorslagspanning. Indien een grootheid x 
voor de verschillende e ln van een wh-veld r verachillende w2 .... ~ r~-

den aanneemt, bezi t deze grootheid een ~9--y~~ad.~,+~
2
!1§S. H1ermee 

wordt bedoeld, dat voor ieder re~el getal a de kans P x ~ a , 

da t x een waa rdE, ~ 8 aa nneemt., op r gedefinieerd is. Di t w·or·•(~it 

aangegeven door onderstreping v,1n het symbool, dat voor die 
• 

grootheid wordt gebruikt en de grootheid wordt den een stoch::~j-

_t!,.~~ti.e.,,.,Sr.~(?th~ .. ,,~d genoemd. Hetzelf'de symbool, zonder onderstrc
ping, wordt dc)n gebruikt, om v1aarden aan te geven, die de 

grootheid kan 8annemen of heeft aangenomen, of als coBrdinaat 

op een as, wr1arop l1et wh-veld wordt afgebeeld. De functie 

23 F(.x.) def p [ X ~ X. 

wordt de verdelingsf1lnctie vnn x .soms: c . ulatieve verdelings-
• 2d. •• 

functie v3n x genoemd. F -oo --0, F +co =1. 

Voorbeelden. Een dobbelsteen. Ke11m.erk x: het aanta 1 Oe:?.:en; , . 
x kan dus de waarden 1,2, .•. ,6 aannemen. r bestaat uit 6 eln, 

genoemd . F x heeft nu de volgende gedaante: 

F 

1 

1 -P6 

P, + P2+ ~+ p'i 

P,+ P:i + P3 

P1+ Pl 

; 

I -----.... --------------l ····· ••-
' I . ' 

• I l 

- - - - - - - - - - - - - - - - - tn ,~.. • ► l 
• I I 
I ! I 
1 I I ------------t UH,.,, l 1 

I I I l 

- - - -- - - •t a : ,J)i I / : : 
I I I I I 
I t 
I 4 1 I I 

P - - - I I d I~ t . I l I . 
1 I 1 ! I I I 

' Ii. . """ ' : l ... : ' .. '"., , ~' - ' ~' ' " " .. ' . " 
• 

0 1 3 -Lt 5 6 
• 

• n : , 

fig. 2: F x voor een dobbelsteen. 

als whn 
• 

'' zui ,,f.:r· 11 

• 

• 

Een ander voorbeeld krijgen wij, indien wij bij een munt 

het kenmerk K door} 1 en het kenmerk M door O vervangen. De ver=, 

delingsfunctie wordt dan als.in fig.3: . 
' 

• 

• 

• 

• 

• 

p 

I 
\ 
• 

·l 

F 
• • 

• 
t 
l 
I 

• 

• 

X. 
t 

fig. !3: F x 1oor een munt • 
H i • 

• 

• 

• 
' 

' 

• 

• 

! I . 
. Deze la3tste ttochasti che grootheid, .die de waarden 1 er7. 

' 

O met whn p en q p+q · 1 aa:. neemt, wordt een alternatieve 
f . 

stocha stische grqotheid ge ·. rr1d. liet bijbehorende wh,,.,veld r 

• 



heet een alternatief. 

Deze voorbee lden lijkeri wellicht wat trivia a 1., maa r voora 1 

het laatste zal zeer belangrijk blijken te zijn. 

De schaal van waarden, die x kan aannemen is, bij deze 

voorbeelden, discreet .. Men spreekt dan van een discrete wh-ver-

~~"'~~ng en van din(::reet 'Jerdeelde s:~~9,~a,s~isc~.e, 5,~.~,,9,,~h,e"?~~ • Het 
aantal verschille1de 1Af3arden., dat aangenomen kan warden, behc.1,::::"t 

niet eindig te zi,~,r~1; Ot')k aftelbaar oneindig veel waarden wordc:"·. 

toegelaten. Indien een stoch,gstische grootheid een continuum 
• 

van waarden kan aannemen b,·J·, lergte, gewicht, treksterkte, E~~) 

en de wh-verdeling 2an de E.~~.s v·oldoet, dat F x een continue 

afgeleide 

24 f( ) d,ef d F( ) V , ,_ _ V 
.-f'v -- ""'-

d.x 

be z 1 t 1 n a 11 e punt en x iJ L-) - ~ J ,.., 0 .. ) tens e 1 nd i g v e e 1 

x een continu ·ve.~.~-~~.lde s,~.<?.'?.ha s,.t~.s,c~ .. e.M .. f:5r.09.~h.~~~- genoemd. De 
functie f x heet de verdclin~sdichtheid van x. 

Een der belf~ngrijkste continue tflh-verdelingen is de normr:~1~LE:: 

verdeling . vaak verdeling 'tJ;:n GAUSZ, of van GAUSZ-LAPLACE ge-

- noemd; echter afkomstig van DE MOIVRE. De grootheid xis nor

maal verdeeld, indien 

• 

25 
----.l O" :l. f (x) = 1 e 

cSV2rr 
• 

. is, waarin µ 

zullen wij in 

en e.5 pa ra1neters 

dit geval ..... 

zijn. De functies f x en F x 

N=normaal aange-.. 
ven. Zij zijn 1,. geschetst. 

• 

FN(.x:) 

' 

,., ... X. 

X 

• normale verdeling . 
., 

Zowel zijn uit en te na getabelleerd. Mert 
• 

vindt deze tabellen in vrijwel ieder leerboek ~n in iedere sta-
• 

tistische tabellenverzameling . 
• • • ----- ~ ................ _ ........ ------------

Deze beperkingj die sterker is dan strikt nodig is, is voor 
de eenvoud ingevoe·rd. De continue verdelingen, die wij zullen 
ontmoeten, voldoen er aan. 



' 

Behalve discrete en continue verdelingen komen ook 

?i.e!Il~~a.e. ,~1!,-.v~~d~-~.1!).f?.~,n 1voor. Di t zijn wh-verdelingen, die in 

een continu en een discreet gedeelte kunnen warden gesplitst. 
" Zij ontstaan vee~al door gedeeltelijke groep~r~~g van waarden 

• 

van een continu verdeelde grootheid. Voorbeeld: bij de bepalinc 

van de levensduur v~n gloeilampen een continu verdeelde groot

heid wordt vaa k een bovengren~1 opgelegd aan de tijdsduur van 

de proef; van de lampen~ die dan nog niet doorgebrand zijn, 

weet men dus alleen maar, dat hun levensduur grater dan een 

kere waarde is, hetgeen a ls een cJiscreet kenmerk kan worden 

ze-

geva t. Oak op andere wijzc 1,tun1·~1c11 gemengde verdelingen ontsta(1ri. 

Er kunnen b.v,, lampen zijn, d.1e 1·1elemaal niet willen brander1 

levensduur O, zodat er een pocitieve wh is voor het optreden 
van de waarde O. Een and er voo~l)ee]_d is de uit te betalen 

brandschade bij een verzekering. Deze heeft een vrijwel continue 
wh-verdeling n1et aan de b()-rvenl{ant een discrete grens: de rr1axi

ma le uitkering, die een positieve wh heeft. 
Er zijn nag ingewj i.::-:el de-c types var1 wh-verdelingen te be

denken, die wij echter buiten ~~schou~ing laten. 

11. Momenten. 

Het ke moment van een discreet verdeelde stochastische 

die de \"188 rc1en x.! 1-.. ,1, 2, .•• 
l 

wordt gedef1.nieerd als 

l 

aar1neemt met whn 

Indien x continu verdeeld is, met verdelingsdichtheid 

f x, is de definitie 

De som en de integraal kunnen divergent zijn; in dat ge't,1·:·1. 
e bestaat het k moment niet. Het eerste moment heet het gemidddde. 

Het nulde moment is steeds gelijk aan 1. 

Voorbeelden: 

Alternatieve stochastische grootheid kans pop 1 en q op O: 

µ 1 =O.q+ 1.p::::p 

2 2 µ 2 = o. q + 1 . p. p. 

Dobbelsteen ·kans P~ op i,; 1=1, •.. ,6: 
l 

+ 6 2pt : v0or pt.= 1/6 fl-;_= 91/6. 

No1'male verdeling zie. 25 0 

• 

' 

' 

• 

• 



• 

• 

• 

.. ·00 , (x....µ)" -
2 

•Kaai~ 1,:!hil ■ 

.x. e o d.x_ , I-'-, - -:-;:1 = 

' 

substitueer 

+oo l 2 

f,L,= 1 • • 

+00 1 l 

--

De eerste term is gelijk aan O wegens de syr~netrie t.o.v. 0 
-l: 2 van e Y • Verder geldt: 

1 

\fiir -oo 

Bewijs: noem het linkerlid X, dan is 

Dus µ 1 -JJ-· 
Verder is: 

• • 

+CID 1 2 2. --<~ +2 ) .J d. e ... o..l,J z. = 
-co 

, 
- 21T 

--
0 

=-

00 .1 -z.2 
'?.e -2 d."t = 

0 0 

, 1 ..... ~ 

de -~~ = 1. 

+oo 

02. 

2.11 

-i ":4). + 00 ye . . ... 
-00 -CO 

_ 0'2+ µ.2 . 

--

2 . 
+fL = 

11 

De momenten van gemengde verdelingen worden geheel ana loots 

gedefinieerd en berekend, na de wh-verdeling ges.plitst te heb

be·n in een continu en ·een sto,chastiech deel. Zij zijn dus ge-
• . ' 

lijk aan de som van een reeks a ls .· 26 • ,.· maar nu met Z. p .. • .. i· 1 , en 
een integraa 1 a ls ·.· 27 ·. .·.· die nu voor k ..... Q ~ 1 is,· .. Wij, zu.1.· 



• 

c., - . ., 

deze gemengde verdelingen in het volgende gewoonlijk buiten 

beschouwing laten. 

12. Mathematische verwachting . 
• 

De mathematische verwachting van een functie ~ x van een 

stochastische grootheid x, wordt gedefinieerd door: 

+00 

L 
resp. 

• 

r.p (x) f (X-) clx. . 

Wij hebben dus vgl. 26 en 27 • • 

Een algemene eigenscr1ap van de mathematische verwachtj __ ng, 

die direct uit de definitie volgt, is: 

31 
J J 

geldig indien een der leden van deze vergelijking eindig is. 

Verder geldt~ als c een constante is: 

32 'tc = C en ecx.: c. t.x.. 

Een stochastische grootheid x gaat over in de gereduceerde 
,., , 
x, indien men hem met zijn verwachting gemiddelde dus ver-

mindert: 

_, d~f '-e 
.x. = X. - e,X.. 

• 

De variantie of het spreidingskwadraat Var x van een 

stochastische grootheid x wordt gedefinieerd door 

Een andere, veelgebruikte notatie voor Var xis: 
• 

.. 
• 

•' 

o{x wordt de spreiding ook wel standaarddeviatie of -------
fout genoemdo Wij hebben volgens 31 en 34: 

Dus 

pen 

36a 

• 

Verder hebben wij de gemakkelijk te bewijzen eigenschap-

62 x.+c en 

Voorbeeld. • 

Voor een alternatieve stochastische grootheid is 

• 



a ""' 5 = P-P~ = pq (q,:: 1- p). 

Voor de normale verdeling 1 S .• • !i., • 

Vandaarhet gebrujk van de letters µ en <S in de formule voo·r~ 

de no1ma le verdf: 1 ing. Een norma le verdeling met gemiddelde µ 

en spreid ing cr g ::ven l;,li~j aa n met het symbool N µ.. ,es . 
De grootheid x wordt gestandaardiseerd door de gereduceerds 

grootheid i door zijn spreiding te delen. 

Een . ereduceE;rde stochastische grootheid heeft dus steeds 
de vorm 

37 x_tx 
.,I'!•... . 

~{?S.} 

en heeft als gemiddel~n ~~~?ls spreiding 1 . 
., 

13. Ongelijkheid van BIENAYrlIE-TCHEBYCHEFF. 
'µi - -~- .. ·-------

Voar iedere stochastische grootheid x geldt: 

P _,. . 1 I x. l > I<, 6 < -- .. - . 
- J<:2 

~ discontinu verdeeld is en de waarden x1 
~J ~~ 

zcidat x 

geldt: 
• 

Hieruit vzl~t (38). Voor continu verdeelde grootheden verlooct 
he t b e , ''I" i ·' ( ' ~"· ~ ""' ., """' -, g· • . J ~., ("'J. l l (...I ..L l / l; ~.. • 

De ongelijkhej cl .1.s zeer. onscherp en is voornamelijk van t,J--t 

retisch belang. Wij behandelen in 16 een zeer belangrijke 

toepassing. 

Voorbeelden~ 

,. 

Voor een a~ternatieve stochastische grootheid x, die de 
d 1 J;_ l D h ·1 ., waar en. 0 en 1 met whn 2 aanneemt, is ...... _= 2 en ~ x ~. er a.~.· . 

g e 1 d t v o or le < -1 , re s p .. ~ 1 : P !"" I x > k cS , = 1 re ir) p . O • 

Hieruit blijkt, dat de ongelijkheid 38 niet kan warden v~r

scherpt, zonder extra onderstellingen te maken. 
Voor ~e normale verdeling geldt, zoals uit een tabel bl.iJkt: 

P · x > 3 5 --0., 0027. De ongelijkheid 38 gee ft a ls resul taa t; - 1 slechts, da t deze wh < is. 
--

• 

., 



I' 

Het aantal 
s 1 ti Ji ; ..ti Ii I 111a •••• t 1 1 ,, el"'~ ,c ~.~ ~ !~ ~ ?:d, ~ I ,Y.a~ ~~ti~! 1 ~ ~~ ~ . ::' ?, ~-14 . ~.u,l

1
p~_~e 111,1~~: 

k ob ecten in twee :roe Jen van h res . k-h ob ecten.bedraart ____________ ..,.__ a 

39 k -h -
k! 

Bewi s. Wij leggen de k ob(jec ten op een rij en nemen de ee •

ste h als de ene ~:!roep .. Er zijn l{! rf3ngschikk1ngen, maar da,'.1r 

de h ! permutaties van de eer~ste h objecten in de rij en evt:-.:r1-

eens de k-h ! ~van de overige oa11 de verdeling in twee g·roe~1f:::!'~ 

niets verandereri, moet het aanta 1 rangschikkingen door h ! k-h) ! 

gedeeld warden, om het aantal verdelingen in twee groepen te 
verkrijgen. H.u.v. 39. 

Op)!!er~.~.~~.: 1s h--k-h ~- k., da n ge lc1t het lemma s lechts, ind 1e·t1 

verwisseling van de twee groepen geacht wordt tot een nieuwe 

verdeling te leiden. f1.a.w. men moet dan een eerste en een 
tweede groep onderscheiden. 

' 

15. De binomiale verdeling. 

Wij beschouwen nu een reeks experimenten, zoals de in 4 

bij de experimentele wet der grate get~llen besprokene. Bij 
ieder experi.ment, t 1~cec1 ·t een bepaa ld kenmerk S a 1 of niet op. 

Het wel optrede11 V[1t1 S noemt mcr·1 voa1,c, om wat fleurigheid in 

de terrninologie to brenger1., een succes, het niet optreden Ve: 1·1 

een succes S een mislukking. Wij onderstellen, dat de kans 

op een succes bij ieder der exper1menten dezelfde is, en wel 

gelijk aan p, en dat de experirnenter1 stochastisch onafr1anke··l .. 1 ·1J·~ 

zijn, hetgeen dus betekent, dat de kans op een succes bij ee~~ 

bepaald· experiment dezelfde is 5 wat ook de uitslag van de vo

rige experimenten geweest mogE.: zij11 vgl. 14 . Deze onder,ste:l • 
• 

ling van onafhankeli._jkheid komt in de practijk overeen n1et 

een herha ling van het experiment in dezelfde, van tevoren ,,~1 ;~; t-• 
gestelde, vorn·1., zonder be!nvloeding van deze vorm door de eer

der behaalde resultaten. Het aantal successen in de reeks nae

men wij x. Indien de reeks ult slechts een experiment bestaat~ 
1111 ·~-

bez-it x een .a 1 terr1atieve VE7r'deling. Bij een langere reeks be-
e . , 

hoort bij riet i= experiment. een a 1 terna tiev-e · st-ocha stische 

riment aangeeft, en wij hebben dan 

40 

dus ook 

indien p de kans op een succes 
reeks experimenten de lengte n 

1 s · dus Ex1=0. q +1. p···•"P en de 

heeft .. De grootheden x zijn, 
'q ., •• 1 



volgens de gemaakte onderstelling, onderling onafhankelijk ver

deeld. Wij leiden nu de wh-verdeling van x af en wel zullen wij 

stelling bewijzen: de volgende 

s,t.~ ~ ~-ipgi ,3_. Bij een reeks van n onafhankelijke experimenten, 

die ied~r ~en wh p op succes hebben, bezit het aantal successerL 

A een wh•verdeling van de vorm . 

(q= 1-P), 

Opmerkingen: formule · 42' geldt voor iedere gehele waarde 

x., indien wij n -0 stellen voor x < O en x > n. De door 42 
X 

aangeg~ven wh-verdeling wordt de binomiale verdeling of de 

verdeling van Bernoulli genoemd . 

. 1?.~YJ~ J s. v~ n, de . s te 1 ~.-~
1
ns;. 

. . ' V .' ' . 

.... t . . ... ... \ .. 

De kansJ dater een bepaolde reeks uitkomsten van de vorm 

SSSS ... S verkregen wordt, waaronder x successenJ is gelijk 

. ' 

gingsregel 15 voor onafhankelijke gebeurtenissen. Er zijn, 

volgens de hulpstelling van n 

reeksen. Het optreden van twee verschillende 

verschill~nde dergelijk~ 

reeksen tegelijk 

is onmogelijk, zodat wij formule 19 kunnen toepassen. Dan 

blijkt, dat de kans op het verkrijgen van ~~n van deze reeksen. 

gelijk is aan het rechterlid van 42, maar het is tevens de 

kans om x successen te verkrijgen, dus gelijk aan het linker

lid van 42 0 

Het gemiddelde van x hebben wij reeds berekend zie 42 
Wij berekenen nu het tweede moment langs een omweg. 

• 

Verder is 

dus 

en 

n 
n(n-1) p~ L 

l.-::2 

n.2. 
;. n(n ... 1) p~ .L 

J:;0 

' 

• 

l 

-- np., .... np2. = npq. 

n! 

• 

, . ·~· ... , ---~ -·. . ~• .. -· . --~· . ~. .. ' - .. -

' 

• 

• 



• 

• 

• 

Wij hebben dus: 

41 '"tx = np en 43 • 
• 

Voorbeeld. Voor n=10 en p=0,4 is de binomiale verdeling in 

onderstaande tabel en grafiek gegeven. 

p 

• • 

0,20 • ~ 

o,,s • • 

0 10 ., • • 

o,os ' ... 

0 

BinomiE1le verdeling voor n=10, p=0,4. 

• 

1 

X 

0 

1 

2 

3 
4 

2 

' 

3 

0,006 
• 

0,040 

0,121 

0,215 

0,251 

' 

II X 
!! 
11 

II c:. 
II _, 
II 
II 6 
Ii 
II 7 
It 

: 8 
11 
II 9 
ll 

ll 1 o 
11 

b 
' 

7 

... ' p x-x 

0.,201 

0'.,111 

03042 

0.,011 

0,002 

0,0001 

'tx. -:4 
• 

a{ x.} = v1~l.fo::: 1 

• 

s 9 10 

16. De wet der grate getallen theoretisch . 

• 

Volgens de ongelijkheid van BIENATI'IE-TCHEBYCHE◄•1\F, 38 gE:ldt 

voor de binomiale verdeling 
• 

Het frequentiequotient x n van het aantal successen fq x 

noemende, verkrijgen wij hiervoor: . 

p l-fq_(x.) _ p I >. k pq_ < 1 
n . k.2 

of oak met h=k n 

Dit betekent dus, dat bij iedere positieve h~ de kans op een 

verschil grater dan h tussen· het gevonden fq en de wh p voor 
• 

n .. ► co tot O nadert. Di t komt~, ecr1ter prec ies ov-ereen met de 

ex~x1mentele wet der grote getallen, indien wij aannemen, dat 

een gebeurtenisJ die een kleine wh bezit~ gewoonlijk niet op
treedt. 



• 

• 

• 

17~ Toepassingsprincipeo 

Hierop berust nu de toepassing van de whr in de statistiek . 
• 

De statistiek ontwikkel.t methoden, die tot niet geheel zekerE~ 
conclusies leiden, maar waarbij de kans op een foute conclusie 

bekend is, b.v~ gelijk aan ~ voor ~ wordt vaak de waarde 1 20 

genomen .Men weet dan 5 da t er slechts een zeer1 gerim.ge kans j s ~ 
• 

om in een lange reeks van dergelijke conclusies meer dan onge-

veer een fractie ex. aan foute conclusies te verkrijgen. ~eze 

kleine kans wordt dan verwaarloosd; hetgeen, zoals experimen

teel kan warden aangetoond nl. met de experimentele wet der 

grate getallen of op grond van andere experimenten, voor toe

passingen verantwoord is, Oak bij de andere in 4 genoemde 
• 

• 

experimente le verschi jns e len, "'waa rbij bepaa lde, ·'"niet onmoge 11 .J 1·<-'·:· ., 

uitkomsten niet voorkomen~ blijken, bij berekeningj deze u1t-
• 

komsten een zeer geringe wh te bezitten. 

Dit toepassingsprincipe J.ijkt wellicht minder exact dan de 

methode van andere wetenschappenj zoals b.v. de natuurkunde 5 

maar dit is slechts in schijn het geval. Ook de natuurkunde 

geeft geen absoluut zekere uitkomsten; anders zouden er geen 

discrepanties tussen verschillende metingen van eenzelfde groot-
• 

held en geen mislukte experimenten voorkomen. Een bromfiets 

zou nooit mogen weigeren. Eerder kan men zeggen~ dat de statis
tiek exacter isJ daar d2 aan het experiment inhaerente onzeker

heid in de berekeningen betrokken wordt en tenslotte in een 

getal wordt uitgedrukt, dat, in een lange reeks experimenten, 

een nauwkeurige schatting van het fq der onjuiste conclusies 
voorspellingen vertegenwoordigt. 

• 

• 

• 

• • 

• 
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bij Hoofdstulc I 
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• staat moet staan 

voor ied8re A voor A' maar ook 

van Mises von Mises • 

o= 
n 
VAL-l=:.1 L:1 

cummulatieve cumulatieve 
• 

p q_ 

• 

• 

• 

voor B, C I = ... 

De dikke lijn langs de x-as 

.. 

mo e t b i j O in e en pi j 1 t j e t3 j_ :·:. ., .... 

• 

stochastisch 

gered.uce&rde 

' 

• 

-di gen . 
• 

• 91 

discreet 

gestandaardiseerde 

0 

''dus ook •.. lengte n h8eft'' weglaten. 

• 

Voor ''Het gemiddelde. e • 

H8t gemiddelde van~ is 
n 

tx.: L L ~ 
L:O t.. 

n-1 • • 

• 

• 

• 

zie 42 •• komt in de 

nu 1 volgens 26 en 41 

' . . 
J n-1-J p q, = np,. 

daar L. r"\-1 
-

j:=O J 
pJ 9, n-1-J = (p+ q.) n-1 = 1 

• 
lSo 

42 
met 

• 

Dus 

h:k pq, 
n 

• 

~x. = np .. • 
• 

met 

• • 

• 
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II Binomiale verdeling. 

1. Binomiale verdeling. 
• 

In I 15 is de volgende t:;;telling bewezen~ 

Stelling.1: Bij een reeks van n onafhankelijke experimenten, 
• • ,a a r ,, • 1 a a s a ... a a a : a l ; a a m s g ; z a • 1 - e : 1 r , • 

die ieder een wh pop succes hebben, bezit het aa_ntal successen 

x e.e!l .wh :'e_rd.~lin~~ :;7 8~ .,~~ ~o.~~ 

1 ' 

P[~:x]: .~ Pxcin-x. (q,:: 1-P) . 

Deze verdeling wordt de birtomiale verdeling genoemd; het 
' 

gemiddelde en de spreiding Q Q van x ziJn: 

i.x. = np 

• 

Wij v~rmelden, zonder bewijs, de volgende stelling, die 

voor practische toepassingen van groat belang is. 

Stelling 2: Noemen wi 0 de gestandaardiseerde binomiale~ root

heid y, dus 

dan is y, bij gegeven waarde van p, asymptotisch voor n-,ro 

normaal verdeeld, d.w.z. voor iedere y geldt: 

lLm P[y~y]= 1 

n-. oo - V2Tr 

'j _.!, u.2. 
e 2 du. . 

-00 

Deze stelling wordt gewoonlijk de stelling van LAPLACE 

Een uitvoerig elementair bewijs vindt men in J.NEYlYIAN, First 

course in probability and statistics, N.Y. 1950, hoofdstuk 4. 
De stelling volgt verder direct uit de centrale limietstelling 

der whr, die wij hier echter niet bespreken. 

3.· Aangepaste normale verdeling . 

Stelling 2 schept de mogelijkheid de binomiale verdeling, 
• • 

die voor kleine n zeer ha.ndelbaa r is., ma a r voor grate n pra c ,.,,, 

tisch niet meer op directe wijze berekenbaar, door een normale 
• • 

te benaderen. Een n.ormale verdeling met hetzelfde gemiddelde 

• 

' 

en dezelfde spreiding als een gegeven binomiale verdeling worat 
. 

de aan deze binomiale verdeling aangepaste normale .verdel·ing 
• 

' . -• 

genoemd. Volgens stelling 2 moeten deze verdelingen, voor grate 
• • 

n, zeer veel op elkaar gelijken. Wij gaan de aanpassing uitvoe-

behandelde voorbeeld n=10, p=0,4. 
1- - - - ---- -

Zie b.v. H.M.WALKER, Studies in the history of statistical 
method, Baltimo~e 193~, p. 14 . 

• 

• 



• 

Voor di t geva 1 is p., =np=4 en es = V np·q=1, 55 ~ 

De aangepaste norrnale verdeling heeft dus als verdelings
dichtheid: 

+(x.) = 1 met µ-=~ .. t:5=1,-ss. 
• 

Deze grootheld is, voor µ=0 en <5=1, getabelleerd, b.v. 

in W.J.DIXON and F.J.MASSEY JrJ Introduction to statistical 

. De berekening der 

aangepaste verdeling is uitgevoerd in tabel I, waarin 

y-z::. 1 

27T 

- 1 2.~ 
e 2 

is. 

bel 

De derde kolom van de ~abel is opgezocht in de genoemde ta-

van de N 0,1 -verdeling. 

vgl. I.14 . 

De laatste kolom bevat de exacte 

verdeling 

X 

4 

3 en 5 
2 en 6 
1 en 7 
0 en 8 

9 
10 

Tabel I 

Aanpassing van een normale verdeling aan 

een binomiale met n=10., p=0 3 4 µ=4., <:5=1,55 
verdelingsdichtheid als schatting der whn 

I Z.I = X.-'-1 
~ ~/1,55 p 

1,55 

0 0,399 0,257 0,251 

o,645 0.,324 0,209 0,215 en 0,201 

1,29 0,174 0,112 o, 121 en 0.,111 

1,935 0,061 0,039 0,040 en 0,042 

2_,58 0.,014 0,009 0,006 en 0,011 

3,225 0,002 0,001 0,002 

3,87 0~0002 0,0001 0,0001 

• 

De exacte en de aangepaste verdeling zijn verder in fig. 1 

geschetst. De exacte is discontinu en de aangepaste continue De 

overeenstemming is reeds vrij goed, ondan.ks het feit, dat n· 

klein is. Daar p 1 is, is de exacte verdeling scheef, terwijl 

de aangepaste s ~~etrisch is. De benadering is daarom verreweg 

het beste, indien p 1 is. 

Nu gaat het erom de exacte verdeling te schatten met behulp 
van de benadering. Voor n=10 is de binomiale verdeling nog ge

makkelijk exact te .berekenen en tot en met n=49 is zij bovendien 
' 

in. 7 decimalen getabelleerd voor p=0,01 Oj01 0,50 in de 

''Tables of the binomia 1 probability distribution r,, Nationa 1 

Bureau of, Standards, Washington 1950. Voor grotere n en ook., a lf.3 

men deze tabel niet bij de hand heeft, is het gebruik van de nor

male benadering aan ~e bevelen, als p niet te sterk van 0,5afwiJkt. 
----- - - •,n_ -----

' 

Di t boek wordt verder a ls ''DTXON and MASSEY'' aangeduid. 
' 



0,2.5 

o,,s 

o,o , 

• 

.. p .f 
') 

• 

0 , 

• 

s 

N o-c. ·m o..Le. be n<:t.de "C Ln<3 voo,:. 
b \. T\O ·r n i. a. le v~ "t.d.e. l i. 'r'\9 
met n = 10 ., p = o> .Lf • 

1 8 9 lO X. 

fig. 1. Aanpassing van een norrt1ale ,:erd2ling aan 
• I ' ~ t • 

een binomj.ale met n=10 en p=0,4. 
• • 

De wh P X=X wordt nu, zoals voor de hand ligt zie fig. 1 

benaderd door de oppervla kte onder de aangepa ste norma le verdF~ ... 

ling boven het interval van x-½ tot x+½. Alleen voor de twee 
uiterste waarden in ons voorbeeld O resp. 10 neemt men de op

pervlakte vanaf -CD tot 1 resp. van 9-} tot +co, daar anders de som 
• 

der benaderende whn kleiner dan 1 zou warden. Deze benaderin.g 

door een oppervlak bezit, zeals wij verderop zullen zien, een 

met behulp van •de ordinaten der aangepaste normale verdeling. Wij 

geven eerst in tabel II de benadering van de exacte whn door de 

genoemde oppervlakken weer. Deze kunnen warden opgezocht in een 
' 

tabel van de \ c11rnulatieve verdelingsfunctie der normale verdeling 

b.v. DIXON and MASSEY, pag. 306. Uit tabel II blijkt de wijze 
van berekenen voldoende duidelijk. Wij maken echter nag de vol

gende op~erkingen. De tabel is naar afdalende waarden van x ge-

verschillen van d-e 4 e. De 

derde kolom is het gemakkelijkat te berekenen door gebruik te 

maken van het feit, dat de breedte van de intervallen, uitgedrukt 
in <5, 1 '1,,55 0,645 bedraagt. Ook de s ·.··· ,etrie van de aangepaste 

maakt in dit geval de berekening eenvoudig. Dit zou 
• 



echter niet zo zijn, als het gemiddelde np =4 geen geheel geta·J_ 
was. 

Tabel II 

Aanpassing van een normale verdeling aan een 

bin_omiale 1:1et n:::o, _P= O:,i.l f::=-~~ _o ::-:. 1,ss 

oppervlakken der aangepaste verdeling als schatting der whn 
ti t 2 1 Jr m a 11 s r r a t 1 11, • , r a , 

4 
r I r 

• 

=----~-------~---------=----------------------
X 

10 

9 
8 

7 
6 

5 
4 

3 
2 

1 

0 

ondergrens 
interva 1 Cg) 

9,5 
8,5 

7., 5 
6,5 

5., 5 
4,5 

3,5 

2,5 

1,5 

0,5 
-CX) 

*- 9- Lt 9 .:.: 1 55 , 

3.,548 
2J903 

2,258 

1;613 

0,968 

0,323 

-0,323 

-0.,968 
-1.,613 
-2,258 , 

-00 

1 

2rr 
-00 

0,9998 
0,998 
0,988 

0;;946 

0,834 
0,627 

0,373 
0.,166 
0,054 

0.,012 

0 

P [ .:x: -=: xJ ------
benaderd exact 

0,0002 

0,001 

0.,010 

0,042 

0,112 

0,207 

0.,254 

0,207 

0,112 

0.,042 

0,012 

0,0001 

0,002 

0,011 

0,042 

0,111 

0,201 

0,251 

0,215 

0,121 

0,040 

0,006 

, 

t 

Bij vele toepassingen van deze benadering zijn niet de 

relatieve fouten van belang, maar de absolute en zolang deze 

niet rneer dan enkele promillen bedragen zijn zij 'niet hinder

lijk. De beide benaderingen tabel I en II zijn dus ongevee·r> 

even goed. Het voordeel van het gebruik van de oppervlakkenme

thode dus van de verdelingsfunctie van de aangepaste normale 

verdeling is gelegen in het feit, dat het er gewoonlijk niet 
' 

om gaat de whn Px=x ieder afzonderlijk te berekenen. Meestal 
moet men whn van de vorm 

berekenen. Bij de eerste benaderingsmethode zou men deze slechts 

verkr7 jgen als sommen van reeksen van whn van de vorm P~-X, 
hetgeen veel te omslachtig zou zijn. Volgens de tweede benade

ringsmethode hebben wij echter: 

1+- . 
~ betekent: 

1 X,-np+ :2. 

Vnptj_ 

~~ F 
N 

x.,-np+ 1 
Vnp:J .. 

"t 
X.2.- P-~ 

·,nn I r,.. ~, 
., 
• 
' , 
' ,, 
~ 

is ongeveer(geli~k aan. 



, 

waarin- e 

lS .. 

;:,l 
1 L,l.''2. 

1 e-;: du. 
2rr. 

-00 

· Vergelijken wij dit met 4 van Stelling 2; dan zien wij, 
, 

dat de eerste vergelijking van 6 rnet 4 overeenstemt op de 

de ter.m 1 in de teller na. Voor n ➔ oo te 1·t deze term niet mee ~ 

voor eindige n echter wel. Men noemt deze term de continuiteits-
• 

correctie , daar zi.j ingevoerd wordt wegens de continuiteit 

van de aangepaste normale verdelingJ terwijl de binomiale ver

deling discreet is. Bij het toepassen van de continutteitscor

rectie stelle men zich steeds fig. 1 goed voor ogen. 

Voorbeeld. Een van de oudste voorbeelden op dit gebied 1s 

de kwestie der jongens- en meisjes-geboorten. Wij zullen de vol

gende twee vragen beantwoorden met behulp van de normale bena
derj_ng. 

meisje, hoe groot is dan de kans om bij 10.000 geboorten een 

aantal jongensgeboorten x tussen 4990 en 5010 te vinden? 

tal jongensgeboorten behoudens een wh 0,05 liggen? Deze tweedt:: 

vraag is niet voor ondubbelzinnige beantwoording vatbaar;zie 

verderop. 

Oplossing: 

dus een binomiale verdeling met n=10.000 en 

p=q---~ . Dus /J-- --5. 000 en o= Vnpq_=25. Volgens formule 6 
, 

is dus: 

p t./990 ~ X ~ 5010 
25 

1 
F .Li990- 5900_ 2 

- N 25 
--

• 

• 

zoals bij opzoeken .in een tabel van de verdelingsfunctie der 

N(o,1)-verdeling blijkt. 

\ 

gevraagde geldt, daar in de regel bij 
aan te geven, waarvoor het 

een verschuiving van d(i' 

ondergrens naar boven een verschuiving van de bovengrens naa~ 

boven gevonden kan worden., die de verschuiving van de ondergr~;·~':,::~ 

compenseert en vice versa . Wij zullen er drie berekenen, d~c 

het meest voor de hand liggen en wel zullen wij x,, x.~ , x; tJl~. 

x 2 zo bepalenJ dat voldaan is aan 
• 

, 

P t < < • P[ < 9 == .X. 1 = X - :X. 2 _ X _ :X.2 = 0~ 5 , 



terwijl x.:+ x~.= 10.000 is, dus het inteMTal 8 ..... etrisch 
. , 

• • 

is t.o.v. het gemiddelde 5000 . 
• 

Volgens formule 6 is nu let op het teken van de conti-

nuiteitscorrectie: 

en dit moet =0,95 zijn. Nu is, zoals bij opzoeken in een tabel 

van FN blijkt, 

1 :x:, _ 5000- 2 
'.25 

FN _ 1,6'-tS = o,os , dus 

H. u . V • X 1 = '1959, LI ; daar x slechts gehele waarden aan kan nemen, 

vinden wij dus als oplossing: . 

P x. ~ '4960 ~ .. : 0,95. 
,, 

Uit sn~~etrie-overwegingen volgt dan tevens: 

Verder is: 

P I< <: I 
:X: 1 = X = X2, 

• 1 

F X.:2-5000+ ~ 
~ N -----------

25 

I 1 x., _ 5000- "3: 
25 

--

I 1 
X 1 - 5000- 2 

• 

2.5 

Nu is FN (_1,96) = o.,02s J dus 
• 

• 1 x, _5000-2 
-:-: _1.,96. 

25 
• 

H.u.v. x~ =~951")5 

aan kan nemen, is 

en dus . Daar x alleen gehele waarden -
, 

p i.t 9 5 2 ~ X § 5 OJ../ 8 :: '""• 0 :> 9 5 . 
' 

4. B€°ta-functie. 
I IF I O I 

Behalve uitce in 3 genoemde tabellen der binomiale ver

deli~g, kan men deze verdeling ook aflezen uit tabellen en nomo

grammen van de onvolledige Beta-functie. 

Wij bewijzen daartoe de volgende stelling. 

Lemma 1: -----. 
Voor o~ t <n en p>o, q,>o, p+q.:: 1:, ge ldt 

• • 

pt.qn-l:: l ________ __ 
1 

xt ( t_ X:) n-t- 1 d.x. 
•· 

0 



• 

-

Opmerking: voor t=n is het linkerlid gelijk aan 1; van de 

tweede term in. het rechterlid zijn dan de i.ntegralen in teller1 

en noemer divergent. 

Bewijs. Noem het linkerlid van 7 S(t~n,p) of bij afkorting: S , 

dan geldt: · 

• 

dS t 
=L 

dp i:1 

-

Derhalve is 

0 

• 

S(t,n,p) + C, 

t . 
I:.. n! pil"l n_j_, = 
· 't( ' )I -. J=O j. M-J- 1 . 

n! 
'I( . )I J· "-J-1 . 

• 

• 

waarin C een integratieconstante is. Het linkerlid hiervan is 

gelijk aan 

n! 
• 

met voor de duidelijkheid van de notatie x. als inte 

bele in plaats van p • Vullen ·wij hierin p;o in, dan wor.dt •it 
linker lid gelijk aan O. Verder is in het rechterlid S,(t)n,o) = 1 , 

daar voor p:o de eerste term ~an 7 gelijk aan 1 wo~t ~n de 

overige gelijk aan 0. ~sis 

C:. _ 1. 

Wij hebben dus 

• • 

S ( t ., n , p) ::. 1 - --,--_n_! --:--
. t! Cn-t-1)! 

0 

Vullen wij hierin P=1 • in, 
• 

gelijk aan 0 

t!(n_t_1)! _ 
n! 

daar nu q,==o 

0 

da n wordt het linkerlid, S(t,n, 1) , 
• 

lS, zodat wij vinden 

• 

Vullen wij dit 

7 . q.e.d. 

in de vorige vergelijking C in, dan verkrijgen wij 
• 

Gewoonlijk wordt de volgende notatie gebruikt: 

8 
1 

B( ) 't-1 ( )S-1 d -C.,S _ X.. 1-X. X 
• 

,o 
• 

• 



• • 

' 4 

e (.,.. 5) P x't- 1 (1_x) s_ 1 dx p ...,., = 
0 

B(i:.,s) 

Deze laatste notatie is afkomstig van K.PEARSON, Tables of 

the incomplete Beta-function, London 1934, waarin deze functie 

Ip(~s)J de onvolledige Beta-functie, uitvoerig getabelleerd is. 

In de notatie van K.PEARSON wordt 7 : 

11 

De laatste overgang volgt uit de gemakkelijk te bewijzen eigen

schap 

12 ( p+q,: 1). 

Vervangen wij in 11 t door u_1 en trekken wij ieder der 

leden van 11 van 1 af, dan verkrijgen wij 

13 
n 

• • 

~ (:) p"q"-~== Ip(u,n_u_+1) = 1 _ (n_u.➔-t., u.). 
l..::U.. 

Met behulp van de formules 11 en 13 kan men dus de 

verdelingsfunctie van de binomiale verdeling in de genoemde 

tafel van PEARSON opzoeken. De argu.menten ~ens doorlopen de 

waarden 1 tot en met 50, zodat wij tot en met n:99 kunnen ko

men. Deze tafel is dus uitgebreider dan de in~ 3 g~noemde to-

• 

fel der binomia le verdeling van het 11 Na tiona 1 Bureau o~ Sta nda ·1-->ds'~ 

Voor n~Ll9 is deze laatste echter veel gemakkelijker. · 

In dit verband verdient ook een zeer ingenieus nomogram van 

de onvolledige B~ta-functie vermeld te warden. Dit is te vinden 
• 

in H.O.HARTLEY and E.R.FITCH, A chart for the incomplete Beta-

function and the cumulative binomial distribution, Biometrika 38 

1951 , pp. 423-426. Deze schrijvers hebben de functie Ip(~,s) 

voor ~~200 en s~6o, die in Pearson's tafel honderden pagina's 
/ ,, 

bes la at voor "t. en s ~ so , op een pagina samen weten te persen. 

De genoemde tabellen zijn vooral nuttig, indien n klein is 

en p sterk van~ verschilt. Voor grate n kan men gewoonlijk de 
• • 

• 

normale benadering gebruiken, of als p zeer dicht bij O of 1 ligt 
• 

-een andere benadering met behulp van een aangepaste Poisson

verdeling, die wij hier niet behandelen. Voor kleine n en p 
• 

dicht bij O of 1 zijn deze benaderingen echter vaak niet nau~1--- · 
keurig genoeg. 

• 
. ' 

' 

Voorbeeld. In de kwaliteitsbeheersing eeft men vaak te 

maken met de keuring van grate partijen dqor het controleren 
' f • 

/. ~ . 
van een o~ een reeks van kleine steekproeY\en daaruit. Ieder ge-

• 



I' 

controleerd exemplaar krijgt dan b. v. het kenmerk '1deugdelijk 1
' 

of 1tondeugdelijkr1 of '1defect '' , en het gaa t erom zoveel moge

lijk te weten te komen omtrent de fractie ondeugdelijke exemp:l.,:1-

ren in de gehele partij. Deze fractie is·vaak klein en dan doc11 

zich bij de uitwerking der statistische analyse vragen voor van 

het volgende type: indien het aantal gekeurde exemplaren gel1jk 
• 

aan 10 is en de fractie defecte exemplaren in de partij is o,c~G 
6 , hoe groat is dan de kans, om onder de 10 gekeurde exernpla-

• 

ren 3 of meer ondeugdelijke te vinden. Indien de partij groot 1s 

en de 10 exemplaren er door loting 

deze vraag wh-theoretisch gezien neer op de vraag: hoe groat is 

de kans, dat de binomiaal verdeelde stochastische grootheid x, 

met parameters n::10 en P=0,06, minstens de waarde 3 aanneemt. 

Wij moeten dan dus de grootheid 

berekenen. Met behulp van de tafel van het ''National Bureau of 

Standards'' of van de in deze paragraaf beschreven tafel of no

mogram van de Beta-verdeling, vinden wij voor deze kans de waar-
• 

de 0,019 of, desgewenst in meer decimalen, 0,0188378. Deze 
waarde 1s dus een afronding van de exacte waarde. Passen wij de 

normale benadering toe, dan hebben wij: 

dus P[ x ~ 3 I n::10, P=o,06 t:; -=1 

2rr 
halve vinden wij P·;,~-;0,006, 
- _ _. __ ,__ --- ----- -- -- - ... ----- - ---- • 

f:M:} 1 2. 

e --,:u ctu_ met a= 2 , 5 - 0
=>
6 = 2>sa. 

a. o, . 0 . 
een vrij slechte bena ering. 

Keuze door loting, ook '1aselecte keuze'' genoemd zie 

Der·-

D.VAN DANTZIG, De natuur a"'I·s· t'e'genspeler, Statistica 5 1951 ·, 
p. 153 ,is een der grondtegjx1eeJe3·1van de toepassing van de 
mathematische statistiek. Men kan op die wijze bereiken, dat 
de waarnemingen binnen het mathematische model als onafhanke
li jke waa rnemingen kunnen warden beschouwd. Wij gaan daa r hi.er 
ter plaatse niet nader op in. 

.. 

• 

• 

' 
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1. Hypothesen. 
• I naao1 11• 

De toetsingstheorie., ont,~ikkelr] doot"' 1J.NEY1JfA1'1 en E.S.PEAR;SOl~, 

houdt zich bezig met het toetsen van onderstellingen die 

hypothesen word en genoemd over niet ll,ehee 1 bekende wh-verijt: ~1-1 r1--
gen, op grand van waarnemingsresultaten. Wij zullen de princ1.pes 

van deze theorie aan de hand van een zeer eenvouaig voorbeeld 
uiteenzetten. 

Laat van een stochastische gr·ootheid x gegeven zijn, d,1t 

~eze een binomiale verdeling bezit: 

waarin n bekend 1s, maar p onbekend. Wij zeggen dan, dat de 

ye:,;a,,~_am_e ~ i:n~ -y~ 1:1 to~s;.e_l.a t.~!1. t~.YP.?..~_[le~,.-~ .. n. bes taa t ui t al le bi n<:)r11 , · '. 1. (: 

wh-verdelingen met de gegever·1 v1aarde van n. 'Beze ver~zamelj~r-it?~ l:~.~~;r1 

dus worden voorgesteld door 

D: 0~ p ~ 1 

de z.g. parameterruimt8. Een onderstelling omtrent p van het 

type: P= p0 wordt nu een ~-~-~~.~.:!.?.~9,,~,s;e .0¥P.~~t1 .. ~ .. ~.e genoemd. In het 
algemeen is een enkelvoudige hypothese een hypothese, die ~e be-

• 

trokken wh-verdeli.ng volledig specificeert. Een onderstell:i .. r .. 1g 

omtrent p van de vorm p~ p0 of"' ool< P~P,, of Po~pip, e.d.), t~aa1'l,_ 

door de wh-verdelj_ng niet volledig wordt gespecificeerd, warcJt 

een s .. ~m,ens;,e .. ~-~--~.~-?.e ..... l1.Y.P.,o.t~~ s_~ genoe111d • Een derge l i jke hypo the Gt~~ 

kan altijd warden voorgesteld als een deelverzameling w van d~~ 

parameterruimte fl, b.v. 

(wen, /,. 

terwijl een enkelvoudige / ,, n hypothese door een punt van voorgc-
• 

steld wordt. ' • 

2. Kritieke z6ne. 

Onoerstel nu b.v., dat n~100 is en dat wij P=0~9 Wens e •re t" ::c\ l ·-' "-' 
. 

toetsen op grond van een waar,.nerning x.0 van x.. :Dit beteker1t dt1:·!, 

dat onder 100 onafhankelijke proeven, ieder met een enderstelde 
kans o,.9 op succes,,, x.

0 
successen gevonden worien. Wanneer lea r1 men 

nu zeggen, da t Ae gevonden 'tiaa rde x 0 beho.Qrlijk in overeenst,e1n

ming is met de hypothese P=0,9? Intuitief is het tuidelijk, dn t: 

di t zo is·, · a ls x
0 

niet te ver van 90 · cii t is nl. !?t a 1"'w•i jkt. A~l~ 
" 

men echter ¾= o vindt, dus geen enkel sucoes, wan is tit resul-
.-' 1""" 

' 
~·*-"'~ 

,. 

' 



• 

. .,.... ,...,) 
• .,,..I -'"'1 , __ , __ ) 

• 

P=OJ9 en men zal dan geneigd zijn deze hypothese te verwerpen. 

De toetsingstheorie is een precizering van dit soort rede

neringen. In het bovenstaande geval b.v. zal men de hypothese 

p:0')9 niet a lleen ver,,\rf]rpen !J a ls x 0 :::o is, maa r ook a ls :x.0 = 1) 2: ... 

tot een zekere grens, is. Met andere woorden, men kiest een d!~c?l.

verzameling van de verzamelj~ng var1 a lle mogelijke resul tat en c1 ··1 

verwerpt de getoets t e r1ypoi~r1c SE;, ind ien het gev onden resul ta E! .Jc 

tot die deelverzameling behoort. Die deelverzameling wordt a~~ 

kritieke zone van de toets genoemd. Valt het gevonden resu1tn~t; 

niet in de kritieke zone, dan wordt de hypothese niet verworper10 

De verzameling der mogelijke resultaten noemt men vaak de 

steekproefruimte waarneming_ uimte of resultaten-ruimte z<)ll 

misschien beter zijn en de hypothese, die men toetst wordt d 1~-· 

getoetste hypothese genoemd en gewoonlj_jk met H0 aangege"Jet*l ~ .~)• .. : 

steekproefrauimte bestaat in. het door ans beschouwde geval tilt 

getallen 0')1., ... ')100, nl. de waarden, die het aantal success(r1 

aan ka n nemen. Een toets wordt geheel bepaa ld door de bi.jbE::h c, 1:, __ ;11-

de kritieke zone. De meest doelmatige keuze van een kritieke 

zone en de eigenschappen van de bj_j verschillende kritielrc z ✓-)n1,.,;~·:· 

behorende toetsen zijn de onderwerpen ,Jan onderzoek van de tC)(::.,.t~-
• 

singstheorie. 

3. Kritieke zone van de tekentoets. 

Indien fl , zoa ls in 

verdelingen met gegeveri 

1, bestaat uit alle mogelijke bin::.;.•-

le 

p:::.'!.. wenst te toetsen; 
2 

4 P- 1 - ) 2 

n en als men de enkelvoudige hypc)i,1'~, 

• 

dan gebruikt men daarvoor gewoonlijk een kritieke zone van de 

vorm 
• 

Z : lx.-lnl~ a.. 
2. 

• 

Di t betekent d11s, da t men·. H
0 

verwerpt, indien het gevonder1 t''c·., -
• 

sultaat x
0 

het aantal successen bij n proeven meer dan ee1·-1 ~-,,._:-
• 

voud vervangen door de aangepaste normale verdeling . 

• 

• 

' 

' 

• 

-



• 

-
3 J-t . 

• ' .'J 
,. 

d 

• 

+(x.) I 
I 
I 
I 
I 
I 

• 

I 
I 
I 
l 

' 1 
I 
l 
! 
1 
t 
I 

0 1----------.ln ..... --~----------· 
~ ~ ~------

n 

z z 
• 

fj_g. 1., z bj_ : dt:: tekentoets., 

Wij verwerpen dus de hypo these H0 ( P= 3 ) , a ls het bij d 1~· n 

proeven verl<:reg,c1·1 aantal successen klei11.er dan of ge].ijk c~1art 

½n_a is of groter dan of gelij1,e aan in+a • In het eerste geva 1 
• 

het aantal successen te klein en trel{ken wij de conclusie, d::t-. 

pc! is, in het tweede geval te groat~ hetgeen tot de concl11siE.~ 
2 

.p>; leidt. 
stochastische groothej.d X , .l.r~ 

• 0 De voor de toets gebrtiikte 

dit geval het aar1tal sµccessen, noemen wij de toetsingsgrnQt-
• 

heid. Er ku11.11e1·1 c.)<=:k t0'e e c~)f me f::r t c1ets j_ngsg ro otheden 
·~- . • 

' 

~qrden geb~1ikt; wij•beperken ons vo~rlopig tot ~~nl 
• • • • 

• • 

• 

• 

• 

. ' 
' . 

Wij zullen in pet volgende speciaal de tekentoets bescl1.c.·)1 __ :

wen. De ze naam 11 t~: k(~;11toets '1 wordt verderop duideli jk gema al<. i: ., 
• • 

Behalve het door 5) gekarakteriseerde type van kritieke zor~;~ ., 

die tweezijdigc 1-crJ_tieke zones v1orde11 genoemd, warden., ondi::.-·i:~ l __ ·; -

ter te bespreke0 omstandigheden~ 

gebruikt, van het type 

en 

7 
l 

• 

z'?;. : 1 ::= b :x.....,;. - n -
2 

• 

x., __ .!.n 2 b 
2. 

• 

4. Fout ~an de eerste soort . 
• 

() o le 6 e r1 z i j d i g e k r it i eke z or~(~; : .. · ___ _.:::;.__..;:::;....___________ 

rechter-
✓ ,I 

eenzijdige kr - -. . . ) ~, •J --· 
. • £..J L, i .1 \ -

• 

eenzijdige kr. 

. ✓ ~ 

Indien 1'vj_j l1et in 3 beschreven pr.ocede toepassen, mc)et~-:::,r·1 
' ~ ~ 

wij onS goed realiseren,~dat verwerping van H0 niet behoeft t2 
• 

betekenen., dat p werkelijk ::t _!. is. Irruners ook a ls P= 1 is, kar1 r1\::t 
. 2 2 

aantal successen 
• is, de toets tot verwerping kan leiden~ In dat geval bereiken ,,:·j_j 

dus een onjuiste conclusie en wel wordt dan de hypothese H0 ver

worpen, hoewel zij juist is. Men noemt dib een fout van de eer-

s t e s oort en., ond ers tel lende da t HO j uis.t .. 1 .. s _ _,.. __ I....CJ..-l,..,., men ci e ka n ::~ (:_, ~-· 
' • . • ~¾ 

• 



' 

. 

' 

het maken van deze fout van de eerste soort berekenen. Immcrs 

als HI) juist is, is de 1JJ"h-verdeling van het aantal successer1 (x.) 

bekend. en wel is 
• 

' 

waa:rin het symbool ~-1 0 achter de streep aangeeft., dat H 0 ondL1'"'--
' 

ste:d W)rdt juist te zijn. De kans op een fout van de eerste 

son.rt is nu bij tweezijdige toetsi.ng: 

' 
' r 

' 
' 

en bij 
' ' 

,)0 
' 

' 
• 

' 

• 
' . 
' 

e~nzijdige toetsing: 

!t1-b 
/3,i(Ho) = /3t( Ho) = 2-n ~ 

t.~O 

• 
• 

Niet alleen bij de tekentoets gel.dt, dat men deze kans t.)e:.1·(:•

kenen kar+, In het algemeen geldt fjit voor het toetsen var·1 c:c'ri 
(' 

enkelvouq:ge r1ypott1f.=se~ daar een dergelijke hypothese vgJ .. ~~2 ·1 ) 

' ' 

ie wh-verqeling var1 de beschouwde grootheid 
' ' ' 

of groothed er1 ,~,-r~i 
' 

' 

jus ook van de toetsj_ngsgrootheid, volledig bepaalt. Meri kiest 
\ 

nu de kri t.ieke zone zo, dat • 

' ' 

• 

· 11 
! 

l 
is., \vaarin o< een constante is, die de onbetrouwbaarh~idsdremr·-""· .. L. 

. -

_Engels: ''level c:i:i'\ s:Lgnifj.car1ce'' wordt genoemd, De groothe~i :"J. 

fo(H0 ) wordt · de werke li jke onbetro111"1baa rheid genoemd. Ind it:r·1 
' 

m og e 1 i j k , :na ken w i j de z e g E· :1 i j k a a n 0( ; bi j d i s c re e t v er d e e :1 ,-~: .::\ 

toetsingsg~ootheden., zoa ls bi j de tekentoets, is di t in de ri•~ ·:·:·. ! 

niet mogelijk" 1ATij maken dan fa(H0 ), om later te bespreke-n r 1,;,·J,~·-

nen, zo gr0ot mogelijk, voor zover 11 dit toel~at. 
I 

Volgen,s de theoretische wet ter g1')ote getallen zie I. '1•._•) 
' 

kunnen wij-nu het volgende zeggen: indien wij een lange reeks 

van stocha s tis ch ona fha nke li jke toetsingen van juiste hyt)<)tr1 1,: ~--: --~-1·1 

uitvoeren, .. steeds met dezeli~d.e onbetrou1.~baarheid, dan zal hi_:~~/ _f_',:1. 
' ' 

der v-erwerpingen, behoudens een zeer geringe wh, liggen tus:3 1 .. ·r·-. 

twee dicht om to(H 0 ) gelegen grenzen. Volgens het in I.1,../ bef:··r:)r., 1·)-
• • 

' 

ken 11uitsc:1akelings 1
'- of r'toepasaingsprincipet' of ook volgt::r1:~-1 

qe experimentele wet der.grote getallen beheersen wij dus het 
\ 

aantal fout~n van de eerste ~oort. Het fq daarvan op de coll0ctie 
' . ' • • 

van alle mo8,elijke toetsingeq van juiste hypoth·esen is 13(H
0
)~ ex • 

' 

Indien de getoetste hypothes~ onjuist is, kan men ge-en fout van 
l 

de eerste soort maken. Op de 1 colleotie van alle mogelijke toet-
• 

• 



• 

Voor ex neemt men vee la 1 tjc• 

ditie. Indien men het 

hypothese ''een op (Je t1r\Tintig 

kleinere waarde kiezen. Sams '¥'' r, •"·m 4·-1. l ,__;; .,;:; i l l, 

l 
\ 

soort dus a fortiorJ 

o') os ; 
\ 
\ 

v c r·'vJe r . e r1 

dit; berust op t1:"';:,~

van een Jui ste: 
' \ 
' 

t,~ ernstig acht., kat1 mer1 
\ 

r11011 ook ·een g rote:r .. e, b. v. o, 1. 

geen'bezwaar tegen tc be-
• 
\ 
• 

Bij bepaalde toepassingen 

staan. Voorbeeld: ~ndien verwerping van een ietoetste hypoth~~·J 
' 

H 0 bij een industrieel proc~d~ beschouwd word al a Qe·n a~n·w•ij•71 Y'u C O t! (. ("1 ll. . .... . . L., • ,I, & 0 

' voor een ongunstige wending in dit proc~d~ en ~anleiding geef~t 
• 

' 
\ 

tot voorzorgsmaatregelen, kan het zeer wel acceptabel zijn, dnt 

' ' 

deze voorzorgsmaatregel ongeveer ~6n op de tie~ maal, dot zij 
overbodig is, toch word~ genomen. Vooral indien het nalatcn vvn 

deze voorzorgsmaatregel, indien deze wel nodig is, ernsti.ge gcvol-

gen 

een 

zou hebben. 

Bamenva tting: Het verwerpen var1 

fout van de eerste soort genoemd. 
oen juiste hypothese 

De kritieke zone van e tt:· · 1'1 
'-..... ~ 

toets wordt zo gekozen., dat de kans op ri.et maken van deze fo,-11 _,. 

indien de getoetstc hypothese juist is, hoogstens gelijk aa1·1 .. ~- ~1 

gegeven geta 1 ex. de· onbetrouwbaa 1~he:l.dsd rempe 1 is. De werkE: J. ·· : : 

wa arde van de ze ka n.s, die bi j d j ~:1 (; rete tot .. ts ingsgrootheden 1·11t: "l'". -

al niet precies gelijk aan ex. 1-cci11. \r.1order1 gerr1aa.kt~ wordt met /3,; .. · 

aangegeven en de onbetrouwbaarheid genoemd. 

5. Bepaling van de kritieke __ zones bi de tel-centoets. 
11$1 I I ;bl: oe t WIIQI .. UZkl •a0 -•tt; :u""' __ ,__,,.,,,..;w•He,-

• 

Deze bepaling ko1nt neer r)p de berekenir1g 

resp. b in en 

kleine n kar1 men 

10, waarvoor 

dit gemakkelij1{ 

nog aan 

doen met 

van de grootste ~ 

voldaan is. V.)0 1~ 

stuk II genoemde ·tabellen der bi11omia le verdelit1g. Voor p=:l . ~: 
2 

er bovendien een tabel van de door 8 gegeven wh-verdeling tot 
n:200 toe: A. VAN WIJNGAARDEll, Table of the cumulative symrnct.r):lc 

~---.bi. - ia.l- distribution, Proc. Kon. Nederl .Akad. v. Wet. 53 1~)5()), ::ilJ . 
• 

. I 

857-868, Indag~l-'1atl1. 12 1950, pp. 301-312. --
Voor n~ 100 is een tabel van de waarden ½n-a. bet~ekend dt)Or 

W.J .pIXON and A.M.MOOD, The stati1stical sign· test, c.Trr1.Am.Stat . 
• 

Ass. 41 1946·, pp. 557-566, diefals tabel I bijlage in dit 

' $ 

waarde genoemd. Dezelfde ·waarde~, ~ijn kritieke waarden voor j(_., 
14 JC,:t,, ► D ll;T I 

i 

linker eenzijdige tekentoets., let de halve onbetrouwbaarhe j tjf~ -

~empel. Dit v~lgt direct ult · 9· en· 10 . :Je kritieke waardL:1 
I 
~ 1 

VOQr de rechter- eenzijdige te~ntoets, met eveneens de ha 1 V(~: 
' 

on1'-etrouwbaarl1eidsdrempel., zijr)' gelijk aan: 

• ·-



,. 
• 

• 

.l n+a.::: n_ (1. n_a). 
2 2. 

Indien er geen geschikte tabel bij de hand is en men wel dL 

: beschikking over een tabel van de normale verdeling heeft, lcar1 

men gebruik maken van de normale benadering van de door 8 g8-

• 

geven verdeling. Daar deze 

als spreiding heeft, is de 

heid 

+(x) = 

• 
' 

2 

2n-n 

(,:_.;. n).1 
. " ~ 
- ~~ ;lac O --- -e n 

of oak, de grootheid 

• 
13 

verdeling ln als gemiddelde en. 2-..½1 
2 l 

aangepaste normale verdelingsdicht-

is bij benaderi.ng r--.1(01 1) verdeeld. Bepalen wij dus uit een ta

bel van 

zo, da t 

I 
\ . 

• 
-00 • 

is, dan kunner1 VJi,j 11:1-t 13 de bi.jbehorende waarde x½~ van x. op

lossen. Om de cc,1iL~_rJ~it€i~scocrectie zie II.3, blz.23 toe te 
• pa..ss-en, 

• 

hebbc 11 

wij een bensdering van in-a; dit wordt uitgedrukt door de vol-

gende notatie: • 

1 n o.- ..,,. 1 - - ,..,_, -:1- - - . 2 ' 1......... ~ 

• 

Voeren v;ij deze berekening uit voor n< 100 en oc=o,os, dan 

blijkt., dat ( 1 2+) voor al deze waarden van n , behalve voor '"= 17 

en n::.9LI., een gelijkheid is. Voor de 2 genoemde· waarden bevat d\_ . 
• 

benaderde kritie1ce zone in het tweezijdige gev~l aan beide zj_j-

den ~fn waarde van x te weinig. De benadering is dus zeer goed. 

Indien men er niet op uit is do kritieke zone zelf te be-

rekenen, maar alleen wei'"\st te weten., of een gevonden waarnemir1gs-
• 

' 

r.esulta,:1t x.0 :tn de kritieke zone ligt., kan men 1net een eenvoudi, 
• • 

' 

gere berel.rP.n 1 nc: _ ..... re.: ... ~ l.-;'.l a ri.., ~- :!mm'E..~S ~ indj,en men het tweez i j d ige 

geval beschouwt 

loog, dan ligt 

is, dus als 
• 

, 

voor de eenzijdige toetsen gaat het geheel an8-
• 

X 0 . in Z , a 1 S 
• 

• 
• 

• 

• 
• 

1 s • He~ eer&,t ... ~ ... } i ~1- · =v·t':-.. J. • <.Jc,.,. 0 __ on [re J i ... i kb(~ j,cl • w<}rdt de 
• • twee z 1 jd 1!3 (~: 

• • 
• 

I - I O ~ ]I a r: 4; ; a •• m a #I :r fl$~1 ■ !II ◄ , s •"' , 
' 

' 

• 



• 

overschrijdingskane van x 0 gc~noemd .. de definitie van de eer1z·1 .:-· 

bij benadering N(o,1) verdeeld 

dingskans var1 

gelijk aan 

16 k_ 2 
2rr 

met 

17 

x 0 , berekend met 

-oo 

½Vn 

·-
., 

Z lE.~ 

is, is de tweezijdige overscr1rJ .. 1-

c Ont i n U i t e i t S C Orr e C t i e , 0 ng 1~ \r 1_'' c·, ~'. ' 
• 

en wij behoeven dus slechts ~*te berekenen en k op te zoeken en 

na te gaan of k kleiner of groter dan oc is. 

Voorbeeld 1. ''Lady tasting tea ft. 

In Engeland, waar men de thee met veel n1elk <lrinlct, tre.f~'t'. 

men mensen aan, dj_t~ beweren te kunnen proeven, of de melk of a~ 
thee het eerst in het kopje is gedaan. J·.NEYMAN, First coursG 

in probability and statistics, N.Y. 1950, gebruikt di~ voorbu~~:lrl 

onder de bovenstaande titel, om er verschillende aspecten-va-r·1 ,:1·· 

toetsings rie;; aan te den1onstrerer1. Er is een uitvoerige i;:,c:)l,_.-·· 
• 

miek geweest tussen hem en. R .A .FISHER., die in zijn boek '1Th(.:; ··-

design of experJ_inents''~ Edinburtsh, 1925 3 een methode aangAf, /·,··~ 
' \ ? 
•-... ,,,. l • 

• 

deze bewering statistisch·· .. te 

niet ingaan en het voorbeeld 

toetsen. Wij zullen op deze ·poJ_em .. ck 

slechts gebruiken~ om te laten zi.n, 

hoe men zich in dit geval van de tekentoets kan bedienen. AJ.r.: 

proefopzet kan men b.v. ~4 kopjes nemenJ en bij ieder kopje 

met een zuivere munt werpcn, om uit te maken, of men er de tl1ee 

of de melk het eerst in zal doen. Vervolgens laat men de thee 

proevonde dame van deze 14 kopjes zeggen, water volgens hasr 
• 

het eerst ingedaan is O Indien haar bewering, dat zij dit kan p11 oe-

ven, onjuist is en zij er maar naar raadt, is in deze omstandig

heden de kans, om juist te raden, precies ~elijk aan ½· Het aan-
• 

tal successen :x. wa_arbij zij het goede antwoord geeft vrordt n·l:l 
• 

a ls toetsingsgrootr1ej .. d gebruikt, om de hypothese H0 te toetsGt't: 

.inhoudende, dat zij het niet kan proeven, dus dat de kans_Ol) 
geven van een j11ist antwoord steeds gelijk aan i is .. Voor dL: 

2 

toetsing wordt in dit geval een re6hter- ifnzijdige kritiek0 
• • 

zone gebruikt. De redenen hiervoor, en in het algemeen richt:l.~· ,_·-

nen voor de keuze van een bepaalde kritieke zone uit alle 1·r1 ~~.;~ •.• --
• 

' 

lijke, worc1en verderop behandeld. In dit geval kan men echi~._)·:·, 

we1· direct., op in.tuitieve gronden, zien., dat de rechter- e(f:1-1~ ·:. : -
dige kritieke zot1e de aangewezene is. Imrners alleen als de~: .:~:1:, ~:.:· 

~-- • 



\) . 

vakcr goed raadt, dan men op_ grond van H0 zou verwathten, zal 

men geneigd zijn H 0 te verwerpe11 ten gunste van de hypothese, 

dat " lS 

van de toets. Bovendi0n neemt 

eenz i j d ighc j_ rj 

nat11urlijk de bewijskracht va11 ::, .. 
' 

gevond2n waarde x 0 

dat men werkt met 

van x.. tc)c, 
... II 

ria8rmate hij groter is~ Vand(1~11') 

z't. : x_ 1 n > b. 
2 

Nemen wi j nu ex.= o.,os., da n z ien wij ui t ta bel I, dat 1n ..... b voo1'") n~: :•1
:: 

de waarde 1'-/_ 3 ~ 11 aanneemt wegens de eenzij~igheid moetcr1 ,!' .. r~ .. ,_; 

de kolom met onbetrouwbaarheid O, 10 gebruiken • Wij zullen dt1=-) 

de dame gelijk gevcn, als zij minstens 11 van de 14 maal het 

goede antwoord gceft. De kans, dat zij dit bereikt, indien zij 

in werkelijkheid niet kan proeven, of de melk of de thee het 
• 

eerst in het kopjc is ged:::1cJ11., is dan ~ o~os en wel., om prec~Lef~ 

te zijn, gelijk aan 0,029; voor ½n+b=10 wordt dit o'io9 . 

Wij maken bij di.t voorbeeld terloops enkele opmerkingen 

over ~e gebruj_kte proefopzet. De kwesties, waar het hier om 

komen later uit'\7 0(.::r·1.ger ter sprake. 

De proefopzct bc·rust op het gebruik van een 1'zuiv·ere mu11t·,. ir 
' 

voor het bepalen·or a~ mclk of de thee het eerst in het kopj0 
• 

zal warden gedaan. Dit betekent, dat men over een lotingsmeeh1n·~3-

me moet beschikken met -p=1. of Althans met een zo dicht biJ~ ~ ;: .. -2 ~ '..:! .. 

legen wa3rde, dat het verschil verwaarloosd kan warden. Hoe knr·1 
' 

men nagaan., oi~ eE;rl bepaa ld loti11.gsmechc1.nisme daa raan voldoet? \:· ; 1, 
. ,, ,, 

door de tekentoets toe te passen op een of meer reeksen van uit-

komsten, die met dit mechanisme vorkregen zijn. In het bijzc)nd 1~1, 

znu men in dit gev3l ef.=n groot 8 a nta 1 reeksen van 14 lotinger1 
• 

• 

kunnen beschou.we.n, om na te gaan, of d0 tekentoets in dat gev:~::;. 

niet te vaak tot verwerp~ng leidt. 

lijk 

Maar waarvoor is het gebruik van 

r1odig? Kunnen.wij niet eenvoudig 

en in 7 andere het eerst de thee 

dit lotingsme-0hanisme 

in 7 kopjes bet eerst 

e: :i gc.:n

d e 

melk doen en rle kopjes dan, dc~or 
• 

elkaar gezet~ alle tegelijk aan de dame voorzetten? W~j 2ouden 
' 

clit kunnen doen., maar da11. behoeft de kar1s op- ·eer1. juist a11twoor}d 
• 

• - .,., - -------------- -
1 

• 

• 

Tenminste indien wij geen rek~ning houden met de mogelijkh0.:.d, 
dat zij wel eeri verschil proeft, maar juist de melk als eorst 
ingeacp.onken aan.wijst, als het de thee is en andersom. Inc1li .. rr: 
wij die mogelijkr12i_d ook wensen t-e bes -~ :wen.,. zouderi wic.i (Jr.~ 

toets tweezi.jdig 1noeten uitvoeren •. Wij la ten d-eze complic,1t .. ,.-
,J s 

.v . .-de eenvoud-.buiter1 beschouwing. • 
~· _., 

_,,.~
r 

• 

• 



oo k onde r H 0 , clus n ls z i j h(;t niet ka r1 p1"loeven., niet meer t=~;c .L _; ~..: ·- · 

aan ; te zijn. Ir1dier1 de damE;, orn v..relke reden dan ook, ben<-..:;_l_t1:d 
C, -L~ - 0, om vaker to zeggen, dat de thee er eerde~ in gedaan is dan 
de melk, dan is de kAns op }1()t geven van een juist antwoord or1-

d er HO bi j de k Op j C O , Vl':J r, ·r d (:; thee he t e e ri st in g e d 8 a n 1 s g l1 
(."', t~, (, : r-. 

meer warden toegepas·t. De7e moeilijkheid bestaat niet bij het 

gebruik van het lotingsmechanisme met P=;· 

Voorbeeld 2. Jongen.s- en meisjesgeboorten. 

In 1930 wcr(ic11 in Arnst0.:rdam 6848 jo11gens en 6374 meisjes 

geboren. Noemen 1,1~1-lj l1c.:t 88nta 1 jongensgeboo1~ten onder 6848+63,.;··.:. ::.· 
=13 .222 geboorter1 ::<., dcin. bezit ;,; , onder de hypothese H0 J d:.,t··. 

de kans op een jo11gen gelijlc is ann die op een meisje, een b~Lr·t•~~·;

miale verdeling met ~- .. 13 222 

• 

• * _ 68'-i8_6611_½ _ 2?.6")5 -· 

;;:) ' ; 

• • 

6611 en 

Derhalve vinden •:Ji.j vcJor k z~i(: 16 bij tweezijdige toetE3i·r·1&~ 

de wanrde 0,000()6 • Dl t is zeer ve•el klej_11.er dan alle gebrui1-<·t-~· 1
-: ;-

ke onbetrouwbfl~rhcidsdrempels, zodat wlj met slechts een zcer 

gering voorbehot1d tot verwerping van de getoetste hypothesc 0,1~1~ 
• 

kunnen gaan en besluitcn, dRt de kans op een jongensgeboort2 

grater is dan die op een rne~sjesgeboorte. 

Deze twee voorbeelden zijn van een noga 1 speciaa 1 ka 1'1[1 l{t~;-r. 

Wij zullen verderop zien, hoe een grate groep van technische en 

wetenschappelijke vragen met behulp van da tekentoets kar1 warden 

onderzocht. 

6. Fouten van 
t ttl I I ? l • ,_.I o • .. t Jp-,: 

de tweede soort; onderscheidingsvermoge~. 
4 ; -· t I ... Q F Ilk o. ; Z Pit; :xi Ip S l$ t I ti :dd j •• 1 I I M ,, J TI 7111 j )lilt I l II d I I l I 

• 
• 

Behalve dE.: mof;clijk.heid, dat een juiste hypothese H 0 vcri11r.J~·

pen wordt, n1oeten 1.·J~1tj ook reker1ing houden met de mogelijkheid 

van de complemei,t:1irc fout, dat een onjuiste H 0 niet verworpcr·: 

wordt. Dit wordt een fout van de t~eede soort genoemd. In de 
' 

regel beheerst men dt; kar1s op dezu i·out minder goed dan die (:'t'i 
• l een fout van de eerste soort. Bij de keuze van· de toetsingsn·t(~ :.i 1• ··-··· 

de en vooral van de te toetsen hypothese kan men daar vaak r')i._,·,. -

. 

ning mee houden., door H 0 _zo te kiezen., dat een fout van de tv\J;__, ... ' .. ; .. _ 

soort minder ernstig is dan een van de eerste soort. J .NEY1111\~,J

gaat zelfs zove1 ... de erns:tigste van de twee mogelijke foute1·1r3'.:.1c).,·• .. 

ten a 1 t 1 j d de f out · van d e · e erst e so or t t e no em en en de t e t c:) ,::.: ·1·: . , .. rl . 
• 

hypothese naar 8anleiding daarvan op te stellen. Daar echt2r .. 
' 

vele gevallen niet voor elke gewenste hypothes~ een toets on1;-

• 



• 

wikkeld • is, kan men daar in de pr3ctijk niet streng de h3nd ~\ 

houden. Wij zullen daarom die terminologie niet overnemen. 

Evenals hct maken van een fout van de eerste soort onmog~-
• • 

lijk is, j_ndi.en Ho onjuist is, i.s het maken van een fout van de 

tweede soort onmogelijk, indien H0 juist is. Indien M
0 

echtcr 

onjuist is, hangt de kans op het ma ken van een t"'out van ,je ti~r,w;,,:,cle 

soort ervan .3f, welke hypothese nu wel juist is. Geven wij d,.·z, .. ~ 

juiste hypot0ese nan met H, dan wordt 

18 (Hen) 
• 

het onderscheidingsvermogen van de toets., of van de krltiE:l<e 
' 

zone Z.genoemd. Dit onderscheidingsvermogen is dus de kans op 

het verwerpen van H 0 ., indJ~en H juist is. Voor H:sH
0 

is/:> dus de 

onbetrouwbaarheid, en voor H:1=H
0 
is 1-fo de kans op een fo1.1t vr)t1 ·1 ... 

tweede soort. Indit:n gewenst wordt het symbool, dat de kr1t1. 1 1 
... 

zone aangeeft als ~t.:od8X aan de fo gehangen: ;92 (H), ter onderS('.1, ·-·· 

ding van verschillende toetsen, 
De eigenschappen van een toe ts worden met grote mate vr·, t 1 

volledigheid beschrever1 door het or1derscl1eidingsvermogen. v,J_: .' 

zullen later aangeven., hoe mer1, 111 het geval von tweezijdit1
:, 

toetsing, een nog i.ets verder gaar1de beschr1jving van een to(~·, 

kan geven. 

7. Het onderscheidin-svermo en van de tekentoete • 
• 

Bij de tekentoets wordt n gegeven door . 2 en een hypot~l1,.::~-.: 

H komt dus overcen met ecn waarde van p tussen o en 1 • Hct; ~)r . .-~, r~

sc he id ing svt.:irmogen is dus een func tie van p • De wh-\re I .. (lt.' l ~i 1·1~; 

van de toetsingsgroatheld 0--: wordt dan gegev-en door 1 E:r1 ht2t 

bij de door 5 , 6 en 7 gegeven kt"l:1tieke zones Z:,Z-ren Zi b\~

horende onderscheidingsvermdgen is dus vgl. ook 9 en 10) : 

19 • 

• 

neze drie functies kunnen dus., n1et behulp van de vroeger geno,~mt~c .. 

tabellen e benaderingen z· .···•er veel· moeite W<>-r-d'en bepaa.ld. Ner~1E:t1 
' .. 
- wi j b. v., · ena ls in vooI-beeld 1 van · .. ·.· 5., n.11-1 en ex.= o,os , d31·1 

vinden wi-· -ult de tabel voor de b :rale ve1~delin~._van h&t 
• 

Natione·l ;: ~_.au .. of Stan~~r.·.·. ala k:ritieke Z()ries.; 
• 

. ,., 



,7 

• 

Z : X. ~ 2 o£ ~ ,2 - ( 
1 \ /3z 2 ; :-.:- 0 1 013 

x..~ 11 - (ot= o~os). 

Met behulp van 19 vinden wij verder uit deze zelfde tabel de 

in tabel II vermelde waard~n. 

• 

• 

Tabel II 

Onderscheidingsvermogen van de 

tekentoets bij n::::1£.1 e11 o<::.o')os • 

• 

• 

p '5:z. ( p) 

0,0 i '1 
' f 

o,842 0., 1 

0., 2 o,448 
' 

0~161 0.,3 
o,4 0.,039 
0,5 0,013 

o,6 O .• 039 
0,7 0.,161 

0.,8 o,448 
0.,9 o.,842 

'1 1 
• .. 

/3z'?. (p) 

0 

0,000 

0,000 

0,000 

0,004 

0,029 
0.,124 

0.,355 
0.,698 

r 
0,950 

1 

• 
•;. 

• ' . ' 

' 

/3ze(p) 

1 

0:,956 
0,698 

0,355 
0,124 

0,029 

0.,004 

0,,000 

0,000 

0,000 

0 

• 

• 

De drie functies zijn in t'if2,uu~~ ?. geschetst. · 1 
• 

De vorm van ieder der 1{r)ommen kan men op grond van eenvoud·.\..[~.E--:: 

ov,;rwegingen gema kkelijl{ beesr.,ijpen. Beschouw b. v. 13
2 

( p) . Z?. bevc1 t 
"'C 

alleen grote waardet1 Vein x .. en voor P=o zal er zeker geen enkel 
• 

succes optreden, dus is fo dan gelijk aan o. Met tpenemend~ p neemt 

uiteraard de kans op een groat aantal successen toe, dus ook de 

kans, om een resultant in de kritieke zone te vinden, dus ~ neemt 

toe. Voc,r P=1 komen wj_,j zeker in de kritieke zone terecht, dus · 

is /3 dan gelijk aan 1. Soortgelijke overwegingen gelden voor de 

twee andere krommen. /3z,,, (p) is de on1 de vert ica le lijn p:::.1.. ge-
' 2 

spiegelde kromme 
• 

• 
• 

• 
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Fig. 2: Het onderscheidingsvermogen van de 

tekentoets ,1oor n::1~ ; oe..= o.,os • 

Opmerking: Nemen wij voor de i~nzi,jdige toetsen ~r~L~, dus in 
2. 

ans geval een onbetroui\fb a arr1e j_dsdretnpE 1 O, 025, dan is Z u Z, = ;·:~ 
'l. (. 

en dus (3
2 

( p) :::r 

z't 
( f) ;-

8. 
,,. 

Een- en tweezijdige toetsing. 
Het kiezen van een toets voor een te toetsen hypotheseH0 

komt neer op het kiezen van een lcritieke zone. Bij het door ona 

bescl1ouwd; .z .. z'"l en z..(. Er :z:i:Jn natuurlijk veel tneer 111ogelijkr1ec1cn. 

Men zou b.v. ook kritieke zones van de vorm 

kunnen nemen. Dit is, intu!tief beschouwd, weinig voor de hand 

liggend en wij zullen later ook aantonen, dat het weinig do€1-

treffend zou zijn. Voorlopig bepalen wij ans echter tot het geven 

van richtlijnen voor eer1 keuze uit de 3 kritieke zones, waarvan. 
in fig. 2 voor een spec~Laal geval: nx--1L,; d.:=oJos het onderschei

dingsvermogen getekend is. 

Deze keuze gescl'"1iec1t naar aanleiding van het onderscheidir1;· t:;-

vermogen en als richtsr1oer kan men de volgende nemen. Indien men 
er vooral of uitsluitend op gesteld 1s de hypothese H 0 te verwer-

en 

meisjesgeboorten b.v. en in het algemeen zeer vaak bij het toet -
sen van wet,=nscl1:tppcli,jl,ce l$1~potr1esen, zal dit laatste het geval 



zijn, zoda t men dan tweezijdig toetst. Bij de ''lady tasting tea 11 

wenstnt1,te gaan., of P= is, kan men tweezijdig toetsen. Ook alft 
.., .,, (I 

ZJ..j vee.1. te vaak juist het ver1{eerde antwoord gee.ft, wijst dit 

er nl. op, dat· z1j een verschil proeft, maar dit juist verkeerd 

verklaart. Indien zij echter niet alleen beweert een verschil i;e 
kunnen proeven, maar bovendien, dat zij dan ook de Juiste oor

zaak weet aan te geven, dan zal men H 0 inhoudende, dat haar be

wering onjuist is slechts willen verwerpen ten gunste van p>! 

en 

in aanmerking. 

e keuze van ·een kri tieke zone berust, a lgemeen geformulee·rd,, 

op je keuze van een te toetsen hypothese en een speciale klass2 

A van alternatieve hy·pothesen; indien een hypothese van A j1-1:i.f1t· 

is, zou men H0 graag willen verwerpen. Men wenst dus het onde.1:---

schei dingsvermoge.n van de toets speciaa 1 voor de tot A behorE;1·1;:·; :, 

h·~othesen zo groot mogelijk te maken. Het is duidelijk, dat ~• -
bij de keuze ui t de 3 zones 2, Z--z, en Ze bij de bovenstaande v--· •.~: ·.

beelden is gedaan. Men kan nog and ere eisen aan kritieke zo11c.: ::. 

stellen. In dit verband voeren wij 1n de volgende paragraa1~ t .. :11;•.~ .. -

le begrippen hieromtrent in. 

zone. 

Een toets, en ook de bijbehorende kri.tieke zone Z., wor(it 2~1.1~ 1.·-:r::r 

Engels: unbiased· genoemd a ls toets van H0 tegen de klassE: 1✓"r11·i 

a 1 terna tieve }1ypothesen A, indien voor iedere hypothese H Vein Ji .. 

geldt: 

20 

waari.n /Sz(H0 ) da ont)etr"Ot1v1baarhei,d v·an de ·toets 1s die dus ~ o.. , 

de onbetrouwbaarheidsdrempel, is-·. Dit· betekent dus, dat bij c(;:1 

zuivere toets van H 0 tegen de kl8ssc A., de kans op verwerping ,,,,~_,·

J,s., hoogstens even groat is, als indien he, .'.t:·~· 

r1ypot,r.1eserl van A juist is. Di t is uiteraa 1::··~: 

e~n eigenschep, die men van een goede toets voor 

vergen; zelfs zal men gewoonlijk wcnsen, dat ·20 
geldt. 

H0 tegen A rn: .:,· 

met het < -t, :. ;,.·. r 1 

Voorbeelden. I 
' 

. . . . . .. 
' 
' 

Uit r1gu11r 2 z:l,er:t w1J, da't Z een zuivere kritieke zone 1.s 

toets1.ng van H,0 tegen de klasse van 

D:lt 

' ' 
al ter11a tj~even 

' 

' 
'i 

Z·. ~P"r· de d··.o.o.· ~--• ::. ; ·,-,A f .iJi ,_.,,; . 11',~, 4, 

'· 

• 

' '· 



met Ze resp. z~ in plaats van z, n-iet geldt. 

Ze resp. z~ zijn ecr1 ter zui ver a ls toets van H 0 tegen 

22 

resp. 

23 
• 

De in de vorige paragr3af besproken keuze tussen z, Ze en z~ 
k~nnen wij dus ool( beschrijven als de keuze van een zuivere 

toets voor H0 tegen ~6n der drie klaasen A2 , A2 resp. A2 v~n 
( ~ 

a 1 terbatieve hypothesen. Hiermce wordt in an<iere woorden bi,jt1,::. 

hetzelfde gezegd als in de vorige paragraaf. 
D 1, aar komt echter nog iets bi j. Irri.mers z is u,ok zuiver a lr~ 

toetsen tegen de door 23 gegcven 

Indien wij dus H0 wensen 1.·:'"~ 

l.rlasse van alternatieve l1J't·' -·· 

• 

thesen, dan voldoen zowel z als Z~ aan de els van zuiverheid. : ·c!h 

gebruiken wij j~n dat geval bij voorkeur Z"?; en niet Z, omd:it: ". .. -r,r·_'.·:··· 

iedere hypothcse van deze klasse z~ een grater onderscl)eic1ir'.1:~- -

vermogen hec.ft dan z . De kans op een fout van de tweede s001•L; 
• 

is dan dus bij Z--z klej_ner dan bij Z, terwijl de kans op eE:n .1:··:: .. ,,t 

van de eerste soort b:i.j bc:tc]e < °' is. 

Wij noemen 

betrekking tot 
de kritieke zone.Z1 mcer onderacheidend ·dnn Z~ met 

----------- J, 

e en hypothese H, indien 

24 • 

is, terwijl voor de getoetstc hypothese H0 geldt: 
• 

Indien het er s·r)t~C! iaa 1 om gaa t H 0 te toetsen tegen H, V/1") r~.~~i ,: , 
• 

indien aan 24 e1·1 25 voldaan is, aan 2 1 de voorkeur gegev\ __ r·i 
• 

bnven Z . l. 

2 1 heet t1niform meer onderscheJ.dend dan Z 2 met betrekk~j.1·1f?~ t,:1t: 
• • ' . 

de 1{lasae A van hypothesen, indien voor iedere H van A aan ;!:t; 
• 

voldaan is, terwijl ook 25 geldt. Zo is b.v. bij bovenst8a~-~ 
voorbeeld . zie fig. 2 · z~ unit~orrr1 meer onderscheidend dan z 1·r1 ;1~; 

• • 

Een kritiel<e zone Z heet de meest onderscheidende kr:l.t~;~_;.~ 
- . . 

zone met betrekking tot een hl'-pothese H, ·1ndi-en 2 1 aan .· 25 · \;:.;.!.cloet 

en 1ndien voor iedere 2 21 die oak aan 25 voldoet, ook 24) 
. . .. 

, 

geldt. Indien dit voor een gehele klasse A van h othesen geldt, 
' 

heet Z 1 uniform meest ·ondereoheidend voor. de _bet·re .. ffer>de klasse .·~-.,-~,, 
•• J f(;.,. 4114¢_Ji Pi :, ... . , . j • 1u,.-w-. 11 n~: -~'/II .i,11 \R I ii!IM)V.t ¢!,17¥ 1/!l!lt• .:t1:~u . (p;Ji~lf 1"-1"1N.J~,WI 11,l<t;-•U l.fr~IJ:'. $lli.4h,i»i¢_ I ;y1~.,i•n l!f ,.ilJll'i#wsJ, WI ht ;it_ g l:X'l•Mlfli! "1'ttml,./tl I (:!I'! i ! t!<-).w-im! •• ,#a•• I!:%..,,,. ..... ·-4f'i' ' 

, •. , 



• 

Kritieke waarden van de tekentoets _______________ ____,; tweezijdi 

..,_ ______________ -----~------------· 
On bet rouwba a ·r')he idsd rempel 

• 

Onbetrouwbaarheidsdrempel 
• • 

• • 

0_,25 • 0,01 0,05 0,10 0 2S 0.,01 0,05 0.,10 _, .... 

- ' 

1 - - • 51 15 18 19 20 - -
2 • 5·2 16 18 19 •• 21 - - - -
3 - - - . G 51 16 18 20 21 
4 - - - 0 5 17 19 20 22 
5 0 0 55 17 19 20 • 22 • - - • 

6 • 

56 20 ,21 23 - 0 0 1 17 ' 

7 - 0 0 1 57 18 20 .21 23 
8 0 0 1 1 58 18 21 22 24 

2Lt 9 0 1 1 2 59 19 21 t 22 
' 

10 0 ' 1 1 2 60 19 21 23 2 t:' _) 

11 0 1 2 3 61 20 22 23 0i:; c.:.. _,,. 

12 1 2 2 3 . 62 20 22 24 2~ _) 

24 
,,,. . 

' 

13 1 2 3. 3 6 ') 20 23 2~- '\ -, ) '--
• 

14 
' 

24 1 2 3 4 64 21 23 2 (' . 
. 

15 2 3 3 4 65 21 24 25 • ~ r-- "'° • 

C. t' • 

. . 
. 

16 2 3 4 5 66 22 24 25 r~, r ...,. 
, I 

c,. ( 

26 
r· ... , 

17 2 4 lt 5 67 22 25 n >-~. c:. ' ' • - \_,,, 
• 

18 3 4 5 6 68 22 25 26 28 
19 3 4 5 6 6.9 23 25 27 i) (' . c.. . ,: 

• •" 

20 3 5 5 6 70 23 26 27 t")f i . .... 
l - ,• 

' • • 

• • ' 

' 

21 4 1) 6 7 71 2.1+ 26 28 ' •") , . ..., 
_) ( l . ~-' .,., ' 

~2 4 6 72 24 27 28 3 ,.·-, 5 7 
' 

\_, ,! 

' 

23 4 6 7 8 73 25 ' 27 28 31 ' • 

24 6 
• 

8 r-r 4 25 .28 31 5 ·, 7· 
' 29 

25 5 7 7 9 r75 25 28 29 32 I 

26 6 7 ;- 8 9 76 26 28 30 30 {_ 

6 
• 

8 26 30 ' 27 7 10 77 29 32 
28 6 8 9 10 78 27 29 31 33 ' 

29 7 8 ·9 10· 79 27 30 34 33 
30 7 9 10 1 1 80 28 30 32 34 

• • • • 
. 

31 7 9 10 11 . 81 28 31 32 34 ' 

·- 32 8 9 '10 12 82 28 31 33 35 - -

33 8 
• 

83 29 32 10 4 1 12 33 35 
34 9 10· 11 13 84 29 32 3: ·36 . • 

85 
~ ,,, .. 

35 9· 11 42 13 30 · 32 · 3 ~- • 3b ' 
. . 

' 

• • 
• ' • 

') t) • 

14 86 34 ' 9 11 · 12 30 33 3r7 I ' ) I 
• I I 

' 'I r-:, t 

·10 14 87 31 33 
• I 12 13 35 3 r-( )( ' 

• 

88 34 38 14 
• 

10 12 13 
. 

31 
' 

l 35 38 • 

--~ (") 11 12 13 15 89 31 34 36 38 - --
40 

. 

36 41 ' 13 14 15 90 32 35 3~) ' • 

' 

• • • 

• 

4~1 11 13 ' 14 16 91 32 • 35 37· 3~ • • ' 

4-2 14 36 -· • i2 • 15 16 92 33 37 39 
. • 

l.~ -: 14 36 12 93 33 
• 

38 40 15 17 
. 

-
• 4 13 15 16 17 ·94 34 37 38 40 

,45 16 18 ·34 13 15 95 
' 

37 38 41 
• 

• 
f 

' 

46 13 15 16 18 96 34 • 

37 ' 39 . 41 • 

47 14 16 35 38 17 19 97 39 • .42 ~- 4 48 16 
• 

·98 35 38 ·40 ' 17 · 19 42 1 . • 

49 
. 

36 45 17 18 19 99 . 39 · ·40 43 I so ·15 17 18 00 36 39 41 -·· , .. ' 

20 ·11. ~ 
. 

i 
• 

• 
' 

_,,, • 
" . . - ' - ' ------~-, ,.,.,_., .. ,ti, ... ,."' __ ,.,,,. ... .,,.,. .... _ .. ---v~~~,dl! .• * f ., I ,....... p -• I I a I Ok,,•.,...,..,,.., • f.. .____ ~•. - -. ' .. 

' - ... "• .. ,.. .,. .. . -
' .. , ,~- •· " . "··---,.,, ... _ ""'~ ·-.-~,.__.,,., _, -~"' ' . . ~ 



• 

• 

• • 

OpmE:r.½:~.~g.;.. In 4 is opgemerkt., dat wij de onbetrouwbnar-
heid fo(H 0 ) VGD een toets vaak niet preciee gelijk aan .-. oc kun-. 

nen maken. In dat geval maken wij fo(H0 ) zo groot mogelijk maar 
niet grater dan ~. De reden hiervan is, dat daardoor het onder-

·Soheidingsvermogen zo groat mogelijk wordt. Dit is het gemakke-
• 

11jkst aan een voorbeeld te zien. Stel, dat wij een rechter-e0n-
zijd:i.ge kritieke zone willen gebruiken., met <x.:o,o.o en n:::1.q, de1r1 

is de grootst mogelijke Z-i: :x. > 11. Wij zouden oak xa;12 kunnen 

nemen, die een punt minder bevat. Daardoor neemt de kans, om ln 

deze kritieke zone te komen af., zowel indien H0 juist is, als 
indien H 0 onjuist j_s. Dit betekent dus., 9at zowel de onbetro1..i·v!·J-

• 

111aarheid van de toets a ls zijn onderscheidingsvermogen afnemc1~1. 

Indien nu oc gegevcn is, betekent dit, dat de onderzoeker deze 
• 

waarde als kans op een fout V3n d~ eerste soort wil toelaten. · 
Wer1st men dus het onderscheidingsvermogen zo groat mogelijk 1-l 

maken - en dc1armee dus de kans op een fout van de twee•e soo:-ii. 

te minimaliseren - dan moet men dus de kritieke zone, en de:G..r,.·~ .:. 

~(H 0 ), zo groot mogelijk maken, voor zover de gekozen waarde 

ex. ait toele1at. 

9. Toetsen vnn samengestelde hypothesen. 

In verband met de eis van zuiverheid van een toets, 

wij in het algemeen de parameterruimte n, bij gegeven 

tieke zone, in twee klassen verdelen, die wij n 0 en D.1 

en waarvoor geldt: 
• 

26 j3(H) ;§ ~ voor a lle H eD.0 

en 

,IS(H):>c:x voor a lle H en1 . 

• 

kunnE:n 

Wij zeggen dan, dat de toets een zuivere toets 1s voor D.0 

tegen n,, met oc. als onbetrouwba~1rheid. In figuur 3 is een enj,;,~:~s

zins vreemdsoortig ge~al geschetst, terwijl de bijbehorende 
1<:lassen n.0 en n, in de figuur zijn aangegeven. 

;t\(H) . 

• 

n n '~ ,., 0 

.__ __ ....__~---····-n-. _.......,_n 
1 • 

• 

erdelj~nP: van n in twee 
"" ,., 

, 

, 
.. . '. . 

• 4 ,, 

. .. 
, 

• . . 

. -
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• 

Beschouwen wij het specinle geval, dat in figuur 2 is geschetst, 

dan zien wij, dat Z:, met ex.: 0,013:, een zuivere toets is voor 

H0 :p:; tegen de kl.:1sse 1 :p:p;; Z-r.. is zuiver~ met o<.:0)029, voor 

n 0 :p;:§½ tegen n 1: p>½ en Ze voor 0 0 :pf=½ tegen .0.. 1 : p<½. Ho,uden wi.j 

vast aan oc~o.,os, dan zijn deze klassE;n enigszins anders-: bij Z 

wordt D.0 een klein :lnter~1al om P=;, terwijl .0.0 zich bij z~ iets 

-ie ½ uitstrekt. 

Men kan zich sfvragen, waarvoor deze nieuwe ter111inologie 
dient na de in de vorige ·paragraaf ingevoerde. De zin is tiaarin 

gelegen, dat de verdeling van n in twee klassen bij vele practisohe 

problemen een afspiegeling vormt van een dile--, dat men met 

behulp van de toets wenst op te lessen. Indien b.v. een tabaks

rabrikant een nieuwe methade voor het ~repareren van zijn tabak 

wil vergelijken met de oude, kan hij een aantal rokers hun o.or-

dee 1 la ten ui_ tspreken 0 1
11 er proef jes van volgens beide method en 

'tereide tabak. Noemen wij de kans, dat een roker tie nieuwe tab:~::-· 
. 

boven de oude zal prefereren p, d8n hangt~ beslissing van de 1~-

trikant al of niet invoering van de nieuwe methode van de wa1~

•e van p af en men kan zich "{JoorstelJ.en, dat deze fabrikant 11:~r·1 

tev9ren vaststelt: indi .. en p~-~ is, laat ik alles bij het oude.,' 

maar is P>½ dan wil ik de nieuwe methode invoeren,omdat dit ver

moedelijk de omzet za 1 vergroten. In da t geva 1 ligt het dus ,7·c)or 

de hand, om vo~r 0 0 : p~; en voor .n
1 

: p>½ te nemen en te zoe!{l.:1·, 

n)a a r een zui vere toe ts voor n 0 tegen n't . 
• 

Indien het :Lnvoeren van de nieuwe m-ethode grate kosten ve r·[~·t, 

zal men geneigd zijn de grens tussen n 0 en (t, verder naar ·t..,echtf'., 

te leggen, daar dit een grotere garantie geeft voor een vergro

ting van de omzet, indien p tot n 1 behoort. Ook de keuze van <.x. 

zal van de kosten van de verandering in het proc~d~ afhankelijk 

word en gesteld. · 
' 

Zo zijn er vele situtaies denkbaar, waarbij de klassen D 0 en 

.n 1 gekozen kunnen worden op grond van het doel van het onderzoek. 

Indien .n
0 

en fl 1 op een dergelijke wijze gekozen zijn, zal men 

ga an zaeken naar een toe ts voor .0..0 tegen .cl1 • In s~mrnige geva llE:\r1 

za 1 men deze gema kkeli jk, in aniere moeili.jk. klin.nen vinden. In 

ieder geval is·een nieuwe definitie van de onbetrQuwbaarl}eid 
• • • 

,I •- • 

nodig. Immers, voor de verschille'lde h .. thesen van n 0 zal dez-e 

in de regel ook verschillend zijn. Bij deze toetaing van ·een 
samengesteiae hypothese n 0 voer~n wij daarom de volgende def:i~r 1 :1 ..... 

• 

tie in. 

• 
I , 



10.,11 

van een kritiel-ce zone z, dan is de onbetrouwbaarheid van z met 
betrekking tot D 0 gE:lj_jk aan 

• 

Z heet zui ver a ls toets vrin 110 tegen 0 1 , indien voor iedere 

He.0.0 en H'En1 geldt:. 

• • 

:&e uitdrukking 1'asymptotische eigenschappen'1 slaat op ej.f~•:2:11-

schap-,en, die in de limiet gelden voor n_..oo, ala n he,,t aantal 

waa·rnemingen is, waa rop de toe ts be rust. 

Wij noemen een toets of ook de bijbehorende kritieke zone) 

a~]~ptotisch onderscheidend Engels: consistent met betrekk:i;";,: 
a JS ~ c e •• a a f , :: a a ■ m : 1 v " 

tot de hy~othese H, indi<)n 

3 0 (im JS(H)::: 1 
n➔oo · 

is. De kans op verwerping van de getoetste hypothese kan dan r41~tf; 

w1llekeurig dicht bij 1 gebra cht 1.ti1ordcn door n voldoencje ~;root: 

te ma ken, indien H de juiste h~rpotl1ese is. 

Voor de tekentoets geldt de volgende stelling. 

~ t.e l.+.1,,~£- .. 1 : pe t yvee.~ ~ .. j ,d_i~.~. , ~ ~.k~ ~ t .. ?.e.t_su, .~ .. ~ .... ?, ~ 1~!£~,9. .. ~ ~ .. ~. £.~. ,,.C?~d~~:-
s che id end voor iedere hypothesE~ mt::t P* · ; de linker- ree ·• 1:ect1t:.,,,. r-

eenz i di e tekentoets voor iedere hypothese met p< .• reso. · > t . 

Bewijs. 

Bij het bewijs maken wij gebruik van de ongeliJkheid van 
Bienayme-Tchebycheff zie r, I, 13 . Wij beschouwen eerst de ·t1~7 

zijdige toets, met onbetrouwbaarheidsdrempel 0<.. 

Onder H
0 

P=-; wo1-i.dt de wh-verdeling van het aantal auccet3[ji :~. 

x bij n waarnemingen gegeven door 
• 

' • 

met • 

• 

Volgens de ongelijkheid 
.< 

• • 

•• 

Neem 
' . ,. 

· · 31 · 
·i I • 

• • 



• 

• 

~e ·tweezijdige kritieke zone is 
., 

', 

z ~ 1x._.~nl ~ a., 

waarin 

dus dat 
zo gekoz8n Til')E·:t worden., da t de onbetrouwbaarheid 

P[t~-~nl ~a!H0 ]~oc 

is. Indien wij dus de zone 

beachouwen, zien wij, dat 

11 

33 Z*c Z c == '' 1 s b ev a t 1 n 11 
._ • 

• 

geldt, en wel vo0r iedere n. 

Derhalve geldt voor iedere n en p 

/3ztt(P)~flz(P) 

en indien wij dus voor een willekeurige waarde van p, die "-F _

bewijzen, dat 

lim f5z'"(P)= 1 
n ... C>O 

is, dan geldt dit a fortio~i voor ft
2
(p), zodat de atelling dan 

r het twe€zijdige geval bewezen is. 

Voor een kans p (:p~) op een succes ~,ordt de verdeling var1 t1c t; 

aantal successen bij n waarnemingen gegeven door 
'%, 

1 

met 

t ;x.t p = no en o-{~lp}:Vnpq. 

Beschouw het geva l. ... da t p> ½ is voor P<½ verloopt het bt::w~: "1 [i 
, ' 

analoog • Dan geldt volgens de or1gelijkheid van Bienayme-

Tchcbycheff: 

De ongelijkheid 1~-npl > kVnpq is vervuld., indien ~-np<_k -np?# 

is, dus geldt a fortiori 

~f O.("k 

34 

Wij hebben nag de beschikking· over de waarde van k, die wj.j 

naar . -•· lieve• · nnen kie.een, met de beperking k>o · vgl. I, 13 · • 
. ' 

Wij kiezen nu k zo., dat )let reohterlid van de ongeliJkheid 
tuasen de vierkante ha ken van -_- 34 _•· grot.er is dan set reehterl:i.d 

' 
;s.-,,-,,«--'"'-~'~-• ~-,. •, ,- • 

van 32 I ..4Jt , ~ n aan A~ a,ncrelJt ikheid van •· .. 34 ·_, __ niet voldar11~1 · . . · . • . nu.,.1.~en . ',,A n " . ,~ . . ·--~'\.J,. ;,.,,i, . .A ~':>•· . ~-- . . . . 
,. .... - 1 :1 •a.tJllll!!!!MlitliPJTl',r.!';\!lt@ 



• 

bevinden wij ons in Z*, dus volgens 33 ook in z. Daartoe 11:');. _ 

sen wij k op uit de vergelijking 

:Jit geeft 

k: n(p-i)--½ ~-1 

Vn).?q, 

en, voor voldoende grate n, is deze waarde positief, daer p>;~ _, 

Vullen wij deze waarde nu in in ·34 , dan komt er dus 

ne3 < . tr .. , • I I A er , a, I "' 

n(p-\)-½ g-1 2 

Voor n .. ~oo heeft het rechterlid o a ls limiet, daar in de noem€1 ·r~ 

"~ voorkomt en j n de. teller slechts n. Het linkerlid heeft dtir: 

ook o tot limiet, dus geldt 

of ook 

[im P[x.6Zlp =1, 
n.),oo 

waarinee de stelling voorhet tweeziJdige geval bewezen ia. 

Voor het 6~nzijdige geval volgt de stelling nu direct uit 
het voorafgaande. Beschoui\i b. v. z'?.. Bij gegeven ex. bevat Z~ d•:. 

rechterhelft van Z geheel en in het bovenataande is bewezen, 
dat de kans op een .x. in deze rechterhelft., die dus ook in .:t:.'t. 
ligt, tot 1 nadert. Hetzelfde geldt mutatis n1utandia voor z~ .. .. 

Men kan het ·bewijs aanschouv\felijk voorstellen. Dit is jn 

fig .. 4 gedasn. 

z 
,4( Si 1 1-. 1• 

"---• 

<! ' ' 
~ 

. ) 
: i'm 
I 

I 
• • 

' 

• z 

-----·• -., oz Ai )f 
4%.-M' 

Fig. 4. Wh-verdelingen van x onder H0 en 
' 

V-oor-- -n.emende n schui ve:r1 de punt en i_n en 
elkaar., terwijl, de spreid1ngen !Vii en 
nemen,, maar in verhol1ding tot het verschil 
nemen. De kans, onde~ hypothese H, 
halve voor n .. 400. tot 1 • 

• 

om in Z - ' 

•, 

• ' I 
• I 

I 
I 
y 

I 

I 

I 
I 

+{x.\p) 

Vnp:i 

--· .... _.~·""""'-"""""'"'" .._,,.,,~~ 

X. 

p>! voor grote n. 

steeds verder uit 
' 

in absolute zin toe-
b d ··~ · _.i. on eg~'.'.'in£:ll , .,.. "' pn '"""'J n ' ,·· '.. , ... ~ : ' o . i;:;l J_ -

te ·komen na4ert der-
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Ult de atelling blijkt, dat het onderscheidingsvermogen, d~;t_ 

ill f 1g. 2 voor,. n.- 1-4 gegeven is, vo.or grote n de in fig. 5 €~r.: ·· 

schetste vorm aanneemt, terwij 1 ,,,oor· toenemende n de clr1e k1➔~(",. \-

men steeds spitser, resp. steiler, worden • 
• 

• 

I 

-- ., ... _______ --- - - __ ,.,_ 

Fig . 

. · k n(=.tar aanleirl:111?.s van de asyrr1ptoti.sche eigenschappen vnr 1 

een .- ts 1nen 'ATJ_{·j cjeellclasaen va·n de klaase n van toegel,3t(.:n 
hypothesen besc~hC)ll\-Jen. 

Wij zegge11., da i: een toe ts ~ S)rrn~;-~-~.t,i_sch_ v,~.! .. ~e?.16. ~n,d,E:~,~~h~.:.1. ,~}t:. 

tussen de klassen 0. 1 en n 2 , indicn 

tim fo(H) = 0 
n..,.oo 

voor~ ~ED, 

en 

36 tim ;a(H):::: 1 voor He:02 .. 
n_.eo 

• 

l)e rechtereenzijd ige tekentoets is dus a 8YlJl.ptotisch vol lee·"~~ 

-.naerscheide11d voQr de klassen n..1 : p<! en !1
2

: p> , terwijl tic~z,:: 
kl '"I , i , " "' ~ ~ !'I .. t . . ld d V a a s e Y"I 1 1 0 0 r rot e V\ f ::I" :- V' '":... .~ • n - *• •• '.... .. ,. ~ , ro O ·~~ s "~ ¢} r· ':'tr - ,.ti a e . W" 0 Ylo e n O I' r 

. ~ .. 1 ,. • .. . u ..1.. • J £\ \,.,~ ,I. - .i;... •. - • 41 -·- J u _l_ 0 .. - V . V - "'" J... C .., J. . • " -

' 
de tweezij4#ige toets is f1.2 t P=I=½, terwijl D 1 ,ntbreekt. Iz1 all(:.:; 

drie geva llen is er een derde kla sse, .!10 , bestaande ui t je 

hypothese H0 P=½., waarvoor 

3 7 (im fo(H0 ):ot . 
n..,.t;L'"l. 

ia. Wij noemen de toets as_ totiaeh ondepscheidend vo•r D. 0 
• • 

teg~n D2., daarbij oA toevseging ''vollegig •t wegla teni, cm.ja t aet 
• • 

rethterlid van · 37 >o is. De· klasae 0.0 behoeft in principe 11~It 1 t 
~ , . 

uit een enkelvoudig,e hypothese te bestaan al ia ~it tij de t(::-

kentoets wel het geval. 
' 



• 

• 

, 

• 

12. Benadering van het onderscheidin svermo en met behul- var1 

de normale verdeling. • 

In -de vorige pa rag·raa !'") ~ijn enkele a sym.ptotische eigenscr1::-: :.) · . 
• 

• 

pen van de tekentoe1;s bew~zen op grond van het gemiddelde en d2 

spreiding van de binomiale verdeling alleen. In feite kwam de 

berekening neer op het aangeven ""Jan een ondergrens voor het 0·~··1-· 

Ma ken witj bovendien gebruik van de in . II. 2 vermelde asympt:)

tische normaliteit van de binomiale ve~deling, dan kunnen wij 

meer. doen~ dan alleen maar een ondergrens aangeven, wij kunne11 

dan nl. het onderscheidingsvermogen bij °t)enadering berekenen m-:-st 
• 

behulp van een tabel van de norma l.e verdeling • 
• ,.. 

Wij beschouwen daartoe eerst de door 6 zie j 3 gegeven 

kritieke zone Z · ~- • 

z~ ; X - ½ n ~ b ... 
-.. . • 

• .. . 
• 

, . . , ~ . 
• 

Het onderscheidingsvermogen is· de kans, da t het aantal sue· -

~eseen ·bij n ~roev·en. in z~ zal vallen, ~ls functie van de kans 

P op succes. Het wordt gegeven door 19 zie 7: 
• 
• 

• (q,;: ,_p) .. 
• 

Volgen$ de reeds eerder gebruikte procedure gebruiken wij 
• 

je gestandaardiseer-de grootheid, die wij nu, omdat verschilleric1 '.:.· 
• 

van p bescho1iwd · word en, met ~ aa ngeven: . _p 
• 
• 

• , 

•• 
*• 

D~ze graotheid is voor grote n bij benadering N(o,t) 

De ongelijkheid 6 kunnen wi,:j pu ook schrijven als 
• 

• 
• 

z't: u > ;:; p .. 
b+(½-P)n 

Vnpq, 

• 

• • 

verdeelf·~ 

en de kans· hierop kan bij benaderir1g gevonden warden in een 
• 

tabel van de N (o~ 1 -verdeling. Willen wij daarbij nog een cont:1-

nu!.tei tsi:orrectie toepasaen., da:r1 verminderen wij b met "~-· 
• 

het onderscheidingavermogen., zoa ls in 7. is opgemerkt., net g~·.:. -
• • 

sp ··.gelde van dat van '27;,• VQor de t.weezijdige toetsing, met al:·~ 
J •t . . kr .... b-ieke zone .·. z1e .· 5 ·.·, § 3 .. · .. : 

• 

• 

Z Ix ·n-1>0. . . . " ,,· . '.', -._- ,, 
. .. . . - .... ·.·, -· ... , 

• • 

verloapt de berekening anal.,· ., met o.· in plaata van b, terwiJl 
, 

• 

dan aohte:raf n . met 2 vermen . vuldigd · raoet •o~den. ' ,, ' 

• 



VP'orbeeld. ... De in 10 op blz. 43 genoemde tabaksfabrikant, 
tverweegt een nieuw~ methode in. te voeren voor het prepareren 

• - ·-
v, n zijn tabak, acht het lonend hiertoe over te ga~n, indien 

. . . . ~ 

minstens 60% ·va~n. de rol{ers van het door hem bestreken rayon (j(_; 
• 

volgens de nieuwe methode geprepareerde tabak beter vindt dan 

de, oude. Hij is er nc1tuurlijk niet op gesteld de nieuwe meth0 1 1, 
• 

in te voeren., indj_(?r1 c1eze slechter i.s dan de otide e11 stelt dt1 -' 

als eerste eis, dat de kans op deze foute beslissing die in 
dit geval een :fout van de eerste soort is niet grater dan o,r:_~ 
mag zijn. Anderzijds is hij er echter zeer op gesteld, de n:i(,.' 1 ·, 1 ·:. 

methode w~l in te voeren, als 60% of meer van zijn rokers de 

nieuwe tabak beter vinden dan de oude. Hij wil daarom het exp~

riment zo opzetten, dat hij, als dit inderdaad zo is, minst~ns 
een kans 1,9 heeft., het ook te ontdel{ken. Hij kan dit bereil~~1:n 

door het aantal proefpersonen, die hij de beide soorten taba~< 

laat verge· ken, voldoende groot te kiezen. Hij wenst dit 

echter niet grater te nemen dan nodig 1.s, om aan de beide bo\l(::.n

staande eisen te voldoen, daar dit overbodige moeite en kosten 

met zich mee zou brengen. ~e vraag is nu dus, hoeveel proefper
sonen hij moet kiezen. 

t.. .. . Geven wij de kans, dat een willekeurige raker de nieuwe LA01~~ 

beter vindt dan de oude, weer aan met p, dan kunnen wij de cis(~n 

van de tabaksfabrikant als volgt mathematisch preciseren • 
• 

1e: p kan in principe iedere waarde tussen O en 1 aannemE:·r: ... 

dus de verzameling van toegelaten hypothesen is vergelijk 
' 

..n: o~p<1. 

2e: De uitslag van de toets 1noet bij voorkeur negatief zi,::;r.1 5, 

indien P~i is. Wij nemen daarom~ als te toetsen hypothese de 

samengestelde hypothese 

·Indien aan 40 voldaan is wordt slechts een kans van ho•g

stens 0,05 toegestaan, om toch in de krit1.eke zone terecht te 
komen. Imrners indien di t geschiedt wordt n 0 verworpen en ivorc1t, 

de nieuwe methode ingevoerd~ Wij kunnen dit aangeven met de vor-
,,, 

gelijki:ng 

41 

3-~: Indien 

komen, minstens 

42 . 

dei 
A(D0 ) = N1ax. /3(p) ~ 0,05. ,,_ p-eOo 

p?:o,6 is, moet de kans., om. in qe kritieke zone t 1.;· 

gelijk aan 0>9 zijn. Noemen wij dus 

.("'") * · 0 6 <,p <:: 1 J..L .. > :.:· =. ) • 

dan wordt als tweede eis gesteld: 

• 

• • 

' 



• 

• 

• 
• 

• 
' 

• 

pen"" 

Wij ~nnen deze eisen ook grafisch voorstellen. Dit is in 
fig. 6 gedaan. 

• 

1' ' 
• • 

0,9 ---------------- I 
I 
I 
i 
1 
1 
I 
f 
1 
I • 

I 
I 
t 

' J 
f 
I 
I 
I 
I 
t 
I 

o>os I 
I 

• o.,5 o,6 1 

Fig~ 6. Eisen van de tabaksfabrikant. 
grafisch voorgesteld. 

• 

• 

• 

De eerste ei~, in formule voorgesteld door 41, houdt in, 

dat t erase idingsvermogen fo(p) voor p < o,5 .. in ·. t links onde:r 

. gelegen gearce-e ,...,_ re-chthoekje moet verlopen 1 de tweede eis, 

v.o-org-es:teJ..d door 43 , dat dit voor p~o16 in het rechte-boven 

• 

• 

gelegen gearceerde rechthoekje moet geschieden. Wat er in het 

tussen OJ5 en 0,6 gelegen gebied gebeurt is niet zo erg belang-

rij·k. )e fabrikant heeft hiero.ver geen eisen gesteld. Men noemt 

een de-pgelijk gebied vaak indifferentiezone.· Beid-e elijke be

-ep~bel ge-slissingen word.en, j rrdien p in dit gebied li__,-
• 

acht. 

een 

nen 

zien wij, dat alleen 
beide eisen zal kun-

Beschouwen wij fig. 2 op blz. 39, dan 

r6o~tereen~ijdige kr~tieke zone aan de· 

voldoen. Dit is dus een zone van het t·~ 
• 

e 6 • 
Uit fig. 2 zien wij tevens, dat het maxim,~ van ~(p) voer 

• • 

bereikt wordt ~oar P-i, zodat wij de door 41 · aangegeven 
• 

eis ook kunnen schrijven in de vorm • 

41a • 

• 

.waarin de index~ aangeeft, dat wij een rechter~~nzijdige kri
van de notatie 38 ·. kun~ 

• 

tieke zone zullen gebruiken. Met behulp 
•• 

nen wij hier ook vo•r schrijven in ".} q ) ~ t i J ._ ""."' f"'l. \T, 1 1 , ~- ' •. , . wor .. , ., r,._. . .1 .. f !J.• . • 
. ' ' 

• 

' 



.,. . 

of: 

4'1a 

• 

• b~ o,83\ln . 

. _Vervolgens gaan wij eis 
fig. 2 zien wij, dat 

• . 

~~biijdige kritieke 

ker eindpunt 

ven als 

43b • 

.. 
1.S 

• 

kunnen Schnl." j . .. L ·-- ,~ ..., 

~ 0,9 

Wij moeten dus n zo groot nemen, dat zowel aan ,Jf.1c.· ale aan 

2~~ Dit is mogelijk, indien n voldoet aan 

d~is aan • 

• 

• 

o.f wel 
' 

• 
• 

44 

:te fabrikant zal dt1s minstens ongeveer · 216 rokers om. hun 
• 

rnening ~oeten vragen om met behulp van de tekentoeta te voldoen 
aan de door .hem gestelde eisen. 

_ Opme~~~~~e-~ .. 
1. Bij bovenstaande berekeningen is de continu!te1tscorreet1e 
niet aangebracht. 1'e betrekkelijk grote uitkomst vo-tr n reoh·tva~r<;

digt 4eze verwaarlozing. 
' 

~. Men kan bij vraagstukken· als het bovenetaande some oo·k gebr,.1~1. 1
,: 

·maken van de vroeger genoemde· tabellan van de bin.Qfflillt verdfti,:1,!,':<~; 
' 

nl. als de gezochte n niet te .gror.t uitv·alt • Eeh tabellet'-1,e "1 "::t"'l 

de kleinste n, nodig om een bepasld ondersoh•e.id1ngsvena. en te : 
. ( . . ~ 

•. I' . . . • I • . ' 

. . .. . . ·• .· ....... , ... ,,. ·,·, ,, .. ,... . .. '' 
. . - ,,. . ' _.. . . ' : - . . . . . . . "· . : . ·_· "~ -_· .. , . : . , , . . - ·t . . , -. , . . - - . . - ·-: ,' , . , -. . . . ' 

• • • 

• ' . ' ' .,· ·1_ :,··--~ ;•,• 

•', : . . . ·. ,, . 

' . ' ' . . ' . . . .. '. . . . . . . ' . ·- ,-- ·'. . . ,". ::· ·'. . -.: .. ,' . . ' 

. 

vo•r, 
_- ' . -____ );,· '.,.: '· . , '·.·. • ·'i ' .:.··· .. ,- :-: • _ . . •' , ·,, "'., ·, --_.,,_.- ·_ .; .. ·' :1··,.,_,:·:_,_i: : ,·;--':··-.:···-_,\..: .. -:\':,'J _; 

',. , _ 



• 

In 

kritieke' zones bij. de tekentoets het best ''in de staartent' ge-

n ~ konden warden. Wij maken daartoe gebruik van. een zeer al-
• 

gemene stelling van J .NEYM:AN, die in vele gevallen de mogel i jl~c-

heid biedt r'beste '' kri tieke zones ui t te zoeken. Voor de eenvoud 
• 

geven wij deze stelling niet in. zi.jn meest algemene vorm. ME;n 

raadplege daarvoor b.v. J.NEYIVIAN., First course in Probability 

and Statistics, N.Y. 1950, p. 304 e.v. 

Wij beschouwen eerst qet geval van een enkelvoudige hypothe

se Ho in ons geval P=~ , die getoetst iv-ordtmet behulp van een 

discreet verdeelde toetsingsgrootheid x in ons geval: het aan-
• 

tal suc~essen . Zij verder H, een enkelvoudige_alternatieve 

hypot =B-e in-ons geval b.v. P=0;6 • Wij defini~,ren nu 
• 

• 

A (:x. · H t,-1 ) de~ P[~::: XI J;..foJ ) 0, 1- . • 

P [ ~ = x.l f-1,] 
• 

De stelling van Neyman houdt nu in, dat v~n alle mogelijke 

kritieke zones die .zone het grootste onderscheidingsvermogen 
• 
• 

voor H1 heeft, die zoveel mogelijk waa.rden x met zo klein moge-

lijke ~- bevat. Preciezer gezegd: 
• 

SE~~~in~_2: I_ndi~n i:n~n ~enrn,.,k!',~~?-~~.~-,-Z91:,?,.,, ,Y.,92.~, ~.t.?~.~-a~_!}e;, Y~.n Ho 
• 

y,ijz?-5.t._,,do(?r .. ~¢!? .. of _rriee~ ,,..~"\~ar..~~n_ x: erva.:1 te vervan en door waar-, .. 

den met i\(x; H
0

,H
1

) groter dan de grootste van die van ae vervan-

gen ~9 ~~~en.,· ~.?!1.9.er ~~"~.-,-~_09~-- _q_e,z~-- .. i~itjzi,g.i,ns; ,~e _ O?.~~ .. ~.F~~~pa_a,r.!.1~.?:.? 
• 

toeneemt, dan vermindert het onderscheidin. svermo · en ten o ....... zich t(; 

van H 1 • • 

Deze stelli.ng is intui tief gemal-ckelijk te begrijpen. Imme rs 
• • 

waarden x met een kleine A zijn zeer gunstig voor het ondersch0i-
• 

• 

den van H
0 

en H
1 

: indien H() juist is zijn zij in verhouding wej - ·· 

I . 

rekend kannen worden, terwijl zij, als H1 juist is, veel waar
schijnlijker zijn, hetgeen het onderscheidingsvermogen groot 

maakt. 

• • • 

zone Z, dan kunnen wij Z i.n 

Z2 die waarden voorstel:l:en, 

twee delen Z en . ·, 1 

die door waarden 

d G i · a 1t '' 1 · '' vangen zullen wor en •. · even w J .· .·· n euwe 
• 

· 11 · lih d ti e, du· id• · a 1 s de 1 i ke ·. . . ·, oo ·. · . ra · · ·. o a a nge · , · _· · • · • 
• 

• 

' 

z~ splitsen, waarbij 

met grotere A ver
stuk aan met Z 3 , dan 

• 
' 

' 

•• 



• 

. .) 

13 ,~ h 
', i."' 

• 

is eus de oude kritieke zone 

v betekent:vereni~j ~ct 

en de nieuwe 

mag zijn zie de stelling, meet gelde•: 

foz (Ho)~ /3z (Ho), 
~ 3 

hetgeen wij ook kunnE~n schrijven als 

Verder 

£·_ f)(~:X I H0 ]~ .Z. P[?S.=:>-:)H0 ]. 

xeZ2 · ~€2~ 
-" l a• 0. 

47 

volgens 

48 

• 

Vrlgens de ondcpstelling zijn nu ec~ten alle fa•teren ~ in 48 

g:poter dan die in 47, zodat, tezamen met 46 4ire~t volgt: 

x in z~ terecht zal komen. Hetzelfde geldt dan echter voor_z• i.n 
ve _elijking met Z-:r daar deze twee zones slechts in Z2 e~ L 3 .. vt'.~r"T 

s.e illen. 

~pmerking: Ui t de st el ling, in deze spe<'-ia le vorm, volgt 

«ire.qt, dat wij in het geva 1 van een discrete toetsingsgrooth(:.:5 ~, 

~<le -.itieke zone op moeten bouwen uit waarden van x, die 00n 
• 

z-0 klein mogelijke i\. bezi tten. Wij beginnen rlus met de waard(:} 
, 

of waarden met de lcleinste i\. en nemen er vervalgens waar.den 

rtet zo langzaam mogelijk opklimmende A's bij, tot de -~ekozen 
OJ1betrnuwbaarheidsdrempel ons verhindert verder te gaa•. ~it 

alles geldt slecbts, indien wij ~~n spe~iale alternatieve hypn

these H 1 in het o~ vet ten. Hiermee val t echter.., zeals wij z1Jl

le" zien, soms al een aardig resultaat te bereitcen. Een algG\m~,-
.,,,,. . 

nere vorm van bet A-principe zullen wij verderop bespreken. 

14. Toepas~ing qp de tekent~ets. 

Bij de tekentoets is H0 : P=½. en :x.: het aant,al successen. 1-;~:#-r·} 

a 1 terna tieve hypothese H1 ,11ordt aangegeven door de waa roe p v··1!) 

de kans op succes. Wij hebben dan zie 45 : 

• 



. 
• 

. .... • • . . . 
,: • "t -

• 

•• • • 
1 

14,15 
.• 

• waarin • • •• betekent: r'op een i;,Cr1stante factor r1a gelijk aan.'r 
,.ri J0 

.. d d 'IV zien us, at I\. , 

1_p<½ monotoon daa l t bij stijgende x en·voor iedere p< mono-
toon stijgt met x. 

iedere H1 met p>-h_ een rechte. enzijdige kri tieke zone moeten 

nemen ~ en bij toe ts i.ng tegen ied·ere P<½ een linkereenzijdige. 

De eenzijdige toetsingen zijn dus ~eeds op grand van dit een

voudige A-principe te rechtvaard:3 .. gen. Immers zij zijn, voor 
• 

alternatieve p> resp. p<~ de uniform meest onderscheidende -
toe~sen, zoals uit de stelling volgt. 

De tweezijdige toet.s kun11en 1i,rj_j op deze wijze echter nog 

niet a:fleidenf 

15-,, Het 
Q lo I C 

A -,p_rincipe voor ssmengestelde hyEothesen. 
7 & 7 M J Id II AP d N C R 4 cl Oas Q j di I J I L 

k hier Volstaan wj_j met het geven van een speciale vorm 
• 

van het J\-principe, waarbij wj_j de ke11ze van de ..... _ ing,s-

gr-o◊theid reeds bepaald veronderstellen. 

Voor de generalisatie van het A-principe bij het toetsen vsn 

samengestelde hypothesen tegen samengestelde alternatieven Zl)l-

len wij bovendien 

Wij geven slechts 

geen stellj_ngen geven. Dit zou te -ver voeren . 
• 

de definitie van~ en ver~elden, dat A.WAL•~ 

''Tests of s ta tis tic a 1 hypotheses ~oncerning severa 1 pa ramete·r~;J 

when the number of observations :ls large 11
, _A.m .• Math.Soc .r11ran~:·:•. J 

Vol. 54 1943 , p. 1~26 e.v. 3 bewezen hee.ft., dat toetsen., die 
• 

op di t princ i pe gf~·::t~)a see rd zi jn, bepaa lde optima le eigenscha pf.1(.:,~1 
• 

bezitten • 
• 

' • 

Indien men de samengestelde hypothese n 0 wenst te toetsen 
• 

en n de verzameling van alle toegelaten hypothesen voorstelt 
' 

0.0 inbegrepen, ·aan kan men gebruik maken van 

• 

Hierin stelt x de toetsingsg·rootheid voor, waarvan weer on-
. 

dersteld ls, dat hij discreet verdeeld is. Is~ continu·ver-
• 

deeld., dan t"lordt · P[2S-=x.lH] vervangen door de verdelings-dichthe:Ld 
• 

• 

van~ onder hypothese H. 
' 

Indien wij in· 50 voor ().
0 

een enkelvoudige hypothese Ho f1ub-
• 

stitueren, neemt 50 de volgende vorm aan: 

• 

50a .. 
• 

• 

'4 ' 

Ma.x. P(~:x.tH1 ' He.n J 
• 

• 



• 

15,16 
• 

• • 
• 

In dit geval is het ook wel aapnemelijk, dat het v•~men vAn 

kri tieke zones -µit waa rden x n1et zo klein mogelijke A's gun-

s tig is. Immers di t betekent voor i.eder van die waarden, dat, 
. 

a 1 tnans onder sommige van de a 1 terna ti.eve hypothesef., deze \vaa r-

jen ~et veel grotere waarschijnlijkheid ?angenomen warden .dan 

•ndeF H
0

• ~it heeft echter een gunstige invloed op het on•er

soheidingsvermogen. De vorm 50 zelf is vanuit dit gezichts

punt o•k wel plousibel. Indien ~ in 50 klein is, betekent 
. 

dit nl., <lat., althans onder sonrrnige hypothesen van n, de kan~ 

o-, -ie beschouwde waarde var1 x veel grater is dan de grootste 

kans op deze 1,,rvaarde· van x. onder D.0 • 

Bij deze intuit J .. eve rechtvaa rdiging zullen wij het rn.oeten 
laten. In de volgende paragraaf geven wij enkele toep.assingen 

van het principe. 
NB: Wij merken op, dat voor deze vorm van~ geldt: 

Wij beschouwen nu het geval van de tweez~jdige tekentoets, 

d .w .. z. va~ de b.ypothese H0 : P=·~ tegen de samengestelde hypothe:::,e 
., 

a ls verzam(:::lj_ng van toegel.at.e.n h 

:Jan is 

dus 
• 

Voor :x.x:o werdt het maximum tussen de accolades bereikt VO()t, 
• 

e~ v••r ~=n voar P=1 o Wij hebben dus 
' 

• 

Voor ~ndere waarden van x sporen wij bet maximum tussen 
. , 

de accoladen op door de afgeleide van px.c:in-" te beschouwen. 

feze is 

en je£e ~s jus gelijk aan O voor 

in ait punt (P=~) gelijk aan: 

p:.:?£ .• De tweede afgeleide i::~~ 
n 

• 
• 

• 

' • 

zodat wij i erdaad .met- een maximum te. maken hebben • 
. 
' ' 



• 

• 
• 

• 
• 

Wij vinden dan dus voor A: 

• 

• 

. ' " . -I' A- i"J_n : .· x x.. x n ... x. 2-nnn 
.... ...c.. ; t\ad,.L!l' 1 ..... '"n'4 ·,Is = -----• n . 

xx(n_x.)n-X. 

. ' 

' ' 

. De teller is constant. Het gedrag 

van x kan men het eenvoudigst bepalen 

logarithme te bencho11wen. Dcze is: 

van de noemer a ls funct~i- ,,. 

door de afgeleide van de 

ln . X .. n_x 

Deze 

beweegt • Bovend ien ~1. s voo1,., X.:t 1 c;r1 :x. = n_ 1 

2-nnn 

(n-1)n-1 
_ "_n . (" r1 n ... 1 '")-n - "" . n -- > .,c; , n_, 

dus grater dan de bij x.:::o en :x..n behorende waarde. van 1'.. Daar·~ 

boven-dien de waarde van voor twee ,tJaarden van x.., die symme---
• 

trisch t. o. v. ½ n liggen dus \4'aa rvoor x =n-:Jt is dezelfde is, 

leidt het bijeenzoeken van die \'1aarden van x., waarvoor A z<:i 

klein mogel1.,jk• is, tot (_;;:.::1:-1 ·0ymrrJ t:·f::r:,sche t~1ooz;,..Jd:lge k:rj.tieke za,l.: z ;,: ,. 
het door ons steeds gebruikte type 5. 

Opmerking. Op volkome.n ana loge wi~Jze l<an men de toe·ts~i ri;.'"· 

van de samengestelde hypothese n 0 : o~p:1.;_ tegen .·.·. :1<p111 · dtlt~ 

weer met n: o~ P~- 1 bel1a11delen. Er komt. dan 

• 

• 

Max 
,.n) .. _o_a_p_~_i ____ _ 

Max 
O~P~1 

Vaor :x:.~ ½n vindt mc·n nl~ st,eeds i\:1, daar teller en noeme1~ gt::-

· r .. ~ d + lle berei kt wordt voc,1'• terwijl voor x>½n .1c;;t max1m1J.m 1n ·e ve · r ··.• .···•.,~•···. 

' 

d I , I ,, 

ke eisen van deze fabrikant • 
• • 

• 

• 



• 

17. Toepassingen gebaseerd op versohillen. 

Laat u en.v twee stochastische groothedcn zijn, die dez0lf-•-
• 

de wh-verdelJ.n[~ bezi ttf;n. Onder3teJ. verder, d~t u en u- stoch,~1 ::: -· 

tisch onafhan1.{f.::lj_,jk zijn, d.w.z. dat de waarde., die de c:ne r':-. !

neemt de door de andere anngenomen waarde niet beinvloedt. I~ 

formule vgl. ook 

vpor iedere u en v. 

Beschouw nu-de stochnstische grootheid 

Z: U..-V, 

dan bezit deze dezelfde i\Th-verdcling als de gro.otheid -~=~-u • 
• 

Immers verwissel1.ng v::1n u.. en v i.n de gegevens verandert hier8.::11·1 

niets. Als echtc~ c~on stochastische grootheid ~ dezelfde V8r

deling bezit als z:Ljn tegengestelde -3, moet de kans, dat ~ ;'O-

.. t" f i 1 ~ ak " " :j k dr.'I t --~ pos1~ tief, dus _z_ t1E: .. ,· __ ~. ::i -si 1e s, ge lJ ZJJn aan o~ ar1s, u ~ ~ . 

tief is. Pus geldt dan 

53 

53a 

• • 

Is P[z=o] = o J dan volgt llit 53 : 

I s P [ z;::: o] > o ., d a n be s ch. o u wen 1\T .l ,j 
• 

• 

P[~*o] P[~>OV3'<0] 

P[ ~>O] + P[3<0] 

de laatste overgang vo·lgt uit 53 • 

--

Wij hebben dan dus, daar·dezelfde berekening voor i<O opg2~t: 
• 

' 

53b P['6>0j ~¢0]::: P[6<0l~10]= • 

Wij kunnen dit samenvatten in de volgende stelling. ' 

Stelling 2: Ind1.en ~ en y stochastisch onafhankeli k zi n er1 - .... ----.--
dezelfde wh-verdeling bezi.tten, dan ·1s de voerwaardeli ke wh, 

dat u._v positief is, onder de voorwaarde., dat u.-Y- niet ·.eli ~1< 

aan O is, -elijk aan ½. 
• 

Opmerking: De grootheid u_v bezit ze·lfs ··een verdeling, c1:·: ·• 

8~~metrisoh t.o.v. o is, hetgeen meer is dan in de stalling st11t; 

wij gebruiken hier echter alleen het in 4e -Stelling vermelde 

resultaat. . ' ' " 

. ' 
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1rl j J 
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de 

de twee-
v, r:lr-. n \ l (..1 

.,,,, .. 

l{orns ten u. 
• 

et1 clezc l:fdc het voor ...... 

hand te dat 

zitten, 

vJ.oed 

d.w.z., dat de v o 1 ,::r,(.) rel e 
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op de uitkomsten 
0 t d l f :J " . ·m e onerzoev.:en c,. c11t 

gebruikt. Van 
bij iedere ]l ;s 

"'\ . ':i . VU , ..... ng twee 
doorslagspanning ,,e!rr i. ch t. 

vonden verschillen 
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dete~mine precision 
f St. t· t· Ams~~o k a , 1 s 1 c s , .· -~ • . . ;v~ • 

1950, pp. 27-34. 

and J.M.CAMERON, Use of statistics ta 
test m,ett1t1ds, S:,irrnpofJ.:i_u;rra on Ap'plica tio:n 

Testing Materials. Philadelphia 
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vJi ,_i 

bE:pn ling 

zu.llen nu de hypothese H i- 0 e t Q r.:, rl 0 v-. ,,,,.,,__,.,, r1a t de volgorde 

gee n i.11 v 1 o e (1 op d f; ll i t k on--1 s t ht=:: e ft~ , du :3 1 r1 t z owe 1 

d r.:. r . \J ·• 

z, -
als ee·n even grate wh bezit 

'-' 
"t' f 1 t~ - t m ,oc1 -~ · ,.. c, . ::i.')"~: ._.., ,. :.. o i. , 1 l:· .. o _... i e . .. .s .. ) n t ........... 1 .1. e 1 E ... - 1 j z .... , n. 

Wij merken daarbij op, 

Vi') t1 do1Qr!~1~q~Dc~~n-J'nc~P~ 
"" - h,,,,,,I .:· A "' ) \,.,. ,... ..,<ol J. : . ~ - r ~ '- .. ~ J 

-....~ j., "'"' ~ 
bi ,J 

v.T r1 - v e 1") d e 1 ~i. n g E:?: n v ~ n ~ en ~, d tl s 

eerste en de twecdc bep8ling, voor 

voor ~e vullingen, niet 

dezelfde behoeven te verde:11nr_=_~)er·1 vin z __ , e n z ~ rn C) 1r· e: n 
-,,..ti... .. _, 

verschillen, ook die ,ran ~1 en 'L . . ,2 
.. r7 r I'. .. .... ., d 1 .. , 1 .... . ~ l . ,- .. ::i .L e J I.. n ...,, r 1 ,J . V()Cr de~ V')r~ri1 4 1_ ) " \.. ._, ·~· L ,.J, .. , ....,. 

1 end e mo n st er s . Vo ~l .gen s s t e 11 j_ 1~i t:; 2 ·kur1 r1 en w j t1 d e t e 1{ t.:: n t €) e:,1 ts 01·) 

de resultaten toepassen, doar dezc stellinr, als 
'· 

voor ieder der proeven afzonderlj_jk opg3st. La ter·1 wij dus 

verse hi J_len, 1 bij d~ toetsing weg 

de 

en 

gebruiker1 wij het aantal ncgatieve dat wi~J ~ noemen 

a ls toetsingsgrootheid, dan k·L1nnen wi i ..... t.· ~o met de tekentoets 

·tQetsen. 
Wij k1.1nnen de irl de tweede en derde l{o.l::1mmer1 vermeJ.de uj_t

komsten , van :z.1 en 22. als 28 onafhanke:ijke proeven beschouwen. 

Hieronder zijn er 25 met een uitkomst e, en daarvan zijn 5 ver
schillen negatief. Uit tabel I van dit ~oofdstuk blijkt, dat 
voor n:25 het optreden van slechts 5 nefatj_eve versch11len een 

t 't .. Je e z i J'' d 7 0" r.:. V1 -i,,.. r---, ._. -· 
• overschrijdingskans bezit, 8ie kleiner dan 0,01 is. 

k n r.-i t ·. r- , · ·Yl t 1 b 1 .. , 1 _,,rn ... , G~.1 CTl;_ ·..,•,;•Jt::c:c c . epa ~1.ng ~.L .ggeu 1 1 r .... i. -~ a· 1 ' r{€rll1.~ • :1 J K 1·1o•gE~r uan -- : e V8fl 

de 

Be f3 ch 01.1 \"JE::r~1 
' ~ 

W1.J de tweede en de dcrte kolom apart, op grond 

van de 

beide vulli.ngen optreedt, d2n vj_nden ~ij, weer uit tabel I, bij 

d e' t·• ,,~r p. (::) ,..::J r.:.) 1 T O 1 0. ~_i r, "\ 3 '),," 0 ) ;·•; fi::; °k'"\ 1) '\ .,,. ,:::, r, i~ '"' 
1'1 1"'l 1 j' ,a. ; n ' ,, a lr n n s t u s s E~ n O O O 1 _ .__,. '"'"- ~ l ~ r\... _ l l .L i 1 -= • , ., ..,,, =:., .,.,_ ti ~.,, "-' J.. l \,., ./ ''Id' ..,.,.; L; ~ .... ..,;1- ,-,,l-- "- '""' ~ (:::> 0 ~~-,¥~ , 

en 0 0 r::: • n b J' J' rJ e :i'.'! ,... t 1 rl ··'"' ""'I J. .• , .... \ . , •• , \.At • , ., ~ ... --- ... . .. '-'~ . -·· -
is c)tts bi (j 

Hot 
de 

, 

eerstG vulling op zichzelf r1oc we: J:ntoonbRar, maar bij de twee-

de niet meet,. Danrmee i8 echter nc~ ~eer1 verschil aangetoond . .,...,,... "-, _,, 

tussen de eerste en de d . +- b" j' av .1 

~-~~~~~~~--~~-~~~-~ 
,','\ w 

c11e 
d. 1 jo h'lft worde11 sorr1s ook .Z1r1cJere· \roo1~ste:.:t:.:n gc· r::r3r~i, ZOcl ~: < .. e . e . -

komt · het onderscheidingsvermogS:rl ecl1tE;r ·r1i.et ten goede. Weg-
la ten is beter. Zie hicrvoor: (.HEMELRI:K, A theorem on the 

A 5-•-·- '5. '•-:;;J '1$! . , tiJ!\ ti+ 

...::i M th -1 4 ,,la h 2 p .-(, 2 '"' -.i. 0 ,- , I nu a g • a • j .7 ::> ., P • ..., - ::,.. - _.1 (__ -· • 

• 



de tweede v11lli.ng een grotere <)11e1~schri~jd:lngsl,cans gevonden wo1~dt 

ie niet verbazingwekkend; deze overschrijdingskans moet tenelotte 
bl. J" ,,. ~ d een van e twee vullingen wel grater zijn dan bij de andere, 

men kan er niet op rekenen, dat beide precies dezelfde uitkomst 

zullen geven. Het is zeer wel mogelijk -een vergelijking van de 

twee kolommen verschillen doet 
" zo is; er is weinig verschil 

groter aantal proeven ook de 

dingskans gegeven zou hebben 

dinsgvermogen met 

'w1 ij gaan dus 

·pr~ r) (:' V E:.: 11 t, 0 E;; . • 
-

Oak 11 or:-· n· ~ l. , t'::, J. (4, 

le11 

dc;tn 

c·;rn E'E:n 

z _, 

n ::::: 12.. 

en z , _ 2. 

h .. ::.-. ct ("'l 1-1 ---\, , '[_ r c:, r· 
l-- .._, ,._ '--' - l, U ,\ '- - j 

el'" • j 

>0,25 

get•etste hypothese 

voor ieder \TD 1·1 

.• ' • . ' l l .L. : 

:.-·, 'Yl t"'·T' C :, l,··:., }'", 
'\.,__, 1., 1 "'"';i \.__., ·-" l J 

, .. '" 

},.... . , 'c·, "----. ,, 
! ' ) ' ... • ,.J: ', ~ a _,..,.,,- ~ 

r1 nt d1t ~n~e~da~~ t..,,,,! C,-~ - . ~~ ~ ~ ~. 1. _ (,, - r;i \,I 

i \i i j 'J• '1 'It"\ (':} C;:, n \i 1 .,.., . t . . ,..... I .t .J .'-' 

bezitten. combin8tle vBn de tweede en 

door dit 
get·echtvan rd =1.g,~]. 

Onze conclusic l 11j_dt ,,,.:J 1 'l C"I • 
l l ~ .. ~ ,.) • 

tematisch hogere ultkomst dan de eerste; tussen de beide vullin-

gen met ,I ,,. t "' een rnons -er lfi 
w 

1.11 {1 it 

De verklaring van het geconstateerdc ver1schil is de 

phys i c us , n i et v rt n d E~ s t n t j_ r:) l. :t c 1 ... 1 r.,, & 

() nn., - rk j' 1'1 g rn ,,. n 1 ... ~ n ') ,- l"i i t' ·pi ''Y' t· r1 £~ +~ f-.;:i ·r ~:i. ··-i l,"' c, -~Y'1 .:1' r" ,r 
1.__, l. 1,{_; , L ':'; • l"J. t ~ J t\.r,~ - ( t··j \=t •'- t.) l 1 , .A\,,, \,,1 •• • e:) t_, 1. ,;\I'-' ,J. t-'' ~. !.':'.;') 

de ul.tkomsten 

aangetoond. 
, 

taa·k v,ln de 

rna kE;ir1, da t 

s0hi.llcn X::.3 resp" LJ , dat de conclusie t~. ·1 e· ·1•1 I ·" ,_ 
,\. •• '· ;JF 

door een gezocht karakter 

komsten in de derde kolom 

hypothese 

boven gebruikte argument, 

hf,, ,, ... , f" 4,. • ' t;,;:·• ' . . , ,,.,, ,.,,_ . van de tt·i t-

\T3 t1 
·, . 

zijn, geldt niet qlleen voor de derde, maar ook ·voor de vierde 

kolom. Deze tegenwer~ing is gerechtvaardigd, _, ans uit~ 

sluitend van de tekentoets bedienen~ Besu ht;t1wcr1 \"l .. 1 ~j 
• 

a lleen het t e ken ,,.8 n de VE: rsch~i 11 er1 A'.1 , z2 en 

vvi j, da t bi j 2.
1 

en ::z: 2 tie neg:1 t; i(~,,·e tl~i t. koms ten 

:t 1 - x.2 .,, d a n z :t. en 
' 

,Jt • ·11 i niet a. een ,g· er~n-
, -' , 
l 

ger in aantfll zijn dan de positieve, maar dat 
~ 

zij bovt1nd:i en 
• 

veel dichter bj_j O liggen. B1 i -d~ n. e··Er~t.1·e~!P verseh. 4 llen -o~dAr - -# 'l,., "'1 ,\l :') :~-1 . ,. _ef,1 V 11¥ • . '" • Ji . ~ u . , 

z
1 

_ z1 i S fi i t 
lie getoetste 

,, . 
• • 

schi .··· gelijk 
' ' 

verschillen 

echtE;r nj_et 

hypatl1esen 

is aan die 

het geval .. Overwegen wij nu, dat bnder 

etriscr1 t.o.\J., 



• 

• 

dat in de laatst~ kolom.wel veel.minder argumenten tegen deze 

s -etrie aanwezig zijn dan in de tweede en oek in de derdd. 

Dit ondersteunt onze conclusie. • 

Hiermee komt tevens een z-v.1akheid ven de tekentoets naar vo

ren, althans bij toepassing op verschillen van waarnemingen. 

Zouden wij, behalve met de tekens van de verschillen ook nog 
met hun absolute grootte rekening kunnen houden, dan zouden wij 

ongetwijfeld het ondersc!heidi.ngsvermogen van de toets vergroten. 

En dit is inderdaad mogelijk, zelfa op versch1.llende manieren. 

WiJ geven hiertoe enke le lit terc1 tu11rver1111j zingen. 

1. Indien de verschillen normaal verdeeld zijn, met gelijke 

spreidingen, .k::1n men de t.oets van SturJeo.t toepassen vo-,r __ .de 

,these, da t de ma themo tisc~he verwa ch ting · het gemiddelde van 

de wh-verde11ng dcr verschillen gelijk aan O is. Zie b.v. 

W .J .~IX('N a ncj F .. J. f✓I 1\SSEY, 11 Intr~duc tion to statistical analysis, rt 
• 

N.Y. ·4951, ·pr. 97-"100 rnen stelle ,u..0 ·~.:0 .. Wij merken op, dat 

het onderhavige materiaal geen garantie Medt voor het vervuld 

zij:n van de nodige voorwaarden. Vooral de gelijkheid der sprei-
• 

•ingen is een bedenkelijke voerwaclrde, daar versch1llende olie-
• 

,,~ens t.trn zijn gebruikt. , , 

2. Zender verdere onderstellingen te maken, dan bij de te-
• 

kentoets nodig is dus uitsluitend onderlinge onafhankeli eid 
; 

der verschillende proeven; een voorwaarde, die men zonder be-
• 

zwaar kan stellen , kan r11en zich bedi.enen van symmetrietoetscr-i: 

J .HEMELRIJK, ''Symmetrietoetsen, 1
' Diss .. , Den Haag 1950. Verde r 

zijn toetsen van een soortgelijk karakter ontwikkeld doer 

J.E. WALSH. Zie b. v. DIXON and IvtASSEY, pp. 252-254 . 

In 6 is 8angekondigd, dat men een tweezijdige taets ~og 

uitvoeriger kan beschrijven, dan doer het onderscheidingsrer-

mogen alleen. Da:-.1rmee is l1et volgende bedoeld. Indien wij .de 

hypothese·p~i tweezijdig toetsen, beachouwen wij zowel de ~1-
• 

ternatieve hypothese met p<~ E:lls di.t~ met P>½ r::1:ls toegelaten ._ 

Bij verwerping van de getoctste hypothese_ besluiten wij ofwel 

tot p<½_ ofwel tot P>½- Behalv·e de reeds genoemde mogelic.1ke :fouto J. 

cone lusies, kunnen wij dus ook nog een tt,t nt1 toe ·verwaarloosde 

megelij1{heid besc,houwen: p kan in werkelijkheid <½ zijn., ter

wijl wij besluiten tot p>½. Wij verkrijgen daarom een nog betere 

~eschrijving van- de toets dan door fig. 2, 1nd1en wiJ voer iefe
re wnarde van p de kans op de drie mogeliJke uitkomsten aangeven. 

Jeze mogelijke uitkomsten zijn: 

1. P= wordt niet verworpen, 

g. wij besluiten tat .p< ~ 

3. wij besluiten tot P>¼· 

• 



• • 

:le som van de kansen op '1., 2. en 3. j_s, voor iedere waarde van 

,-, gelj_jk aan 1 .. Wij besluiten t.ot 1., als de gevonden waarde :x. 

van x niet in de kritieke zone ligt; tot 2., indien x in het 

linkerdeel en tot 3., indien ~ in het rechterdeel van deze zone 

valt. Op grond hiervan kunncn wij de kansen op 1., 2. en 3. be

rekenen op dezelfde wijzc nls vroeger met het onderscheidings

vermogen g~daan is. Voor n=~ en oc=op5 het geval van 7; dus 

de Z van blz. 38 bover1aa11 , verl<ri,jgen 1t,1j_j d£1n fj.g. 7. De l{an,,. 

sen Q p de 3 bes 11 s s in£~ c, !·1 11 et.) be r1 lAJ ~1 j a r1 :.1 r i 11 a n n g e g even a 1 s ./91 ( p), 

(p) resp. (p). Men zi.et, dF1t de: knr1s, on1 tot p< te beslultGn, 

·als P>~ 1s zeer g(;r·1.ng is, V(101~a 1 ::1 ls p b. ,,,1 • >O,o is. Het omg0 ... 

keerde geldt n8tuurlijk 8\'enzeer. 

• 

1 

o,s 

o,~ 

::-0---'-""••• ·- ,.._.,., _, ___ ""•'"w------------,~-·---------------

I 

19:t(p) 

0 (\1 

Fig. 7. 

fo,(p) • 

I 
• . 
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p 

De volledige kerakteriatiek vnn de 
t,~e-ezijdi~;e tekt~ntoets voor' n:1.t..1, cx.-.::0,05 
2: Xi 2. 0 f X l 12. . · • 

,s 'P) - k~·nq orr1 p::;. niet te VE'r\1.Jerpen ; 1\ . - ., ,.(.~ . 11,.,ll J , 
/9, (p~ kar1s OTt':i +- t P<½ tE: "AesJ~ui.t,cn 2 1 

•Ml.1/!liJ 
J..i' 0 .; - , , 

13 (P) 
·1 t:, C>t p>·½ te bes l 1.li ten - Kan-~,; t)trt 

¥ 3 
,,.,_ 

;. ; .,.;;, , ~i ~ • 

Te·nalotte is het wellicht niet overibod ig, op te merken, da t 
• 

' 

de in dit hoofdstuk be·sp·roken tekentoet;s s lechts eer1 toe ts ui t 

velen 1s.·w1J·hebben deze t,oets g£,lcozer1 te:r :111·ustratie van de 
' 

. ' 

t.oets ie., die ._esehik:.baa·i~ .i.i;. vc,:er een verzaineliYig vr.in ande:rte 
.. ' ' . ' ' 

' 

' . . 

• 




