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1 Algemene Inleiding.

Mh-‘nm“““wwmm”“ mw

1. Opvatting. Wij zullen de statistiek opvatten als een toepss-
8ing van de waarschijnli jkheidsrekening 1). De whr, op haar
beurt, beschouwen wij als een onderdeel der zulvere wiskunde,
opgebouwd op een klein aantal axioma's. Alvorens in te gaan op
deze axloma's en hun heuristische achtergrond, enige opmerkin-
gen over de aard van de verschijnselen, waarop de statlstlek

worden toegepast.

2. Object der wetenschap. Iedere wétenschap houdt zich bezig

y

met het onderzoek van regelmatigheden (of: wetmatigheden) in d
waarneembare werkell jkheld. Deze wetmatigheden worden in form. -
les of woord-formuleringen samengevat. Een duldelijk voorbeeld

1s de elementalire natuurkunde, zoals die op de middelbare sch ol
onderwezen wordt. De opgespoorde regelmatigheden worden verval-
gens, zo goed en zo kwaad als dat gaat, met elkaar in verband
gebracht en tof een zo klein mogelijk aantal gereduceerd ("grond-
wetten'): uit deze grondwetten, die men als een soort experimen-
tele axiomas kan beschouwen, kunnen de overige wetten door lo-
gische redenatie (deductie) worden afgeleid. Bij eenvoudige wcten-
schappen, zoals de elemmantaire natuurkunde en mechanica, gaat

dit zeer goed; bilj ingewikkeldere, zcals scheikunde gaat het m.in-
der goed, terwijl b.v. in de kernphysica het mathematische A0 -
raat zozeer gaat overheersen, dat er van de aanschouweli jkheid

van het gebruikte schema (het "model") weinig overblijft. All:
eXperlmentele wetenschappen hebben echter dit gemeen, dat zi

steeds weer aan de werkeliljkheid worden getoetst. De techniek

berust Op de resultaten van dit soort van wetenschappelijk or-
derzoek en is als de toepassing daarvan te beschouwen.

3. Statistische verschijnselen. De meeste wetenschappen houde

zlch bezlg met verschijnselen, die zich onder dezelfde omstar-
digheden steeds weer op dezelfde wijze voordocen. Of althans:

van de bestaande verschillen wordt geabstraheerd: zij worden ver-
waarloosd. Het 1ligt 1n dergelilike omstandigheden zeer voor d-
hand, om een "oorzaak-gevolg'-denkschema te gebruiken en dit
wordt dan ook meestal gcdaan. De statistiek houdt zich nu juist
bezig met verschijnselen, die bij herhaling van dezelfde omston-

digheden een zekere variatlie vertonen (wlij zullen deze ver-
schijnselen "statistische verschijnselen" noemen). Voorbeelden:

de breeksterkte van garen (meet men deze op een aantal plaatsen

van een klosje garen - de omstandigheden worden dus zo goed
mogelijk gelljk gehouden - dan verschillen de uitkomsten): de
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1) Afkorting: whr.



S 3,4

levensduur van gloeilampen ( een parti] gloeilampen, in serie

gefabriceerd - dus alle zoveel mogellijk op dezelfde wijze - ;
toch verschilt de levensduur van lamp tot lamp): aantallen bacte-
rie&n in een watermonaster (een 2antal monsters wordt uit een r .-
vier of bassin gencmen - alle op dezelfde wijze - en bevatten
verschillende aantallen bacterie&n); herhaalde metingen met een-
zelfde apparatuur verricht aan eenzelide object geven in het
algemeen onderscheidbaar-vercchlillende ultkomsten.

Ook indien de omstandigheden minder sterk cp elkaar gelzi-
ken dan blj de bovenstaande voorbeelden, zodat een verschil 1y
de uitkomst meer voor de hand ligt, wordt de statistiek vaak
toegepast. De omatandigheden, of de beschouwde objecten, zijn
dan soortgell j en men ziet van de verschillen af, op enkels 17,
die men Juist wll onderzoeken. Voorbeelden: de geboorten in cen
stad of land gedurende een bepaalde tijd worden onderscheiden in
jongens—- en meisjesgeboorten en de verhouding der aantallen
wordt aan een onderzoek onderworpen; door het vangen van viss.n,
voorzlen van een merkteken, weer loslaten en later weer vangoen,
waarblj in de tweede vangst onderscheid gemaakt kan worden tus-
sen 'voor het eerst gevangen' en "voor de tweede maal gevangen',
kan men de grootte van een vis-bevolking statistisch schatten
(ook bij andere dieren dan vissen wordt deze methode toegepast):
door op een aantal tijdstippen in een fabriek na te gaan, hoe-
veel machines van «en bepaalde groep op ieder van deze momente
stilstaan, kan men een schatting verkrijgen vanhet rendement
die machine-groep. Bij het laatste voorbeeld zijn de tijdstipn: -
van verschillende aard: tijdens de sehaftﬁijd b.v. zullen er
le (zo niet alle) stilstazan. Bij de keuze der tijdstippen z=2l
men met deze ohgelijksoortighejd'Op later te bespreken wijz.
rekening dienen te houdzn; bij het statistische onderzoek wor'
dan dat verschil verwaarloosd. |

De hier gegeven gebiedsomschrijving is niet volledig; de
bedoeling is eenr indruk te geven van het soort van problemen,
waarmee de stotistiek zich bezighoudt.

4, Fundamentele statistische verschijnselen. Hoewel dus de

verschijnselen, waar de statlstiek op toegepast wordt, minder

ondubbelzinnig gedetermineerd zijn dan bij 2ndere wetenschappon,
berust ook de statistiek op bepaalde herhaalbare en controlecr-

bare verschijnselen. Deze zijn van gzeer eenvaudipge gard; zoalg
& 3

uit de volgende voorbeelden blijkt.

Werpt men 100 maal met een munt, dan komt er een aantal ma-
len "kruis". Noemen we dit aantal n en herhalen wlj het experil-
ment, dan zal n bl) deze herhaling gewoonlijk een andere waardée
aannemen dan de eeéerste keer. Maar het komt niet voor, dat n bi;
de eerste serie gellijk aan O 18 en bij de tweede gelijk aan “10C.
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Ock in andere dan "laboratoriumomstandigheden'" kan men dit con-
stateren: beschouwt men de verhouding van het aantal jongens-
Cot het aantal meisjesgeboorten in Delft in verschillende jJjaren,
dan zal men zien, dnt geen van deze verhoudingen zeer groot cof
zeer klein 1is.

Stel men heeft een vaaz met eecn onbekend asantal witte en
zwarte ballen erin en men trekt hieruit met teruglegging van dc
getrokken bal, goed schuddende tussen ledere twee trekkingen.
Heeft men nu 10.000maal getrokken en steeds een witte bal ver-
kregen, dan kan men ervan opanmn, dat de 10.001° Dbal geen zwarte
is.

Indlen men een pak speelkaoarten goed schudt en vervolgens
in 4 stapeltjes uitdeelt, komen er niet in ieder stapeltjec uit-
sluitend kmarten van één klcur voor.

Deze ultspraken zijn alle negatief van karakter: bepaalde
verschi jnselen doen zich niet voor. Weliswaar zijn zij niet on-
mogelljk, maar zij renliseren zich niet. Een ieder kan dit con-
troleren. De negatieve uitspraken kunnen soms omgezet worden in
voorspellingen van positieve vorm, b.v., bij de vaas met ballen:
"de 10.001° bal zal een witte zijn". Het is de taak van de statiz-
tlek dit soort voorspellingen te verscherpen tot voorspellingen.

Waar mern meer aan neeit,

5. Experimentele wet der grote getallen. Uit het bovenstaand.
blijkt reeds, dat ook statistlische verschijnselen, ondanks hur

=

betrekkell jk geringe regelmaat, aan bepaalde experimenteel va:
stelbare regels gehoorzamen. Het centrale ervaringsfelit, waarcr
de toepassing der whr berust (let wel: de toepassing, niet d«¢
whr zelf'; deze 138 een onderdeel der zulvere wiskunde en beru =«
slechts op een aantal axiomas en op de regels der logische de-
ductie), is van iets ingewikkeldere aard. Dit centrale ervaring. -
felt, de experimentele wet der grote getallen, kan a.v. omachre-
ven worden:

Indien men een experiment, dat een aantal verschillende
resultaten kan hebben, een aantal (N) malen op dezelfde wijze
herhaalt en het aantal malen, dat een bepaald resultaat S Ccp-
treedt, deelr door M, Aar verkrijgt men een tussen O en 1 lig-

S

gend getal, dat het waargenomen frequentieguotiént“27“q“wmq:3
wordt genoemd. Verricht men nu een aasntal van deze reeksen eX-

perimenten, met toenemende N, dan blijkt gewoonllijk, dat de ver-
schillen tussen de gevonden waarden van g klelner worden naar-

mate N groter wordtT.
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2) Af'korting: fqg, meervoud fgn.



In tweede instantie kunnen wij statistische verschiljnselen

deifinié&ren als verschijnselen die aan de experimentele wel dov
grote getallen gehoorzamen, of waarvan men aanneemt dat zi) o T
zouden doen. als het mogeli jk was ze voldoende vaak te hevholor .

Deze definitie is reeds iets scherper dan de in § 3 gegevene
I

Het woord 'gewoonlijk' irn de bovenstaande formulering van ¢ -

A

lmm

perimentele wet der grote getallen laat nog een zekere vaugheld
bestaan. Een scherpe gebiedsomschrijving valt echter van geen
enkele wetenschap te geven. Bovendien is de wet der grote gets i-
ten in hoocfdzaak een heuristisch principe voor de toepassing

der whr. Men kan de brulkbaarheid van ledere statistische metho-
de aan de practijk «F door experimenten toetsen, zoals men 00
natuurwetenschappeli jke wetten steeds door experimenten moet
verilieren.

Fundamenteel voorbeeld van do experimentele wet der grote

| ol

getallen: wanneer men een aantal {(b.v. 20) zoveel mogelijk ze-
1ijke kaarten neemt en op ¢én hiervan een { zet en op de over
een g en men Ltrekt hileruit een groot aantal malen een kaart,
steeds na goed schudden en met terugleggen van de getrokken
kaart, dan zal het £ van het kenmerk £, dicht bij 1/20 ligoen.
Dit voorbeeld 1lijkt triviaal, maar is het niet. W1J zullem
later zlen, dat vele statistische methoden bestaznuilt het trokhker
een conclusie (resp. het doen van een voorspelling), waarvarn m:’
niet weet of hij juist is (resp. of hij uit zal komen), terwijl
in een reeks toepassingen van dergelijke methoden het fq van b %
aantal onjuiste conclusies (resp. voorspellingen) Jjuist op de-
zelfde wijze tot stand komt als het fg van het kenmerk [ bi)] het
beschreven kaartenexperiment. Dit betekent dus, dat het fg der
foute conclusies in een lange reeks ook dicht bij 1/20 ligt.
(Wij hebben hier 1/20 genomen: dit is een traditionele waarde.
die echter willekeurig 1s. Men kan ook 1/100 of een andere

breuk tussen O en 1 nemen.) Een nadere precisering van "dicht b
volgt later.

6. Preguentiequoti&nten. Een andere definitie van statistlek
is, dat deze wetenschap zich bezig houdt met de bepaling van I'.7
en de eigenschappen daarvan op bepaalde collecties 3) Deze colL-

lecties kunnen wrzamelingen van soortgelijke objecten zijn

(de vissen in een viswater, de door een fabriek gefabriceerde ¢
nog te fabriceren condensétoren- etc.) of ook verzamellngen van

expefimenteﬂﬁ zoals bij de eXperimentele wet der grote getallicr.

WiJ 1elden daarom enkele eenvoudlge elgenschappen van fqn af.

A W W W e W Own. T e W S WS et e TN WEs G SN RPN YR
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Wij beschouw
die ieder één of

en cen eindige collectie A, met
e

selden de volgend

Schemat.osche voorstellin: van
collect.e AL net Kenmerken A en B.
Naast gewone fyn wordern voorwaardell jke fgn ingevocerd. HerT
voorwaardell jke ['g van A cnder dc voOorwaa rdeBnis per definit:
gelijk aan het quot:&nt van het aantal eln).?\E dat de kenmerv-

ken A en B bezit ¢ et aantal elrn, dat kenmerk B bezilt:

(5) fq(AlB)= M‘ (fq(B)%0).
Men kan ook zegeen: het voorwanrdelljke fg van A onder voorw:.
de B is het pgewone I'g van A, indlien wij dit berekenen op de
collectie A (B) van /A, bestaande uit alle eln A, die kenmcvk
B bezitten (ga de betekenis hierven in fig. 1 na).

Twee kenmerken A en B heten onafhankell jk verdeeld over /.
indien

i

(6) £q (AB) = £q(A)
is. Dan volgt uit (5):
(7) fFq(AAB) = fq(A)fC (R,

en derhalve geldt ook

df fQ(AAB) _ corr)Y.
(8) fq(BlA) = &’5@““ fq(8)

7. Wearschijnlijkhe:d. WiJj zullen nu het begrip waarschijnl?
heid - ) van een gebeurtenls invoeren. Een gebeurtenis kan zi v
het verkriijgen van kruis (K) bi, het

werpen van een munt, het
felit, dat een exemplaar in een serieproductie ondeugdell jk 1s.
het felt, dat de meting van een physische grootheld een 1n een

) El=element, eln=elementen.

orting: wh., meervoud whn.
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zeker interval gelegen waarde aanneemt. etc. In het algemeen:

®»
de uitkomst van een (21 of niet werkelijk verrichte) waarneming.

Als illustratie? voorbeeld nemen wij het optreden van K bij hat
werpen met een munt. De Intuitieve achtergrond van het wh-becriu
13, dat wij ons een grote serie worpen van deze munt voorstello:,
waarin het kenmerk K dan met een zeker fg optreedt. Volgens de
experimentele wet der grote getallen (zie § 5) vertoont fg(K)
bij lange series cen zekere stabiliteit. Men zou nu geneigd

z1ijn het begrip "kans 6) op K" in te voeren met behulp van eon
limietovergang tot een oneindig lange serie worpen. Een belang-
rijke poging in degze richting 1s gedaan door R.VON MISES 7)_,
maar daarblij doet zich de grote moeilijkheid voor, dat deze 1li-
miletovergang geen cexperimenteel correlaat heeft: reeksen van
experimenten zZijn altijd eindlg. Het verband met de werkelljkhe
wordt daardoor problematisch. Wij voeren daarom het begrip "wh'
in als een abstract mathematisch begrip, waarvan de eilgenschap-

pen axiomatisch worden vastgelegd. Daarblij hebben wij echter

een denkbeeldig lenge reeks experimenten en het daarbij optreden-
de f'g wel in gedachten en wilij kiezen de axliomas dan ook analoor
aan de in §$06 afgeleide eigenschappen van fgn. Het verband van

de op die wijze verkregen theorie met de werkelijkheid, dat voor
toepassing van de thecorie nodig i

Dit geschiedt in §17.

3, moet dan nog gelegd worden,

3. Axiomas. W1lj beschouwen dusg een experiment E, dat ultkom-—
sten A,B,... kan hebben. Het optreden van een bepaalde uitkom:t
noemen wlj o0k wel een zebeurtenis en we geven die met dezelido
letTer als de uitkomst aan. Het axiomastelsel der whr kan nu i
de volgende vorm gegeven worden E) (vel., § 6, (1);,...,(4)).

AX .7

een reeel getal Tussen O enn 1; notatie voor de gebeurtenis A:

s |

leder der pgebeurtenissen A,B,... bezit een wh, d.i.

(9) O P[ATZ1.

Ax.2: Indien A onmogelijk is, is
(10) p{Alz0.

Ax.3: Indien A zeker 18, 1s
(11) PIA] =1.

Ax. 4z

(12) PIAvR] = P[Al+ P[B] . P[AAB]. (optelregel)

) Kans en wh zijn synoniem.

7) R.van Mises, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Lelpzig-Wien 18321,
N.Y. 1943,
°)

De axiomas zijgn, in de hier gegeven vorm, niet onafhankeli k.
Wij zullen ons daarom niet bekommeren., Voor een zorgvuldigeore
opzet raadplege men A, KOLMOGOROFF, Grundbegriffe der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, Berlin 1933,N.Y.1946.De axiomatische
opzet der whr ig van Kolmogoroff afkomstie.



def'initie van een

(13)

De gebeurtenlissaen A en

(14) SIAIRY = PlA]

is. Dan is ook (vgl. (7) en (2) en de afleiding daarvan):

¢

(15)

mule (15) heet de vermenigvuldigingsregel voor conalhar-

kelijke gebeurtenlissen; de algemene vorm van de vermenigvuldl-
& ingsfegel VQ:]_%"E: uit

(17) P[AAB]= ?[Aa|B] P[B] = P[B|A]. P[A]

i,

Indien de gebeurtenissen A on B elkaar uiltsluiten, is
P[AA B]=0 en gaat (12) over in

Hieruit volgt door incuctie gemakkelijk, dat voor een <« in-
dig aantal elkaar uitslulitende gebeurtenissen,ﬁqj..yﬁ%{g;ﬁ;%f

‘ S
(‘19) P[Aj\f‘ *VAklmzw P[AJ
i=1

De geldigheld van dez formule voor o veel elkaar uits 0o

i [

tende gebeurtenissen volet niett uit de tot nu toe gegeven ax. -
mas en wordt als 5 axioma toegevoegd.
AX.>: Indilen ﬁqﬁggg,.. cen aftelbare rij elkaar ultolu: ~
tende gebeurteniosen is. en A de gebeurtenis voorstelt,dat <¢én
OO

van deze rij gebzuriteniscen optreedt (notatie A= gmi.Ai)ﬁchwa
geldt:

(20) PlAl= PO A 1= 2 PLA].

Lz

De axiomas heboen steeds betrekking op een verzameling o -
beurt enissen, die op kunnen treden als resultaten van een be-
raald experiment- of waarnemingencomplex E. Deze verzameling 1o
van geval tot geval verschillend én wordt, indlen er een stei.
whn op gedefinieerd is, dat aan de vovenstaande axiomas voldo. .
cen wh-veld gencemd (wi] gebrﬁiken voor een wh-veld het symboo
™). Het wh-veld is& het mathe wde
experiment. '

watische mud%l van het beschou



Voorbeeld. Bij het werpen van een munt bestaat [' ult 2
elementen, de gebeurtenissen "kruis" (K) en "munt" (M). Wi1J g¢-
ven de whn daarvan in de regel aan met p en g (volgens ax.h4 is
dus p+g=1). Indien p=g=% is wordt de munt "zulver" genoemd. ki@
voorbeeld van een onzulvere munt 1s een punalse, |
Opmerking: Ax.2 en 3 kunnen, indien ' oneindig 1s, niet worden
omgekeerd. Gebeurtenissen met wh O zijn dan niet onmogelljk,
met wh 1 niet noodzakélijk.

9. 0Opftel- en vermenigvuldiginggsregel.

Stelling 1: Voor n willekeurige gebeurtenissen A15...jk
van " geldt:

o)

(21)  P[UAJ=ZP[AJ-Z PLAAA; ]+ Z PLAAAAA]- ..+ PLA AT,

i< | tcjek

waarin U:A,th,zv”kvAn €1l ﬂA AAQ"\-../\A,‘ 18,
———— T et

T Lt
Bewljs door volledige inductie. Voor n=2 gaat dezc stelling

over in ax.4. Stel (21) geldt voor n=h, dan is voor n=h+1:
bt
p[U1A]Hp[UA V'A ]-.D[UA ]+D[Ah+1]“ p[UA/\Ah_H]:

L=l =1

= 2 P[A ] - Z PLA ~AA, ]+,‘.+(1)““ p[ﬂA 1+ PLAL.] +

L'(J L=l

1 . h
Pl U (Acadn)] = Z PLA] - Z PlAAA 1 e @) TTPIN AT

L= L=1 l(j

z Pl A, AAH+1]+ZD[A AAH+,/\A |+ 00+

L'i'l

h
)P (A AAL)] = Z PIA]- Z PLAAA;]+.. .+

h 1
+(-1) D[ O A;,].- Jg.e.d.

Stelling 2: Voor n willekeurige gebeurtenissen A
van ' geldt:

e

. s A

42 n

L= ]

Deze stelling volgt door volledige inductie uit definitie (13).
qglAqf\Agj enz. worden ondersteld positieve
whn te bezitten. Indien dit niet het geval is;, 1is het linkerlid

gelijk aan O,

(22) P[AA]=P[A] P[A,]A]. P[A]AnA] . P [A] O

De voorwaarden A

Deze stellingen worden aangedU1d als. de algemene Opte1~
en vermenigvuldigingsregel.



10. Stochastische grootheden. De kenmerken op een wh-veld
kunnen, behalve qualitatief (kruils of munt, kleuren, deugd elijk

of ondeugdelijk, etc.) ook guantitatief zijn (leeftijd, leng

sterkte, levensduur, doorslagspanning). Indien een grootheild x

voor de verschillende eln van een wh-veld 7 verschillende
den aanneemt, bezlt deze grootheid een wh-verdellng. Hlermec
wordt bedceld, dat voor ieder re&el getal a de kans P{xE a} .
datiéheen waarde = o aanneemt, op I' gedefinieerd is. Dit worat
aangegeven door onderstreping van het symbool, dat voor die
grootheld wordt gebruikt en de grootheld wordt dan een stochii-
tische grootheid genoemd. Hetzelfde symbool, zonder onderstire-
ping, wordt dan gebruikt, om waarden aan te geven, dle de

grootheld kan aannemen of heeft zangenomen, of als cobrdinaat
op een as, waarop het wh-veld afgebeeld. De functie

wordt

(23) F(x)®E pPlx2 x]

wordt de verdelingsfunctie van x (soms: cummulatieve verdelings-
functie van x) gencemd. F(-00)=0, F(+o0 )=1.

Voorbeelden. Een dobbelsteen. Kemmerk X: het aantal ogen;
x kan dus de waasrden 1,2,...,0 aannemen. " bestaat uit 6 eln,
met 1,2,...,06 als kenmerken en P4sPose-sPg ( = pim’l) als whn
(indien pim1/6 voor i=1,...,6 1is, wordt de dobbelsteen "zulver"
genoemd). F(x) heeft nu de volgende gedaante:

fig. 2: F(x) voor een dobbelsteen,

Een ander voorbeeld krijgen wij, indien wij blJ een munt
het kenmerk K door 1 en het kenmerk M door O vervangen, be ver-
delingsfunctie wordt dan als in fig.3:

| ] o

ﬁ r
fig. {3: F(x) %oor éen munt.
; ; '

‘Deze laatste gtochastische grodtheid, .die de waarden 1 &n

i3
F:
o

0 met whn p en g (p+g=1) aanneemt, word

t een alternatieve
stochastische groo

npemd . Het bijbehorende wh-veld

r,



heet een alternatlefl.

Deze voorbheeld ar vooral
het laatste zal

De schaal van waarden,

en 11 jken wellicht wat triviaal, ma
blijken te zijn.

die X kan agannemen 1is, bilj deze

voorbeelden, discreet.
delin;
aantal verschille C
nlet eindig

Men spreekt dan van een discrete wh-ver-

en van discreet verdeelde stochastische grootheden, Het

7 B
te z1.in;

"

toegelaten. Indien een stochastische grootheld een continuum
cewicht, treksterkte, «fc.)
en de wh-verdeling 2an de e's voldoet, dat F(x) een continue

algelelde

van waarden kan aarnemen (b.,.. lergte,

(24) Fo) & S F(x)

bezlt 1n alle punten X ¢, ..oootens elndig veel na 9), dan word:
X een continu verdeelde stochastische grootheld genoemd.
functie f(x) heet cde verdclingsdichtheid van x.

Eén der belangrijkste continue wh-verdelingen is de normale
verdeling (vaak verdeling van GAUSZ, of van GAUSZ-LAPLACE ¢
noemd; echter afkomstig van DE MOIVRE). De grootheld X 1is nor-
maal verdeeld, indien

g (xep)?

(25) t(X) = 6\;5? g = ©° (~oo< X <+00)

is, waarin &« en & parameters zijn. De functies f(x) en F(x)
zullen wij in dit geval met fN(K) en FN(}:) (N=normaal) aange-
ven, Zij zijn in {ig. & geschetst.

Y

'

fig. 4: Schets van :N{x) er FN(X)

(normale verdeling).
Zowel fN(x) als FN(X) zijn ult en te na getabelleerd. Men
vindt deze tabellen in vrijwel leder leerboek en in iedere sta-
tistische tabellenverzameling. |

9)Deze beperking, die sterker is dan strikt nodig is, 1s voor

de eenvoud ingevoerd. De continue verdelingen, die wij zullen
ontmoeten, voldoen er aan.



Dit zijn whwverdelin:
@@d@elte kunnen worden

et
cedeeltell jke

een continu en ean divcr;

door

Zz1j ontstaan veelal

van een continu verdeelde grootheld., Voorbee 1d : bij de bepal

arﬁotm

van de levensduur v-n gloeilampen (een continu verdeelde
heid) wordt vaak een
de

weet men dug alleen m

bovengrens opgelegd aan de tijdsduur van

broef; van de lampen, dile dan nog niet doorgebrand zljn,

&

groter dan een zce-

......

aar, dat hun levensduur

kere waarde is, hetgeen als een discreet kenmerk kan worden oOp-

gevat. Ook op andere wijzc kRunncei: ygemeng

de verdelingen ontstaan.

Er kunnen b.v. lampen zljin, dle helemaal niet willen branden

(levensduur 0), zodat er

ceernn positieve wh is voor het optreden
van de waarde O, Een ander voorbeeld 1is de ult te betalen
brandschade bij een verzckering. Deze heeft een vrijwel contlinue

wh-verdeling met aan de bovenkant een discrete grens: de maxl-
male uitkering, die een positieve wh heeft.

Er zijn nog

ingewil’zelder types van wh-verdelingen te be-
& h

denken, die wij echter bulten uceschouwing laten.
11. Momenten.

Het k- moment van een discreet verdeelde stochastische
grootheid x, die de waarden x, (1=1,2,...) asnneemt met whn
Py (Z:pimﬂ), wordt gedefinieerd als

(26) /Lai.k,_..,f.{. {.’»"C} == Zptxé‘.

Indien X continu verdeeld 1s, met verdelingsdichtheid
f{x), is de definitie

(27) Sl = f R e{/ x" L dx

De som en de integraal kunnen divergent zijn; in dat gev i
bestaat het k° moment niet. Het eerste moment heet het gemidddide.
Het nulde moment 18 steeds gell gk aan 1.

Voorbeelden:

Alternatieve stochastische grootheld (kans p op 1 en g op 9):

,Ll.,s :O‘q'-}- T.pmp
Ml: 024q+72.pm 2.
Dobbelsteen (kans P, Op i; i=1,...,6):

fy= P+ 2P, + 0 L L +6p, 3VOOT P =V4 = 3%

flp= Pyt 2 Py +&°p, 1voor P o=Vb f=9%.

(zie (25)):

Normale verdeling




11

YT etpie t . Q . V s O

De eerste term is gelijk aan O

-3y : .

(28) 3 e 39 dy =

(Bewijs: noem het linkerlid X, dan is

1

X*= 1 ff e 3T gz .

Dus ;= s«
Verder 1is:

X pk Y& +60

-+ OO0 3
_ - - """"E" " .-
k / x’e 26 3 ot / (G'g-&-pc)ze 39 dgx
277
- 0

ey &

— ‘5,......2 . [93“%31 ,'+m '
Vo -oa /.,

- 0%+ ,du-z.

De momenten van

semengde verdelingen worden geheel analoog




TS ;

deze gemengde verdelingen in het volgende gewoonlijk bulten
begschouwing laten.

12. Mathematische verwachting.

De mathematische verwachting van een functie ¢ (x) van een
stochagtische grootheid x, wordt gedefinieerd door:

-0
(29) ~8CP(EE....C)d----.---"""'g"-‘c ?g Cﬁ(xg)*p;, Pes‘;pt / ga(x)-F(x)dx.

Wij hebben dus (vgl. (26) en (27)):

(30) /(X.k: kg gdk.

Een algemene eigenschap van de mathematische verwachting,
die direct uit de definitie volgt, 1is:

geldig indien één der leden van deze vergelljking eindig 1is.
Verder geldt, als ¢ een constante is:

(32) Ec==cC en (33) €cx=c. Ex.

Een stochastische grootheld x gaat over in de gereduceerde
gj indien men hem met zijn verwachting (gemiddelde dus) ver-

mindert:

(34) 2 df . ex

aunmpv

De variantie (of het Spreidingskwadfaat) Var X van een
stochastische grootheld X wordt gedeflinieerd door

(35) Var x &= g X 2.

Een andere, veelgebruikte notatie voor Var x is: ¢*{x}:
S{xX} wordt de spreiding (ocok wel standaarddeviatie of sgstandau v -

fout) genoemd. Wij hebbken volgens (31) en (34):

EX?= Bx-€x)= €{x* 2x€x+(€x)%}=

= €x? 2€x. Ex+(Ex) = ExX*_(€x)*= pha-pty-

Dus
(36) 6*{x} = pup {x}opudfx]
Verder hebben wij de gemakkelljk te bewljzen eigenschap-
pen
(36a) 6*{x+cl=62{x} en G2{cx}=c*6*{x}.

Voorbeeld.
Voor een alternatieve stochastische grootheid 1is



TR L = O

van de letters w en & in de formule voor
‘'male verdeling male verdeling met gemiddelde
bQOl N( M ﬁd) ¢

gereduceerdo

. Len nor

g2ven wi] aan met het syn

De grootheid x wordt gestandaardiseerd door de
preiding te delen,

cochasgtische grootheid heeft dus steed:

crootheid X doorvr ziJn 8

Een

Py = . P % 2 .: Y L v T % | <§T& o ,-q_-%
- < i L e ] r -8 u i . - ".-.. :
. ¥ I."-"J.; - ., @ iy B i

Hinmn w‘ F

s - TNV . SN SNy < ;RS . S L s~ KUK -

de vorm

(37) x_E€x

Six}

en heeft als gemiddelde T on 21s spreiding 1.

L

13. Ongeliikheid van BIENAYME-TCHEBYCHEFF.

mm “W mn.mww e R

Voor ledere stochastische

grootheid x geldt:

(38) PliX|> ks <l

e, <k§055m5{_§5}).

Bewijs: Als x discontinu verdeeld 1is en de waarden X, aannees T

met whn p,, zodat X de waarden X, =X

(=X, - £x met deze whn aanncent,
geldt:

> ke X piv 2 pi}= k6% PLIX|>ke].

Kol Qo QU5 }f. >k&S

¢

Hierultv vclgt (33). Voor continu verdeelde grootheden verloor:
het bewijc analoog. |

De ongelijkheid is zeer.onscherp en is voornamelijk van tn
retisch belang. Wij behandelen in § 16 een zeer belangrijke
toepassing. ’

Voorbeelden.

Voor een alternatieve stochastische grootheild x, die de
waarden 0 en A gx=3 en 6{x}=3. Derhal
%)U >k5}mﬂ;Be;3 0.
ngelijkheid (3

met whn % aanneemt, 1is
geldt voor k<1, resp. =2 1:
Hierulit blijkt,
scherpt, zonder extra onderstelli)

) niet kan worden ver-

gen te maken,
Voer ce normale verdeling geldt, zoals ult een tabel bli ktu:
P [’lg{“:! > 361 =0,0027. De ongelijkheid (38) geeft als resultaat
1

slechts, dat deze wh <:§- is,




Bewljs. g p een rij en nemen de ee -
ste h als de ene vroep. Er zijn k! rangs
de h! permutaties van de eerste
eens de (k-h)! van de overige =2an
niets ve

NEen, maar daar

randerern., moet het
gedeeld worden, om het aantal verde
verkrijgen. H.u.v. (39).
2 18 hwk-—-hm% é{g
verwisseling

-

Opmerkin

emma slechts, indien

van de twee
te leiden.

groep onderscheiden.

wordt tot een nieuwe

dan een eerste en een

tweede

15. De binomiale verdeling.

W1J beschouwen nu een reeks ex
bij de experimentele wet der

perimenten, zoals de in § &
_ getallen besprokene. Bij
leder experiment trcecedt een bepaald kenmerk S al of niet op.
Het wel optreden van S noemt mer vaak, om wat fleurigheid in
de terminologie te brengen, een succes, het niet optreden van
een succes (3S) een mislukking. Wij onderstellen, dat de kanc
Op €eén succes blj leder der experimenten dezelfde is, en wel
cell jk aan p, en dat de experimenten stochastisch onafhankel: i
zljn, hetgeen dus betekent, dat de kans op een succes blj eex
bepaald- experiment dezelfde is, wat ook de uitslag van de vo-
rige experimenten geweest moge zijn (vgl.(14)). Deze onderatel -
ling wvan onafhankell jkheid komt in de practijk overeen met

een herhaling van het experiment in dezelfde, van tevoren vasi-
gestelde, vorm, zonder belnvloeding van deze vorm door de eer-
der behaalde resultaten. Het aantal successen in de reeks noe-
men wij X. Indien de reeks ult slechts één experiment bestazt,
bezit X een alternatieve verdeling. Bij een langere reeks be-
hoort biJ het 1S experiment eeﬁ alternatieve stochastische
grootheid x., die het aantal successen (O of 1) van dat expe-
riment aangeeft, en wij hebben dan

dus ook
(41) €x =2 8x; =np,

indien p de kans op een succes
reeks experimenten de lengte n




volgens de gemaakte onderstelling, onderling onafhankelijk ver-
deeld. Wij leiden nu de wh-verdeling van X af en wel zullen wi]
de volgende stelling bewiljzen:

Stelling 3. Bij een reeks van n onafhankeliljke experimenten,
die leder een wh p op succes hebben, bezit het aantal successen
X een wh«~verdeling van de vorm

(42) p{?f::K] = (2) pan“n Qq=1-p).

Opmerkingen: formule (42) geldt voor iedere gehele waarde v
X, iIndien wij (Q)zo stellen voor x< O en x> n, De door (42)
aangegeven wh-verdeling wordt de binomiale verdeling of de
verdeling van Bernoulli genocemd.

Bewljs van de stelling.

De kans, dat er een bepazlde reeks uitkomsten van de vorm

SSS8S...S verkregen wordt, waaronder X successen, 1is geldljk
aan pqqp...pmpan“x. Dit volgt direct uit de vermenigvuldil-
gingsregel (15) voor onafhankelijke gebeurtenissen. Er zijn,
volgens de hulpstelling van § 14, (2) verschillende dergelil jke
reeksen., Het optreden van twee verschillende reeksen tegelijk
1s onmogeliljk, zodat wij formule (19) kunnen toepassen. Dan
blijkt, dat de kans op het verkrijgen van één van deze reeksen
gelljk 1s aan het rechterlid van (42), maar het is tevens de
kans om X successen te verkrijgen, dus gelijk aan het linker-
11d van (42),.

Het gemiddelde van x hebben wij reeds berekend (zie (42)).

Wij berekenen nu het tweede moment langs een omweg ,

N . m

\8 25. = Z L(L,.‘l)(?)piqh"{': 2. ______r_‘:_t______ pLQn"‘i‘m

=0 =2 (L-2)! (n-0)!

_ n(n....‘s)p z (n._2> p (n 2)-(l-2) _

= n(n.1)p?. > (” ) pig"-*- o nn.n)p?

}=0

Verder 1s

Ex({x.1) = E(x?*.x) = ‘gﬁ?‘mfggg :,_fgﬁcfwnp.,
dus
€ x2 = n(n-1)p*+np

L

eI

EX?*= 6% {x} = €X° (Ex)?= n(n-)p*+np _n?p?=

=3 ﬂpmﬁp?‘ = nPRg.



WiJ hebben dus:
(41) Ex =np en £X°= npq . (43).

Voorbeeld. Voor n=10 en p=0,4 is de binomiale verdeling in
onderstaande tabel en grafiek gegeven.

Binomizle verdeling voor n=10, p=0,4.

ki 1x
0 ! | 0,201
l
1 h 0,11
2 g 0,042
3 ﬁ 0,011
4 L 0,002
l _
ﬁ 0,000
P
0,25 Ex = 4
0,20 | | | 6{x}=V240 =155
0,15
0,10
0,08
o 2 2 3 g 5 6 7 s 9 1w =

16. De wet der grote getallen (theoretisch).

Volgens de ongelijkheid van BIENAYME-TCHEBYCHETF, (38) gcldt
voor de binomiale verdeling

Plix-npl>kVApg < L, .

Het frequentliequoti&nt x/n van het aantal successen fq(x)
noemende; verkrijgen wij hiervoor:

Pllfa@)-pl> kVED [< 1,

of ook (met hmk\ﬂ%%):.

Pllfq)-pl>h]< BL
'
Dit betekent dus, dat blj iedere positieve h, de kans op een
verschll groter dan h tussen het gevonden fq en de wh p voor
n, o tot O nadert. Dit komt.-ecnter precies overeen met de
experimentele wet der grote getallen, indien wij aannemen, dat

een gebeurtenis, die een kleine wh bezit, gewoonllijk niet op-
treedt. |
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17. Toepassingsprincipe.

Hierop berust nu de toepassing van de whr in de statistiek.
De statlstiek ontwikkelt methoden, die tot niet geheel zekere
conclusies leiden, maar waarbi<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>