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Considérons m ¢uantités indéfinies z ,...,z, et
leurs fonctions symétriques élémcentaircs

B, =22,= 2,+ Zote..+2,3

a,=22,2,= %, 2,+ Z)Z3%ee et T FZ, Z et
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Cecs sommes sont composées respectivement: de

m m m L) - Ty i

(9):(5),...(, 1) Termes. Posons a,= O pour h>m.
Considérons en outre les sommes

Ky Kem
2 B o]

ou les.exposants ddsignent des enticrs 2 0, dont on
obtient tous leg termes en »nermutant les m expo-
sants k, ...k, de toutcs les moniéres possibles.
J'appelle une teilc sowme une somune simple. Le
nombre des tormcs de cette somme cst Sgal &

L i IR o
b3 ~ N e ot
si e systéme formé par les exposants conticnt J,
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nombres égaux, j, nombres Sgoux différents des

. £ s Id .1 ’ e o T
nombres deja mentionncs, j, nowbres c¢gaux diffié.--
rents des j. + j, nombres ddjd mentionnés,.... fi-
nalcient j, nombres égaux aiffdércnts Ces j +...
<.+ j,, nombres déja mentionnés, de tclle manicre
qu'on ait j!+...+ j, = n. Par cxemplc pour m = 4

S . 3,3 - . 24
la somme simnle > Z,2,%,2, cSt conposée de p—— =
= 6 ternes.
hY
Jc mnoserail {k1,..v,kp, ot r désignc un nombre
naturel £ m et ol les noubres k,,...,k,. sont en-
ticrs et positifs, égale & la sorme simple
Ky - Er e o
ZZ-‘ c.our Zr+1 .o..Zm o
m! .

j‘!! "'ju! (m—I‘)!
termes, si lc sys .tme formé par les exposants Dosi-

Cette somme est composée dec

tifs %, ,...4k, contient j, nombres égaux, j, noi~
bres: fgaux différents des j, nombres déja mention-
nés .... finalement j, +...+ j, nombres égaux diffé-
rents des j, +...+j,., nombres déja mcntionnés de
telle manitre qu'on ait j, +...+j, =r.

Unec sommc simple cst une fonction entilre ration-
ncllc symétrique Ge 2z, ,...45%, 6 Dout denc &tre
écrite comme une fonction entidre rationnellc de

B,500098,. Par cxcmple

(2) : {2} = ai -2a,

(I X3
- }3

(3) {4,2} =aj a} -2a} a,-2a; +ia,a,a,+22] a,

3.
2 o . .
-3a; +2a,a, -ba, a, +ba,

et



(4) {2712} - {4} =22] —4a, 2, +4 .
pér

Introduisons 1'o ateur différenticl

m m -
il B2 a
J‘l M k M:kr

(...J-

DY‘

e By o, e
Ar- ”Dq“(..aaur

ol k,,...,k, sont des entiers positifs, tous £ m
OU J, yeecasd, Ont la signification indiqude ci-des-
sus ¢t ou a,=1. Cet opérateur pcut &tre appliqué

& chaque fonction centitre rotionnelle de = SPRE, - -
Si au moins un des enticrs k,,...,k, est supéri-
eur 2 m, on conviendra gque 1l'opérateur

k, ye. kp]est 1topérateur nul, c'est-d-dirc 1'opé-
rateur qui rend indentigucement nulle toude fonction
entiére rationnelle de 2,,...,2

m*

L'opérateur [ki,...,kj peut &tre amnliqué, non

seulement aux fonctions rationnelles de a,,..., ap,
meis méme aux fonctions rationnelles contenant

&, 340204,8, €t des sowmes simples. Dans ce cas chaque
somme simple doit &tec remplacée d'cbord par la
fonetion entidre rationnelle de a ,...,a,, qui lui
est égale vour toutes les valcurs de m. Par excmple
{4,2} doit &tre rcmplacée par le membre de Croite
de (3). Si m est infériecur & 6, cettc somme simple
14 2} ¢st aussi égile a P .

8% gt 2a a, —29 + 4.,

-

. .
a5 o, - 3{3.3‘1"28.28.‘1— 694‘ &5

ok le tbrdc 6&6 manque, mois méme dans ce cas on ne

-
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doit pas remplacer {4,2} par cette expression, par-
cequ'elle ne représente pas la somme {4,2} pour

toutes les valeurs de m, pulsqu'il y manque le ter-

me 6a,.Par exemple
[11{2}=[1] (2%-2a,)=2a, 22, =0.

Les opératveurs suivants sont les plus iwportants

(5) X ’ m M n al
A= U?ﬂ = o1 ; ;aua ay_ 1 W EW
m m
\ 4,=[,11= 4 Z= 2= = a.,8,48p4
D AL=1 Y=1 /33 1 a3

ete.

Ces opérateurs interviennent dans le théoréme
-suivant.
Théoréme 1

Lt'opérateur A, yappliqué & une somme 31mple
(k yeo.sk,.) la rend identiquement nulle si k ne
figure pas dans le systéme des exposants de la somme
simple. Si k figure dans ce systéme on obtient le
résultat en remvlagant dans la so.me simple r par
r-1 et en supprimant un nombre k dens le’systéme des
exposants '). [ 4, {4, 2}: 03

Par exemple i\A {4, 2} {2}5

A{44432} {4,4,3,2} .

') On trouve le cas particulier k=1 de ce théorame
dans J.G.v. d Corput, Symmetrische functies,
Christi.an Tuygens l§ {1940), ». 251-2717.
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A cause de ce théoreme j'avpelle A, 1l'onérateur
suoprinant k (en anglais: the k-canceling overator:
en hollandais: de k-schrapper).
En outre nous démontrerons le théoréme suivant
d'isomorphie:
Théoréme 2.

Soit donnée une identité entiére rationnelle con-
tenant les nombres a, ,a,,...,2, et des sommes sim-
ples. Cette identité reste valable si l'on remplace
R Y
et en outre chaque somze simple {ki,‘.-,kr} par

les nombres a,,...,a,, par les opér 2teurs A

1 1 m

1'opérateur correspondant [k,,...,kK.] .
Par exemple il suit de (2), (3) et (4) que

[2] = aj- 2A,;

[4,2) = A3A- 203 4,- 283+ 4A 4, A,+ 2474, 34 +
(5) + 2A,A,- 6A A+ 6A, et
[2]12]-[4] = 282 44,4,+ 44,.

Zes formules (1) entrainent (5).

Supposons- que k,yeooyk,,

1,4¢004,1f soient des
entiers positifs tel qu'on ait k +...+k.= 1, +...+1;
On a
(6) [k, peeeske] 0.2 1,
si r=t et si les systémes (k,ye-.,kp) et (1,,...,1;)
sont les mémes, peut-&tre & l'ordre prés. Dans tous
les autres cas le résultat s'annule. En effet, le
nenbre de gauche de (6) est ézal a o
m L o2 ...a

(7) TT‘—l‘T“r‘;z s SZL ak

Jas e e Jur AGEK ALp=Kp ity - - - Iy
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I1 suffit de considérer dans cette somne les termes
dans lesquels le systéme (,y--.,«.) est un sys-
téme partiel du systéme (1,,...,1,), puisque les
autres termes s'annmlent. En vertu de

(8) 2K, 5005 42K, 5 ahyFe. bt 2k +0 ik =
=1, 4.0+ 1,

on trouve que dans tous ces termes les systemss
(ygeeeyny) et (1, ,...,1,) sont les mémes peut-
8tre a4 1l'ordre prés. On obtient donc

Alyt eee tag= Lo+l atl =k + Ll K

d'ol il suit & cause de (8) que
A=K e ooy =K
Ainsi on trouve que tous les termes figurant dans
la soume (7) s'annulent, si les sysitémes {(k,,...,k.)
et (1,,...,1;) ne sont vas les mBmes. Si ces deux
systémes sont les mémes, on a
3 8y seeBy,

(9) k s v k e e = == 1 s

[1, : ]al, ? lt 311 ..‘Ju aak.oaaa
Le dernier facteur peut &tre écrit comme un prodult

de u facteurs, dont chacun a la forme
N(ad

olay )
J

daj

si k figure exactenent j fois dans le systéme

(k, 4...,k,.). Par conséquent le membre de droite de
(9) est égal &

— 4
s Ja
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Le résultat, ainsi démontré, nous montre encore
plus. Toute somme simple {kf,.o.,kr}peut 8tre -

r . (]
ecrite comme une somme de termes de la forme
Cay «..2 ou. 1 +...+1, =k +...+k, et ou c dé-

. 1 lt 1 c1
signe une constante. Je dis gue le coefficient e
est égal a [l1,...lt}l{k,,...,k,}. Car l'opérateur
[11,...,lt], appliqué & la somme simple {k,,...kr ;
donne la contribution ¢ a causc Gu terme ca%...a%
tandis que la contribution des autres termes cst

’ by ’ 5
tgale a zcéro. :

51 k, 4...k, 3 1,4...,1; sont des entiers posi-

- tifs tels qu'on alt k +...+k, = 1 +...+1;, en a la
loi commutative '

iy e %p] Ly smmn nd) SHy yion « 2] {35, o s¥iphe

Autrement dit *): si 1'on écrit les sommes simples
d g o O {l‘;..l;l*} comie fonctions ration-
nelles symétriques de a,, a,,... le cocfficient de

- %) Cette remarque a été faite aéja par Cayley. Cf
G.Salmon, Ifodern higher algcbra 4leme
1865, p. 356;

J.G.v.d.Corput, Christiaan Huygens 18 (1911) 257.
Cc livre dc Saimoﬁiconficnt lcs tables des fonce-

&dition,

tions synétriqucs dé dlgré £10, ‘fcrites comme
fonctions cntidrcs rationnelles de a s 8yymes
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al,"‘ ah:dans le développement Ge [k, ,...,k.| est
égal au coefficient de ak,... ak dans le dévelop-
pement de {1,,...,1¢}.

Pour la démonstration de cette loi j'introduis
non seulement les quantités indéfinies z,,...,3,,
mais aussi de houvelles quantités indéfinies
W, ye.0,Wy, et je pose

-1
(W-w, )enn(W=wp) = W =b,W =u..t bp

Alors on a

/7’/7(1 z/..(wy)" Z /a/7_/7(— “Wy)

=1 =1

i n-1
='/‘7‘<1_b1z,u+--. + b Z/“
4=

[ ] S
Le membre de droite peut &tre écrit corme une fonec-
tion entiére rationnelle de b,,...,b, et dans ce

)k,"“ "+rk-r'b

polynome le coefficient de (- i * %« D

est égal a4 la somme simpnle

{k, ... K p )= ZaL. ceay S Y {1£1 yoresKnt.

Ainsi on trouve

-

[T 7Gzm)= 2 ety b [, 1k R0

Y=1 =1

~ . ¥ P
ou la somme est étendue aux systémes formés par les
entiers positifs k ,...,k., 1,,...,1¢ y avec

.k1+¢ 00+kr - 11 '!'0 . .+lt?



En échengeant les systducs 2, y....3, €%
W, oy...,W, on trouve la loi commtative:. Aprés: ces
remarques préliminaires il est facile de démontrer
le théoréme 1. Cc théordme est évident dans le cas
particulier r=1 et k =1, puisqu'alors on a

(k... }= {1} =32,= a,
et
Aa =1 ou O selon que k=1 ou k >1.

Dans la démonstration nous pouvons donc sunpo-
ser que kK, +...+k,>1 et que le théoréme a été aéja
démontré, si 1l'on remplace Xk, +...+k, par un plus
petit entier positif. Puisque A, est un opérateur
differentiel d'ordre k, on peut écrire
Adk, ...,k }comme une soune de termes de la forme
c{m,,...,mq}, ou M 4o ot = k4ol e -k Done

(10) Adk ...k = ch{m1,...,mq}.

Si 1'on appligque 1l'opérateur Am1,...Amqé cette

relation, la contribution du terme c{m ,...,mq}est

1
égale & ¢ d'apres notre hypothése d'induction, tan-
dis que la contribution des autres termes s'annule.
Par conséquant le coefficient ¢ figurant dans le
membre de droite de (10) est égal 2

G
L LIRS ,k,.} ,

i}
donc. d'aprés la loi commutative égal 3

Lk;’ L] .A.k“ﬁ] %1' f . a.rnqak ®

D'aprés le raisomnement donné ci-dessus, ce résultat

Y
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est égal & 1, si les systeuses (k,,...,k,.) et
(m‘,...,mq,k) sont lcs mémes, peut-8tre a l'ordre
prés tandis que ce résultat s'annule dans tous les
autres cas. Par conséquent tous les terues figurant
dans le membre de droite de (10) s'annulent, si k

ne figure pas dans le systéme k,yo.osk Si par

o
contre k figure dans ce syétéme, le¢ menbre de droite
de (10) est composé d'un scul terme {mﬁ..,mq}, ol
q=r-1; on obtient ce systéme m,,...,my en sup-
primant le nombre k dans le systéme {kq,... kp}.
Ainsi le théorime 1 est démontré. Avant dec passer

a2 la démonstration du théorime d'isomorphie, nous
donnons d'abord quclques applications du théoréme 1.

La théoric généralc donne

Zizfzzz p1aia§+ pzai+ p3a3a3+‘pqa1a2a3+

(11) + Py + péaﬁa,{f P,8,3,* Dga,as+
+ poa,.

Le mcmbre de droite contient tous les termes de
poids 6, cxcpté les termes cn a® et en aja2 qui
ne pecuvent pas fagurer, puisque le dévelownvement de
(Zz,)6 &t de (221)422122 fournit les dermes
z$ ot zfz2 qui ne figurent pas dans le¢ mcmbre de
gauche. En dévclonpant.p, (3 z,) (3 z,2,) nous
obtenons le terme p1zﬁzzo d*ou il suit que p, =1.
Je me posc maintenant la question: est—-il possible
de détermipcr les autres cocfficients p,,...,Dq
d'unc maniere facile? “ § =

D'aprés .lc théorime 1 1'opératewnr suporimant 1,
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appliqué au membre de gouche de (11) le rend iden—
tiguement nul; d'ou il suit
(20, + p,)aja,+ (2p,+ 3p,+ p,)a,a,+ (3p,+ p,+ Riala,
4 (pk+ 2p, + g)a2a5+ (2p,+ D, + pa)a1aq+
+ (pg+ Py )as.
Cette expression s'annule pour chacue choix des
nombres a,,...,as, donc '

2p,+ Py= 05 2p,+ 3p,+ py= 05 3D, + D, + DPe= O3

P, + 2ps+ P;= 03 2pg+ p,+ Pg= O35 pPg+ Pe= O.

Ces relations linéaires ne permettent pas de cal-

culer les coefficients pl,...,pg,, mais nous trou-

vons de nouvelles relations au moyen d'autres opé-
rateurs. Le théoréme d'isomorphie transforae !

Zz2i= al- 3a,a,+ 3a,
en
[3]= AS- 34,4,+ 3.

. . 2 ~
Cet opérateur appliqué & 2 ziz> donne le méme résul-
3 . 4 20\ .
tat que 34,, puisque A,( 3 z;z;)=0.
On trouve ainsis
3
(p,+ p,lai+ (p,+ p,+ Dgla,a,+ (2p;+ pglay= 0
Continuant ainsi on obtient assez de relations né-
cessaires pour 1l'évaluation des coefficients
132"",p9‘
Si 1'on veut déduire la formule pour
222,232, de la relation
3., . _ .=
Zzlz,5,= aa

] =
5= 2a2a3— a,a,+ 5a



il suffit d'apoliquer 1l'opdrateur suonrimédnt 1 &
(12) =g = q.a%a,+ g.a,a,+ g,a,a,+ Q.83
L By%,25%4= Q 8,8, F Q238,47 Q38,857 (4865

le membre de droite ne contient pas le terme en a$,
6

puisque le dévelopvewment (3 z,) donne entre

autres un terme z$ qui ne figure pas dans le membre

de gauche et d'une maniére analogue on trouve qu'au-
4 2 _2 3. . -3 . 2

cun des termes en aa,, 2,a;, a;8;, 8, 8,3,3,3, a3

ne peut figurer dans le membre de droite de (12).

En appliquant & (12) l'opérateur A, on trouve
ala,— 2a,8,- a,8,+ 58, 2 2.2,28,= A,22;2,%58,4=
= g,858,+ Q,8,8,+ (2q,+ q,+ q5)a,a,+ (q,+ q,)a
d'ou il suit

a,= 1 5 q,= =25 qz= -1 et q,= 6.

De la définition de l'opérateur a il découle

immédiatement que
A, (FG) = FA (G) + GA,(F),

ol F et G désignent deum fonctions entidres ration-
nelles de a. ,...,a,, et de sommes simples. De ce
résultat il suit que, si F est une fonction entiére
rationnelle de sommaes simples dont aucun ne con-
tient dans son syteme d'exposants le nombre 1, on
a .A.1(F)= 0.

Par exemple on peut écrire

SRR + M(S2P - (524 (322) + 355

comme une fonction entidre rationnelle de a,, 2, ,...



4 =
de la forme

6 4
wu,a; <+ u2a1 a2+ u

3 2 2 2 .
) 25 138t Woa e+ uaa + uaaat

+ u.a, 8+ u8a§+ Uga,8,+ Wae -
L'opérateur A, rend cette expression identiqueient
nulle, et nous obtenons 7 relations linéaires entre
les coefficients W, .ge.. Uy

On peut appliquer ces opératcurs & la découverte
d'identités, et par exemple je traitérai les for-
mules connues de Newton qui peuvent &tre obtenues
au moyen de l'opérateur A,. Puisque z,,...,Z, Sa-
tisfont & 1'équation

on trouve par addition
‘ m.t
(13) 227 - a, 2 2, +...% ma,=0
en vertu de
A ap=ay, (h=Tyeee,m)
on obtient
. + i
A (ay = z )=ay , = 2, si t£ 1
=a, , = 2z, + ap si t=1
Par conséquant A, transforme (13) en
m.1 m-2 —
+ z Z‘, —a1 Z Z1 L) oiam_zz Z-{ ek (111-1)'8.",__1=0.

En apoliquant dc nouvecau 1l'o»nérateur supprimant 1
nous trouvons - - ‘
,;’E_ Z,T']—z —a«,z 21?"-3 + o . x'\'.}’Tl"‘-Z)‘a“)’"-:-: = O *

Continuant ainsi nous obtenons pour h=1,...,m-1
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les formules de Newton

h By -
Say —a, Z 8] e F ann g 2 2,4

1.
+ (m~h)a,_p=0.

Dans le théorime d'isomorphie interviennent des
somaes simples {k,,...,k.}, dont le nombre des

’ A m!
termes est égal a = E :
8 Jp b oeee Jur Am-r)t?

dans cette

formule j ,..,Jj, ont la signification indiquée
ci-dessus. J'appelle le produit {k,,...,k;y;

= Jitees Jut {X, ye..,k fune somme compléte.
Cette somme peut &tre écrite sous la forme

Sz eee.. ztr

— X, Xp
étendue & tous les systémes (x,,...,X,) formés oar
entiers »nositifs différents, tousgm. En effet, ces
deux so.iles symitriques contiennent les mémes ter-~
mes et de cPacune d'elles lc nowbre des teriies esw
égal aGE:g%—r .

Si h est un entier positif guclconque il est
imnédietement clair qu'on peut ‘fcrire le vroduit
{h}{k1,...,kr}*comme une sommc de r+1 soimes
complétes; la premildre de ces souzes est égrle 2

oy

{n, k1,...,kr}*, la deuxitme égale
{k1+h,k2,...,kp}*, et finalement la dernicre
dgale & {k ,...,k.+ n}".

Donc,

(1) {B}{E, ,een k)

® =8, 4 S, 4...+5;.
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Je 4is que ceise relation reste valable si 1'on
remplace toute sowmie complite var l'ooérateur dif-
férentiel corrcespondant. Dans cetie substitution on
remplace Lo sommic compléte {k1,..qkr}*par
1topérateur

m

m
b oedy [k ik = 2 . B, ua
Jq Ju- L 1 ? r‘J /“1‘:](’ ﬂ‘r:—'kp Alqoiq
af'
ur._kr aa'u _.'\aﬂr
Cette substitution trensformc le membre de gauche

de (14) en

2 and-3 .3 or
a ¥ P a Kk, e e J. k ——e
wczh . aa. 1’k1 Ap=Kp Mot e aﬁ,u,‘ - - Dty

On peut Eerirc cet opdérateur comnc unc somme de
r + 1 opérateurs. Lo premicr dc ces opératours est

égal 2
m m g
Z 2 2 Quh8uk, - -
M=h /41=k1 /C»(r=kf

a r+1

- e e r—kr'. aa’uaa/‘h. "aaﬂr

donec exactciment fgal & 1l'opdératceur corrcspondant
a la sorunc compllte Soz{h,k,,...,k,}. On obtient
lc deuxiltme opnérateur cn appliquant 1l'opdérateur
—ﬁ%: au factcur a, x -Le résultat de ce dernicer
opérateur cst ébul 21, sim= +ky et



égal & zdéro dans tous les autres cas. Par conséguent
l'opérateur en question est égal a

yi] o m .

= 1 4—§. cee s 2 Feokelh g X
=k H =k A=K ) A

af‘
a‘i/‘*’ﬂ aaﬂz \a’/“"

denc exactement ézal 2 l‘opefaiear correspondant 2

la somme compléte
= {k,+ h,kz,...,kr}.

De la méme maniére on trouve encore r-1 autres.
opérateurs correspondant resycctivement & S,ye..y0m-

J'écrirai le résultat obienu sous une autre for-
ne, savoirs:s
On peut écrire le produit {h} {k1,.,;,k }comme une
somte de sommes simples et ltidentité trouvée einsi
reste valable si 1l'on remplace chague soumme simple
par l'opérateur differenticl correspondant. ’

BEa répétant ce raisornement, on obtient: On veut
écrire le produit @g}{l&}.b.{ks}‘-{k1,.u~,kp}
comne unc somme de sommes siuples et l'identité
trouvée ainsil reste valable si l'on remplace toute
soame simple par l'onéraveur différenticl corres-
pondant. Puisque toute somie siuple ncut &tre éerite

coure unce sowue de vroduivs de.la forme

N

k, k ...kg nous avons déuontré:
On »eut éerire le produit de deux sommcs simples
come unc so e de sommes simples et l'identisé

trouvée cinsi reste velable si l'on remplace chague
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somme simnle por l'onérateur différentiel correé—
pondant.

En répétant ce raisonnement on trouve le méme
résultat pour un »roduit de trois ou plusieurs
somnes siinles, ¢'ou résulte le résultat suivants
Si F est une fonction entiére rationnelle de som-—
mes simples on neut écrire F coumme la somme de soi-—
mes simples; 1l'identité trouvée ainsi, reste vala-
ble si l'on remplace toute somw.e simple par 1'oné-
rateur différentiel sorresnondant.

(ensidérons finaleuent une fonction entidre ra-
tionnelle I' = O, qui contient les nombres &a,,..,a,
et des sommes simples. Farceque a,,...,%, sont aussi
des sommes simvles, T est une fonction en:ciére ra-
tionnelle de soimes simples. D'anrés le résultat
i-médiatement »récéd:nt 1o forimle T = O reste va-
lable, si l'on remplace toute soume simple par 1l'o-
pérateur différentviel correspondant. Dans cette
substitution on remplace le somme simple a, par
1l'ovérateur correspondant A, , de sorte que le thié-

oréme d'isomorphie est démoniré.






