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Cons iderons m C_;_UC:mti tes indefinie s z, , • . • • 'zm e t 

l eur s -fonc ti ons symetriques elemc:nt·aires . 

a ,= L z 1 = z1 + z 2 + •• • _+zm; 

a 2 = Lz1.z2 = _z 1 z 2 + z1 z
3

+ ••• +z, zm+z 2 z
3

+ .... + 

+z m-1 • . zm; 

e • e • • • • • O • • • • • • a • • • w • • • • • • 

- ' 

am-1 :;; L z, Z2 ~ • ·• ;z;m.1 =Z1 Z::z • •• Zm-1 +. • • +z.2 Z3 • • • Zm 

am=Z 1 Z 2 ••• Zm 

Ce s somrJ1.e s sorit co:mposee s r c spe ctivern.ent , de 
m Ill 1il · , · ( 1), (2), ... (m_ 1 ) °"Gorme s. Posons ah= 0 :pour h > m. 

Conside-rons en outre les sormne s 

ou l e s . ex:posa_nt s des i gn ont de s en t i or s ?a O , dont on 

obt i ent t ous l c s t or mcs en ::,10TIJ.uta nt l es m expo­

s a nt s k 1 • ~. lcm de tout c s l e s 111,:.n iere s pos s i bl e s. 

J ' appelle 1.me t t:.! l l o s mm,1e une sornme s i mpl e . . L e 

nombr e de s t or-.m.,_:; s de c ette SOi.flJn e est c gal a 

• , r . • ' l· . • ' T 
J, · J2 · • • • Jv · 

I 

silo systeme form0 par l~s ex~osants contiont j 1 
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b ' ., b ., :i ·,.. ~ ' t d . , 11.or:1 r es egaux~ J 2 11. 0,,1 r a s cgc.u::: cn:u:eron s es J 1 

nombros dejn mcmtionnc s, j ~ no:i:-:1bres ogau.,"C diffe-­

r ents des . j; +. j ~ no:mbrcs de ja mention.he s , ...• fi­

n a l caent j .:, nor,1brcs e-gau:;:: cliffcrcnta C:.es j; + ••• 
• I , •' I • , • ' • •. + Jv_, nombres deJ a men ·i:;im111.os , de t olle ma111Gre 

qu'on ait j: + •• • + j~ = i il. PsT o:;:euple pour m. = 4 

1 · . l '°" 3 3 . , d 24 a so1Ill'.!1e s11111, e L z, z 2 z 3 z4 
os ·c composee e 2.2 = 

= 6 t erm.e s. 

J c :::;oser ai {~1 , •• • ,kt} our dGsigno un nor.1bre 

n2turel ~ I!l et ou les nm.:ibres k 1 , •• ~ ,k:r- sont 011-

th:rs et 11osi tif s' ega le a 1 2. SOLliilC simple 

"" K1 "-r o o 
L.. Z 1 • • • Z r Z r+ 1 • • • • Z m • 

Cott a sor:illlG es t compose e do 
m! 

• I 
J 1 • 

· I ( ) I •••Ju• m-r. 
t Gr1'.1e s, si l o sys '.;ome f or:rn.e par les exposants J_)O Si­

ti:i: s ~:: I, ••• . ,kr contient j, 11.0i!lbres egaux, j :2 nom­

bre s · ogaux diffcronts des j 
1 

nmubros dej a · m.en·i;ion-
, f . 1 t . ·· b ' ~ · nf ' 11.cs •••• 111.2. Gmen J ; + ••• + Ju nom res egaux · a i r e-

r ents dos j, + ••• +ju_, nombros deja mcmtionnGs de 

t ello m.ani or e g_u I on ai t j, + ••• +j~l =r. 
Uno somTiic simpl e 0st une fonction ent i cr e ration­

n ollo syiuctrig_uc do z
1 

, • • • ,zm ct pout deµc etrc 

ocri to COIOlil G U l1 8 fonction en"l:iicr e r ationnoiio de 

a, , •.. , a m. Par cxcmp~e 

( ) J t ;. 2 l2J = a, -2a 2 

(3) {4,2} =a~ a; ~2a~ a3 ~2a~ +4a 1 a:a3 +2a~ a 4 -

-3a~ . +2a 2 a.~ - 6a 1 a~ +6a6 

et 



-· :...,3-
( ) 

,. ') i 1.. , "\ - r,!? 
4 (2 J '- 2J .- i 4 J -2c:.. 2 -4a 1 a 3 +4 .. :.r • 

Intro-duiscins l' opera t eur differential 

r,. - ) 1 m 
LK1> ···,kr =---- 2 · · 

; I .; 1µ.-k 
J 1 • · • • JU• , - l 

ou k 1 , ••• ,kr sont des ·entiers positifs, tous ~ m. 

. OU j1 ' ••• 'ju. ont 12. signific2.tion indiq_ue e ci_:des­

sus Gt OU ao=1. Cet op era t eur p cmt etre a:p:plique 

a chaque f onction entiore r 2 tionnell~- de 2.
1 

, ••• , am. 

Si. au moins un des e:nti ers k 1 1 ••• ,km est superi­

eur am, on conviendrc qu e l'opera t eur 

[k1 , • ~ ,km] est l .1 o:perateur nul, c ·' E:st-a.-dire l' ope­

rateur qui r end indcntiquement nulle toutc fonct ion 

entier e ra tionnelle de 0. 1 , ••• , arn . 

L 'opera t eur [k 1 ,. ~ . ,k,.] peut etre e.IJplique , non 

seulement aux fonctions r e. tionnell e s de a, ' . ... ' a m, 

ms.is ... fonctions r a tionnelle s cont e11.2..nt mem.e aux 

c., , ... , a m et de s so;a.,.1es simple s. Dans CG C8. S cho.que 

somme simple doit etro rempla cee d' c bord ~sr 1~ 

f onction entiere r a tionnelle · de a 1 , •• • , am , q_ui lui 

est ega le pour toutes .les v a l ours de m. Pa r ex8mple 

{4 ,2} doit etre r o:u1;pl s. oee par le rne.nbre de dr o_ite 

de ( 3). Si m est inf0rieur a 6, cett e sor!nile s i 1::iple 

{4, 2} es t aussi , ' e;g._.l e 2. 

~- ,..,2 2 3 2 j a 1 c.2 - a, a
3 

- a 2 + 
. :2 

42.1 a 2 a 3 + 2a 1 o.,i -
2 3a + 2a a - 6~ .. a 5 3 . 2 '-I 

ou l e;: t ~rr::i.e 6c\., . A 
r.12. 1 s . m.eme d~ns C8 c a s on ne 
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doi t pa s rei:.1.pl a cer { 4, 2} pa r cette express i on, par-

cequ' elle ne represente pas l a somme {4,2} pour 

toutes les · vale1,1..rs de m, puisqu' il y · manque le ter­

m.e 6a6 . Par exem:ple 

[1] (2}= [1j ·ca~ -2a2 )=ia, -2~, =0. 

Les operat eurs sui van ts sont les plus i ;i1.portants: 
I'll 

~ a u . • 
. ,.u..1 ~ ' 
.,,<.t ::: 1 m ,,U. m 

+ £- ~8:-~-1 
m m m 

__!_ -=:;: -==;;; ""5. ·a,,. _
1 

a ..,_
1 

a
1
:,_ , ,.,, ~..:::;:__,ca;.- re- , 

:, • .,u. ~ 1 >'=- ·1 /J " 1 
03 

( A1 = [1] = 1 

j 
1! 

(5) A2 =_ [1,1] = 

\ A
3
= [1,1 ·,1]= · 

etc. 

Ces o::perateurs interviennent d.ans le theoreme 

-suivant. · 

Theoreme 1 

L'operat eu.r Ax,applique a une somme s imple 

· · (k
1 

~ ••• ,kr) la i- end i ·dentiquement null e si 'k ne 

figure pas dans le systeme de s exposants de l a somiue 

simple. Si k figure dans ce systeme on· obtient le 

resul tat en rem1)l a 9ant da ns l a so.:.lllile s iLJ.pl e r p 2.r 

r-i et en supprim.ant un nombre k dans l e · systeme des 

expo san ts . ' ) • . t A 
1 

{ 4 , 2} = O ; 

Par exemple ) A1i {4, 2 }= _{ 2}; · 

_ LA,; {4,4 , 4,3,2!={4 ,4~ 3, 2}. 

') On trouve le. ca s particulier k=1 de c e theoreme 
dans J . G. v. d . Cor:;?ut, Syinm.e trische functi es , 
Chr i s ti .. ~d: :-~:uygcns J..~ ( 1940-), p·. 25"1-277 ~ -
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A cause de c e theoreme j I a :;_J:pelle A k 1 ' .oyer a teur 

su)1J ri:mant k: ( en angla is: the k-canceling operator ; 

en hollanda is i de k-sch1~ap:per). 

En out re nous deillontre·rons l e theoreme suivs.nt 

d 1 isomor:phie= 

Theoreme 2 . -

Soit donnee une identite entiere rationnelle con­

tenant les nombres a, ,a
2

, ••• ,am et des sqmmes sim­

ples. Cette identite reste ·va l a ble si l'on remplace 

les norn.bres a, , ... , am par les ope.· ?. teurs A, , ••• , Am 

et en outre chaque som,.11e ,simple {k, , ., .. , kr} par 

l I operateur correspondant - [k, , •. . ,kr] • 

Par exemple il suit de (2), (3) et (4) que 

[2] = A~ - 2A 2 ; 

[ 4, 2] = A~ A~ - 2A~ A~ - 2A; + 4A, A2 Aa -i- 2A~ A4 - 3A~ + 
(5) · + 2A2 A~- 6A 1 A5 + 6A6 et 

[2] [ 2] - [4] = 2A~ - 4A1 A3 + 4Alf. 

~es formules (1) entrainent (5). 
- -

Sup:p osons- que k
1 

) ••• , k,., 1, , • ~ .. , lt: soient des 

entiers positifs tel qu'on -ait k,+ •. . +kr= 1 1 + ..• +lt 

On a 

(6) [k 1 , ••• ,kr]a~
1
a12 ••• a1t= 1, 

si r=t et si les system.es (k,, .... , k,..) et (1 1 , ••• , lt ) 

son t l es memes_! peut-etre a l' ordre pres . Dans tous 

le s autre s ca s le resulta t s' a miule. En effe t , le 

111er,1bre de gauche de ( 6 ) est egal a 
m m r 

1 ~ "°'5 J a.1 ... J.1 
----- _/ • • • / 1 t 
. I i I ,,__ "- -:-. " J,.. Ju• ~ , =k1 . .Ur=kr udf-<1·· .c;~_«.,. 

(7) 
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I l suf'fi t de considerer dans cette sor,r:.1e l ~s termes 

dans lesquels le systeme C.,u.1 , ~ •• ,µ,.) est u_n sys-

teme partiel du syste7!1-e (1, , •.. ,J..-1:), pui sq_ue les 

autres term.es - s 1 annalent. En vertu de 

( 8 )µ1~ k1 ; • • ·; .,.u:r~ kr; .M1+• ··+Ar~ k1 + ••. +kl"= 

= 11 + ••• + lt '· 

on trouve que dans tous ces termes les systemes 

C..u1,• •. ,µr) et ( 1,, ... ,l-1:) sont les melileS peut­

etre a l'ordre pres. On obtient done 

,,..u, + ••• +,.ur= 1, + ••• +lt =k1 + ••• +kr 

d 1 ou il suit a,. cause de ( 8) q_ue 

Ainsi on trouve que tousles termes fig urarit ·dans 

la somme (7) s'annulent, si les system.es {k
1 

, ••• ,kr) 
et (11 , ••• ,lt ) ne sont gas les memes. Si ces deux 

systemes sont les ri1eme s·, on a 

(9) 1 
• f 

• • •Ju• 
Le . dernier facteur peut etre ecr·i t comm.e 

de u facteu.rs, dont chacun a la forme 

o1 (a~ ) . 
; j ! ' 

. . c) al 

,/ ¾1f • • aKr 

. a a. •• • o a'k -ii:, . . ,. 

un produi t 

si k figure exactei,1ent j f ois dans l ·e system.e 

(k1 , ••• ,kr). Par consequent le membre cle droite de 

( 9) e s t egal a 



• I · I J" . . , • • Ju ·- 1 
• 1 • I ·= • 
J 1 • • • • Ju · 

Le resul tat, ainsi domontr6, nous ·m.ohtr e encore 

:plus. Toute so~nme sir1pl e {k1 -, ••• ,kr}peut etre ­

ecrite ·conme une · sorfiln.e· de t 2r mes ·de l a forme 

C8J.; .. a
1

t , ou. 11 + ••• +lt =k1 + ••• +kr et ou c d&. 

signe une constante . J 9 . dis g_ue ). e coeffi _9ient c 

e s t egal a [11 , ••. it] {k1 , .... ,kr}·· Ca; l'operateur 

[11 ' •• . 'lt] ' ar,plig_ue a .la SOJiwle simpl!:3 {_k,:1 '~ .. k,.}' 
donne la contribut·ion c a -cause du. ·- term~ c.~!1 ••• a{t 

t andis que l a contribution· des autres term.es est 
, 1 ' , oga e a z e::ro. 

Si k
1 

, ••• ,kr , 1
1 

, ••• ,lt sont des entiers posi­

tifs tels qu'on ·• ait k
1 
+ ••• +kr= 1

1
·+ •. . +lt, en a la 

loi conun.utative 

[k, , •.. ~kr] {11 , ••• ,lt} = [11 , · ••• ,lt] { k\, .... ,k_,}. _ 
Autrem1emt di t •): si l I on ecri t les .. sommes simples 

{k
1

· , • ~ • ; kr} et · {11 ; •• : ~ lt} cor£1I1ie · fonct1ons ration­

n elles symetriques de a
1

, a
2

, ••• le coeffici ent de 

- ~) Cette rcmarque a ete ·:faite dGj~,par Cayloy. Cf 
~ ieme 

G. Salmon, Ji.1.odern higher algebra 4 odi tion, 

1885, p. 356; 
J.G.v.d.Corput, Christiaa n Huygens 18 (1911) 257. 
Ce livre d~ Salmo~ ··c~nti0~t l eis tabl as des fonc­

tions syJ:~1etrique·s d e dogI'G -~ 10' "6c"ri tos conune 

fonctions ontioro s rationnellc s de a
1

• a
2

, ••• 
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~l ••• a
1
- dans l e develoJpement _d_e [lc1 7 ••• 1 k rJ est 

1 t . · . 
egal au coefficient de al<..,' • . ·• akr dans le develop-

:pement de {11 , ••• ,lt}• 

Pou.r la de:monp:t;;cation de cette loi j 'intro_duis 

non seule.r1ient les quanti tes indefin:i.es z ~ _, •.. , z m · , 

mais aussi de houvelles quanti te_s indefinies 

w
1

, •• -. ,wn et je :pose 

Alers on a 
m n m n -

1T lT (1-Zµ wy) = z; 1T 11 (-1 
- wJ/) ::: 

.,U=-1 >'=-1 /<-'=·I >'=1 Z.,u 

. ' . 

Le membre de droi te peut etre ecri t coEIT!le une f onc­

tion entiere rationnelle de b 1 , ••• , bn- _ et dans ce 
:polynome· le coefficient de . (-)k,+' ··+.k.-r·bl< . ' • ."bl<'.r 

' 1 

est egal a la som.me sim::;ile 

{k1 ,." •• ,kr.}=· 2a
1 

••• a1 [11 , •• •• ,1t}{k1 _,-..~,kr-}• 
· 1 · t 

Ainsi on trouve 

OU la ·somme est etendue aux system.esformes par les 

entiers positifs k ; , .• :,kr, 1 1 , • •• ,li , :ave6 

k1 +. • .+kr = 1 1 t• • .+lt ~ · 
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fu echangeant l es s y s teI:188 z1 , •••,Zn e·c 

'vV1 '• • • , wn on trouve la loi COE!i"'.lUtative'.. Apr e s : ces 
remarq_ues preliminaires i l est f a cile de -demontrer 

le theorern.e 1. Ce theoreme est evident· da:ns le cas 

:particuli'er r =1- et k
1 

=1, pui squ' alors on a · 

et 

¾a
1 

= 1 ou O s·elon que k=1 ou k > 1. 

Dan's la demonstration nous pouv.ons done sµ, ~po­
's er q_ue k 1 + .... +k·,. > 1 et .Cl_v:e le theoreme a ete . d~ja 

. ' 

demontre, si l'on remplace k 1 + ••• +kr> par un pius 

petit entier positif. PuiSCl_Ue Ak est Un operatefil 
differentiel d'ordre k, on peut ecrire 

A~{k1 , ••• ,kr }comm.e une soill.D.e de termes de la fo_r me 

c{m,, .•• ,mq,}-, ou m·
1

¾- •• ~+m.q,= :k
1

+ ••• +kr-k. Done 

(10) Ak{k, , •.. ,kr}= Lc{m11 ••• ,mq,}· 

Si l'on applique l'operateur Am, , ••• Amqa cet te 

relation, la contribution du terme c{m1 , ••• ,mq}est 
Jgale a c d'aprcs notre hyiJ othese d'induction, tan­
dis q_ue ia contribution des autres termes s'annule. 

Par conseq_uant 1.e coefficient c figurant dans le 

membre de droite de (10) est ·egal a 
¾t• •• Am Al< flk 1 ·, ••• ,k,..}, , q. . 

done. d'apres la loi commuta tive egal a 
_ lk1 • •: ~,..] ¾-,: .~ • 8i-nq, ak ~ , 

D'apres le raisomnement doru.1.~ ci-dessus, ce resultat 
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est 6gal ~ 1~ si les syst~0 es (k , , ... , k r ) et 
(m,, •.. ,mq.,k) sont l c s meme s, peut-e tre a 1 1 0:rdre 

pres tandis que ce r0sul tat s 1·arinule dans tous l e s 

autres cas. Par consequent tous les ter w.e s f i gu.rant 

da:ns l e membre de droi t e do ( 10) s i a nnulent ·, si' k 

ne figur e pas dans le sys t~me k
1 

, ••• ,kr. Si par 

contre k f i gure daIJ.s c e sy~teme , 1 0 111c:;,11b r e de .dro i t e 

de (100 est compose d'un s eul tcrme {~\~--~ mq.}, ou 

q_=r-1; on · obtient cc systeme m,, •.. ,mq. en su:p­

prir.aant le no:q.ibre k dans le syste:w.e {k
1 

, • • • kr} • 

Ainsi le the:orome 1 est demontre. Avant . de pas ser 

a la d~monstration du theoreme d'isomorphie, nous 

donnons d'abord q_uclq_ues applications du theoreme 1. 

.La thcorie generalu donne 

~ 4 2 2 2 3 3 . •· 
..c... z1 z 2 = P, a 1 a 2 + p,_ a 2 + p 3 a 1 a 3 + ·p~ a, a 2 a 3 + 

( 1 1 ) :i 2 
+ p5 a3 + p6 a, a'f _+ p7 ai ~"' + :p8 a, a 5 + 

+ P9 a6. 

Le mombre- -de d.roi te contient ·tous le s termes de 

poids 6, exqpte les t~rmes eh a~ et en a~a
2 

qut 

ne peuvcnt pas fm.gur er, puisque le develoi-Jpem.cnt de 
6 If · ( 2 z,) Gt de ( 2 z 1 ) Lz 1 z 2 fourni t l o s :termes 

z~ . et z~ z 2 qui ne figur ent pas dans l e ni01i1bre de 

gauche. En devoloppant, ,p, ( .2. Z1 )2 (2 Z1 Z2 )2 nous 

obtenons le term,e p
1 

_z~ z 2 ., d' ou il suit que p
1 

=1. 

Je me pose maint.o:nant la que stion: est-il po E;~ible 

do determir:i cr les autres co.::fficients I>
2

, ••• ,p
9 

d'unc maniere facile? , 
D' a pres .. l o th_0orcij'l.E: . 1 1 .' op6:r:a teur . su.:,)ri1!2~nt 1, 
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a p:,?lique au mernbre de 62.~1c~1e . de ( 11) l e r end iden­

tiqu ement nul; d'ou il suit 

(2}?,+ p 3 )a~a
2

+ (2p1 + -3p2 + p
4

)a
1
a;+ (3p3+ · p~+ I},Ja~a

3 
, + · (p4 + 2p

5
+ ~)a,a~+ (2p6 + p

7
+ p 8 )a

1
a

4
+ 

+ ( Ps + P9) a1. 

Cette expression s'annule pour chaque choix des 

nombres a 1 , ••• ,a 5 , done 

2P1:r P3 = O; 2p1 + 3p2 + Pti= 0; 3:r\+ P4 + p 6= 0; 

p'-1 + 2ps+ P1=. O; 2p6 + P7+ Pa= O; , Pa+ p9= 0. 

Ces relations l~neaires ~e -:permettent p~~ de cal- . 

cul er _les coefficients p
2

, ••• , p9 , . mais nous trou­

vons de ~ouvelles relations au moyen. d'autres op<&-
r 

rateurs. Le theoreme d I isomorpl1ie transfoI·ine 

en 

[3] = A~ - 3A 1 A2 + 3A3 •. 

Cet · operateur appliq_ue a 2 z; z; donne le meme resul-

( 4 2 ) t at que 3A~, puisque A1 2.. z1 z 2 = O. 

On trouve ainsi: 

(p
3

+ p
6

)a~+ (p4 + p
7

+ p 8 )a,a 2 + (2p5 + p 9 )a3= __ 0 

Continuant ainsi on obtient ~ssez de rela t ions ne­

cessaires pour l'evaluation des coefficients · 

I> 2 ' ••• ' p'? • 
Si l' on veut decluire · l e, f o:rnule pour .. 

. 4 _z!z 2_z3 z'I de la relation 

L z;z 2 z3 = a~a3 - 2a 2 a 3 - a ,a"+ r.;a 
~ s' 
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il suff it d 1 a p ::_)l iquer 1 1 opera t eur su:;1J?rimant 1 a 
(12) 

. 6 
le ·membre de droite ne contient pas le ·terme en a 1 , 

puisque le developpe1.1ent ( 2 z, )
6 

donne enjre 
autres un terme z~ qui n e figure pas dans le membre 

de gauche et d'une maniere . analogue on trouve qu'au-

d t " 2 2 3 . . 3 ·a a a 2 
cun es ermes en a ~a 2 , a 1 a . .;, a .1 a 3· , a 2 , 1 2 a 3 , 3 

ne peut figurer dans le membre de droi t e de ( 12). 

En appliquant a (12) l'operateur A, on trouve 

2 2 5 --,. 3 - ·A ~ 3 -a~ a 3 - a 2 a 3 - a 1 a..ti+ a 5 == ,&.- z, z 2 z 3 - .,L.z1 z 2 z 3 zi1_ 

== q,a~as+ q2a2a3+ (2q,+ q2+ q3)a,a~+ (q3+ q~)a5 

d'ou il suit 

q 1 == 1 ; q 2= -2; q 3= -1 et qq= 6. 

De la definiti"on de l 1 operateur A,il decoule 

irwuediatement que 

A
1 

(FG) == FA, (G) + GA1 (F) ·, 

OU F et G designent deUE fonctions entieres ration­

nelles de a
1 

, •• ;,am et de sommes simples. De ce 

resultat il suit que, si Fest une fonction ent iere 

rationnelle de sonunes simples dont aucun ne - con­

tient dans son sytem.e d'exposants le nombre 1, on 

a A 1 (F)= 0. 

Par exe1:i.pl e Oi.'l :peut ecrire 

3(L.z~)2 + 4(zz~)3 

comm.e une f onction entiere r 2tionnelle de a 1 , a
2

, ••• 
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de l a f orme 

6 Lt 3 2 2 2 
u 1 a1 + u 2 a1 a 2 + u 3 a 1 a 3 :r u-'1 2:1 2. 2 + u

5
a1 a~+ u 6 a 1 a

2
a 2,+ 

+ u 7 a 1 a5 + u 8 a;+ u 9 a 2 a-'i + u
10

a 6 

L' opera teur A, rend ce t te . expres s i on i c1enti g_u G: •:ent 

nulle, e t nous obtenon.s 7 rela tions line&ire s ent re 

l e s coefficients u 1 ., .•• .• , ~o· . 

On peut ap:i;>liquer c es o:p~r a t eurs a l a de couvert e 

cl I identi tes' et pa r exem:pl e j G trai t ~:i;-ai leS3 for­

mules connues ·de Newton _qu i peuvent etre obtenues 

au moyen de l' operateur A 1 ." _··m1s q_ue z
1 

,- ••• , Zm sa­

tisfont a l'equation 

m m.1 O z - a ,z + • . • +a m= ' 

on t rouve par addition 

(13) 

en vertu de 

on obtient 

A 1 ( a h ~ z ~) =a n_ 1 :Z z ~ 

=a h-1 2. 

(11=1, ••• ,mJ 

sit/ 1 

Pa r consequ a nt A, tran sforme _(13) en 

+2 "1-1 

Z1 
c::; m-2 

- a 1 .::.-. z. I ~ _L 
•• • 2:_am_2~ Z1 I 

En apyliqus.nt de: nouv eau l' o:pe r a t eu:c sup:priman t 1 

non t r ouv ons 
··-:; n 1. 2 a -::; z m-3 + ... ± (J'n .2)an,_:.: = 0 . 
• .c:::._ Z .! - , ~ , 

Con tinuant a insi nous obtenons pour h=1, ••• , m-1 



-14-
les formules de Newton 

""" m.h 5 m.h.1 - -o:::; 
LZ 1 _ -a 1 .._ Z 1 +._. .. + am..h- 1° L... Z 1+ 

+ (m.-h) ~,-h =0. 

Dans le theoreme. d' iso:a orphie int erviennent des 

sommes simples {k, , ... ,k,..}, dont le nombre des 
, ' fil !. 

ter.m.es e st ega l a j, ! •. ! ju ! . (m-r J"! ; do.ns cette 

formul e j
1 

, •• ,j~ ont la significa tion indiquee 

ci-dessus. J 1appelle le produit {k. , ... ,1trf= 
= j, ! .- ••. ju! { k 1 , ••• ,kr}une soL.UIJ.e complete. 

Ce.tte sornm.e peut etre eqri te sous 1 2. f orme 
"C' , . 
..::::: z " 1 ••••• 

X1 

z kr 
X." ' 

et endue a tousles systemes (x
1 

, ••• ,xr) forme s Jar 

entiers :::10s i tif s diff erents, tous ·i m • . En ef1et, ces 

deux so1,mes sym~triq_ues contiennent l e s memes t er..,.. 

me s et de chacune d I elles l e no:i:!.bre des t e:ii1e s · e s t 
, ' m! ega l D ) • lm-r ! • 

Si h est un ent~qr positif q_uGlconque il est 

im.filedi2tement clair qu'on peut 6crire l e produit 

{h} {k1 , ••• ,krr comme une somm.e c1e r+1 smmne s 

completes; l a premiere de ces smwne s e st e ga l e a 
{h, k1 , ••• ,kr}*, la dcuxi eme cgale a 
{k1 +h, k 2 , ••• ,kr-} * , et finalemen·t; l a de:r n iere 

egale a {k 1 , •• ",kr+ h}*· 
Done, 

(14) 
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J G c,~s qu c c-.J -l; ~:_; ::c;_; l.:rci on r cst c v2c l 2.bl e si l ' on 

r cm.:91 2. c o tout e SODl,lG corn:pl cte par l' opcr a t eur dif­

f or e:nti e l :corre s :pond:=:mt~ Dans c ett e substitution on 
* r emplo.c c 1 2. soDIJ.8 compl 0t c {k, , . _ •.• k,.} pEr 

1 1 , ' o:per 2. -Got1-r 

.. · ,,.. -J ' .. .. ' .,,. ,.. 
"" r 

~ 'J • .... t.,;."« k ---. -
, r- rodµ, · · -oaµr 

Cett e: substitution transforme: l e 

0n peut ecrirc cet opornteur COT.aLl~ Ul1C SOllliil.8 de 

r + 1 operateurs • . T.J O :prouior do C 0 S operatcurs es:t 
, 1 .. cga a 

m m -,n 

L Z . .2_ a._M..-h a," 1-k 1 
µ::h µ 1=k 1 ✓"r=k,-

done ex 2.. c t emont ug2 l a l' op·ora t 2ur corre;spondant 

a l a so"@c complc:t e S0 ={h,~c 1 , ••• ,kr}. On obtient 

l G deuxicme opor2. t eu,i~ on o.ppliquant l' opor a t eur 
2 . 
~ au f a ctcur a,, 'k . Le r esulta t de c o c1vrnic r 

'- C\"'(. .r-1- 1 

o:96r a tour est ega l 2 1 , si µ 1 =/ .<- + k 1 et-
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e gal 2 zero c'tans ·cous les au t res cas . Par conseq_uent 

l 'oper2.i:; eur en g_uestion est egal a 

dc'lµ1 qa.µ2 · · · o~µr 
d-onc _ex2..c t ement e gal a 1 1 operateur corre~rpondant a 
l a SOl(llilG complete 

S1 = { k 1 + h, k 2 , • • • , k r } · - __ 

De l e. meme maniere on tro1."!.ve encore r-1 autres 

opera-c·eurs corr_espondant reS) GC"i:;iVo:ii16nt; . a.:-.s~ '. ~ ·. ' s;. .. 
J'ecrirai le :resultat obtenu sous une au t r e for ­

Iue 1 sa voir ~ 

On peut ecrire le -:;_iroduit {h} { k
1

, .... ·,kr-} co1i11Ile i.me 

SOTiliile de S0lill.Il8S simpl es e t l 'i CLenti t e trouvee 2.ins i 

rest e v a l a ble si l' on i~emplace chs.g_ue sm:rr!le siaple 

par l 'operate1u· differentiel correSJ? Ondant . 

Ea re:pc5tant ce r a isonnemen ·i;? on obtient: On -!)eut 

ecrire l e pro.du~ t {k1} { k 2} ••• {ks} · { k 1 , •• • ,k r} 
COlIGle unc sorn..1"118 d e SOlill!leS s:L:tples et l' ident i te 
trouvee ainsi reste v::,12.ble si l' on rempl a ce t out e 

so~illlle simple pa.r l' o::_1erateur differ enticl corres­

pondant . Puisg_ue tout e so1.'l..i:1e s:L"-:ple :pcu t e t re ecrite 

co1.ill~:e unc soume d e pr oduits de -l a f orme 

k 1 k •• ·.k5 noue avons c1e:,.rrontr6 ~ 

On ::_ieut ecrire lo :prod1.,._ i t de deu.x soiiline s simples 

CO•JIJ.l.C unc so. ·i-;1e de sornmes sim.}_)les et l' identi·ce 

trouvec s. i nsi re stG V( .. l :.:~blG si l' on r cmpl2.c o cha q_ue 
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SOliDTie s i :m.}.)l e l)c:~.r l 1 0Jel' G.t e1,,1..i-• diff er en tiel corre s -

pondant . 

En repetant c e r a isonnement on trouve le meme 

resul t 2,t '7 ou r t u1 ·,J11 odu.i t de tro i s ou ·olusieurs J:;' • • 

S0TI@e s Si:i1:11les 7 cl I OU resul t e le re sul t a t su i vant: 

Si F est une f on c t ion entiere r at ionnelle de som­

mes simple s on peu t ecri.re F cornme l a sorEe de soill.­

mes Sijj]_ples ; l ' ic1entit e trou vee 2..insi? r e s t e va la­

ble si l' on rem:pla ce toute SQj1'li,1e sirn.11l e p2.r l I o:pe -­

r a teur differen-c iel corres:;_:>ondant. 

Considerons fin3.le:uient u n e fon c t ion entiere r a ­

t i onnelle F = O, q_ui contient le s non bre s e.~ , •• ,am 

et des sommes s i:.i1ple s . J?2.rceque a, , .. . 9 2. rn son t aussi 

des som.t1es s imple s, r est une fo n c t ion en-ciere ra­

tionnelle de SQ:i,UTI.6 S simples. D' a.pre s l e resultat 

i- .. m1ediate:m.ent preced::m t L '.. forjmle F = 0 r e s t e va­

l a ble ) si l' on rempl a c e t oute sorill'Ile simple pa r 1 1 o­

per ateur differentiel corresponda nt . Da:a s cette 

substit u t ion on rem:place l a s01Ilille simple ak par 

l I operateur correspondant Ai;_ , de sor t e q_u e l e the­

oreme d'isomorphi e est dern.ont re. 




