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qui a donné le nom poétique de deuxiéme. perle
au théoréme auquel je consscrerai cette confé-

Ce n'est pas moi, mais Khintchine

rence. La troisidme perle selon lui ect Je pro-
bleme de Waring, tandis que la premidrc est le
probléme des boites, conjecturé par P.J.H. Baudet
¢t démortré par B.L. v.d. Waerden s
f2 weus metten tous les entiers positifs dans
cert boites, au moins une d'elles contient uue
pro_ woossion arithmébique de mille termes; dane
ce thooreme on peut remplace» les nombres cent
et miile var des entiers positifs guelconquss.
I1 y a quelque: mois j'ai publié, en cowmun
avec J.H.B. Kemperman, QueIQues notes sur lia

deuxiéme perlie dans les Proceedings .de 1'Acadé-
4)

mie néeriandeise’’. Il n'est pas nécessaire de

2) L.Ya.Khintchine, Three pearls cf the theory
of numbzrs (Russe), Moscou 1947:; 72 p.

3) B.T. v.d. Waerden, Beweis einer Baudet'schen
Vermutung, Nieuw Archief voor Wiskunde (2) 15
(1927) 212-216,

4) J.G. v.d. Corput et J.H.B. Kemperman, The
second pearl of the theory cof numbers, Pro-
ceedings Amsterdam 52 (1949), 696-704; 8Ci-
859; 927-937. . |
Indagationes Mathematicae 11 (1949), 226-234;
277-285; 325-%35.
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vous dire qu'on nous a fait immédiatement la 13-
proche d'identifier les lecteurs de cette pério-
digue auguste & des pourceaux, mais dans la com
viction ferme que jc he‘jetterai pas ici mes per--
les en vain, j'ai choisi ce théortme comme sujet
de cette conférence.

Primitivement, c'est & dire avant 1942, 1l'an
remarquable dans lequel 1'hypothése devenait un
théordme, on parlait de 1'hypothese « + < , a la-
quelle on donnait ordinairement un caractere trans-
fini comme suit:

Considérons deux suites infinies A et B fcrmées
par des entiers

> d

A c.ooa. 7 a, < g L ees
B ourus B @ By L Byg ses :
ot a, = b, = O. Désignons par la somme C = A + B la

suite C = A + B.... c_{ ¢, { C;¢ +.., formée par
tous les enmtiers c qui peuvent 2tre &crits d'une ma-
niére au moins sous la forme ¢ = a + b, ol a est un
€lément de A et cu b est un é1ément de B.

S50it K le plus grand nombre tel que A contienne
pour h = 1,2,.... au moins «h éléments positifs
= h; cc nombre = est appelé 1z densité inférieure
de A. Il va sans dire que la densité inférieure est
au plus égale A 1. 5. ia densité inférieure cst &-
s£~le a 1, la suite A.contient ndcessairement tous

les entiers & 0. :
14 A
Le thécréme « + .3 s'énonce comme suit:



s 5 3 s
LE THEOREIE o+ 4.

Si la densité inférieure de A est égale a-x et
la densité inférieure de B est égale & B, alors la
densité inférieure de A + B est au moins égale A
® + B, en supposant naturellement que «+ 3 = 1.
Dans le cas ol ¢+ 2 1, la somme A + B contient
tous les entiers =z O.

Sans aucune difficulté nous pouvons mettre ce
théoréme sous une forme finie. Soit meintenant «
le plus grand nombre tel gque A contienne vpour h =
1,2,-+.,8 au uoins «h éléments positifs gh, ol g
désigrie un entier positif donné; ce nombre « est
appelé la densité inférieure de A audessous de
g + 1. Ainsi on obtient le théoréme x +p3 énoncé *
sous une forme finie: |

Si la densité inférieure de A audessous de
g + 1 est égale & x et la densité inférieure de B
audessous de g + 1 est égale & By alors la densité
inférieure de A + -B'audessous (e g + 1 est au
moins égale & o+ B, en supposant naturellement
que x + B8 s 1. Tans le cas ol o +p &1L, la somme
A + B contient tous les entiers qui sont 2 0 et =g.

I1 est évident cue le premier théoréue est une
conséguence immédiate du deuxiéme, lorsqu'on fait
parcourir a4 g la suije des entiers positifs. llais
inversément la derniére proposi-
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tion est une conséquence immédiate dc 1n pre-—
midre, car alors on peut supposer, sans nuire a
la génlralité, quc chacune des deux suites A et B
conticnt tous les entiers > g, de sorte que » et
23 sont les densités inférieures de A et B.

Puisque la forme finie est préférable pour les
démonstratiins, j'employcrai dans cette conféren-
ce constamment 1'énoncé fini.

Cependent le nouveau théortme a encore un
grand désavantage, & savoir qu'on ne peut pas y
appliquer avec succd®s le raisonnement par récur-
rence. Heurcusement H.B. Mann a trcuvé une géné-
ralisation dans laquelle cet inconvénicnt ne se
présente pas. I1 a donné 1'énoncé suivant:

L THEOREME D% MANN

Soit g un entier positif. Supposons pour
h=1,2,...,8 qu¢ le nombre des éléments positifs
< h de A, augmenté du nombre des éléments posi-
tifs < h de B soit =zyh, o 4 £ 1. Alors la den-
sité inférieure de A + B audessous de g + 1 est

Z

5)

Ce théortme démomtré par Mann”’en 1942 d'une

—— s S o S S -

5) HeB. Mann, A proof of the fundamental theorem
on the density of sums o¢f sets of nositive in-
tegers, Annals of iath., 43 (1942), 523-529.
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maniére ingérnieuse, <ovatient ooure €AS paAriicd-
lier le théortme x + /3 , si 1l'on y pose o + B =4
~ Plusicurs methématiciens ont simplifié et gé-
néralisé le raisonncment .de ¥ann, par exemple -
Artin et Scherk6), Dyson7), Kemperman ' et moi-
m%meg). )
Dans le théorme de Mann il s'agit sculement,
des ®léments positifs £ h, dec sorte que 1'é1é-
ment zéro n'y est pas conpté, quoiqu'il appar-
tienne & tous les trois suites A, B et A 4 B.
D'autre part 1'¢iément h est compté s'il appar-
tient A au woins une de ces trois suites. Pour
la généralisacicn ¢t aussi pour la démonstraticn
il eot reccommandabie de traiter 1'élément zlr«
de le méme maniére que lis autres &léments et de
laiss:r 1'c¢lément h en dehors de considération.

5) B.Lrtin et P.Scherk, On tke sum of two sets
or inbegers, Amnals of Math. 44 (1943). 138 -
142.

7) F.J. Dyson, A theorem on thc densities of sets
of integers, Journal of the London Math:matical
Society 20 (1945), 8-15.

8) Voire 1la note 4).

9) On scts of integers, Procecdings Amsterdam 50
(1947), 252-261, 340-350, 429-435; Indagoticncs
Mathematicae 9 (1947), 159-168, 198-208, 257-
263, )
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Dans ce but je désigne par A(h) ic nombre de tous

les é1léments < h de A. En remplagant dans le thé-
ortme de !Mann h par h - 1, on obtient:

Tes inégalités
A(h) + B(h) 22 +¥(h - 1) (h

< 1y2yems yg)
¢ ¥ £1, entrainent
(A +B)(h) 21+ ¥(h-1) (h=1,2,...,g)
11 ve sans dire que (A + B)(h) désigne ie nom-
bre dc tous les éléments < h de A + B.
Autrement-dit: Si 1l'on pose
wh) =1+ ¥(h~-1), ci ¥ &1
les indégalitds

(1) A(h) + B(h) 2 1 + ¢(h)

_ (h=1,2,0.0,8)
entrainent
(2) (A + B)(h) 2 ¢ (h)

(h = 1,2,....8)
Cette dernidre proposition cst méme vraiesi
“@(h) désigne une fonction quelconquc qui crolt
tentement. Je dis qu'une fonction non-décrois-
sante ¢ (h) crcit lentement, si 1'tn a
, @(h+h') £ @g(h) + ¢(h')
prur chaque choix des nombres pesitifs h et h'.
I3 est &évident que la fonction
¢(h) =1+ y(h~1), ¢k ¥ £1 crcit dente-
memt, car ¢n a



w(h) + o) - ¢lh+n'; - T=%%0,
~ Nous avons meme le thécrime suivan: qui cs+t
encore plus.gdéneral:
IE THEOREME A_+ B
Soit g > 0. Si les suites A et B formées par
dcs nombres 2 0 satisfont pour tout nombrc nositif

h < 2 & 1tindgalité (1), o qa(h) crot lentemend,
1'inégalité (2) est valable pour chague nombrc po-
sitit h € g. o

Tes indgalités (1) sont® nécessaireacnt remnlics
pour chaque nombre positif h £ g, si e¢llcuy sont

aies pour h = g ¢t pour chaque nombre h < g qui
appurtlent oo moins 1l'une des suites A et B. En
effet, si h' est le plus petit nombre 2 h qui ap-
partient A A ou A B ou cst &gal A g, cn a
A(h) = A(k"); B(h) = B(h'); A(h')+ B (M) 21 + @(n')

21 +¢(h).

Le théoréme A + B est plus général que celui de
Mann puisqu’il n'cst plus nécessaire que g ¢t les
&1lémcnts de L et de B soient enticrs.

Le théorime A + B cst &vident, <i zéro n'ap-
partient pas & toutes lcs deux suites A et B.

En effet, dans ce cas lc plus pctit nombre posi--
£if h’*appartenént A A ou & B satisfait aux rc-
lations ) ( '
A(h™) + B(k®) = 0 ou I, par conséquent

¢ (h®) £ 0; in Tonction non-dcroissante g(h)



qui croit lentement satisfail deunc ~ux ip-
tgalités @ (2n®)£0, @ (3h™)£0,..., de sorte que
cette fonction est < O pour chaque valeur posi
tive de h. Dans ce cas l'indégalité A dcmont.-r
cst évidente.

Dans la démonstration nous pouvons donc nous
borner au cas ou B conticnt le nombre zérc. En
outrec nous pouvons admettre que ni A ni B ne
contienre un nombre g:g, puisque ces nombres re
se prisentent pas dans le théoréme A + B. Fina-
lement nous pouvons supposcr que B contienne
au moins un &lément positif, car sinon c¢n a
pour chaque nombre h = g
B(h) = 1; (A + B)(h) = A(h) Z ¢(h).

La démonstration du théoréme A + B peut
&tre divisée en sept parties trés simples.

I. A conticnt au moins un é1lément a au-
quel il est possible de faire correspondre
au moins un ¢lément positif b de B tel que
A + b n'appartienne pas A A.

En cffet, par cxenmple le plus grand &1é-
ment de A possdde cctte propriété.

Nous prcndrons pour a le plus petit $1é-
ment de A avec la dite propriété, de sorte
qué nous obtcnons

II. Chaque ¢lémemt a < a de A et chaque
618ment positif b de B possdédent la pro-
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priété que a + b apparticenne A A,

i

ITII. On a pour chaque nombre positif h <

et pour chaque ¢é1ément positif b de B
A(h + b) 2 A(h) + A(Db),

Zn effet, A(h) cst égal au nombre!' des &1&-
ments a < h de A. D'aprds II chacun de ces
é1éments possdde 1la proprilté que a + b apparr
ticnme & A, oha + b >bet < h + b. Par
conséquent A contient au moins H&1éments 2D
et < h + b et nous avons désigné par
A(h + b) - A(b) le nombre des é1léments =>b et
< h + b de A,

IV. Chaque nombre positif h < a satisfait
4 1'inégalité A(h) . @ (h). Cette inégalitd
est évidente pour chaque nombre positif h qui
est &égal ou inférieur au plus petit ¢1lément
positif b de B, car alors‘oﬂ'é B(h) = 1,
donc A(h) = A(h) + B(h) - 1 > ¢ (h).

Pecur les nombres h > b on pcut suppecser
que 1'inégalitfait €t Aé&jd démentrée, si 1'en
y remplace h soit par h = b soit par b. Ainsi
on trouve d'aprds III
A(h) > A(h-b) + A(D) > -{a(h-b) + @ (b) 2 ¢(h).

V. Soit b un &lément positif d¢ B tcl que
A nc contienne pas A + b (B gonticnt ~u meins
un tel &1ément d'aprds la définition de a)e.



Soit B le systeme B sans b et soit A le systéme
A aucuel on a ajouté a + b. Je dis qu'on a

A(n) + B(h) =z 1+ q@(h)
pour chaque noumbre positif h = g. Cette inéga-

IA

1ité est évidente si h = b, car audessous de b
rien n'a changé, donc
A(h) = A(h) et B(h) = B(h).

Lt'inégalité est aussi immédiate pour les nom-
bres h > a + b, car dans ce cas nous perdons
un terme dans B(h) et nous gagnons un terme
dans A(h). Dans le cas restant b < h< a + b on
a d'apres III et IV

A(R) 2 A(h -~ B) + A(®) 2 ¢ (2 - B) + 4(D),
et en outre

E(n) 2 a(n); B(h) = B(b) = B(H),
donc

A(h) + B(n) ¢(h - B) + A(D) + B(b)
1 +¢(h-5) + @(b)
1 +¢(h).

VI. En appliquant le résultat de V plusieurs
fois, on trouve: Soit B' le systdme B diminué.

o

fiv

de tous les éléments positifs b tels que A ne
contienne pas le nombre a + b. Soit A' le sys-
teéme A auquel on a ajouté tous ces nombres

Z + b. Alors on a

(3) A'(h) + B'(h) = 1+ ¢(h)

pour chaque nombre positif h = g. Je dis que

-1 =



L'+ B' est un sousensembiz de 4 + B. mn efiet,

un élément quelconque de L'+ B' a la f ~ume-a'+ by
(i a' et b' appartiennemt respcctivement 2 A' et
B'. Si a' appartient & A, le nombre considiré

a'+ b' ‘est 1a somme de decux nombres, a?jéften;dt
respectivement A A et B, de scrle que a'+ b est
un élément de A + B. Si par contre a' est un des
¢iéments ajoutés A h, ona a'= & + b, ob b esi un
aisque b' n' a pas été

d

élément positif de Bj
supprimé dans B, le nombre a = a + b appartient

a8 L, de sorte que a'+ b= a + b appartient A

A 4+ B.

VII. Fin de 2. démonstration,

Nous avons construit un couple (A',B') tel que
A'+ B' soit un sousensemble de A + B, que B' con-
tienne moins d'éléments positifs que B ct finale-
ment que chaque nombre positif h < g satisfait a
1'inégalité (3).

Nous pouvohs continuer cc procéié jusqu'au
moment ol nous nous arrétons & un systéme B¥ com-
posé du seul nombre zérc¢. Le couple (A*,B¥) ainsi
construit satisfait pour chaque nombre positif
h < g & 1'inégalité

A™(h) + B¥(h) 2 1 + ¢ (h),
donc, c¢n vertu de B*(h) = 1,

(47+ B*)(h) = £*(h) 2 ¢ (h).

Cettc inégalité entraine 1'inlgnlité qui est



= ;2 -

a4 démontrer, parce que A*+ B® est un sousensemble
de A + B.

Kemperman a &té le premier qui a introduit
dans cette théorie 1a notion d'une additicn ab-
straite, Il a démontré que le thé.réme A + B res-
te valable, si 1l'on y rcmplace 1l'a’dition crdi-
naire par une additicn abstraite ¢ui satisfait
a certaines conditions générales. 11 suffit par
exemple de supprser que i'acdition soit commuca-
tive et associative, mais on peut remplacer ces
conditions par d'autres qui exigent beaucoup
moins.

En prenant comms additicn la multiplicaticn
crdinaire, on obtient

LE THEOREME AB _

Soit g = 1. Supposons que les suites A et B

formées par des nombres = 1 satisfassent pour

tout nombre h qui est >1 et < g a 1'inégalite
A(n) + B(h) 21 + (h),

ou %;(h) est une foncticn non-décroissante avec
w(nh') £ @ (h) + w(n')

pour chaque choix des nombres h 21 et h' 2 1.

Désignons par AB la suite formée par tous

les nombres qui peuvent 2tre écrits d4'une ma-

niére au moins comme un produit de deux fac-

tcurs, dont le premier appartient & A et lc
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second & B. Alérs on 2
(4B)(h) 2 (h)

pour chrque nombre h qui est > 1 et < g.

Terminons avec une application simplce du théce-
réme o + A3 . Séhnirolmannlo a démontré qu'il
existe un entier positif N te¢l que chaque entier
positif peut @tre fcrit comme la somme de N ou
de moins dc N nombres premicrs, si 1 est con-
sidéré comme un nombre premicr. Dans cc but il
considdre 1la suite L formée par les nombres O
et 1 et par les entiers qui peuvent &tre é-
¢r.ts @'»ve manidre au moins comme la somme
de deux nombres premiers. I1 montre que la
densité infdéricure de cette suite est positive,
donc %, ou N désigne un nombre pair suffi-
samment grand. D'aprés le théoréme X + /3 nous
sommes maintenant préts, car les densités in-
féricures des suites L + A, L + L + Lgauay
L+ A+ ...+ L (sommc de & N suites L) somt

respectivement 2 %, > %,..., > 1, de sorte

que chaque entier positif appartient & 1a
dernidrec suite et peut donc &tre dcrit comme
1~ somme de N ou de moins de N nombres premiers.

—— s > o et e S

10) L. Schnirelmann, Ob additiwnich swoistwach
tschisc¢l (Sur Propriétés gdditives de nom-—
bres), Iswestija Donskowo Polytechnitsches-—
kowo Instituta (Nowotscherkask) 14 (1930),
3-27 (Résumé frangais p.27-28).
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Le résultat de Vinogradow, quc tout nombre
impair suffisamment grand est la somme de trois
nombres premicrs, est plus profond, mais exige
aussi un raisomnement beanucoup plus difficile.
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