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J.G. van der Corput. 
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1950 et a Bordeaux le 28 mars 1950. 



Ce n'est pas moi, mais Khintchi~e 2) 

qui a donne_ le nom poeticj_ue de deuxiems. perle_ 

au theoreme auquel je consacrerai cet·c e confe­

rence" :rJa troisieme perle se_lon lui ef]t . J. e p_ro­

blemc de Waring, t a.ridis que la premieJ'.'O ,est _ le 

1,-robleme des boites, conj e_ctu.-r-e _pttr P. J . H. Ba ude-1;·. 

et demor.t re pa:i;- D. L. v ., d ,. Waerden3 ): . · . 

f:-2 ·,rc:.Js rnott 87- tous l e s e nt :;..crs positifs d2.ns 

cerit bo1tes ~ au :moins une d' elles contient ·.11~e 

pr ·~-- :,_~f~2:'i ion arithm6 cique de mil.le termcs; dans 

ce thci oreme on pci.lt remplace~ les nombreG ce.nt 

e t mi~Lle par des entiers positifs q·i1.elconques< 

Il y a quelqu2 -· , moi s j 'ai publie, en c:orHmun 

avec J.H.B. Kemperman. quelques notes $Ur la 

u2uxieme perle dans les Proceedings .de l'Acade­

mie neerl~nds ise 4). Il n' est pas necessaire de 

2) A. YaoKhintchine, Three pearls cf the theory 
of nurnt 3rs (Russe), Moscou 1947; 72 p .. 

3) B, L. v~d ,. Waerden, Beweis einer Baudet' schen 
Vermutung, Nieuw Archief voor Wiskund-e ( 2) -::5 
( 19 27) 212- 216 . 

. . . 

4) J.G. v.d. Corput et J.H.B. Kemperman, The 
second pearl of the theory of numbers, Pro­
ceedings Amsterdam 52 ( 1949), 696-704; 8C'l-· 
8&9; 927-937. _ . -
Indagationes Mat.hematicae 11 (1949 ) > 226-234; 
277-285; 325-335. 
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vous dire qu' on nous a f'ai t immediat er..e nt la 1·e ­

proche d'identifter les lecteurs de cette perio­

dique auguste a des pourceaux, mais dans la con· -
. . 

vict ion f erme que j e no j e +,terai pas ici mes pe r-· 

les en va in, j'ai choisi ce theoreme c omme suj et 

de cette conference~ 

Primi tivement, c' est a dire avant 1942, . l' 2.n 

remarquable dans lequel l' hypothese devenait un 

theoreme ' on parlf;1.i t de l' hypotl~~ se (I. + .<:s i a .la­

quelle on donnait ordinairement un caractere trans-• 

fini comme suit; 

Considerons deux suites infinies A et B f c;rmee s 

par de s entiers 

A a ,: < a 1 < aQ_ < •.. 
B b 0 <: b

1
< b 2 ( ••• 

ou a 0 = b 0 = O. Desig nons par la somme C =A+ B la 

suite C = A + B •... c
0 

<. c 1 ( e r <. ••• , formee par 

tous l es ent i ers c qui peuvent etre ~cri ts d 1·une ma•­

niere au moins sous l a forme c =a+ b, ou a est un 

element de A et cu b est un e lement de B. 

Soit c, le plus grand nc:imbre tel que A contienne 

pour h = 1, 2,.... au moins c-. h elements positifs 

i h; c e nombre s ~ est ~ppo le l a d ensi te ihferieure 

de A. Il v a s a ris dire . que l a densite inferieure est 

au plus 6gal e a 1. s~:. la densit.e i nferieure GSt e­
b~le a 1, la suite A. contient necessairement tous 
l e s entiers k 0.-

Le the cr~me ex + ,:3 s' enonce cornrne suit: 



•·· ·3 ..• . 
LE •:rH:SOREf:J.:E <X + j3 . 

Si l a densite inf erieure de A est egale ;a"c:x.. et .. 
l a den si t e i nferieure de J3 est egale a /3, alors l a 

den-si te inf erieure de A + B' est au rnoins egale a : 
oc. + fo , en supposant naturellement qu e ex.+ 13 ~ 1. 

Dans 1~ cas ou ~ + /3 ~ 1, la somr.a.e A + B cont i ent 

tou_s l es entiers ~ O. 

Sans aucune di ff iculte nous pouvons me t t r e c e 

t heoreme sous une forme finie . Soi t . mainten ant e<. 

le plus gran? n·ombre tel que A conti enne :pou r h = 

1, 2 , • • . ·, g au i';lOin s :x. h elements positifs ~ h , OU g 
-~.' 

de s igrie un ', ~ntier posi ti f donne; .ce nom.bre ex. ·est 

appele l a densite~inf erieur i de A au de ssous de 

g + 1. A:i.nsi on obti ent l e theoreme ex + f.> en once 

sous .une forme f ini e : 

Si l a densite i nferieure de A au de ssous de 

g + 1 .es t _eg? l e a~ et la densit e inf~r ieur e de B 

audessous de g + 1 est egale a /3 9 alors l a densi te 

inf erieure de A + ·B·au de ssous deg+ 1 est a u 

moins ega le a_ ex:+ )3·. , en sup:posant natur ellement 

.) que oc + · ;:3 ~ 1. 'Dans l e .cas o~ o:. -t- fo -~ 1.; la -~·orame 

A + B contient taus le s entie rs C}Ui son-i{ ·. ~ 0 et ~ g . 

Il est evident su e l e pr emier t heoreme est u ne 

consequence itn.m.ediate du deuxieme' lorsqu I on f a i t 
parcourir a g la sui ·~e des enti er s po s itifs . 1Iai s 

invers oment l a dernier~ proposi-
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tion e st une conse que nce imm6dia t .:: de l .'1. pr,;) ­

midre, car alors on pt3 ut suppose r, sans nuire a 
l a g6n6ralite, quo chacune de s deux -suite s A e t B 

conticnt tous l 8s e ntie rs > g, de sorte que .-;.;_ et 

/ 3 sont l e s densites in£6rieures d e A e t B. 

Puis que la forme finie e st preferable pour l e s 

demonstrati•Jns, j 'employcrai da ns cette con£6re n­

c c1 const amme nt l' enoncc fini.-

Cependent le nouveau theorerne a encore un 

grand desavantage, a savoir qu'cn ne p.eut pas y 

appliquer avec succ~s le raisonneme nt par· recur­
r e nce. Heureuseme nt H.B. Mann a trcuve une gene­

r alisation dans laquelle cet inconvenie nt ne s e 

presente pas. Ila donne l'enonce suivant: 

LB THEOREME D:-S MANN 

Soit g un entier positif·. Supposons pour 

h = 1,2, .•• ,g quo le nombre des elements positifs 

~- h de A, augmente du nombre d e s cleme nts posi­

tifs ~ h de B soit ;; ;rh, ou ,:f ~~ 1. Alors l a den­

site in£erieure de A+ B aude ssous deg+ I est 

~ b'° Ii 

' Ce theoreme dernontre pa r Mann5 ) e n 1942 d 'une 

5) H.B. Mann, A proof of the fundamental the ore m 
on tho de nsity of sums of sets of nositive in­
tegers, Annal::- of Hath. il (1942), ' 523-529. 
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mR.ni6rc ing 6:::~ie·1.:i.s e 7 ,~-:J ·:1.tJ 0~ 11- ,_· · ;:r -.: C :-\. S p a ::- ·i;1c ·1 • 

lier le theore me ex. + /3 , si l' on y pose (>'-, + /3 -==/5. 

-· Plusi eurs mai;hematiciens ont simp_lifie · et ge-

ner alise le raisonnement -de 

Art in et Scherk6 ), Dyson 7 ), 

meme9 ) 

Hann , par . exemple- .. . 

K 8 ) t . ~empe+man e moi-

Dans l e thGor~me de Mann i::i. s I ngi t _se ule men;t:,, 

des ~l~ment s positifs ~ h, de so rte que l' e l &­

rnc nt z6ro n' y est pn.s '}or:apte, quqiqu' il 2.ppar·­

tie nne ~ tous les trois suites ·A, B et A + . B • 

.D ! autre par- t l' 8l13ment h est · c ompte s' il appar-· 

tient a au rnoins une de ·c :.:i s trois suiteB . ·Pour 

la generalisar.i ,·- n et aussi pour l a demonstra t t cn 

il est r ec or.1mandable de tra i t i:.o r l' element zlrc 
de l a me me manier e qua l c s autres e leme nts e t de 

l a i s :i r l' e l ement h e n dehors de consideration. 

6 ) E. J.. rtin et P. Sche rk, On t he sum of two s e t :J 
o::i. ~Ln-liege r s, Annals cf Math. 44: (19 43) ; 138 -
1 42~ 

7) F r J. Dyson, A the ore m on the de nsities of s ets 
of :i.nt egers, J ournal of the Lond on i'iath~mat ica l 
Socie ty 20 (1945), 8-15. 

8 ) Voire l a nota 4). · 
9) On s ets of integ ers, Proccu dings Amste rda m 50 

(1947), 252-261, 340-350, 429-435 ; Indago.ti cno s 
l"h the maticae 9 ( 1947), 159-168, 198...;.208, 257-
263. -· ' 
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Dans ce but · j e designe par A(h) ·J.e· nombre de tous 

l GS eleme nts < h de A. En rempl(19an-t d8.nS le the­

crom8 de Mann h par h -:- 1, on obtient: 

Los inegali tes 

A(h) + B(h) ~ 2 + ?f (h - 1) 

cu a ~ 1, e ntra1ne nt · 

(A + B)(h) ? 1 + ,'f (h - 1) (h = 1,2, ... , g) 

Il ve. sans dire que (A + B) (h) dosigne Je n0m­

bre do tous le s elements < h de A + B.. 

Autroment dit: Si l' on pose 

'f ( h) = 1 + j' ( h - 1) , cu 
les in6galites 

(1) A(h) + B(h) > 1 + ~(h) 
\. . . 

(h = 1,2, •.• ,g) 

entra1nent 

(2) (A+ B)(h) ~ (0 (h) 
I. 

(h = 1,2,, ". ,g) 

Cett(3 de rnicre proposition os-t meme vraie si 

lf (h) designo une fonction qti8lconquo .qU:i croi-t. 

lcnt0 ment. Je dis qu'une fonction non-docrois ­

sante C(' (h) crc.1t lenteme nt, si l' Ln a 

~ (h + h') ;; <e(h) + 'e(h') 
p ("",ur cha que· choix dos nombros p e:sitifs h et h'. 

r: est evide nt que la fonction 
y(h) = 1 + cf (h - 1), d."!. l s. 1 crc1t l onte -• 

me rrt, car on a 
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._ > 0 . 
.. 

Nous avons mcme le thecrume suivan~ qui e·s -t . 

e ncore plus.general: 

IB THEOREME . A_ -t.- B 

Soit g > 0. S i les suite s A et B fo:rm6e s t,a:r· 
de.:: s nombre s ~ 0 satisfont pour tout n0mbro j)osi -t if 

h '.?. 8 rt l ' i116gflli-t,; ( 1), oi:l <.fJ (h) cro''.t lc:mt ·emo n-e, s 
"' 

l ' inJgali te ( 2) e st valable pour cha q_UG nombrc p o-

si tit h ~ ge 

Les incgalite s (1) sont noce ss2.irc:nGnt rem9li,3 s 

pour chaque nombre positif h ~ g , si 2lle s sont 

vra i e s · pour h = g et pcmr chaque nomb.re h <'... g qui 

appa rtie nt a r~ cl mr, i_n.:, l'une de s suit,)S A e t B. En 

e ffet' Si h '. e st ~e . plus peti t nombT8 ~ h qui .ap­

p Rrtie rrt ~ A ou ~Bou est 6gal ~ g, cri a 
A(h) = A(.h'); B(h) = i(h'); A(h')+ B (h'). il + ··'f(h') 

>1 +~(h)~ 

Le t hcore rno A + J3 est plus g e nera l quo CE:;J.ui de 

Hann puisqu 1 il n' ost plus neces saii ·e quo g 0:t l e s 

e l omonts d8 J'. e t do B soicnt e ntic es., . 

Le th6or8me /1. + B est 6vid ont, s i z6ro n' o..p­

partient pa s a toutes l e: s deux suites ·A e t B. 

En e ffet, d a ns <? G cas l e plus peti t nombrc posi -­

tif h * appartGnant l1. A ou it B s2.ti .3f 2..it · aux r o­

l ri.t ions 

A(h ·X-) + B(h*) = 0 9u ::..:, par consequent 

~ ( h *) ~- O; l a :fonction non--dlc:rofss a nte 'f(h}' 



qui croit lente mont s at isff:l.i ·L d cic: ,..~i...lX in··· 

6galites <(' (2h*)~--.O , <f (3h*)~O, .•• , de sorte que 

cette fonction est ~ 0 riour cha que v a l eur p os i ·-· 

tive de h . Da ns ce ca s l'in6galit~ ~ d6mont ~~ r 

ost 0vidente. 

Da n s l a demonstration nous pouvons done nous 

borner au c a s ou B contiont l e . nombrc zc r c.- . En 

outrc nous pouvons c.dme ttre quo ni A ni B ne 

contien:ri.e un nombre ~ g , puis que c os nomb:!'.'e s n=: 

s e pr6~ entent pas da ns l e theore me A+ B. Fina ­

l e ment nous pouvo ns suppos er que B contie nne 

au mo"l.ns u.n clement positif, car s inon en a 

pour chaque nombre h ~ g 

B(h) = l ; (A _+ B)(h) = A(h) ~ ~(h) • . 

La demonstration du theoreme A. + B p eu t 

et~ce divisee e n sept parties tres simple s ._. 

I., A conti ent au moins un element a au­

r1ue l il est possible de f a ire corre spo_ndre 

au moins un ulemont positif b do B t e l que 

a + b n I nppartie nne pas a A. 

En e ffct, par CXO Bpl e le plus gra nd 6le­

mont d e A possode c c tt e proprie te. 

Nous prondrons pour a l e plus p etit 6l e ~ 

m0nt de A av oc la di t e propriete, de sorte 

quo nous obtonons 

II. Cha q~ eleme rrt a <-a do A e t chfl.qUG 

cleme nt positif b de B posscdent la pro-
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priet e que a + b npp8--rtionno a A. 

II I. On n p our cha quo nombre positif h -~ a 
e t pour chnqu8 e lemont positif b de B 

A(h + b) ~ A(h) + A(b). 

:Sn <:: f'f'Gt, .l\.(h) est" egal flU nombre L: 1
• des Gle­

m,ants a < h de A. D' npr0s I I cho.cun de ce s 

elements n osse de 1 a proprietc que n. + b appan­

tic nne a A, ou a + b ~ b e t <. h + b. Par 

conseque nt A contie nt au moins 1lei6ments > b 

e t < h + b e t nous avons d·e signs par 

A(h + b) - A(b) le nombre de s eloments > b et 
< h + b de A~ 

IV. Chaque nombre positif' ·b :;_ n s atis·fait 

a l' inega li te A ( h) ;.:'. '{: ( h). C ottG inega li to 
est evide nt e pour chaque nombre positif' .h qui 

est 6g al OU inf'erieur ~u plus petit clement 

positif' b de B,- c ar ; lors·_ o~- a _B(h)_· = 1, 

done A{h) = A(h) + B(h) - 2 -~-- <f (h). 
Pour l e s nombre s h > ~ _ori pout suppc se r 

1 , · ' 1 · -1-rf ±t '1- ' d ' . ' d ; t. ' . l ' , quo 1.nega 1 u::: a e1,e c Ja . e:mqn r ee , SJ. en 

y r e mplace h s-oit pr:'or h ~ b soit par b • .A.insi 

on trouve d'nprcs II~ 
A(h) ~ A(h-b) + A(l;)) ;_; f (h-b) + .r-e (b) ?: <£(h). 

v. Soit bun e l omerrt positif' do B t ol quo . 
A nc contie nne pns a + b ( B contiont .8.U me,ins 

un t e l e l 6me nt d'D.pres l a def'inition de a). 



Soit B le system.e :S sans b et soit A l e s ystem.e 
A au c-_:uel on a ajoute a + b. J e dis q_u I on a 

A(h) + B( h) ~ 1 + <e ( h) 

pour cha que n ombre positif h ~ g . Cette inega­

lite est evidente si h ~ b, car audess ou s de b 

r ien n'a change, done 

A(h) = .A(h) et B(h) = B(h). 
L'inegalite ·est aussi irw~ediate pour le s n om­

bres h >a+ b, car dans ce cas nous :per-dons 
un terme dans B(h) et nous gagnons un terme 

dans A(h). Dans le cas. r est ant b < h ~a+ b on 

a d 'apres III et IV 
A(h) ~ A(h - b) + A(b) ~ ~ (h - b) + A(b), 

et en outre 
A(h) ~ A(h); .B(h) ~ B(b) = B(b), 

done 

A(h) + B(h) ~ <e (h - b) + . A(b) + B(b) 
~ 1 + 'f (h ..:. b) + <e (b) 

~ 1 + <f' ( h). 

VI . En a ppli.quant le · resul ta:t de V plusieurs 

f oi s , · on trouve: Soit B' le systeme B diminue­

de tous l es elJm.ents positifs 15 tels q_~e _.i.A ne 

contienne pa s le nombre a+ b. Soit A' le sys­

teme A auq_uel on a ajoute tous ces nombr es 

a+ b. Alor s on a 

( 3 ) A'( h ) + B'(h) ~ 1 + <e-(h) 
pour chaque nombr e positif h ~ g. Je di s q~~ 

- 10-



h ' + B' e s t un souse nse mb1o de _(..,_ -1· B. I.';r.. e ::.:t"et 1 

un e l ement quc J.conque ·de A'+ B' a ·l a · f .. i'.'mc~ : a·, + b\ 

cu a' e-t b ' n.ppa rtiennerrt r es;,ective me nt .Et /-.. ' e t 

B1 
• Si a ' appa rtient a A, le ·nombre · c~ns i dbr e 

a '+ b' ·est l a somrne do · d e:1x nombre s, a :i?p3:rt en~ ::it 

re spectiveme nt h A et B, de s cT l.e · que a ; -i b' e3t 

un element de A + B .. S i pn.r contre a ' est un de s . 

e lements a joute s t1. A, on a a'= 2. + b, OU b e·st u n 

e l 6me nt po s iti:f de B; :_,..:tisque b 1 ni a pas et e 
supprime· do.ns B, le norribre a = ii + b' appartie nt · 

8. A 1 de sorte que a '+· b' = a + . b appa rtient [\. 

A + Be 

VII, Fin de :l.c1, demonstration. 

J\Tous av orts con.strui t un couple (A' , B 1
) t el que 

A'+ B' so i t un sousens e mble de A + B, que B ' c on-­

tienne moins d I e l e me nts positifs que B e·t finale-­

me nt q_ue chP.que nornbre j:)os itif h ~ g satisfait a 
l ' inegt1.lite . ( 3 ). 

prociJe jusqu' au 

' ' * a un systeme B · com-

Nous pouv ons continuer ce 

mome nt ou nous nous a rretons 

poaJ du seul nombre z6r ( . Le . c ouple (A *,B*) a insi 

construit s~tisfait pour· cha que nombre positif 

h ~ g a l'in6gnlite 

!/,;·(h) + B*(h) ~ 1 + ~; (h), 

done, 2n ··v ertu Ae B*(h) ·= 1, 

(l .. *+ B*)(h ) = A* (h) ~ <f (h) .. 

Ce ttc inegalite entra lne l'in6g~lite qui ost 



a demontrer, parce que A*+ B~ est un souse nsemble 

de A + B. 

Kempe rmari a ete le premier qui a introdu j_-t; 

dans · cette theorie la no t ion d' une addi ti ~:·n ab­

strai -t:e ., Il a de montre que l e the -._re mG .A + B r e s"., 

t e v a lable, si l'on y r empla c e l' a-::~itton cr di -·· 

n:'1.ire pa r une addi tic n abstraite c:;1 l i s at j_sfn i t 

a c ert a j_ne s cond i tions g&neral e s " I l suf'f'it pa r 

ex emµle c1e suppos e1· quo l ! a .:: d i tion soi t commut,a·­

tive et a ssoc iative , m8.is 0n p eut remplacer ces 

conch tions p 8.r d' au tres qn i exigent be aucoup 

moinso 

En pre nant comme ndditi ,0n l a multiplica-'Gic n 

:--rdin.:i.ire 7 on obtient 

LE '11HEOREHE AB ---
Soit g ~ 1. Supposons que les suites A et B 

f'orme e s par de s nombres ~ 1 s atisf'ass ent pour 

tout nombre h qu i est .2. 1 et < g a l' inega lite 
. -- -

A ( h) + B ( h) ;;_ 1 + •f ( h) ~ 

ou \JJ. (h) est une f'oncti c n non-decroissante avec 
I . 

't' ( hh I ) < 'fl ( h) +. lf ( h I ) 

pour cha que choix d e s nombres h ~ 1 et h 1 ~ 1. 

Desig nons par AB l a suite f'ormee pa r tous 

l e s nombre s qui p euve nt etre ecrit s d'une ma-
.' . nie r e a u moins comme un produit de de ux f' ac-

t c urs, dont l e pre mier appa rtie nt a A e t l e 
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second ?-t B. l1. l9rs on r-t 

(/;.B)(h) ~lf1(h) 

pour cha que nornbre h qui est ?.: 1 et ~ g. 

Tor rninons avec unG application simpl e du t he 0-

' ,'J S ! h . 1 - lO ) d ' t ' ' . 1 r erne o~ + / .:J • . p nire rnann a urnon r e qu i 

existe un enti~r positif N t 8l qu~ chaque entie r 

positif pe ut ttre ecrit cornme. l a somme de N ou 

de moins do N nombres premiers, si 1 est con­
sid er e comme un nombre premier. Dans co but il 

consid~re l a suite A f ormee par l e s nombres 0 

et 1 et pa r les c ntiers qui peuvont etre e-
c::-:-: +s c, ,~ .... 0 ma nic re au moins commG l a somme 

d e de ux nombres premie rs. Il montre que l a 

densite inferie ure de ce tte suite e st positive , 

d ' 2 ' N d' . b . ff. one ~ N' ou e signe un nom re p q ir su 1-

srunment grn.nd. D' apres le theorerne (X + /3 nous 

so filme s maintenant pr~ts, ca r les de nsite s in­
f'e r i eure s de s suite s J .. + A, J,. + A + 1~, ••• , 

I,. + A + ... + A (somme de ~ N suite s I..) sont 

respective me nt > i, ~ i, ... , ~ 1, de sorte 

que cha qUG entie r positif appnrtie nt a l a 
de rniore suite e t peut done ~t re ecrit comme 

1~ somme de N ou de moins de N no rnbres pre miers. 

10) L. Schnirolmann, Ob additiwnich s woistwQch 
tschisGl (Sur Proprietes additive s de nom­
bre s), Iswestija Donskowo Polytechnitsches­
k owo I nstituta (Nowotscherkn.sk) 14 (1930), 
3-27 (Re sume fran9 ~is p.27-28 ). -
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Le resultat de Vinogradow, qu0 tout nombre 

impair sufiisnilimcnt grand 0st l a somme de trois 

nombres premiGrs; est plus profond, mais 0xige 

aussi un raisonnement beaucoup plus difficil0. 




