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Hoofdstuk 1 
• 

~~.1! pot met _e,~wt,e,~, , 

• 

1 . 1 ,. .~l.n.1
1
,~.i.d,1 nz w • 

a 

De v.rislcundige statistiek houdt zich bezig met de bestude••· 
• 

ring van verschijnselen, die ✓ ondanks ongeveer gelijkblijvende 

omstandigheden, bij herhaling verschillende uitkomsten gever1. 

Voorbeeldeno Het aantal auto's, dat · een brug passeert 

tussen 8 en :~t uur op Maandae:morgen is steeds verschillend. l·J:(~: l~ 

aantal uren ziekteverzuim in een bedrijf per jaar per bedriJfS•· 

lid beJ--:elcend is van jaar tot jaar verschillend. HG·t aantal on•­

deugdel1Jke exemplaren in een partij goederen verschilt van 

par·tiJ cot ~9artij, ook als deze partijen uit: eenzelfde serie-• 

productie afkomstig zijn. Enz. enz. 

Model~ Als model voor een bepaalde klasse van problemen; 

die zich lcunnen voordoen_1 nemen wj_ j een pot met een onbekend 

aantal ~1..,ode en groene erwten., Een eerste probleem., dat w:lj on;_; 

stellen:.- is: een schattin[:~ te geven van het onbekende percen·cc.:1-. 

ge rode erwten if! de pot,, zonder daartoe alle erwten te telle11. 

en hun i .,· ·1· · 1 1 ·,·. )'1 •·1 t C' ,:, ~ !:-in 
..... 1,,.. .... - i. (. ' 0 '-4 • 

' _~l 

erwten te schatten, 

Een tweede probleem is> het to Jc £1.~l.(: 

zonder ze te tellen. Wij zullen on8 aantal 

. in het beein van deze cursus tot dergelijke eenvoudi.ge .. p 1:--0 b .1 e · · 

men bepalen 

.~<-?.,~.~
7
1.,,~,0.~, -~;-.~~.. De e rwt en in de v a as kunne n a 11 e 1""l 1 e i ding en 

voorstellen$ b.v. 

.) roene erwt -------......... --
a.. Ambtenaar} die pens ioen•·­

gerech-~ igde leeftj_jd bereikt. 

b. Amerikaans kiezer, die re-

publikeins stemt. 
• 

c. Deugdelijk exemplaar in een 

part 7. J goederen a 

de Watermonster 3 dat geen bac-

rode erwt 

Ambtenaarj die voor die 

tijd overlijdtc 

Amerikaans 

mocratisch 

kie ze1·· ~ ., 

stemt .. 

d~i..e de•-

Ondeugdelijk exemplaar in 

een part ·L j goederen. 

Watermonster, dat wel 'l nae--
• 

teri~n be~at~ t.eri~n bevato 

In dergelijke gevallen is het van belang zo veel mogeliJk 

te weten te komen over het onbekende percentage rode erwten in 

de pot, BJ_j voorbeeld a kan men gegevens omtrent dit percentage 
• 

gebruiken om pensioenpremies te berekenen waarvoor natuurlijk 

nog meer dan alleen dit gegeven nodig is ; in geval b kan men er 

voorspellj_ngen ov~r de uitslag van verkiezingen op baseren; ip 
• 

geval c j_s kennis van het percentage nodig., om te beslis.se,n or.· , : 
' ... 

de part.ij accept abel is of niet en geval d heeft b .. v .. betrektcing 
. . 

. : . ' 

op de keuring van leidingwatera 



ee Men kan zich voorstellen~ dat een aantal vissen uit een v:1_J-~ 
Ver. wo'"Vldt•· i"l"E;:i'l'~r·,·n en ,r oor Z · ,.. Y' V ~n €· en bepaal· a· ,1;, lrenmer1K,. t,va- arr18 l. ., {:_, :,. \IC:it J.t:';;',:; t V , ' . . 1. t.; " 1 U JIit. f'- ., ll' 

de vissen weer in de vijver worden geworpen~ In dat geval 

kunnen de erwter1 in de pot corresponderen met alle viasen in 

de viJver en de rode erwten met de gemerkte vissen. Men wil 

dan gi:'\aag iets weten ove~r· het totale aantal vissen in de v:1,J·~ 
• ver. Dit probleem is te herleiden tot een bepaling van de 

fractie gemerkte vissen in de vijver. Immers men weet het 

aantal gemerkte vissen rode erwten zodat men, indien tevens 

de fractie bekend ts, gemakkelijk het totale aantal vissen 

erwten kan berekenen. 

1. 2.. Vo~ledie;,e ... ~r:1 o.~-Y.o~~.,e,dJ .. t~.e, ~~.ar.~~~~~g. 
Bij een pot met niet te veel erwten is de eenvoudigste 

oplosaing, de rode en groene erwten te tellen. Dit is het geval 

van voll.~q,,~.&~.,,.~a~~ne~.~~S.& Vaak is dj_t niet mogelijk. Bij voo1:: .. 

beeld a wenst men het percentage niet alleen voor het verleden~ 

maar ook voor de toekomst te kennen. Bij voorbeeld b kan men de 

verkiezingen afwachten . dar1 \vordt er volled-i.g geteld · , maar <1.at1 

is er niet.s meer te voorspeJ.len. Bij voorbeeld c is volledj_ge 

keuring vaak practisch onuitvoerbaar of te kostbaar en bl.J 

destructieve keuring sterkteproeven, ontploffingsproeven~ le•• 

vensduur1Jroeven · zelfs onzinnJ.g. Bij voorbeeld d is volledj_:::::e 

waarneming onmogelijk, evenols in de regel bij voorbeeld e~ 

Het 1s dus essentieel methoden te bezitten, die uit- onvolled1.ge 
waarnemin·~ tott conclus1es omtr1eni: het onbekende percentat:·,e J~ei~-
• It. I :L a11.,1u1•t1 7 4 ;~ 

den., 

De verzamel ing van t)er1sonen, di,er~en of voorwerpen,, die d.oor 

de pot r·net erwten wordt voorf~;esteld, WOI''dt de .P,OE~.!?1.~-~-~ Engels: 

population genoemd; w1j geven deze aan met de Griekse hoofdlet­
ter 7T. s.;)1~eek ui t: pi . ., 1~Iet a ant al erwten wor(it de omvang En-

• 11r11 am a rr llr a1:1wr(: 
' 

gels: size genoemd; deze kan ook onbepaald zijn, b.v. wanneer 

het, zoals bij voorbeeld a 1 om toekomstvoorspellingen gaat; is 
': 

de omvang groat, dan gebruikt men als wiskundig model vaak een 
' 

oneindige populatie. Bij een statistisch onderzoek vat men ge.,.;. . 
• 

woonlj_jk bepaalde kenmerken van de elementen van de populatie·>h· 
" • C 

. ' . ' 

in het oog: 1t1 

daardoo1, wordt. 

. 1 d k l ,, d ,. ,, . . ,, r· ·.. . -4- : ons geva · .e ··.·enmert-cen roo, en._ groen o· wai~--
,. .' ' 

: ' ' . <· . 

voorgest-eld. ~ .. 
: • ,, ·1 •• ', -.. . . . . . 

• ., • r _,- ' • 

. . \' 
. . ' - , . . 

,i',; "'' 
. :. . '••,,• 

de, 

N 

' 
' 

De omvang zullen wij, ala deze eindig is, aang.even m•t-
.. 

i ' ',' • ' 

onbekende fractie rode erwten met e :>spreek ult: th'3ta:~ 
. 'I 

.. 

-en S worden parameters. van TT genoemd It Wi . zullen stee4~,J 
_ .. , . . ,, .. 

' •.'. ~ ,,. ;,, -,.,'. 

.•' -.(,.t.·,1-•.· 
' .. ._,__ '· .. ,'""'.:., ... _ 

. . . '.-· ._, .. 



• 

indien niet nadrukkelJ. k anders vermeld is; onderstellen.; <ia,t. .... , ." ...... --
N een p"'root 

•• 
getal is~ 

• 

Hoofds·cul.c 2 -
Ex1Jer:Lmenten met een pot erw·ten 

van een experiment. 
p; t 1 5 71 5 I I IP 

Wi'j nemen een pot met rode en gr·oene erwten, voorzien v·ar1 
,,; i,· 
•e 

een roer~taafje en een vierkant plankje met 25 holletjes. Na 
• 

goed roeren vissen wij met behulp van dit plankje 2~5 erwten 
uit de pot O Dit noernt men: een steekproef nen1en., Het aantal 

, 

erwten 1n de steektJroef heet de omva11g daarvan; deze geven w:1:J 

aan met- n Cl Dit procede herhalen wij 30 keer, steeds goed roe-.. -

rende tuc:,sen het nemen van twee steekproeven, en wij noteren 

iedere keer het 

tal geven wij 

aantal J~ .. ->de erwten in de steekproef. Dit aan•• 

met :x: • Het resul taat van di t experiment be•-
. 

stond ~,.n een bepaald geval u~j_t de volgende 30 waarden van x. 1.n 

volgor·de van waarneming : 

I 1 :; 6 _. 3 :- 2 , 3 :, 1 ; 4 ., 2 , 1 , 2 , 2 ;) 1 , J+ ; 2 J 2 , 4 , 2 : 3 , 2 , 1 ., 1 , 2 , 5 _., 4 , 3 , 1 .) 3 , 3 , :~; :., 1-1· ., 

• 

2 ;) 2 . Co t·11tn en t a a r • 

• Wj.J hebben hier een typisch voorbeeld van een statistisch --------
ye,r,~C~lJ~Se!,,: herhaling van eenzelfde proef, naar beste weten 

• 

op dezelfde wijze uitgevoerd geeft verschillende uitkomsten~ 

De grootheid x. het aantal rode erwten in een steekproe.f l-can 

verschillende waarden aannemen en het hangt, zoals men vaak 

zegtJ van het toeval afl welke waarde in een bepaald geval aan-• 
. genom-en wordt., Een dergelijke grootheid noemt men een stochau .. 

~ . 

tische grootheid Engels: random variable, of ook: variate 5 

De t,er·t11 11 stachastisch 11 is afgeleid van het Griekse woord 

0-1:ox_cx.. et.» spreek u1t: stochadzein, dat ''raden'' betekent•: men 
• 

kan als het ware de uj.t.komst niet voorspellen, maar er hoog--

stens naar raden. Wij geven in het vervolg dergelijke groothe-­
den aan door onderstreepte symbolen 5 dus in dit geval: 

~ = het aantal rode erwten in een steekproef met n= 25. 
,, . 

De waar~eno~en waarden 
I 4 ii 11 :aa I .tea. I ; liP at 1 if 11 n t 

van :x. geven w1~j dan aan met x.1 , x.~? ... , :x.m · 

in ans geval m = 30 ~ 
•. , ' 

Het- is duidelijk, dat de j_n · I gegeven waargenomen waarden 
,• '' 

informatie verschaff·en over de-·•···.·.· __ ··.··•-·•··•-···•··· 
. . 

. ' 

ieder op zichzelf 

onbekende fractie 

reeds enige 

e van rode 
• ' . . 

• • 

erwten .. Indien deze · e dicht ·o.:;,·j,,. ',:: 
. 

1 lag, dus indien vrijwel alle erwten 

zouden WJ"j niet zulke lage ui ttcoms ten 
'" 

' .. · ' 

' . ' ' ' ' . . . . . ' . . . ' ' . ' . 

in de pot rood ware,n, ··· : :·:: 
'1 '' ' • ' ' 

' " ) ,'., , ., . -
_.,_ ,',.,, ,:,- ,," 

. . ' . ".• . . ,, . . . 

verkregen hebben" · · Het i~S•; ,,f 

dat 0. derhalve aannemelijk 
·_. ,,-'. ·,,/ ,·_,t·--_~·,_._(_:._:i'x::.'.'.':-:/:;;~·-<-:.."· 

. d a t ·er b't e. 1: ·n· · 1· g· . ··•· ~'~()-:•' ·····•ai!:;,i'e', : . n· - - . :~ . -~, - -, -- . -- .- -'' ' •·' ~--. -, _.: __ .-· (<f·. ,-.,,.--.·_·:·'_:_ ·, klein is, d.w .. z. 
. ' 

•• 



• 

erwten in de pot zijn. Het gaat er om. deze vage conclusie te 
verscher'1:>en ~ 

2 .. 3. G~a,fi~.<?fl~ v .. ~w<?.~~.! .. ~.~.+,,~!1~. v"an ~.e w~~rnemings~e,sul t ~te.~ .. 
Om een duidel1.jk overzicht te verl{rijgen van de resultaten .. 

zien wij van de volgorde daarvan af en vatten ze samen in een 

grafiek .· zie fig. 2 .. 1 , die een hi~.t~g~a~ of ~r~q_1?-~ntied:~a_s;1~.a!n 
wordt gerioemd~ De samenstell1.ng hiervan 1s uit de figuur duide-~ 

lijk; op de verticale as staat uitgezet hoe vaak ieder der 
waarden van :x. waargenomen 

aantal 

9 

8 

' 

' 

' 

• 

• 
' 

• 

• . 

0 1 

• 

reeks 
m wt• 3 0 

. 

5 6 7 

Fig. 2 .. 1 ~ Histogram van 30 waarnemingen van x n= .. , '• 
' 

25 . 
✓ ,,, 

Op deze wijze wordt in een oogopslag een duidelijk overzicht 
' 

verkregen in gevallen, waa1··1n de volgorde der waarnemingen nj.e·t~ 

belan.griJ\( is. 

9:E~,-~.Y.~ .. Maak de histogrammen voor de volgende twee reelcsen 

waarnemingen, die op dezelfde wijze ala de bovenstaande verkre-­
gen zijn. 

·II 2>0,2,2,4,3,3,6,3~4,3,6>1,3,5,3J3,4,3,3,5,3,3~2,2,2>1j1,2~4, 

· · I I I 4 ., 4 , 3 , 1 , 2 , 4 , 4 , 2 , 4 ,j 1 , 2 :, 2 , 1 , 2 , 3 , 2., 2 , 1 , 1 , 4 , 4 , 1 , 0 , 1 , 2 , 3 , 4 . 3 ,i 2 :- 3 

,Q!~~-~~k.~_n,p1 • Men kan een h:istogram snel en zonder veel e;evaa11 

voor fouten samenstellen door te turven. 

' 

Vergelijken wij de drie zo verkregen histogrammen, dan zien 
• 

wij, dat zij verschillend· zijn. Dit was niet anders te verwach~ 
ten~ . 

Niet·temin is er een zekere overeenkomst: de waarden 1, 2, 3" .· .·. 
. . " . ~ . 

en 4 
' . ' 

. 

kornen in alle dr'ie vatcer voor dan de overige waarden ~ Hie.r..-
'', f•,,, 

. ' . ' 

. . ' . . . : . . . '' ,. '. . . ' ,: '' ,· 
,• . . . .-, 'I;,,"._.,'·-::-,' "/.',·::· 

~elen tocl1 een zekere regel verborg.en zit. Een typisoh verschiJ"ij·;:: 
' . ' . · .. ,,, ;· ,.:.:/;-.:·;·;,:· 

. . . .· '.' ·<:·/"::t'..):'}::( 

sel is rlc1arbij, dat deze regelmaat. duideli~Jker tot uiting komt"i:;,;:,{i1t~'i;~i 
; , , • , E _I_:'.:,• ', •,_•,.:_,i_:-:';:~~::j:·:-' '.i/a::: 

indien n1en de waarnarningsreeksen verlengt ·. dua als men m gr10Jti~:f:~:~:,;:;;; 
_> , , , ' • , , :·_· ·:._<1:tf; .. ;:.:. i\:(·_:;-'., ''.:\;~---{,'..·:·-_:·~. 

neemt. . Om di t te demonsteren zijn twee reeksen waarnem1ng,E.t~:){;;:::::;~r,:.. 
. . ' ,. '.' ' . ,, .. . . _, 



• 

richt, :i.ec1er met m = 100, Z .'.e f iguur 2, 2;, waar deze reeks en 

de vorm van turfstaatjes boven elkaar zijn getekend~ 

~l. n 

0 1 

• 

n ,.,,..,,.. 

0 1 

5 6 

5 6 

reeks 

m- 100 

reeks V 
m = 100 · 

• 

Figo 2.2. Turfstaatjes van 2 reeksen van 100 waar1 nemingen van 

?<; n - 25 . 

Het verschil ~tussen de reeksen IV en V is reeds minder 

groot dan b. v. tussen I en III en cle vrij grate onregeln1a•-

t ighe:1d, die rnen in r,eeks III aantreft is hier nauwelijics E1r·1n• .. 

wezigf, 

De 11 verklaring'' 

later hoofdstuk. Wij 

van dcze regelmaat bewaren wij voor een 
• 

zullen eerst in het volgende hoofstul{) zon-

der verklaring van de gevolgde methode, laten zien) welk doel 

wij nastreven en wat wij met statistische methoden voor de op•­

loss1.nQ; der in hoofdstuic 1 besct1reven problemenkunnen ber·eiken .. 

Invloed van de omvang van de steekproef . 
• 

In plaats van een grotere m kunnen wij ook n vergroten~ 

Om de invloed hiervan te demonsteren geven wij in fig. 2.3 een 

histogram van 100 steekproeven van omvang 100 in plaats van 2S. 
Deze zijn verkregen door telkens 4 opeenvolgende steekproeven 

van 23 tezamen te nemen, daar er geen steekproefplankje met 100 

holletjes beschikbaar isc Het aantal rode erwten noemen wij nu 

~ .. .., 
• 



Fig~ 2.3 

aantal 

15 
1.q 

15 
1~ 

11 

10 
g 

8 
-., 
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5 

2 

1 

' 

• 

• 

• 

• 

' 

• 

• 

• 

' 

• 

• 

' 

, 

, 

, 

'l 5 6 7 8 9 10 11 12. 13 14 15 16 1? 

reeks 

m 1 

VI 

00 

Histo·gram van 100 \··Iaarneming&n van y n -- 100 , -
• 

Wij zien uit deze figuur, dat de meest voorkomende waar--

den van~ grofweg 4 maal zo groat zijn als de meest voorkomende 
-

waarden van x.. Bij x waren dit de waarden 2 en 3 en bij ~ c1e 
r 

waarden van S tot en met 12 Verder zien wij, dat de breedte 

van het h~i.stogram toeg;enornen is. Bij x korr1en alleen de waa:r:·c~e·i1 

· 1 tot- en r11et 4 vaak voor.;., biJ 1:-J de waar:den 6 tot en met 13 ~ 
-

Drukken wij echter de resultaten niet uit in het totale aantal 

rode erwten~ maar in de fractie rode erwten in de steekproef; 

dan lj_&, .. t deze fractie voor x 

groothe .:.d.. waar het om 3)aat. 

kleinere variatie dan bij n 

1 4 - ', ' 

betreft - en dit is eigenlijk de 

vinden wij dus bij n ··- 100 een 
... ,.,_ 2 ,.: .. ) 

_,, " 

wi j de onbekende frac tie e 
toe, als wij n laten toenemen. 

• 

,;, 

De nauwkeurigheid, waarmede 

kunnen schatten, neemt blijkbaar· 

Dit is een zeer belangrJ.jk feit, dat wij in de statistiek steeds 
' 

weer zullen ontmoeten 

Hoofdstuk 3 • 
'-:I 

Conclusj_es op grond van een steekproef~ 
t;,, - ' .... _.. ,, 

>' 

•• 

De eerste vraag, die w~1.j ons kunnen ste11.en - en d·~:.f.: ~1 .. ·n c1e 
t 

practijk vaatc van veel belang is - is, hoe wij de- onbekende 

fractie e aan rode erwten .. of wat deze ·voorstellen ... kunnen 

schatten op Brand van h~t aantal rode exemplaren in de steek~ 

proefo Een zeer voor de hand liggende manier, cm dit te d.o~n, 
• '· ' • • ' I 

,. ' 
. . ' ' 

is de volgende. 
. ' ' . ' . •) '• 

' ' . J,_· .. ;; 

. , .. 
' , 

D ·i t bet e k.. e· n ,;c .... ·· · ·: · ··a·· ,::m..:·'i· t · I . . . ' -, ' . -· , , ,c ,_,-'. . - -fM,' ·. l · ·· 
-, "'" > ·, ---•t··•,.-_,:~------·-~··,.,_·,,::,'.':;1~ 

. . ' . ,. . ._. . . ' . '. . ·:~{'!!/:,'- ,:_.-~-,:·;_-~ ::-:-~_:.-,;_··):,:;i<.-.. _.::~,i) ·nemen wiJ als e 
' ' ' . 

,, 

,-, ~-



' 

wij de conclusie t1~ekken,, dat e wel in de buurt van de waard.e 

zal li.ggen. In het algemeen: als in een steekproef van omvang 

n het aantal rode exemplaren ~ is, nemen wij als schatting voor 

e • 

~~-~,,u ..... 

Het is duidelijk, dat ~ i·n de regel niet. gelijk aan G zal 

zijn en da·t deze schatting 1 .. )ovendien van steekproef tot s·teel<·­

proef verschilt, m~a.w~ aan steekproefvariatie onderhevig is 

Het in par .. 2.5 vermelde verschijnsel betekent nu, dat deze 

uitgedru\ct: de schatting is nauwkeuriger ·bij grate n dan b1.j 

kleine r- Dit ligt zeer voor de hand en wij zullen het later 
' 

, quantitatief preciseren. 

3 • 2. Be ~ro~w)?,,a ~-.~h~ ~.9s.s:.\ ~n~-~ .. P. .• '!o?.~. .f.?.,, ,, 

Een onaangename eigenscl1np van de schatting ~ is; dat 

deze in de regel fout is: ~ ligt weliswaar gewoonlijk in de 

buurt van e, maar meer ook n~i_et. Wensen wij conclusies te trel<•· 

ken, die in de regel goed ziJn, dan moeten deze een andere vorm 

hebben. Dit kunnen wij bereiken door gebruik te maken van tabel 

3~I, waarin boven- en benedengrenzen voor e 
bij alle mogelijke uitkomst.er1 voor x met n= 

ziJn aangegeven 

2 5 . De w i j z e > w a a :L · • -

op een dergelijke tabel tot stand komt en de onderstellingen, 
'· 

die vervuld moeten zijn voor het gebruik ervan, zullen wij ±n 
• 

een later hoofdstuk bespreken~ Hier geven wij slechts aan) hoe 

de tabel gebruikt kan warden en hoe de interpretatie van het 

resul taat lu·idt .. 

Wij beschouwen eerst het geval, waarbij de bepaling van een 

bovengrens van belang is~ De populatie TT voorgesteld door de 

pot met erwten is bv. een partij goederen, die gekeurd moet 

warden en xis het aantal ondeugdelijke exemplaren in een steel~­

proe~ var1 25 · voorgesteld door het aantal rode erwten in een 

steekproef van 25 erwten . 

Tabel 3.I 

Betrouwbaarheidsgrenzen voor e 
n = 25 

\ h : F IIIF L)lk&i 1,t; JI .>, I.Qffli!/11 n••· 

onbetrouwbaarheidsdrempel voor beide grenzen apart 0,,05·" 
. . 

' 
. 

' 
ondergrens bovengrens 

X voor e voor e 
' . . 

' 
. . . . 

0 '~1:• 0, 00 o., 11 
' 

' 

O 18 1 0,00 
' 

' , . 

2 0,01 ' 0, 23 
' ' ' ' ' 

3 
' 

0,03 0,28 ' 

' • 

' 

4 
• 

0,06 o, 33 
' ' 

' 

.. .. ' ' 



) . -,, 
; ' 

• 

' 

> 

X 

5 
6 

7 
8 
(1 

• 
.,/ 

10 

41 

12 

13 
1 lt 

15 

16 

17 
18 

10 .., 

20 

21 

22 

23 
24 
2'-.., 

• 

· Tabel 3~I vervolg 

ondergrens 
voor e 

0.,08 

0, 11 _. 

0.; 14 

0;17 

0720 

0., 21-~ 

o, 2'-r 

0:-30 

0 ~ =➔ 1!. 

o:; JU 
0 l10 :J I L 

0 ~ J.i.6 

0 r~· 0 
.> _.) 

0.;, 5~-

0;;62 

0:;6·-,· 

0, '72 

0,77 

0~82 
0 c [3c\ ., ~ 

bovengrens 
voor e 

Oi38 
o,42 

0$46 

0,50 

O, 5·1·~ 

o _, 58 
0,62 

o,66 
0:) ·70 

0~73 
0 't 6 

.1 I 

0,80 

0,83 
o.,36 

0 8° J 7 

0,92 
0 g4 , -
0 07 , ./ 

0~99 
1 

1 

> 

> 

' 

Als er nu in deze steel<proef bvv. 4 ondeugdelj_jke exc:~n,~ 

ren gevond.en worden., vi.ndt men 1.n de tabel als b0V(,."0 ..i. \..,ns voor 

e de waarde 0.,33. De conclus1.e luidt dan dus:- de .fractie on-

deugdelijke exemplaren in de partij is niet grater dan 0,33. Is 

deze uitspraak nu zeker juist? Neen> dit is niet. zeker, want e 
is onbekend en als e b.v. 0 3 5 was dus als de helft der exem­

plaren in cle partij niet deu:.~t 51 zouden wij toch goed een steek-
• 

proef met 4 rode erwten kunnen krijgen~ In een dergelijk geval 

zouden WiJ dus met behulp van tabel 3~1 tot een verkeerde con­

clusie geraken. Dit kunnen wij nooit uitsluiten, daar wij a-nders 
slechts t1~iviale conclus:i.es icu11nen trekken. Tabel 3 .I is echter 

zo geconstrueerd, dat wij een nauwkeu.rlge uitspraak kunnen doen 
• 

over de frequentie van het optreden van foute conclusieso Als 

wij deze tabel gebruiken voor het trekken van een lange reeks· 
. ' ·!- . 

> > 

van conclusies., dus b .. v .. al:3 1,~ij de tabel gebruiken bij rou·t·ine~:: 
. . ,, 

' I_ ' 

keuringen van partijen, dan zal de gevonden bovengrens hoogstene-,: 
'. ·, :_ ,, .. ,, 

. ' 

gemiddeld in 1 op de 20 gevallen fout zi'jno Met andere woor1 de11:'. 
, / • f , 

· -· :,14-f ,. '· 

,.,~,Q 1(:i van de 20 gevallen zal de bovengrens zo ui t-vallen, dat h':i~J~: 
) ' -,_ . ' _, .. ' . . . 



ook werkel:1 .. jk groter dan 0 :1.s, Dit geldt ona1"hankelijk van cle 

waarde van e , die bij ie<jer der proeven dus bi"j ieder der 

gekeurde partijen een andere waarde mag bezittet1. Hetzelfde 

geldt voor de ontergrenc. WiJ zeggen dan, dat zowel de onder--

als de boven~~ren'S ieder een on1Jetrouwbaarh~1.d~.9,r,e.~p .. e+ 0, 05 bez .. · · 

ten en deze onbetrc11wboar~e1dsdrempel geven wij in het algemes1·1 

aan met de letter~. Het is een vrij algemene gewoonte de waar­

de oc. ··•w 1/120 als redelijk t-e ar:nvaarden, maar men kan ook tabe:1~-· 

len con.strueren, van dezelfde aard als tabel 3. I, met een ande,,. 

re waarde van ex.~ Heeft het rr1c:1ken van een fout ernstige gevoJ ... 

gen, dan zal men ex.. graE1g kle~Ln w1llen hebben en b. v.. 0t ..... 0;, 0'1 
~ooS . 

of zelfs = 0;001 verkiezen boven ~~•zodat de fractie foute 

conclusies in een lange ]~eeks experimenten tot ongeveer 0,01 

resp .. 0~001 of minder daalt. Men wenst dan dus meer zekerheid 

dan ook betnlcn in rie vorm van een hogere bo 
vengrens en,, een lagere on.<le :;_--·f 1::i,..(~r1s), dus een minder scherpe 

· scha·t.tin::· v,:1n e., Of, indien r11en dit niet wenst, een ~rotF,..,..~..., 

du t,;,:)a E!t: n~* ('' .,. - ... ·'. --· ' ~ '-~ ,. ·t• .-, e 1 ,. '""' ·r ,,,.. * j""' 1 · ,· ,.., n t' r7. 0 g 1 s Trv ]·• j z u 11 en ,.,. ~1 en \) V r-. ... •; ' f ' " J ., .. , '""ti. ,.,~"-~ LA( 1 ~ t) e 11 ,...,. \_ · . . 'J" ~ , \~,,,_i, / w, n 

f "' '• ', J \ ... ,1,. • . ,._.., · '.,,, > W' ;. i"'."" .. , 'Is • .. , ', (~• .. " , "'_.,jl ._ t.F ... t . • - t J ·. . (_, """' • " ,_,, • · 

• 
• 

~-grotins- van n gecft ook hier verscherping van de schatting van 

e. , 

wij dus, bij een bepaalde waarde van x een bovengrens voor 

dus wij verkrijgen een uitspJ~aak van de vorm 

-3.2;1 
• 

waarin 0*(x.) de, van :x. afl1anl~elijke, boveng1"lens voorst.el t., 

e. ;;, 

he t a ant r1 1 r o cl e e r\Al t en in de s tee kp roe f , b 1 t.J ht: ·. •'> 

, . 
· bovengre11s 

• • 

' ' ' 
· · .d i t g_ o e·, cl j_ n he t t h 1 e - _ - o o g · e o u c:.c:; n : :.., eXI)(:r1.ment een 

onbel<er1c1t3:; rr~r:3::"·r v:1r~; tf.:~ ;; v1ac=11.~-(_:1f2 ( c:11 .. c:;; ,,.gn experiment tot expe1-1i­

ment kan wj_sselen en de bovengrens e*(x) is stochastisch. De 

ondergrens geven wij aan met 0*(x), Hiervoor geldt hetzelfde. 

Zowel de uitspraak 3.2j1 als 
• 

3.2;2 e (x) ;'.; e * -
bezitten dusJ als tabel 3. I gebruikt wo:r~dt, een onbetrouwbaar.,. 

tweezijdige uitspraak 

3.2_,3 .. 

bezit de 

en .van 

, 

1 

. . • , -...,, ·- \,,- . t -:~ '" -. ... "rl . 1 d e 
• 

0*(x) ~ Deze twee isrenzen 9* en e* 

. . . 

som van die van . 

worden betrouwbaar ... , 
. , . 

- .- ,. ,. . . -- . . . . . . .. ' . -

genoemd. Men spreekt ook van intervals~ 
,----. .,-,, - . 

. . . . : . . ' 

_..' . . . 
•,,,,,·.~_,-, 

• 

• 



schattin~, de schatting van e door middel van het interval 
tll 55 tMltlllf •-

3 2;1, 3e2;2 of 3,2;3 bedoelende Engelse terminologie: 

betrouwbaa1,,heidsgrenzen - cot1fidence limits; onbetrouwbaarheids•­

drempel - level of significance; in de Engelse literatuur ge-
• 

bruikt men vaak de term confidence coefficient voor de ~root•• -
heid 1_0:.. 

3 .. 3 . Invloed 
-•11;;11.., Ral•IJ 11 

Wij hebben reeds gezegd, dat vergroting van n, de omvang 
• 

. 

van de steekproef, verscherping van de schatting van e ten 

gevolge heeft. Om dit te latet1 zien is een gedeelte van de met 
tabel 3. I corresponder·ende tabel voor n = 100 in tabel 3 w II f.:,e•• 

reproduceerd. Deze tabel wordt dus precies als tabel 3.1 ge­

bruikt- en heeft ook voor :Leder der beide grenzen een onbet1,,ouw-­

baarheid 0,05, maar geldt voor steekproeven ,van omvang 100 
.,.\ . •, 

Om deze tabel met 3.I te vergelijken,~bedenken wij, dat 

bij de in hoofdstuk 2 beschreven experimenten de waarden x = 2 
,, 

en x=·=-= 3 bij n= 25 en~= 8., ••• , 1:1= 12 bij n ... 100 met el-· 
• 

kaar corresponderen en het meeste voorkwamen dit is nat-uu1'°)lj~lJk 

een gevolr~ van de samenstelling van de door ons gebruikte pot 

erwten; bij een andere samenstelling zouden wij ook andere re­

sultaten gekregen hebben enter illustratie van de invloed van 

de verg1.~oting van n zullen wij daarom de bij deze waarden van 

x en~ behorende grenzen vergelijkeno Wij zien dan, dat voor 

~r a 1) e 1 3 . I I 

n 100 

onbetrouwbaarheidsdrern~1cl voor; beide grenzen apart 0.,05 

~ 
cndergrens bovengrens 

voor1 e voor e 
,- 0,02 0,10 ' ""'i 
_./ 

6 0,03 o, 12 

• 7 0.103 0,13 

8 0~04 0, 14 
' • 

' 

' 

9 0,05 ' 0 4c; 
I 

, ./ 
' 

• 

. ' 10 0,05 0,16 " ' ' 

• 11 0,06 0.,18 
• 

12 • 0~07 0,19 
. ' • 

' 

O 08 
' 

13 0,20 , 
• 

14 
. • 

Q QC' 0,21 • 

• 

' .,,'1 • 

• ' 
' 

1h 0,09 ' ' 

0,22 ' 

:) ' ' 

' 

' 16 
' 

0,10 • 

0,23 
' 
' 

' ' 

0,24· 17 0 J 1:1 ' . 

• • 

' . . . 



• 

• ' ' 
3.J;J.ll· 

x ... 2 en 3 de bovengrens O .. 23 en O., 28 

waarden ·tussen 0,14 en 0,19 aanneemt. 

is en voor y = 8, •. .,, 12 

Voor de ondergrens zijn 

deze waarc1en bij "--= 2 en 3: 0,01 en O 03 en bij \:f = 8, ... j12: 

0,04, ··~O.:Ot. De winst aan scherpte is dus bij de bovengrens 
zeer duideJ.ijk en bij de ondergrens wel1.swaar kleinerj maar 

'-'lf," 

niettemin aanwez1.g. 

3.4. Grafische voorstellin~ van de betrouwbaarheids ·renzen. -----­
' 

Volledige tabellen voor vele waarden van n van het type 

van 3.I en 3.II zijn niet beschikbaar. Wel echter grafieken~ 

waaruit ziJ voor verschillende waarden van n en oc afgelezen 

kunnen worden4 Ter illustratie hiervan hebben wij tabel 3~I in 

figuur 3e1 in beeld gebracht, tezamen met tabel 3~II, waarvan 

de gegevens slechts een deel der mogelijke uitkomsten van y be--

slaan. 

e 

. ' 
,. 

1 
• 

' 
I 

OJ, 

0 

' 

0,1 

o· ~· 
• I 

I 

• 

1 

van betrouwbaarheidsgrenzen 

• 

Fig. 3.1. Grafische voorstelling 

voor e , met oc. :."'= O .~ 05 " , eenzijdig en n ... ,. 25 res}:.>.. 100 i, 
X y . . 

Op de horizontale ffi zijn - -- om beide op een 

s_chaal van O tot . .,1 te b1··engenJ evenals e a Vinden wi j nu b., v ~ 
• ,, ., .. . . - :x. :x. .... 3, dan le zen 

. ~, -
. ./ .,..) . 

dergrens voor e is O, 03 en· bo.vengrens o, 28. Het aflezen gaa-'c .. · · 

iets rninde1-i vlot dan uit een tabel, maar men kan op deze wijlte 
. . . 



• 

• 

I 

• 

• 

r . >· 4 3 «-3 . , ·~ .-> 

een groot a~ntal tBbellen nl. voor een aantal waarden van n 

O ~·) 
' ' ' . 
" 

in een &:1:;.:·a:t'"}.1.ei{ sarr1enbrenger1} 13()Vendj_en kan men :1.emakkeJ.iljl{ 

het 00:~1:, ·t.nt:er1:Jc:)leren tuf1sen 1:{_,r"'orr1men.l, die bi,j verr3chillende *'i -W ,.j 
,,,. . ... f, ' ' J . C < •.. • 

den van n behor1en, om biJ 

van de grafiek gebruik te 

alleen 

een niet opgenomen waarde van n toGh 

igenl ; JJ,· e . J. , . -

• 

behorende vvaarder1 v;3r1 de aI·Jt,c: i ~; v,:Jor· k1.1r1r1er1 l,c,:>111en" vJij hebber1 

daarom deze punt en 1:1j_et <:1()01·· e.er1 11 ,Jr1 ve1~ivan€._~en) mB, · .. alJ.een., 

voor de samenhang van c:le f 1 :i.f:•1J.u.r·,, door' een ·stippellJ~jn verbonden.c 

V 1 oo di t · · d · He ·t f e i. t ·, c1 a t cl e l ·t J!'. n n i e ·t · 0 0 r n ""'" •' . \l>J a S r n 1 e ,.: n () '• . ·1_ g; .. 
' 

V c· \ C> ., .... ct .-L \,1 0 (-~} ~''I t'") ::: 1 (') 0 -1 s di t du i a e 1. i. ~1 k w O j : ( i ·t 

gr o t e n de e l s v e r o or z a a k t do o , : 1~:l f~" r c.> r·1 ,~l in::~· . De z e p; r 1 a .1-- i. e k e n vi 11 ci L · t11 en :; 

veel uitgebreider, in het zee1~ aanbevelenswaardige boek over 
• 

statist1.ek van W J¢DIXON en F.J~MASSEY, Introdl1.ction to stat~1.S·· 
• 

tical analysi.s, Mac Graw-HillJ New York-Toronto-London, 
. 

op blzo 320-323. Op blz. 320 en 321 staat daar de confidence 

coefficient verkeerd opcegeven: op blz. 320 moet deze O,~~O en 

op blz. 321 0,80 zijn; onze f:~rafiek komt overeen met de op blz. 

320 gegevene_, Dixon en Massey hetrel{ken de conf l End.e 0ne?-P-i r ·r ~--· V 

' 

op het tweezijdige geval> d w~z. op uitq~ra 1cen van de vorm 

3 .. 2;3, t-erwijl wij onze o<...= 0_,05 op de boven- en ondergrens 
' 

apart betrokken hebbeno Het ~enoemde boek zullen w~j voortaan 

kortweg aangeven als ''DIXON and MASSEY~' zonder verdere aandu-:i.•• 
' 

ding. DIXON and MASSEY gever1 d.e grafieken als vloeiencie l:L jnen; 

deze liJnen geven niet de exac,te [srenzen 3 die wj_j in de bove11•• -~ 
staande tabellen e11 in f"ig __ 3~1 hebben fsegeven) maa1, benader'J_n•• 

• 

gen daarvan Vergelijk1.ng van onze tabellen tnet de grafieken uit 
• • 

DIXON and MASSEY tonen aan cja·t cleze benadering, waarvan wij veJ:·· 

derop de details geven; 
' 

zeer goed is voo·r niet te kleine n en 
~ -•;• 

in he t b J. ,j zonrier voor r11.(J t ZE: er· kleine ~ r~esp * Y "· Vc;or zeeJ: 
r1 n 

• 

k 1 e j_ r1 e w c1 a rd e r1 v a n de z e t.j; .r a c ·t :i e z ·.:. ,.i n de g :r: a f j~ eke n t r~ o u wens n j_ e ·t. 

een andere methode:worden 
• 

3 q 5. ·Ber~½;-~~~.~e;, .!,8:.~ ..... ~.,~·- p·~-~~.~11~b~~r~~ .. ~~-~ .. g-~e~_ze_~, 
De exacte berekening der betrouwbaarheidsg1 iGn7Pn zullen 

' 

wij niet beschrijvenJ daar hiervoor geen eenvoudig recept te 
• 

• , 

geven is zonder van uitgebreide tabellen gebruik te maken, die 
' 

gewoonlj_Jk niet ' 

' ' 

Bovendien heeft 

voorhanden ·z:i~jnq 

men in de practijk gewoonlijk ruim . , .. ,.,_, '••' ld d 
',, .. ' .· vo. oen e ·. aan..,, 

' 

de hieronder beschreven benaderingsmethode. 

Als wij in een steek·proef van n erwt~n x rode hebben ge-
, .'/ ' '· . - : . ·l 

vonden vinden wij een bovenste betrouwbaarheidsgrens met oc == •. qJ·:q, .. ·";;:.:j 
!. ' "-·, ,.-,. ''.er,' 

r 

uit de formule 
' 

• 



• 

• 

3.5;1 

• 

en een ondersrens met dezelf~~e onbetrouwbaarheid uit de for1 mule 

3 5;2 

Indien wi.J in plaats van oc= 

gebruilcen, behoeven w1j in 

, 

r-· . . . 
\ ! ,., ·- < x t n - x._, .,.. 1 . : 7., ) 

"

. ..... i ' -·--- I - • ~' . I I -, ,J.,, . 
, rl , .,' 

• 

o.or~ een andere waarde wensen ;;, .. 

over a 1 door-: e en and e r t e v e 1.· v a r·l g e r1 en we J. d ,·)or o e in t ab e 1 3 . 1: : 1: . '· 

aangegeven· ~etallen • 

11 ;.:1;:,el 3 .. III 

Waarden vr)or1 c:le cons tan·te ~1r1 j • 1'::: f'c)t"ltnules 3 .. ~.:,; 1 
' 

• 

-<>- ' ·- ., •• 

• 

verschillenc1E:: waarden van 0<. .. 

(X. 
. ~, ... ::\ .. ·. \ cons *Cante 
eenzi a 1_ :-·: --- ... --+----------

• 

0 10 
./ 

0 Or:" 
; _) 

• 

t) ., 00 ~~:, , 

• 

• 
• 

• 

Een ·tweezijdig begrensC betrouwbaarheidsinterval is te 
• 

en 
• 

• 

te:, ell jl,e te f?:ebruiken D r.::1· 
'·~"' 

• 

' 

' 

Onbetrout-r
1oa~1""lheic;J 0 clremne-l ··," ··1',ln r:) · Deze benaderende . ~ "I t.. .. . .1 o . .. t" _ .. ,.J l- ..__.,, t_ . 0(. , "" . ., 

• 
' 

zi Jn voo1-'\ •.··:L: act it➔ che d<) e :Le :j~ ncien V() ldoende bE: t rouwb aar, 

f o r·rr·1u 1 e ~.:. 

zol an:~. 
' '" ,, 

, 

ne niet te klein is, b.v. niet klelner cl E~ n r.> • D a a r e 
' . niet: be.:-... 

. 

kend is~ zal men zich uit de waarde van x een oordeel over de 
• 

bruikbaar1heid moeten vormen. Men kan dan als werkrcgel houden 
• 

" dat zij bruikbanr zijn; als x niet l<lej_ner dan 1~ is •• 

Is x. f;. root dus n ook J d~1n zullen bepaalde termen in de 

' 

genoemde f·ormules zonder bez\~.1,:1:-:'1r v8rw::1,.rloosd k11r1ner1 wo1-:det1.-" 11:L .. 

i_ l e ,, e · .... c: r · e r·1 <~ ,. e e l' ·. ·. ... ... · l; 1 i n c:i f? 
• # ~ 

no. e r·r· le _·•IJ' ·• -.. -r · e' e" \' , c:• ,r_• • ·, • • ·n d e 1• e ·• --· ~ · · ,. , ·{ · , r1 1 r: ·""' ·1" n p· 1 a a t· ,... v a n I") ,-71 . De J·'.·.· (J .. :i~ l • • t. l~> !. L .. .,l 'C, J.. (.,;t. . ..1.. I..., i,._) I. l ·:,, 1 / ,-l . ,.,...:;: !. J. . ;.,) ( ,~ , ~ .. 
• 

' 

• • 

mules Wt:>rd.en dan veel eenvou<~2:LL1;er; '-'~·1.j gaan over in 

J.,5;3 e*(x) == .1 .. :x + 1 .. 65 . n ,, -~ ~ ~0 .- :x.) . 
rl • 

en • 

• 

·. 3.5;4 · x.r t1-X) 
1 " ,,)., . <I U !I PO. It a• : . .. n . 

• 

met in plaats van 1,65 de in tabel 3.rv. vermelde, 
• 

lende waarden van behorende constanten. • 

• 

• 

• 

• 

• 

. ' ' . . 
' " . . 

. ' . . . 
. .. ' ·, 

. . . . 

. . . 

. 

. I'· 

. 
' . 

_,·" .. ··.·.·, . 
. ' . " . 

·: .- . _. ' ' ' ; 
-, . ; ' "·, , ' ,. 

. ,, ' •. . , ' 



• 

Tabel 3.IV 

Waarden voor de constao.te 1.n de for1 m11les '3 !,,.:;' 
• _,J) ....,., _____ ,_, ___________________ _...., ______ _ 

verschillende waarden van oc ------··-----------
ex. constante • ,, , . d . 

eenzl~ lfu 
• 0~10 1., 28 

0 oc:-, 
!J -·# 

6: 1, -

o.,02··i 1 <16 , ,,I 
• 

0 oor-s , ' 2,58 
• 

en 

' 

• 

Men kan zelf, door vergelijking van de uitl<omsten van de 

la ""'tC'lte J-tfE"::ie f· )rmulE)I""' tn,',k (1J""'< r·e·r•f"~-e t' ,, 0 e ·••i••,rr,'"'i.l,rlr·e:'.11' j 1r nagaan 01''" _ ct · u · \., ,", ~ ~- . (_ , . . . ·, .. i 1 , c~:; t, , .,, ,.;; i-:; ., "· i::·, t. · , ,.\ t:: - t: i (.; I •. ~ c:: ~ N n .J.. . (.,. i'l. • · . . . 

den ki1n 

0 1'J ~z, a~ ·, 7 en .. '\. v,.," 
•11m :itn:J wS:J ¾; ilflM I A I Q 

3.5.a .. U~i.t een partij goeCe:r1 en ttJordt een ::1teekpr1oef van 2:""· 

exemplaren genomen. Hie:r:·onrler bevinden zich 2 defecte exemr:~lc:1•· 
• 

ren. Berelcen een bovengrens vc)or de frac tie de fee ten in de ;.Jar•-• 

tij met~= 0,05, zowel met f'ormule 3.5;1 als. met formule 

3c5;3 ,. Vergelijk de uit 1{c)ms·ten onderling en vergelijk ze met. 

de door t abel 3 .. I aange(j;even waarc1e v c'in e*(x) .. 
• 

3e5.b. Voer dezelfde op(~ave uit voor een steekproef van 100 
exemplaren, waaronder 15 defecte. _ 

3.5.c. Om te onderzoeken of een oesterbank voldoende parels 

bevat om exploitatie loner1d te maken, warden 2000 oesters opge­

doken. 6 Oes·ters bleken b:l.t:J onderzoek een ~)31·•(:::J. van ~nige cammer•­

(i ~L ~ 1 e w a a r .._i e ·t e be v c.l t~ t; e t1 • We l. lc e v o or de g e s t e 1 de v r a.a g be 1 a nr,·,; •-

r i j k e c.onc.lus ie kan men hJ.ei:,l.1.~l~ t trelcken, als men wegens de 
. 

grote kouten, die aan exploitatie verbonden ztJn slechts een 
• • 

onbetrouwbaarheid 0,005 wenst toe te laten? 

-3.b. · Betrouwbaarheidsgrenzen voor kleine waarden van ne. 
Voor kleine waarden van ne> hetgeen tot uitlng komt in 

' 

kleine wasrden van x, is de lJoven beschreven benaderingsmethode 

niet erg nc1uwkeur1.g er1 cie ,;rr:tf ieker1 ui t DIXON and MASSEY zijn 
• 

in dat geval bovend1.en slecht afleesbaar. Voor dit geval is 
• 

echter een ande1:e methode bcschik~aar, die ecn goede ben~derJ.nB 
. 

geeftj alE3 n nict te klein :~sm Bij· deze methode maakt men ge­
¥. 

brll:L·k van ta·bel 3~V, waa:r"iLn isrenzer1 v_c)or n·e staan aangegeven 

voor x - 1} ·••110 en voor verschillende waarden van oc. De· aan-
• ' 

gegeven waaride van ex. ·t::, eenzj~Jc.1J.f~ en ~seld t dus voor. ieder ~an 
' :, ' ' 0 ' ' . • 

de grenzen af~zonderlijk .. Oolt h1.er· geldt., dat de bij een tweez:l,j•·.· 
' ,.,.,-,,, 

' . 

clig inter~va~ behor·ende onbc~tr-:<)uwbaar·heidsdrempel gelijk acin 

20<. • 
lS ~ 

' 
' 

. ' \' ' 

. 

' • • 



' 

• 

1 ,V -· ___ __,.;;;. __ , ··-· ti 

Bctrouwbaarheidsgrenzen voor ne voor x 10 i> 

~--------"""i'· ----------------~~~----, 
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4,7 
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1 c::} l.i. ,, l .,. .,, 

Men ::: e b r u i 1{ t de t ab(; J_ ct 1 s v o l fi: t , Z i ,j 1·1. o t1 cl e r1 r1 e rw t en x ~: · o · ·· 
• 

de gevonrJen > d an 1 e est men <·le ['~€:: zo c!ht e f~,re nr-3 
\ 

bij de gekozen oc) 

uit de i:nbel af en deelt dezc door n~ Dj_t geeft de gewenstc 

grens voor e. Ook in di~ gevol zc)uden wij d~ tnbcl door ccn 

grafiek kunnen ver1 van~en, maar daar wij bj_j deze benaderini; alle 

e;renzen nlc voor ieder,e n ~n voor een aantal 

voo r k J_ e ~'- nE:;1 

en 'klc i ne r~1 

x. en g.r,o t c r1 _;, 

of gr;ote x c;n 

,...t e { .... ····1 ,_.· .. ,.-.t 
i.; . ._, . '~ L 
\,_,.,, 

rrl ,... , · •·.·, n i·• t;-· t· 
C

., I ., 
((..,.._,. ·. 

z o d a t er n :t. e ·t 

voor cit:3 g:ev al len: kJ. E1 ·i_ ne x. 

In het laatste geval knn mnn 
de in [) a r .. 3 .. 5 b e s C! hr even i · c) ·1:· 111 tt l c s r:~ e ·t> r u i ken . He t g e v c1 l v c1 ·r1 

. . 

t{l e 1 ne :x, e t1 kl e j_ ne 11 t{a n E:vcr·1t.: enfJ m(-:i t <:le ze 1-- o rrnul es vr i j gc) e d 
1 warden 1Jehandeld, 

n 
als verwijderd is. Men 

• 

. lie t g) e v a 1 ~ v an t< 1 e J. n e 
:x. 
·1 ·-( 1.:. 

handelin:--, di.e ~r1 \j h.ier: n~Let zullen besr>re1{en, 
' 

vergelijk de uitkomsten met 

• 

gedokenJ heeft daaraan zovcel wer1k 
' 

of hij de volgende keer dat zoiets 

• , 
• 

• 

rnc7t l1ehulp van 

verk1,.,e f1,ene .. · 
. .,., 

tabel 3~V • 

en 

' 

gehad dat hij zich afvraagt~ 

voorkomt niet met minder toe--
• 

,. 

. 

kan., f·Ii j c1en1ct !I da t e en scha·t·tj_ng, waarbij beneden- en bove11g:rie11.s ,, · · 
- . .. 

. - . ' 

on~1eve e :;:- O 2 01 van e lkac.1r verschillen 3 met tweezi jd1.ge onbet-r·ouw~'".· ····•.·•·····:· 

baarheid 0,05, bij een oesterbank, waarin ongeveer ~ 

oesters cen parel bevatten$ ruim goed ganoeg is voor 

indruko Hoeveel oesters zal hitJ daarvoor ongeveer op 

. - ' 
. 

. ' . . 

duizenu .. ·~•.·.·.·.··••·· ... ••··· per 

een 

moeten 

; . 

. . ' . -
' ' I : •t ' ' , • ; 

e. 1-:.1 - .. ·• s ~t- e · , ·· 'i · 
",J ' ,. . ,_. " 

...... , -.,~ .'-- ,: .:/-'=:: 
. ' ' . . . ' _, .- . . 

• . . . ,. . . '. 

. " . . . . 

d~t...1.lken? . ,. . 

. 



Hoofdstuk 4 
• 

Experimentele voor·waarden 
• 

4 .. 1.. Formulering en toel1.chting ~ 

De in hoofdstuk 3 beschreven methoten zijn alleen zeldig, 

indien de methode van steek1)roef nemen aan de volgende voor~-

waarden voldoet: 

a O Eis van gelijkwaardighe· 1.d .. Indien men een lanp;e reeks van 

steekproeven van dezelfde <·)tnvang n u1_ t Ctezelfde 1Jopulat :1.e TT van 

omvang N neemt, met teruglegging van de getrokken steekproef 

·voor de volgende genomen wordt, dan moe·ten alle mogelijke steek­

proeven in deze reeks ongeveer even vaak voorkomen .. 

b. Eis van onafhankelj_jkhej_d .. Beschol1t~1t :·11en in een dergelijke 

lange reeks alle steekproeve11.v clie ge·Lr1 okl<:en zijn dJ.rect na 

steekproeven of na groer)en van steeJc·~)rcJeven :; die een bepaald 

kenmerk bezi tten, dan ko11·1en in deze cleelreel{s, als die lang 
• 

genoeg is, eveneens alle mogelijke steelcproeven ongeveer even 

vaa\{ voor .. 

Toelichting ., Om deze voorwaar·den nac..ier te beschouwen den-
• i 1 I I 711 71 d lt C 4 

· ken w.: j ans de erv1ten genummerd van 1 t m N Voorwaarde a hoi..;.dt 

nu bv. in, d·at onder een lange reet<s van steekproeven van om-

• 

vang 1 
, I 

dus van een erwt ieder alle nu1nmers van 1 t m N onge-

veer even vaak voorkomenc Het is dui_delJJlc, dat wij; om dit te 

c 1~n tro leren 1 de lengt e van de reel-<:s ve 1 c~ 1·t,1(11 en de .. 1 enr?;tE: t--1. zul-· 
• 

len moeten geven. N~ettemin is de voorwaar1 de ~in principe'con-
'· 

troleerbaar en de mathemc1·tisc11e statis·t=i.el-c beschikt oolt over 
• • 

eenvoudiger uitvoerbare methoden om de voor~raarde te controle­

renQ Deze bespreken w1j hier niet in eJctenso; maar ~~n ervan~ 

dj_~ voor ons probleem relevant is, geven w1j kort aan. • 

Het gaat er ons nlo in feite niet omJ d·at alle nummers even 
:Iii' 

vaak uit de pot \{omeno manr dat de rocie en t ~ groene erw en in de 
• 

goede vert1ouding te voorschijn komen~ Z1.jn er nu k rode en dus 
• 

N-k groene erwten in de pot 1 dan houdt voorwaarde a onder andere 
' • 

in, dat in een lanse reeks trekkingen van 1eder 1 erwt de ver-
, ' 

• 

houding van de rode tot do groene erwten ongeveer geliJk moet 

zijn aan 
k --. f'.i _ k 

Hat is duideliJk, dat dit·reeds voor veel kortere reeksen op 
• 

mo~t. gaan dan vooiwaarde a in de uitgeb:.eide vorm~ Voorwaarde b 
• • 

• • 

betekent bv., dat in de ·trekkingen dir·ect na het trekken van 

·' 

erwt 'nr. h ook \i\Teer alle nummers h zelf inbegrepen ongeveer . ···· 

even vaak voor moeten komeno Om dit te 

dus•een nog veel langere reeks hebben; 

' 

controleren moeten wij 

omdat wij nu de deelreeks . . . 

' , . . 



• 

van de na erwt nr.h getrokken erwten beschouwen, terwijl erwt 

nr~h in de reeks zelf maar ongeveer 1 op de N maal voorkomt 0 

Ook hier kunnen wiJ weer vereenvoudigingen toepassen~ Zo kunnen 

wij bv .. in plaats van het kenn1erk ''nr _, h 11 i.n voorwaarde b 

substitueren het keni-nerk ''een eve·n nurr1mer dragend''; dat veel 

vaker dan '1 nr .. h '' voor1 zal komen en ct:l_le op even nummers vol­

gende erwten beschouwen,, In die deelr··eu'.,c:s r11oeten dan alle nutn­

mers weer ongeveer even vaat{ voorkomen. Oak kunnen wij j_n deze 

deelreeks niet op de frequentie van de nummers van de erwteni 

maar op de frequentie van even en oneven nummers let.ten en na­

gaan of deze ongeveer geJ.1jk zijn ✓ En, wnar het problemen van 

rode en groene erwten betreftJ kunnen wij de nummering buj_·ten 

beschouwi.ng laten en alleen op de kenmerken rood en groen let­

tenc Dit maakt de zaak weer veel eenvoudiger; wij krijgen dan 

een reeks als bv. 
' 

r gr g g oo•oeo 

k r· 1 s voorkotnen, 
N_k 

g g g r g g g g 

waarin volgens voorwaarde a ongeveer 

terwiJl dit volgens voorwaarde book het geval is in de met p·Ljl-

tjes aangegeven deelreeks van waarnemingen direct na een g ver-
• 

richt en evene~ns in het complement van deze deelreeks, d~t be-
' 

staatui uit waar1nemingen dJ_r~ect na een r verricht. 

Deze eigenschap b moet niet alleen gelden voor deelreelrsen 

direct nag of na r~ maar ook bv. voor de deelreeks van waarne­

' mingen, die op tweetallen gg volgen~ of op tweetallen gry etco 
. ' 

In het algemecn ,,voor· dee11,eeksen volgend op .groepen waarne1·i1in- .. 

gen, die op de 6ln of andere wijze ziJn gedefinieerdo 
' 

Wij hebben de voorwaarden a en b nu uitvoerig uiteengezet 

voor steekpro8ven van omvang 1~ Voor griotere steekproeven gelden 
I' . 

dan analoge voorwac1r·den~ (ile v-1iJ, orr1 het eenvoud:1_gste gev·a1. te 

nemen, ui teenzetten voor n - 2. .. Ui t de nummers ,~ ... ~N kunnen 

wi j .. 

N(N _ 1) 
A. 

( notatie : ~ ) 

' 

• • 
• 

• 

verschillende paren vormen en,dit is dus het aantal mogelijke 

steekproeven van omvang 2o Deze moeten nu alle ongeveer even 

vaak voorkomen en eis b houdt bv. in dat dit in de deelreeks van 

steekproeven~ direct vol end op steekproeven met de nummers 1 
• 

en 2 of 2 andere willekeurige nummers oak het geval is, enz. 

• 

letten, ,nnen wij niet zeggen: er zijn 3 mogelijkheden, te wet~n· 
. ' ' . ·- . , 

-- ., 



• 

' 

, 

4.1;4,2;4.3 

A: t-wee rode 
• 

' 

; ✓ J i 

B: een rode en een groene 

C: t-wee groene, 

dus komen deze drie combinaties in de steekproevenreeks onge­

veer even vaak voor. Het fundamentele feit is nl,, dat alle mo­

gelijke steekproeven o~geveer even vaak voorkomen en dat deze · 

uit geheel verschillende aantallen met de kenmerken A; Ben C 

bestaan. Zijn er nl. k rode erwten, dan kunnen wij deze voor 
7 het gemak de nummers 1, ... ~k geven en de groene erwt-en k+1) 

• 

. . . jk+n. Het aantal mogelijke steekproeven met kenmerk A is 

dan 

en dat met kenmerk C 

en dat met kenmerk B 

' 

• 

k(k_1 
.2. 

-- k 
2.· 

• 

' 

• • 

• 

• 

' 

' 
• • 

• 
• • 

• 

' 
• 

In deze verhouding de som der drJ.e aant-allen is., hetgeen 
' 

men ter controle kan uitrekenen 3 gelijk aan N(N- 1 ) komen ~an 
2. 

voor. de kenmerken A, Ben 
~ 

C in een reeks ongeveer ' 

. , 
. ~Esav,~. ., 

, • 

4c1.a. Aan welke eisen voldoet de volgende 
.. 

rij ' get·allen wel en 
• 

• 

aan welke niet, als wij deze rij beschouwen als een reeks steek-
' 

proeven van omvang 1 uit een populatie n1et 

12.31231=<.?> .... ·.r •• 
• 

4o1~b~ Beantwoord dezelfde vraag voor de rij: 
• 

1112132.122233132oD11121321 ... ... . • 

• 

' 

, 

• 

• 

. ' 

• • 
• 

Indien men de bovengenoemde voorwaarden kart en wat minder 
" 

exact wil samenvat ten, kan men di t als volgt doen. . · 
• 

• 

a. Alle elementen van de populatie moeten bij de steekproef-
• . . . 

name gel i jkwaa1-idig zi jn. Zi j komen symmetrisch in het probleem 
• • 

. 

voor en onderlinge verwisseling of: permutatie 
•, 

verandert niets 
,.• 

aan de situatie .. ' 

• 

• • 

• 

• 

b. Bij de trekking van een nieuwe steekproef in een reeks 

, is het re~ultaat van de 
• 

• 

vor1_ge steekproeven van geen enke·l be-·. 
• • 

• . ' . 
lang,. De nieuwe s teekproef is geheel ·onafhankel·ijk 

• 
van alle vo~ 

rige stee roeven. 
• 

• • 
• 

• 
\ ' ' • . . 

. ' ,·' 

• • 
. 

• 

·steekproeven met en zonder 
I l L II ffliilli lip. I ••, .r fa .. _HIP I • J fl_! r o 11,Pws I J# It:. 1111'1711 a, ail II a: 

•• • 

' . 
' : ' .- .. 

' .. 
" : 

Men kan een steekproef 
• 

' . 

van omvang n > 1 . · b. v·. met n -~ 
• 

· in eens nemen . zoals wij in 
~ 

ho.ofdstuk 2 hebben 
' . ,_,.,_.,.• 

geqaan . of hem· .. ,·· · · ..... · 



• 

' ' 
i 

I 

• 

.... 
,t1 amens t e llen uj_ t~ 11 , st e ekproev er1 v a11 c)rr1v" :,:1n11. 4 ( of in h'f t .a lg;e-

,. 
' 

me en U i. t e en a an''t· ..... 1 ~·1 t eek -~) I,.... 0 .,-. ·v en n·1· e t (" 1"'1 V a· n· n < n· - In he 1: e er s t e ., r.:l _ i:> · 1-- . .,. l; , ,1 ),~. .• ~:; w 

. ' 

geval spree kt men van s tee~-c1Jr1oe,Jen .~9-~ .. c::ler1 
... te_ruglegg~"ry5, j_n het 

with replacement, omdat in het tweede 
' . 

wordt tepuggelegd voor de v9lgende na 

geval de getrokken erwt 

roeren setrokken wordt. 

Het is~ duideliJk, dat deze procedures niet aequivalent zijn, 
' 

daar irt het tweede geval eenzel£de erwt meer dan ~~nmaal in een 
I 

steekproef voor kan komen, terwijl di.t ·:;11 het eerste geval niet 
• 

zo is. In de practijk ontmoet men meestal steekproeven zonder 
' 

teruglegging, terwiJl de theorie gemakkeliJker is voor steek­

proeven met teru~glep~ging I Als n << f'J 'is) is het versc.hil tusscn 

de twee methoden ger~ing, ,.t1aar., er dan t(~)cJh relatief maar weinifJ 
' 

steekproeven met meer dan ~~nmaal dezelfde erwt zullen voorko­

men-als men met teruglegging trekt« Daar bovendien zeer vaak 
' 

n << N ··is, wordt het ··verschil meestal «;e1"lwaarloosd .. Ind~len n:.i e L 

anders vermeld isJ zullen wij steeds onderstellen, d~t deze 
\ 

1 " d d + ,, 1 k d verwaar ozing esgewenst zoner erns~1ge gevo_gen· an· wor en 

toegepast" 

, 

Deze kwestie hangt sarrien met het .f1eJ.t., dat de voorwaar-• 

den a en b van par. 4*1 in het geval van steekproeven met terug-

legging uitsluitend gesteld bet1oeven ·te warden voor steekproeven 
• 

van omvang 16 Zij gelde~ dan zoals experJ.menteel kan warden 
. \ 

nagegaan en ook door berekeningen aannemeJ.ijk gemaakt kan wor-
• 

• 

den automatisch voor grotere steekpro?venJ indien deze met 
• • 

teruglegging genome·n worden,. zociat zij ·i_;eschouwd kunnen warden 
it 

• 

als verkregen door samenvoc:f~ir1e1 van steek1)1.,,oeven met omvang .1" · 
• 

Bij steekproeven zoncler teruglegging kan dit ook·, maar dan ver-

andert de pop~latie bij ledere ~tap van het proc~d~, doordat er 

iedere k~er een erwt uit genomen wordt; d~2rdoor warden dari de 
• 

berekeningen ingewikkelder. Als t1 niet veel kleiner dan N is J, 

gaan 

4.4. 

• 

in de buurt 

houden. • 

1 van komt, dient men hier rekening mae te 
• 

• 

Invloed van de voorwaarden~ 
• 

- De kern van de in hoofdqtuk 3 behandelde rnethoden is, c1at· 
' 

wij d~ onbetrouwbaarheidsdrerripel ~ kunnen inter~reteren als een 
• • • • • • 

• • 

bovengrens voot,·a~ fractie van het aanta~ foute conclusies, dat 
• • • 

'l> • .. ' 

men in ,een lange reeks van resultat~n .ongeveer ~al vinden. Deie · 
• • 

' . 

~ ., ~-
. i . ' ' ·- . . ,~ ' 

\ 
' 

' 

. , .... 
• • • 



' 

• 

van ex. stellen naarmate aan de gestelde voorwaarden· nauwkeuriger 

voldaan is. 
• 

, Ter toelichting hiervan beschouwen wij de in hoofdstuk 1 

en 2 gebruikte pot met erwten. Deze pot bevat 1201 erwten, waar­

van er 94 rood zijn, zodat voor deze pot de nu niet meer onbe-

kende e gelijk is aan 
e =· 0,0783. 

• 

Beschouwen wij nu tabel 3.I, 

tabel gegeven bovengrenzen voor 0 

dan zien wij, dat alle in die 

groter dan de werkelijke 

waarde zijn, zodat wij voor n = 25 bij deze pot erwten steeds 

tot een juiste conclusie komen. De werkelijke onbetrouwbaarheid 

is dus voor de bovengrens gelijk aan O in plaats van aan 
-

ex ... O, 05 C, Di t kan men echter slechts te wet en komen, als men e 
kent en dan gebruikt men geen st'eekproeven meer om e te bepa­
len. Niettemin blijkt hier uit, dat ~ inderdaad een bovengrens 

• 

' 
1s voor de fractie fouten~ die men kan verwachten, en dat dus 

de toevoeging . '1 drempel 11 in de term 

niet overbodig is~ 

. 

'
1onbetrouwbaarheidsdrempe1 1

' 

' 
' 

Wat de ondergrens betreI't, is het maken van fouten wel 
' 

mogelijk. WiJ zien uit tabel 3.r, dat hier een foute conclusie 

getrokken wordt, zodra er in een steekproef van 25 5 of meer 
. 

rode erwten g·evonden worden a Di t is in de· twee reeks en IV en 

V van 100 steekproeven van fig. 2.2 in totaal 12 maal··het ge­

val, zodat de fractie foute conclusies in deze reeks van 200 

maar toch dicht in de buurt ligt. Met dergelijke afwijkingen 
. 

van de waarde van~ moet men steeds rekening houden, zolang 
,. -, . 

• 

~ de reeks experimenten niet veel langer dan 200 is. · 

.. Voor n = 100 zie tab el 3. II 1s bi j onze pot erwten de 
- ' 

bovengrens nog goed voo_r 1:f = 5 · en lagere waarden hebben wij in 
• 

reeks VI zie figG 2~3, niet gevonden, zodat hier voor de 
' 

bovengrens geen foute conclusie gevonden wordt, al is dit voor 
• 

• • 

n 100 wel mogelijk b.v. als w· y = O, 1 of 2 gevonden had-

d€n; de· daarbij behorende bovengrenzen, d.ie niet in tabel 3. II · 
I 

opgenomen zijn, be.~ragen 0,03, 0,05 en 0,06 en zijn 
• 

steeds weer: bij de door ans gebruikte -- 1:,0,t erwten . 
• • 

grens is nu fout voor1 ~ i:· 13 en dit kw-am in reeks VI 
• • • 

. '~ . 

dus < e . , 
De beneden-

16 maal 
voor op 100 experiment~n in totaal.,- zodat de fract1e· fouten in -

is· 
• • -

• 
. . . 

• • • ' 

., . - We · sie,n ~aarui.t, dat in di t gev9-l ,de v:roeg~.r gegeven 1nte·r~ 
' . .,, ,- .. _-_,:. }., 

_, ' . . , 
I . .· ., • . 

' 
• 

. pr·et,atie.van .. ~, nl. ala d$.frect1.e fo.ute conclusies, niet·OPi~t~i:t . .✓.~•:4 
' ·•• ,J.:,,.,., .. _c ·.-• ~-,, :•:.<'•',Y7 '''•< 

.. 



I • j ' 
\ 

De oorzaak hiervan is te zoeken in het feit, dat de voorwaarden 
• 

van paro 4.1 in het geval van onze pot met erwten niet voldoende 
' 

zijn vervuld. De erwten zijn verschillend van grootte en ver1
-

moedelijk zijn de rode erwten gemiddeld grater dan de groene. 

De grote erwten hebben de neiging meer boven in de pot te blij­

ven hangen, terwijl de kleine gemakkelijk naar beneden zakken° 
Hierdoor wordt voorwaarde a ernstig verstoord en het resultant 

van steekproeven zal sterk afhangen van de wijze, waarop men de 
• • _,,, 

·· steekproef neemt. 

• 

• 

• 

Om proefondervindelij\[ na te gaan of dit inderdaad juist 

is, hebben wij twee reeksen van 100 steekproeven van 25 laten 
trekken door twee verschillende p,roefpersonen, waarvan de eerste 

• 

de pot op tafel liet staan en, na zorgvuJ_dig roeren, de steek-
• 

proef nam door het plankje vertica81 in de pot te steken en daar-

na te scheppen terwijl de tweede onbewust en voor het gemak 
' 

de pot in de hand hield, minder zorgvuldig roerde en de steek-

proef meer uit het bovenste gedeelte van de pot schepte. Het 

resultaat vindt men in de turfstaatjes van•fig. 4.1, waarvan 
het eerste reeks IV van fig. 2.2 voorstelt. · 

• 

• 

• 

I 

0 1 

• 

• 
• 

t 
• 

# 

r 

• 

• 

I 

' 

0 1 

.. -genomen .. 
' ,I 

• 

.. 

5 

reeks IV 

n 25, m 
' 

-

• 

6 

• 

reeks VII 

n = · 25s m 

• 

• 

• 

6 
• 

100 

• 

• 

100 

• 

' 

Het·versehil is inderd~ad duidelijk te 
I , , .. . - , : 

zi~n. Reeks VII. 
. . . . 

. . .. 
' 

bevat · aanzienlijk meer steekpr9•ev-an met. .. v,eel r.ode erwten dan . . . . 

- ~ I 

reeks. ·.IV· ........ en veel · min ... d.•. e.· .. ··.r.j.i,;i\~ln .. e.· .. ·t 11 
.. · ro.d.·. e . e .... ·r,.,w. ·"t•.·,· ... H··et· a~n·tal· r··· ..._, .... ·· ·. · ·.•· 

_ " ·.. . , . ,~I,. I~ . .· .. · · Cl . .. · ··. ·. 0 U 4~:;~, ,~'Q.r •·}I; .;: 



; 

• 

• 
,, • • 

clusies in reeks VII 1.n dit geval gelijk aan het. aanta:l 
• t .' 

malen, dat x_ ~ 5, gevonden werd is d.an ook zeer grootJ, nl O 1t.), 

dus vee 1 grater dan door ot = 'o, 05 aangegeven wordt o 
' 

• 

In de regel verkeert men· niet in de gelukkige positieJ 

waarin men na kan gaan, hoe~eel foute 

worden en derhalve zal men s,teeds bij 

conclusies er getrokken 

het nemen van 
' 

• ' 

proef moeten trachten zo zorgvuldig mogeliJk aan de 
• -

een s tee1-<:-­

in paro 1~~'1 

genoemde voorwaarden te voldoeno De wiJze, waarop dit kan ge-
• 

• 

schi~d~n,wordt 1·n de volgende paragraaf besproken . 
• 

-
• , 

41
0 5 o Hulpmiddelen voor he t nemen van s ·teekproeven. _--,,,11 __________________ _..,_. 

Uit het voorafgaande is het duidelijk, _dat het voor de 
' 

/ A f 

toepassing van grbot belang is, dat aan de voorw~arden a en b 
• 

zo goed mogelijk voldaan 1s,. :Nu blijkt dJ.t bij een pot met 

erw·ten reeds op moeili jkheden te s t-ui ten. Men mag dan we 1 ver--
• 

• 

wachten, dat dit btj andere populaties nog veel moeilijker J.s~ 

Bij het onderzoek van een menselijke po·:;)ulatie b. v. is '' goecl 
• 

roeren'' niet letterlijk ui tvoerbaar., ev'?nmin trouwens bi j de 
• 

. meeste voo~werpen. Men moet d~n dus naar hulpmiddelen grijper,G 
' . 

' 

' • 

gaan. Nummer de elementen v~rr de populatie, waaruit een steElc-
.. ~ 

proef genomen moet warden in een willekeurige yolgorde. ·Bij me~-
• 

selijke populaties· b .. vo alfabetisch-lexicografisch en naar ge-. 
' , 

"' boortedatum,~ bij een serieproductie naar d~ volgorde van fabri-

cage o~ verpakking, etc. Construeer vervolgen~- een modelpopula­

tie met evenveel genummerde elementen bf>vO een pot met allemaal 
' 

zoveel mogelijk gelijke kogeltjes, die de nummers 1~ ... ,N dra-
' gen. Controleer of deze model-populatie aan de gestelde eisen 

,,. -· ,, .,, ' '"<'ill~ <.co' ,, . ,, . . ' 

J 

vo·ldoet en neem, indien dJ.t het geval is., e.~;p steel,cproef van 
' . .. 

de. e;ewens te omvang ui t deze moide:tp·o.p·ulatie •. · Neem vervolgens ui t 
"' . 

de te onderzoel-cen p0pulatie de e lementen met., .,je*elfde nummers al.~1 
. ·.-·.'. .;:·,, ":,~-:,;·4!£J~'ft;,\('t_~,; .• ••' " 

.·_ ·' :, ,; :·re;;;~ 

in· de s teekproef ui t de ~odelco+l~cyie eq. ~~;schouw deze elemen-
i'" ,:·. ,. ~\-. /_i/·. ' ' '. 

•f-_ · ,-,••Y•/'•¥ -10•-' •'< ••, . ' ,' ,"> •;:-, I 

ten als de gewenste ste_el{proe.f. Op 1,";: i'~- wiJt,ZS is dan toch aan de 
·~---- ,;%:.-·, ''•'I ,,,-. ,;,.__ 

' '"'~ 

eisen a en b voldaan en ·wel in dezelfde mate als de 
' modelcollec--

·t ,. • 

tie·aaaraan voldoet. Meti noem·t dit proc~d~: trekken door loti ... ng · 
·of: aselect trekken 

digheid kaR 
• • 

genummerd , · 

~ ,, 

• asel'6ct · ·· zon<ier v.oorkeur .. Met enirse han.,~ ··. 
A I " -~, .- ,,-,: ,,;, . . , ,,. " 

men '!olstaan. me-t een model1)opulat,~
1
f2 van 10 eleraentenJ; 

. I ~ 
. • '• 1 

• ·• • 
• 

·o, 1,2,. (,. ,"9, . ,, 
' ~ ~ 

I --"''" ,. •:,·· .,• ... .i -·- ' ,' !t· 

waaruit . . ,, . . \.. . 
. ' ~ ' ..., .· ~ ~ ~- ' '"" .. ' ',.,-ill 

' . . •- , . 

Indi.en. dit procede aan de eisen a -en .. b voldoet voor n 
. ~- . .. ' . - ' . . 

' . 

' . 
• • 

• 
' . 

' . 
', "': ·;: ' .• _, __ 

. . ' 

t ,..,., e· : ''k· · · .. ·· t"' · · · J:... ·, ,. __ >. J ' • ' 

. ·,-·•., ..... ,Q. . 

' -·-· . -. 

• • 
. •,.' ''..-~,-. ·. 

' : . -~ , . 

1 .. ··· en· dat 
' • . . 

\ . ' " ' J . ' . . 

~- ,~ ,_' .• .. . . .. . . . -· "j "'·"''i,, ,. ,'' . . 
.,. , , . ., '.,,\,•,''c ,pl , . ••- . . ' 

' . fl!• ,•• , ', ! , ·-,,,:j.,,'>,.- ·::i,q,J• • ,r\;,• _ ,- , 

• 1 - - • - • ' • , .,{·'·,··.'.,,, ,;f;, __ · .. :A-' en men 
-· . . .- .,_ . . ' -. " . , • f.l! .• , ,. ' . I ·, ~· . h• ' '·,· .• ·- '.",,' . ' ' '·.' _". ' .·· ' '. ' .• ,, ,., ·''-1' ; ; ' ,f' . ✓- '· ,_, :... ,. _jlll--

,; we·n,s t b.vo ~:en s:te · ·}':rc;::i~f van"1 50 elem~nteh uit een p.opulatie m. .. ~t, 
'_;-, .. , ',.·.',-.·. . ' ,_, .. 

• C 



N 1000 te trekken, dan kan men als volgt te_ werk gaan. Trek 
' 

3 reeksen van 50cijfers uit de modelcollectie en schrijf deze 

in 3 kolommen achter elkaar. D~ 50 op deze wijze verkregen re­
gels zijn getallen :-s -J9S1, het getal O 000 daarbi•j inbegref)en. 

Ui t de van 1 tot en met 1000 genummerde te onderzoeken po1Jula~• 

tie nemen wij nu de 50 elementen, die deze 50 nummers dragen~ 

waarbij 000 als 1000 gelezen wordt. Is N niet gelijk ?an een 
• 

~-
mac ht van-10, dan moet dit proc~d~ · .. szins gewijzigd worden. 

~ 

onsaven. 
I n a d_.t.;.__ 1 I 1 

• 

4.5.a Gegeveri is een modelpopulatJ.e van 10 elementen, die aar1 

eis a en b voldoet. Verder is er een populat ie van N · 900 ele •· .. 

menten, waaruit een steekproef van 20· gen.omen moet warden, 

w~arbij eveneens aan de eisen a en b voldaan moet warden. Hoc 

kan men dit ber~iken? Beantwoord dezelfde vraag voor N = 170~ 
• 

4.5.b De hierboven beachreven methode leidt tot steekproeven 

met teruglegging. Welke verandering kan men in de methode · aan~• 

brengen om steekproeven zonder teruglegging te verkrijgen? 
' 

Wij zien dus, dat men op deze wijze ervoor kan zorgen, 

dat de ~oorwaarden a en b vervuld zijn~ De modelpopulatie kan 

bestaan uit 10 fiches in een vaas, genummerd 0, ... ,9 of uit een 
-

tienkantige cylindervormige dobbelsteen of tol of iets derge-
lijks. Deze mechanische methoden hebben echter vaak bezwaren, 
zoals wij bij de pot met erwten hebben gezien. Er bestaan bete­

re, op wiskundige methoden gebaseerde, wi.jzen om steekproeven 
• • 

uit een populatie met N _, 10 te verkrijgen, die zeer goed aan de 

voorwaarden a en b voldo~n~ Door toepassing -van deze methoden 
• 

zijn verschillende tab~llen van zeer grQte steekproeven gemaakt, 
' 

b.v. M.G.Kendall and B.Babington Stnith, ''Tables of random 
, . 

sampling numbevs", Cambridge University Press 1946~ Deze tabel 
• 

bevat 100.000 trekkingen uit een dergelijke modelpopulatie. 

Wenst men nu een steekproef van b.v. de omvang 100, dan behoeft 
' men sl~chts, beginnend op een willekeurig punt in deze tabel, 

de volgende 100 get~llen te nemen. Ook ~n het boek van Dixon 
' ... 

' 

.· ~~t:luec,te 2;etall·en, opgegeven. Mechanische hulpmiddelen z,ijn 
" . 

I ~ 

dan ov.erb-od'ig. 
•· _,.,~ ";,, 

Soms is het niet mogelijk de bovenotaande methode toe te 
• • • . ' 

p8&sen., . eenvoudig omdat het nummer.en van de te on•derzoeken 1::>0-.. 
. ' . " . . . . . 

# . ' ' 

pulatie onmogelijk is .· zoals b •. v. bij een onderzoek van viss.~n~ ... 
, • • I • a 

• ~ .. ·'II 
". ~- . . "" 

· in een · viawater1 .of van, de fauna in een bos of omdat niet a-11~ 
a ~ 

t ' • '•;,.,",c"•,•• F 

- _; .•· . s·(1.'··'·_.·-,.3,1t:·,,{~~ ·•,>',Jl\" ;,y-,.... ,.- \ 

elem.~:.nt,.~r:i·. vari·, de , te onderzo~en popui.atie b,ereikbaar .zi.ln.~. ( in~J 
,..,,,_.,' ,,.,_-J,. ,.,• -,W~IO\i-':Yt~lffil}_,f11~~.J*~:}i'""'·",.,,;,:-,:--•:~-•-~-/h,.'.,.,/.:hW'·:'cs:,,~Nfl;,,•,;"'""'. -· '·''·_')!••;1,--!- ·,.' . .· _-·-., ___ ,,,·,h.-~•-i1- - .. ,·' ,,,. '_ ' ·-. .,. -·· 

. , . ,. " . . - ,_. 'al . ,. <' -

dien. m•en b.~Y~:_een s'teekproef uit. de· 1o·f)ende praductie van e en .. ,·. :;};) 
_,_ .,,,.!;-

,, -~ '-~--' ;-.,11".1;·•' . . . . . . . ·, . . ·" . ' . ' . ,, .. 
:, . • < 
. ' . ' 



• 

fabriek neemt, ~an ·men geen exemplaren nemen, die reeds ver­

zonden zijn, of die nag niet gefabriceerd zijn o Soms stuit de 
# • 

methode ook op grate practtsche moeiliJkheden, al kan zij in 
' ' . 

' 

principe wel warden gebruikt. In dergel1Jke gevallen zoekt men 
• 

n~·ar een·steek~roefmethode, waarvan men verwacht, dat toch zo 
• 

' 

geed mogelijk aan de voorwaarden a en b vol~aan is. Wij zul:Len 

~aar niet verder op in gaan, maar wijzen er slechts opJ dat•: 

men zich steeds·goed rekenschap dient te geven van de .noodzaak 

om, voor zover mogelijk., aan deze voorwaarden te voldoen, in-­

dien men tenminste de in de vorige hoofdstukken beschreven · 
• 

-eenvoudige statistische technieken toe w:Ll passen. Is aan de 

voorwaarden slechts gedeelteJijk voldaan, bov~ wel voor aparte 

delen van a.e steekproef, maar niet voor het geheel, dan is men 
. 

• 

bij de verwerking van de gegevens aangewezen .op gecomplicee1,,de-
• 

re statistische methoden dan de hier besprokene. 
• -

4.60 Reek~en experimenten. 
Wij hebben ,in de voorafgaande hoofastukken gezien 3 dat 

de statistiek zich bezighoudt met frequentiequotienten van het 

optreden van bepaalde gebeurtenissen of kenmerken in reeksen 
• 

experimenten. In het bijzonder bestonden de experimenten in ons 

geval uit het trekken van steekproeven van omvang 1 of grater 

_uit bepaalde populaties~ Daartoe behoeven wij ans echter niet . . ' 

' 

te beperken. Het maakt weinj_g verschil of wij een lootje trel{-
' 

• . .. r -

ken uit een pot met b ,lootjes, die de nummers 1,2, ..• 3 6 dragen, 
' 

of dat wij een dobbelsteen op tafel werpen. In beide gevallen 
. ' 

is :de waarneming, die wij verrichten~ ~~n van de getallen 
' 

1,2, ..•• ,60 WiJ kunnen dus, naast het trekken van steekproevon 
• • ' 

ook andere experiment€n beschouwen. Deze kunnen dan trouwens in 
, 

de regel weer voorgesteld worden als trekkingen uit een popu-
• 

· 1 at ie .· 
I 

( • , , Voorbeelden. ------· ' ' ' 
• • 

' . Een/worp met een dobbelsteen kunnen wij beschouwen als een 
' 

. steekproe,f vart 4e omvang 1 uit een populatie van willekeurige 
, 

, 

grootte, bestaande uit in gedachten verricht~ ~orpen·met die-
. • i 

. ' 

.zelfde dobbelsteen. Een re~ks van n worpen met de steen stelt 
-

··~an een steekproef van 6mvang n uit die populatie voor. 

, Een meting van het soortelijk gewieht van een stof m~t be-. . ' . . ~ . 
• 

hulp van een bepaalde app,aratuur kunnen ,1ij beschouwen·· als een ,,·, 
•· ' . . 

' . ~ • f "' ,.. 

' . 
' 

ih gedachten verricht met. dezelfde. apparatuur.' 
• ' ' . . 

' ' 

' ' 

· N~B.' rn dit so:ort g.evallen. zijn steekproeven automatisch· steek~w; ( 
' '. ' 

·pr,oeven met teruglegging .. . ' .. ' ' ' . " ' 



' • 

' 

Onder deze voorstellingswijze vallen kortom alle experi­

menten en waarnemlngenJ die bij herh~ling onder geiiJkblijvende 
• 

~ 

omstahdighed~n verschillendG u1tkomsten kunnen geven. 
' 

• 

In dergelj_jkc gevallen is de popul8t1e veel minder scherp 
• 

gede~inieerd dan in dG vorig~ hoofdstulttccr1 hct geval was. De 
' . • -

populatie is niet concre£t, maar denkb0cl(lig. Niettemin kunnen 
. . . ~ 

w·ij Gr s,teek·fJroeven ui t netnen., maar wj_,j \cunnen niet meer 1.,echt-
. ' . 

streeks controleren of de cis van gelijkwaard1gheid eis a van 
' 

-par. 4 .1 v~rvuld is, dasr de populatie n'i.et concreet is E:n de 
• • 

elementen ervan dus niet meer genumm~rd kunnen warden. Er is 

echt-er wel een/ indirGcte methode. Ei.s a impliceert nl., dat in 
• 

twee of meer lange reeksen van trekkingen in dit geval dus van 

waarnemin~en, de fqn van de.verschillend~ uitkomsten ongevcGr 
. . . ' 

" ~ 

met elkaar overe~nstemmen. En dit kan men uiteraard experimen--
teel controleren. Eis b kan dan op soortgclijke wijze gecontro-

• • 

leerd warden: in de deelieeksen, bedoeld ohder· deze els, moe-
•• 

ten de fqn ongeveer gelijk zijn aan de overeenkomstige fqn in 

de gehele reeks. 

Het enige ess~nti~le verschil met tr8kkingen uit een con-
• 

' 

crete endus eindige ! - populatie is, dat men daaruit zonder 

teruglegging kan trekken, terwijl dit biJ reeksen experimenten 
• 

I • 

ntet op natuurlijke wijze mogelijk is. Overigens echter kunnen 
L . 

-dit soo~t experj_menten op geheel analo~;e wijze geanalyseerd 
r 

warden. De onbekende fractie e, waarvoor; schattingsmethoden 
" , .. 

besproken zijn, is dan het onbekende fq van een bepaald ken ... 

merk dus: van een bepaalde uitkomst J_n de denkbeeldige popu-
r 

' 

' 

latie, dus oak in een zeer lange reeks experimenten. De beschre-
• --- ' 

ven schattingamethoden stellen ans dus in staat om uit een ko1te 
' 

reeks waarnemingen een interval aft~ leiden, .waarin dit fq bij 
I 

8en zeer. lange reeks zal liggen. Daarbij dient dan het voorbe,. 

houd gemaakt te warden, dat de onbetrouwbaarheidsdrempel ~ al-· 
• • • • 

' 

leen dan dezelfde betekenis heeft als vroeger is aangegeven, 
• 

t' 
~ n 

· indien aan de voorwaarden a en bis volda~n . 
• 

' • 

Wat de voorwaarde b bet1reft kunnen wij hierbij nog opmer-
.. 

~en, dat men vaak reeds op grond van de wijze van uitvoering van 
• • • 

het experiment zal kunnen besluiten, dat deze wel vervuld is. 

Indien men b.v. e~n reeks worpen verricht met een dobbelsteen, 

na schudden in een dobbelbeker, is het niet goed denkbaar, _ d~.,t1 
• •• 

' 

de uitkomst van een nieuwe worp door de uj~tkomsten der vortge~· 
. ' . .. .. 

' 

w_orpen be!nvloed zal _ worden. Di t h,oudt u:l~ teraard ,niet in., dat 
• • ~- ' ~ 

alle uitkomaten 1·., ••.• ,6 gelijkwaardig moeten ziJn, dua dat de 
. ' ~ ' 
. ' . ' ' ' ' ' . ' 

. ' ' ~ 
• 

dobbelsteen zu1ver is. Ook voorwaarde.a moet niet als zodanig 
,.• 



• 

ge!nterpreteerd warden. Een onzuivere dolJbelsteen kan precies 
• 

evengoed aan voorwaarde a voldoen als een zutvere. Of aan a 
• 

voldaan is hangt nl.af van de wijze van werpen. De precieze 
• 

formulering van a, waaraan zowel een zuJ.vere als een onzuivere 
dobbelsteen kan voldoen, is in de vorige alinea te vinden. Bij 

' 

een concrete populatie, zoals een pot met erwten, spreken wij 

echter slechts van aselect ·trekken als alle elementen geli;J\C·· 

waardig zijno Is hieraan om de een of andere reden niet vol-. 
daan zoals bij onze pot.met erwten het geval bleek te zijn 

. ,, 

bi j een bepaalde techniek van s teekproefnemen., dan kan natuu1: 1
-

li jk nag best in twee lange reeksen van trekkingen het kenmerl{ 
• 

' 

rood ongeveer even vaak voorkomen. 
+ 

waarde a voldaan; echter niet voor 
.. 

voor de denkbeeldige populatie van 

In a.at geval is aan voo1~ ... 
• 

de concrete populatie, maDr 

vele dergelijke trekkingen 
uit de pot met erwten. Deze gaat dan ala het ware over in een 

• • 

ingewikkelde in het algemeen '1onzuivere 1
' munt, met een rode en 

een green~ kanto Hetzelfde geldt voor voorwaarde b. Schatten 
,I' 

wij nu e :1 dan komen wij in zoverre bed11 ogen uit, dat wij de e 
• 

van deze denkbeeldige populatie schatten en niet die van de 
' . 

' 

concrete pot met erwten. E«n deze twee kunnen sterk verschillen. 

Di t is de re den, waarom w-t,J bij een concrete 
\_ 

a en b strict formuleren, zoals in het begin 

populatie de eisen 
van dit hoofdstuk 

gedaan '1So 
• 

' 

Hoofdstuk 5o • 

' 

Waarschijnlijkheidsrekening. • 

5 .1. Het be. rip ''waarschijnli kheid 11
• . 

De st at is t iek, als '' frequentiequoti~nten-rekening 11 
;/ zeals 

• 

beschreven in de voorafgaande hoofdstukken, is wiskundig moei ... ~ 

lijk te hanteren, omdat het woord ''ongeveer'' er voortdurend in 

voorkomt. Fundamenteel 1·s nl. st-eeds, dat fqn in lange reeksen 
' 

... 

t.rekkingen 11 ongeveer 1
t gelijke waarden aannemen. Di t is bijzon­

der onaangenaam en daarom laten wij daze toevoeging liever tiJ-
• 

deli.jk weg om hem later wee~ in te voegen. Het rek~nen wordt 
' 

' 

daardoor veel gemakkelijke·r. . 

Indien wij b .. v. een pot erwten hebben en 1nd1en wij besohik-
. , , 

ken over e.en tr·ekkingsmetho•de van telkens e~en erwt, die aan de 
' . 

eisen a en b van par. 4.1 v.oldo.et., dan kom,en dus- alle erwt-en:in,' 



Bevat de pot N erwten, dan zal het fq van een bepaalde erwt in 

een lange reeks trekkingen ongeveer 1 N zijn. Wij zeggen dan, 
. 

van het trekken van die 

erwt 1/N is, met weglating van ''onge\reer''. Dlt geldt dan dus 
• 

voor iedere erwt . .... 

In het geval van worpen met een dobbelsteen of van experi-
• 

menten met een ander toevalsmechanisme; dat ook weer een· pot 
. 

met erwten ken zijn behoeven niet alle mogelijke uitkomsten 

gelijkwaardig te zijn. Is echter aan voorwaarden a en b vol- .· 

daan op de in par. 4.6 beschreven wijze; dan kennen wij weer 
4i,. 

• 
• 

aan· ieder van deze uitkomsten een wh toe, die in de regel onbe-
• 

• 

kend is maar door de f.qn van deze ui tkomsten in een lange reeks 

experimenten -benaderd wordt. Zijn bov. btj een dobbelsteen wel 
.alle uitkomsten gelijkwaardig (dus tevens even waarschijnlij.k, 

dan noemen wij deze dobbelsteen 
' 

zuivere De wijze van werpen is -·---
daarbij inbegrepen. • 

• 

• 
. 

In ~et algemeen kennen wi j aan het optre.d ... en van bepaa.lde 
., 

gebeurtenissen o~ kenmerken bij een gegeven experiment of waar­

overeenkomeri met de 'fqn van deze n~mingsmethode whn toe, die 
• 

gebeurtenissen (resp O kcnc11-2:'"'1.:c~; 4.Y: 7 .anf!::) ree~sen van deze ex-
• • .. · 

perimenten,.waarbij·aan voorwaarden a-en b voldaan -is, zonder 
• • • 

precies. gelijk aa·n die fqn te zijn. 

Het is duidelijk.~ (iat v1hn steeds tussen,"_Q .. en 1 liggen. 

Het rekeWen met- whn,, 
• . . 

• -
• De.wh-rekening houdt ~ich nu bezig met het berekenen van 

. " ~ . 
• • 

onbe~ende whn· ui t gegev€n -vJhh .. · Daarb i j wo1 .... den enige pr inc i-
.. ' 

pea gevolgd, die gewoonlij1c 1~1 axiomatische vorm gegeven wordcr1, 

en di-e wij hi·er niet uitvoerig ·zullen bes.1)reken. Deze princi~iss 
I ' • 

en· de daarop gebaseerde re~{enregels. voor. whn komen ech·ter· over1
-• 

• 

een met da rekenwijze, die men met fqn zou volgen en die eenvou-
• • 

dige rekenkundige regels zijno Wij geve.n daarom, ter verduidel·1_j-

king van. de methode, enkele voorbeelden, waaruit de algemene me-
-

thodiek in elementai1..,e v6rm d"J..ideJ. 1-jlc wordt CJ 

' . ' 

, vo.orbeelden ,. I 

" ' -

• $ 2 " 
Is e~n "ge·beurtenis onmogelijk, dan. zaj~ .het :fq 

-

daarvan in ie~ 
• . . ' • . 

dere reeks. experimentenJ hoe lang oo1c, gelijk aan o.zijn. De bij-
-~ . . 

behoren_de Y1h wordt dan ui teraard ge 1 i jk aan o gesteld_. Is een 
' . ,· 

• • . ,, 
. . . . . . ' 

' 

• 

• 

-- .... -~c·- ~,.. ., . -· ,. ----. ., :.·- __ - ll!"f ~ ~ ,__, ~"- ~ ....- ..... p ' • . 

. . 

. ' . 

' . . 
• 

. 'i ' ';' 

' ' 

. 
. 
•, 

• . . 

ti. a· ·. · .. ·e 1 · ·. 
' ,Q. ,1'"\ . .. 
' ,~; ·1.,,1. ~ ' ·. '' 

' . . ~ ~ 

' . ' . 

' '~hat-·· 
•) " T 

• • 



• 

• 

I 

• • 

gebeurtenis zeker, dan is het fq steeds gelijk aan 1 en de wh 
• 

• 
• 

wordt dan ook gelijk aan 1 genomen~ Beschouw~n wij nu worpen 
. , 

· met een munt, waarbij twee uitkomsten mogelijk zijn: kru~s. K 

en munt M, dan kennen wij dus aan beide uitkomsten een wh 
.... 

toe. Wij geven deze aan met 

P[K]::p P[M]=q. • 

' ' 

P =probability= wh .. In iedere reeks worpen is de som der 

fqn van Ken M gelijk aan 1, dus stellen wij ook 
• 

5.2;1 
' 

Dit geldt eveneens voor experimenten met meer dan twee 
' 

mogelijke uitkomsten: zijn er h · mogelijke uitkomsten U1,···, u.h, 

w~arvan er bij iedere uitvoering van het experiment precies 1 

optreedt, dan is de som van de fqn van U1 , ... ,uh gelijk aan 1 
• . 

en dus wordt dit ook voor de whn geeist . 
• 

Geven wij de fq_n van u, en U.2 twee uitkomsten uit 
.,, 

U1 ~ . ..• ,u..h aan met fq. U1 en -Fq(l:l2 )~ en beschouwen wij nu de 

samengestelde gebeurtenis • 

• 

v = u 1 o£ u~ :, 

dan geldt in iedere reeks van dergelijke experimenten -

' 

Derhalve eiseh wij ook 
-

• 

5.2;2 • 

.. 
• 

Ook deze eigenschap geldt vo6r meer dan 2 gebeurtenissen, die 
• 

~~,e~,. t~g~,¾~,jk op ,}cu:n:1~.n :t.=s~~~~-0 Neem b.v. een dobbelsteenJ n1G·t 
. . 

kansen p .. .,p~, ... ,.p6 op.a~· uitkomsten 1,2, .•• ,6. Laat w nu zj_jn: 
• 

de uitkomst is -een even getal. 2, 4 or 6 dus, dan is 
• 

• 

' i . 

In een pot met 1201 erwten, waarvan er 94.rood zijn, en waaruit 

aselect getrokken wo:rdt, moet dus de kans om bij trekking van 
• , 

- _:>\ . "' . - i' ,, . 1· r .. , .'. : -_: _· . . . 
. . . ·. .. . . . , ~ .. 

getrokk•en te warden en er wo.rdt slechts een. erwt getrokken. D,eze ·· 
. . . . ~ . . . . . 

. - ' . 
ui tkomst k.an ,nan ook al~ volgt · beredeneren: het fq. van '1ro.od"t 

. ' . ," ' 
. . . . . . .. ,: .'_ . _·.:. . ·,.-. ·_'_- :- . ' - ,, . 

. . ' - . . ._ . . " ' : .' :- . . . ·: . . . .. , ' , ,. 

zal in ·een lan:ge .. r'eel-t~ tr•ekkingen met teruglegging·. van erwten. 
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, - . ,--.',, ,.,., .. ,,,_( · ... ,, :··•,•lS•~--»:·· .. , ... , - , . - . ' 
' ... ,' -. ,. ,,, . . :, ' '. ,. _, , .. , 

., ·, • "' •• ,-., •.·, ' ,,., .•. • •• ·- •;;. -,,,'-,_. ,, ., ' - ,. ·,·_·, ,· --. "· e ' ,, .. ' • 
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I 

• 

' . • . -- .,. 

• 
• . ' 

r 
• 

• • 

ten van de onbekende fractie e neer op het schatten van de on-
bel:cende wh e van ,~rood''. • 

• 

- • 

, ,. . 

al~een als ae beschouwde gebeurtenissen elkaar ·uitsluiten, d.w&z. 
. - . 

' . . 
• 

niet tegelijk op- kunnen treden. In andere gevalleri ·1s. het· iets 
,., 

I 

ingewikkelder. Beschbuwen wij b.v. weer 
• 

men 

• 

"" 

wij d~ volgende· twee gebeurtenissen 
A -- a.e ui tkoms t is !a 4 • 

B 

dan sluiten deze . ., . 

de uitkomst is oneven, 

elkaar nie~ uit. De whn 
venstaande, , 

• 

•-

• 
• 

• 
_, 

' 
' . 

De k·ans op de gebeurtenis· 
, 

• 

' C ·- A of en B • 

is nu 
• 

. ... 
• 

en di t is kleiner dan P[A] + P[BJ.,. 
' 

is 

De kans op de gebeurt♦enis 

' 
• 

-

. D ::-: A en B 

.. ' 
' 

• 

• 

een·dobbelsteen en ne-
,. '"•-

" , bij· een worp: 

• 

zijn, volgens het bo-

eveneens volgens het bovenstaande ~ Wij• zien dus,. dat in dit ge-
• • val geldt · •· . 

• j 
# 

5o2;3. 'P Aor··enB=P[A]+P[B)_-P[AenB]. 
~ 

' 

p~ze regel geldt echter geheel algemeen. 
r =-.., -1 

. ' 

" 

· Beschouwen 
, 

de ka'hs p bezi t 
optreedt g·elijk 

' ' 

' 

wij een experiment, waarbij een gebeurtenis A 
om op te treden, dan is dus· de kans, dat A niet 

• 

aan 1-p - zie 5.2;1 . Voeren wij nu dit expe-
riment tweemaal uit en wel zo·,, dat. de uitkomst van de tweede µit-

~ . . 

voering niet van die van de eerste afhangt - onafhankeli ke ex-

perimenten dus-; eis b :. , dan is de kans op A bij het tweede ex.pe-
, ' 

,Jlli ~ \ • -~' .•..,,,!,l,,,,_,fil0"~1:· -

r.i~ent we~,i:.\ p. De kans .,: dat . wij beide keren A -verkri jgen .1~ -d1=1n . 
. . ' 

' . . t 

gelijk• aan . p2 ~ Immers in een lange reeks experimeqten kunnen wi.j 
. ' ' ~ 

' .. . ' ~ "' ,, ; 

de deelreeks. b•esohouwen van experiment,~n, ui tgevoer,a· .na ex~peri:.. · 
. ~ -. ~ ' . ~ f . 

~ ·' . . 

ment~n- met uitko,mst A .• Deze deelreeks, die· zelf. o·nge·veer een 
. . ' . ~ ~ 

' ' ' .. ·" ,, ' ' -~ ... 

· fractie p· .. ,van :de gehel:@ r·eeks beslaat, bevat weer ongeve,er een 
. . 

' . . 

~ . ' . . 1 . . ' ' 
: ' . . . . . . ~ 

l11Jk. '$1n :~'~ •.~,:ie.~.t, :da.t ,de :fractie. p,aren ; A,A I in een reeks van pa,:, 
: I ' '.' > ' ; ; ' ' < '' ' I . I ' . . • ' . I - . • . . . ·. . · •. 

. r a 'Y'I.·., "CT -~.~ n,n g, ,p-,~ ,,o,,n,'ll•s• '1. 1· j· -l•0, . ·e· ·xp· e· r ·1 m· ··en· t·· . Q 'I!"\ o· ~ we· . 't,r-.a ,0. r·· ,er O 1, ; 1· i. j· 1,,. 0 ·an· ' ·p1 .mi,o ~ + ' . 
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• ' 5.2 
' 

• 

• 

pe!iment~n_gelijk aan p2 moeten stellen. Algemener kan men op 

ahal.oge wijze ae·volgende eigenschap afleiden. Zijn A en B twee 
' 

gebeurtenissen, die b~ide bij een bepaald experiment op kunnen 

1 
treden, maar dlet elkaars al of niet ·optreden niet be!nvloeden, 

' 

• 

• 

dan·geldt 
• 

5.2;4 -PL A en B ] = P [ A J . P [ BJ . 
• 

In dat geval heten de gebeurtenissen 

Q,nafp.~n.~.~.~SJ~Sj.~.· 5. 2;4 . geldt analoog voor 

nissen. 

• 

• 

. 

A en B stochastisch 

meer dan 2-gebeurte-

• • 

Daar deze kwestie van stochastische onafhankelijkheid, die 

nauw verwant is aan eis b van hoofdstuk 4, van zeer groot belang 
• 

is, geven wij enkele voorbeelden van wel en niet onafhankelijke 
. 

gebeurtenissen. 

Voorbeelden. 
. 

• Bij een reeks worpen met een munt; op de gebruikelijke 

wijze uitgevoerd, zal in het algemeen aan eis b voldaan zijn. 
,, 

Dit betekent, dat de uitkomst van een volgende worp niet door 
.• 

• 

die van vorige be!nvloed wordto Noemen wij nu A: G€ eerste warp 
• 

geeft kruis, en B: de tweede warp ~eeft kruis, dan.zijn A en B 
• • 

stochastisch onafhankelijk . 
• • 

Een· voorbeeld, waarbij A en B twee uitkomsten zijn, die 
•• 

tegelijk op kunnen treden, zijn de boven voor een dobbelsteen · 

genoemde :. • 

• • • 

' 

Is de 
• 

. . ' 

• 

• 

• 

A =-·, 

B ..... 
• 

' 

• 

de uitko~st is.~ 4 
. 

de uitkomst is oneven. 
• 

• 

dobbelsteen ?Uiver, dpn is· zie- boven ,· . 
, 

i ' 

. P[·A] =J; , P[B] =· ½ en P·[·A ~n
1 
B] = ! , 

~ . 
i" • • i 

• • • ' 

• ' 

• 

dus aan · 5.2;4 1s v6ldaan~ A en_B_zijh_'d~~ ~tochast{sch onaf~ 
, , . . 

' • 
• • • • 

hankeli jk. Dt t kan men, practisch be~ek:en, - oak inzie.n, · door te 
' . . 

• • • • 

bedenken, dat kennis · over het a·l of ,,·ry-i_et op-tred·en van A bij een 
' -~ ' . , I 

• • • ~ ~ - . . 
t • ... • • • • 

zu1vere dobbelsteen geen kennis verschaft oveT .het al of niet 
. . ' .. \ " . ' \ . . . . . . 

optreden van B. · Immers de verhoudi"fig 1 va·n -he;t · ra<?-ptal even tot 
' .,,, ,, , , 

... ' ..... ,. • ~ '. J • 

· oneven ge.t'allen is ·orider de get·ali.,en 1,, .• ·• ,.4. dez-e lfde. aJ.s onder 
.. , • ti" ' ·". 

~ • I • ._ "' t •• 
' ~ ' .... '-,~ 

~ . . . . ' . ~ . 
• • ,I- • \II "' ' ~ ·, . ' ~ •·. 

• 

i n·v 1 o e d t du s d a t van B n i e t O , ; • ; •• . • • - , ·_ • · • • • • • • • • ~ • ,, • . . · . _ 

" ,, ,.,. " . ' ' . . . .. -, ' ' . ... . ~ . 
• • "' I ._• -,_.,. ' - ~ • 

. ·. ·· .... Een voorbe-e ld van . s tocha.s tis.ch -- .' ~a·fnanke 11 jke- ·ge_b_eurt e·nts sen 
. ., , ' 

- I , , , . ,; . • ... • "'II .,.,, t .,,., I , '. . • \ . • 

. i•S h·et ·:volg~ride ~ Laat. A-.~·he-t· :bezi·t .vah· een auto·· voo:r.ste.ll~n en ·. 
,' t;.· .. ~ ,, .. '. ' "#"' • • .. 

j • ... • ~ ' , ' t . ·~ . 
, .,, • ,, ~ It "' .. • " ' . .. , .... ~ ,., . 

• . ;, . • , ~ -I • ~ ' - ' ' • I l , • \ '- <t -

B. het 'b;cezi.t ·. v~n e,en·: ri. : ,·.ewi j s. K;Le.zen ·, wi:j nu· .~s e 1 ec t · e en·:, per,soon 
' . , ' - l . ~ ½I g, • ~ 

,_ "f ~ • • ~. I \ 11 , . 

'• ''JI ·s •I,,, . • I J < • It, • ' ' I ' " •· • 

11:tt~•de. Nederl·an9-s,e ,bevol.k':t"ng.,: dan .. isl: er ·~ee,n zeker,e kans,· .dat A· . 
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ze samenhang 

opgaat. 

Opgaveno 

• 

tussen A en B heeft ten gevolge, dat 

' . 
• 

,, 
5.2.a. Een worp met een zuivere dobbelsteen. 

As de uitkomst is :!: 3, 
• 

B = de ui tkoms t is even o 

Zijn A en B stochastisch onafhankelijk? 
' 

5.2;5.3 

5.2;4 niet 
• 

• 

5.2.b. Als A een gebeurtenis is, die zeker optreedt en Been 

willekeurige andere, wat kan men dan zeggen over het al 

of niet onafhankelijk zijn van .A en B? 
• • 

~ 

' 

5. 2 o c. . Als A en B elkaar ui tslui ten, zi jn zi j ·dan s tochastisch 

on?fhankelijk 

· 5.2.do Beantwoord 
• 

o.f niet? 
dezelfde vraag voor het geval, 

• 

optreedt, indien dit met A het geval is. 
' 

• 

5 . 3 o l;)e, ~,h-~ o.r.e,~ is che , ~et , ,~e.r. ,t;,ro,~,e , {5~ t a,11,E:!1 . 

d·at B zeker 

• 

, 

Op grond van de boven fragmentarisch beschreven rekenwijzen 
• 

kan men nu een zeer belangrijke stelling bewijzen, die wij hier 
zonder bewijs vermelden .. Wij beschouwen een reeks van k onaf­

hankelijke experimenten, die ieder twee mogelijke uitkomsten 

hebben, die. wij met ''succes'' S en ''mislukking'' M aangeven~ 

Daarbij ku.nnenffiwij b.v. denken aan statistische voorspellingen 

of intervalschattingen zoals de in -vroegere hoofdstukken be­

sproken schatting van e .·., die goed S of fout M kunnen zijn. 

Wij onderstellen verder, dat·ieder van deze experimenten zo 
' 

ingericht is, dat de kans op S gelijk aan pis en de kans op M 

dus gelijk aan 1-p. Onder een reeks van k experimenten bevinden 
• 

zich dan een aantal successen, dat Wij met~ aangeven. Dit aan-
• 

tal zal bij een herh.aling, d. w. z. bij een n1euwe ui tvoering van 
' 

' 

• 

k experimenten, gewoonlijk niet precies dezelfde waarde aannemeng 
• 

· Op grond van de gemaakte onderstellingen kunnen wij echter voor 
' ' 

ieder aantal a tussen Oen k uitrekenen, hoe groot de kans is, 

dat . .x deze waarde aanneemt. Wij zeggen dan, dat :?£ een wh-verde-
. ' 

l~n:S bezit en een dergelijke grootheid noemen wij een stoch9s-
• 

tis,qp~. g,:i;:,q9_t,q~.~J9 . E;ngels: random variable . Dit stochastische 
' . . . - - . . . 

karakter geven wij aan door onderstreping 

Het fq van S, wij ~.e grootheid aanduiden11 . . . 

' oe~i .. -Q _,~:-~: . ' 
. . . . ,: ' . . . 

•. ,i 
• • • I • ' 

' . . ' . . 

, 
' ' ·-, .. ,,,. •. 
-· u' . ' . . . . . ' ,' -· ... ' . 

• , 

s'-
• . ' . . ,• ' .,.,, :·· . "'· •, . ,· 

' ' . . ' . ' ' ,, . 
,_ - 'l ' .~ . 

. '. . ' 

· .. 5· .·· • ·.~, CJ'1,· ... · .· .. ·· · 
. J- ., . 

' • . • • . . ' ' <' ,., ' ' _. _,_ ,: .,-_·.1· .. rs--. 
,.:,·•,', 

. . . . ' . . ' 

• • ' • I ~ 

,, ·- ·, - ;.- ' .. 
. . . . . ' 

• 

•' 

11:fq,(S.= X 
~ k . . . ~- . 

• 

van de .letter, waarmfJe 

doi •. de fractie sucoes-

• 

en wij kunnen dan bewi,J-
- , ' .r .. · . . .. . 

. . '""'·' -, ' . ' . 

· .• i tie::~!i:f'"· ,oat,:,,,.~~. if~l.::,:•:e~tf@, a telling ge l.dt: . , .. · - .. ' 
. ' . ' . -_,. ' .. , ,· ' 

• ' ~ J 
. ,,._ .,,. 
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' 
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. ' 
J ' '; 

Ct.m P[IY-Pl > ~ = o 
k-.oo -

voor iedere e. > 0 • • 
• 

Dit betekent dus, dat wij een klein 3elfs willekeurig 

klein intervalletje p-e,p+t kunnen beschouwen en dat de kans, .,, 

dat de fractie successen hier buiten zal vallen willekeurig 

klein gemaakt kan warden door k groot genoeg te nemen. 
.... 

• 

Een kleine kans moet, gezien de wijze van invoering van 

het begrip wh, wel overeenkomen met een klein fq in een lange 
reeks waarnemingen en een zeer kleine kans duidt op grate zeld­

zaamheid. De theoretische wet van de grote getallen stelt ons 
dus in staat tot voorspellingen, die slechts zeer zelden niet 

uitkomen. Meer valt met geen 
Wij kunnen nl., als wij voor een bepaalde gebeurtenis waarvan 
wij het optreden gemakshalve weer een '' succes '' noemen een kans 

p gevonden hebben, voorspellen,"dat in een voldoende lange en 
dat kan gespecificeerd warden reeks experimenten de fractie 

successen niet meer dan een gegeven klein getal c van p af zal 

wijken. De zeldzaamheid van de uitzonderingen wordt daarbij door 
"' de lengte der reeks bepaald. 

Beschouw nu een reeks van onafhankelijke toepassingen van 
de in hoofdstuk 1, 2 en 3 beschouwde intervalschattingen. Het 
''onafhankelijk'' betekent in di t geval, dat de toepassingen moe­
ten berusten op stochastisch onafhankelijke groepen van gegevens. 

De onbetrouwbaarheid van een betrouwbaarheidsinterval is nu de 
• • 

kans op een foute conclusie, dus de kans, dat het interval zo 
I I 1 7 I I P a a .. ? I ■ 2 L [ Ill] 7 l $ C I & 

uit zal vallen, dat het de -werkelijke waarde van de geschatte 

parameter niet bevat. Zo worden nl. de formules en de tabellen 
• 

voor deze intervallen berekend. Wordt nu bij iedere toepassing 
' 

een. onbetrouwbaarheid ;i Dl met vaste oc genomen, dan volgt ui t 
de ~et der grote g~tallen, dat de fractie foute conclusies in 
een reeks onafhankelijke toepas·singen slechts zeer zelden boven 

oc..+ t. met bij een lange reeks een zeer kleine t zal komen te 
• 

lig,g,en. Daar wij onbetrouwbaarheden <ex we 1 toe la ten > ex. niejc · 
. ' 

-- ________ ,_ ~---- -
• 

• 

• 

., . 

3 Zoal.s bi.j iedere wetenschap het .experiment de proef op de som 

geeft,._ · .m,oet ook in dit geval experiment eel nagegaan wor•den, 
' • 

. ' 

' 

• 



kan de fractie tnislukkingen wel <ex:. zijn. Dit is dus de beteke­

nis en de achtergrond van het begrip onbetrouwbaarheidsdrem el 

en het is nu ook duidelijk., waarom aan de voorwaarden van hoofd-­

stuk 4 voldaan moet zijn. Deze liggen nl. ten grondslag aan de 

whr en de wet der grote getallen zelf, evenals aan de toepassing 
van de whr bij de afleiding van de formules voor de betrouwbaar­
heidsintervallen. 

Op deze wijze leidt het ve1,waarlozen van de term '1ongeveer'' 

in de experimenteel gevonden wetmatigheden tot een theorie, die 

een precisering van dit ''ongeveer'' mogelijk blijict te maken. 

Want de wet van de grote getallen geeft juist deze precisering 

en stelt ons in staat een wh, die wij oorspronkelijk als een 

theoretische benadering van een fq hebben ingevoerd, in precie­

zere zin weer als een fq in een lange reeks onafhankelijke waar­

nemingen te interpreteren. 
• 
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Hoofdstuk 6 

De tekentoet::5 

601. Verband met betrouwbaarheidsgrenzen~ 
u I • C Q II 111 • • J & J L t If I f •••• or It$ 1 I t at • i L I ar e I IHI 4Si ••• 

In hoofdstuk 3 hebben wij laten ZLen, hoe men op grond van 

een steekproef betrouwbaa1~he1dsgrenzen kan constr'ueren voor; de 

fr act ie elemente11 van een popl.l l[,t ie, d:-.e een bepaald kenmerl{ be­

zitten o In de practijk komt het vaak voor, dat men een dergelijke 

intervalschatting feitelijk niet nodig heeft; doch dat men alleen 

wil weten of genoemde fractie een bepaalde waarde kan hebben of 

daarvan duidelijk afwiJkt. In vele gevaJ.len zal dit de waarde 1 

zijnc In het voorbeeld betreffende de Amerikaanse kiezers, ge­

noemd in paragraaf 1.1, 1s het voor het resultaat van de verkie­

zingen vooral van belang om te weten of de fractie republilceinse 

kiezers kleiner dan ·½ of g1"lote:r dan ½ :·.s, dan wel niet duidel':L~lk 

van 1 verschilt. 
In de twee eerste gevallen kan men een verkiezingsoverwin-

ning of men zich in het laatste 

geval beter niet aan een voorspelling kEtn wagen. In verband met de 

terminologie, die wij ingevoerd hebben in hoofdstuk 5, kunnen wij 

ons probleem voor dit geval oek als volgt formuleren: indien men 

aselect een Amerikaan trekt, uit de populatie van alle stemgerech­

tigde Amerikanen, heeft men een kans p, d8t deze republikeinsge-.. 
zind iso Deze kans pis geliJk aan de fractie republikeinen in de 

populatie. Als de verkiezingen op komst z~;_jn, zal iemand, die wil 

voorspellen welke partij de overwinning zal behalen, belang heb­

ben bij een methode., waarrnee hij kan naga<Jn of p :-.·; ~-., p > ~- of 

p < 1 is, ter1,"1ijl de juiste waa1.,de van ·'.) l1em n1inder zal interes­

sereno 
Een ander voorbeeld is het volgenfle: met behulp van een hier 

niet verder te beschrijven apparaat worat de doorslagspanning va11 

een aantal oliemonsters bepaald. Iedere bepaling geschiedt in duplo 

en het interesseert ons of wel.licht door veranderingen j_n het n·1c~)n­

ster tengevolge van de electrische stroom de tweede bepaling sys-
• 

tematisch afwijkt van de eerste. Als er geen verandering optreedt, 

zal de kans, dat de tweede bepaling gro,Ler is dan de eerste gelijk 

moeten zijn aan }. 

Zowel in di t als in het vooraf·gac:.~ncle voorbeeld, laten we de 

mogelijkheid van onbesliste gevallen blanco stemmen of gelijke 
. -~~·-------------------

.,. 

vertegenwoordigj_ng geldt .. 



-

• 

bepal ingen voo-p_lopig bui ten bes chotiw .it1!!,.. \A/i tj 2:.oeken dan naar 

een methode om aan de hand van een reeics waarnemingen na te gaan 

of de kans op het optreden van een waar1 neming, waarbij de tweede 

bepaling grater is dan de eerste al cian niet gelijk is aan ½. 
' 

Uiteraard kah de sta·tistiek ans geen methode leveren, waarmee men 
• 

een zekere uitspraak kan doen~ 

In plaats daarvan stelt men een m€thode op, waarmee men 
' 

slechts zelden tot de conclusie komt, d3t p niet gelijk is aan 

1 indien dit wel het geval is. Een dergelijke methode wordt ge-

pothese p = ½ verwerpt, als zij juist is, wordt de kans op een 
' 

fout van de eerste soort, of oak wel de onbetrouwbaarheid van de 

toets genoemde : -

• Wij kunnen een eenvoudige toets voor de hypothese p = ½ r1f-
, 

lei den ui t de methode der bet1-louwb aarhe idsgrenze·n. Zi j n de orI·1vang 
• 

van de steekproef, en x het aantal malen dat daaronder waarnemin­
l gen optreden met het kenmerk KJ en it1enst men te toetsen p K. -·· ;_,, 

dan bepalen wij de beide betrouwbaarheidsgrenzen behorende biJ een 
' 

onbetrouwbaarheidsdrempel 0(, ti-Jeezi.Jd:1.g voor p K, dus voor de 

kenmerk K. Indi.en nu de fractie elementen in de populatie met het 

waarde ½ buiten deze grenzen ligt, verwerpen wij de hypothese 

p = 1. Volgens de theorie van de betrouwbaarheidsgrenzen weten 
l wij!J dat indien p toch ~f j_s, rnen een i.cclt1s ten hoogste ex. heef·t, 

dat p = 1 niet tussen de betrouwbaarheidsgrenzen ligt, dus ·dat de· 

hypothese p = ·½ verworpen wordt. De onbetrouwbaarheid van de 

toets is dus hoogstens oc O Evenals bij de betrouwbaarheidsgren­

zen kunnen wij hJ.er· ook zeggen: c1e onbe·trouwb -,arheidsdremr:)el van 

de toets is-~ Q De toets voor de hypothese p - ½, die we aldus 

verkrijgen, wordt de tweezijdige 

is ingevoerd, omdat de toets vaak 

tekentoets genoemdM Deze naam 

toegepast wordt op reeksen ver-

schillen van tweetallen waarner11ingen, waarbij men de frequentie 

van de kenmerken positie{ of negatief onderzoeken wil. 

Zoals wij reeds vermeld hebben, wordt de tweeziJdige teken-­

toets toegepast om te beslissen~ssen de volgende drie rnogel1jk­

heden: 
. A: p l . --

2 wordt verworpen ten gunste van p < 
, 
_._ . 

""'""'~ 
') 

' • . ' 

-B: p 
• 

p 
> 

1 
.. -
2 

• . ' ' 
11,'• ·• ,'-.._ ' 

-~ word·t verworpe·n · ten gtt11.r, t.e v :::1n 1:) > !)·',. 
C» - ' II' .. ' ·~ ' ' ;( ' .t, th•' 

• 

C: 
I . 

• 

. -

' 
We \ . ' 

' • ,; . . I •r" ·~ 7', . , , ~ • • . - , • ' • r • • .,.., - .. - ., . • 

J. i •" 

' 

' 

\l, )t· ' ' .. ~- ,1 .,._' 1-1~~1 ... -, ,,,1 
~ ' • ,. J ' 

\ 
1 , '"'"' r· tr ,.. d -- t ,,,_,. ' • -1111' .,x J 

' ' __ .... ,' ~ < , ,, .,,. .. ' f . 

' • . -.. - . t. < ' ,. __,r! .. . " ' ~ 
.• • . . 0: ... """ .,. I( > .{f,t,- f ' ... ' . . - - ·x - ., -- , -~ ~.. A>· ,t • .,,. \ • - - , 

. . I- - ' !f- ' ' ft ' < , ,.,, 11- ' ~·' .. ,_ 

'".,.It.· ... ' • • 
' ' 

• ' 
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geno Wij kunnen dit schematisch weergeven sls in 
B 

figuur 6"1 

---.::--A ... : r ➔. ( • air:: • • ,., C ,.. -bl l S I -"i 

' 

t----------~----------t~ p 
~' 1 ,I/ - ' • 

/ :l. ' 
/ ', .. ' 

/ ' 
/ - ' 

I' ' 
/ ' 

,I/ ' 

/ . ' 
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I 
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I 
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mogelijkheden, waartussen 
beslist moet wordeno 

' ,i .. 
, 

' B ' . / ' 
M I . » .. r CIU!! o I 

I A 
~ • 

C 
.. ' ii ; ~. cr:L terium voor de bes lissing 

0 

• 
' 

Fige 6010 Beslissingsschema van de tweez1jdige tekentoets . 
• 

• 
• 

In het onderste gedeelte van·deze figuur komt een gebied B 
• ' .. 

voor, dat correspondeert met het punt B j_n het bovenste ge~eelt~; 
' 

men dient hierbij wel te bedenken, dat, indien men een waarde 

½ niet gerechtvaar­

• • 

de -~-2 

waar­

tussen de bi_j x behorende t>etrouw·b2arhe1~sgrenzen ligt, doch 
' 

• 

ook de ~ndere waarden t~3sen deie grenzen zijn redelijkerwijze 
-. 

• 

mogeiijk. Om die reden hebben wij B geformuleerd :Ln de 
. - J_ vorm: p =-= 2· wordt niet verworpen. • 

• 

Indien wij j.n ans voorbeeld van de oliemonsters bij n 
, 

5 monsters vinden, waarbij de·doorslagspanning bij- de tweede 

25, 

be-
. 

paling lager is dan b1j de eerste en 20 oliemonste-rs, waar·bi j zi j 
' ' • 

• 

hoger is, dan worden de betrouwbaarheiclsgrenzen met. 9nbetrouw-
• • 

' 
baarheidsdrempel 0,10 tweezi·j~i_g!_ volgens tabel 3~I 0,08 en --·-=---···· . . . --·· 
0,38. 

• 

' dat 
Beide grenzen 

de'kans dat de 

z1jn dan l~ger dan ½; n·1en zal dus besluitBn 
' 

tweede bepalihg lager is dan de eerste kleiner 
7 .. 

is dan ~.'Men formuleert dit ook,wel door te zeggen: de tweede 

bepaling. is systematiscr1 hoger c1.an de eerste, hetgeen dus niet 
r. ldl 1 II 1 I 2 ; .. , •• I I J • b •rs T i I UC a I I b , 

betekent, dat dit altijd zo is, maar w~l, dat het, ook in een 

lange. reeks experj_menten., V£1ker wel dat1 niet het geval zal zijn.: 
• 

, Opgaven. 
, 

6.1oa~ Welke 6onclus1e zal men bij het bovenbeschreven experi­

ment met de oliemonsters trekken als men n = 25 en x = 10 vindt, 
' 

wantleer x het aantal monsters i.s, waarbij de tweede bepaling la-
• • •• 

g~r is dan de eerste0 Dezelfde vraag wordt gesteld voor n = 25, 
' 

• 

X = 18., n = 100 ~ X ...... 17 
ba~rheidsdrempel 0,10 . 

tabel 3.II en n ·-· 100, x 90 onbetrouw-

' 

waar-
' . -

yoor twee candi4aten geste~d zijn_ A en B O Bij een opinieonder- · 
•• 

zo.ek vindt men op 1000 ondervraagde l<iesgerecht igden, die op as e-
' ' 
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0 1 J ' r.... 

lecte wijze zijn aangewezen, 550 aanhangers van A en 450 van B. 

Kan men op grand hiervan een .voorspelling over de uitslag van de 

verkiezing wagen als men een·onbetrouwbaarheidsdrempel 0,01 

kiest? 

6.2. Kritieke waarden van de tekentoets, overschrijdin skansen. 

De grenzen van het gebied Bin het onderste gedeelte van 

figuur 601 warden bepaald door de grootheden, daar aangeduid 

wordeno Deze waarden zijn dus zodanig, dat men besluit tot p < 

x J te17wijl p .... niet verworpen r . 
~ 

< X lS~ r De beide kritieke waarden 11ggen 

kritieke 

rechter kritj_eke waarde zijn. In tabellen 

kan men dus met de linker 1critieke waar--den volstaan. Een derge­

lijke tabel voor de wa8rden 1,2, ... ,100 van n en de onbetrouw­

baarheidsdrempels 0,01; 0,02; 0,05; 0,10 zal aan deze syllabus 

worden toegevoegd. Voor hogere waarden van n kunnen we de kritieke 

waarden berekenen uit de formules 3.5;1 of 3.5;2. De linker 
kri tieke waarde zal nl. een i'J'aarde van ;,: zijn .. zodanig dat de bo • . ...... , 

v~~6r~~~ van het bijbehorende betrouwbaarheidsinterval juist ge 

lijk is aan ~. 

Wij stellen dus: 

• 

n+c::t 

+ .i. c2. ..., 
• 

- ' 1 - ~ 

en lessen hieruit x op, Men verkrijgt twee oplos&ingen, nl. 

½ n ± ½ c n <) Aangezien men echter weet., dat 

blijft hiervan alleen de oplossing: 

6.2;1 

over~ 

Evenzo geldt: 

6.2;2 ...,,,. r·• 1 n + 1 C n 
"'""t - ~ 2, . 

zijn, 

• 

De waarden van c, die men bij de onbetrouwbaarheidsdrempels 
" 

0,20) 0,10; 0,05 en 0,01 moet gebruiken, vindt men in tabel 3-IV; 

aangezien daar de -~~.~,~·*,Jd_i.ei.~ onbetrouwbaarheidsdrernpels zijn gege-
• 

ven., zullen we de waarde11 in de kolom ex. bij gebruik voor de twe-e­

~!.,J~ige tekentoets met twee moeten vermenigvuldigenQ 
a 

• 
. ,. 

Zoals wij boven gezien hebben, is de opgegeven onbetrouwbaar-

heidsdrempel een bovengrens voor de onbeti~ouwbaarheid, dus een bo­

vengrens voor de kans dat. de hypothese p = ½ verworpen wordt als 



• 

zij juist is~ 
; 

Nu wordt volgens de te~{er1t~oet~3 tje hypot:hese l) === :.i 
verworpen als X 5 gelegen 

. I 
waarden 

waarden 
aanneernt, dus als gezlen vc1n11.i. l: 1·1,2t punt ~~n, de l{I'i tieke: 

bereikt of overschreden warden. De kans dat, indien n=~k !. ,t;. 

is, x een zekere waarde x 6f een minstens even ver van ½n gele-
••u-~• 4 

gen waarde aanneemt, noemt n1en de tvJ~~-~ .. i~.~~.ES~. o~e~.s~.hr~J.d~n_g_s,­

kans van Xo Uit deze defj_nitie volgt, dat bij toetsing met een 

onbetrouwbaarheidsdrempel ~, de tweezijdige overschrijdi~~skans 
U I : T •· J' h Ill i Pl I I ; 011 I l & b ••·• 7 Iii$ il I Joi I J 

gelijk j_s aan oc en voor nog verder van 

1n verwijderde waarden van x nog kleiner. Wij kunnen dus zeggen 

dat wij de hypothese p = ½ zullen verwerpen, als de bij de gevon­

den waarde van x behorende overschrijcli_ngskans k niet groter is 

dan de onbetroutt1baarheidsdrempel 0<. • t\fi.tj zullen, indien l,c ~ oc 

.is, met des te meer stelligheid verwerpen, naarmate k kleiner 

is, immers men kan p = ½ verwerpen biJ iedere onbetrouwbaarhe1ds­

drempel, die minstens gelijk is aan ko Anders gezegd: een over­

schrijdingskans k betekent, dat men, als p =½is, slechts in 

ongeveer een fractie k van een lange reelcs toepassingen van de 

toets een waarde van x zal vinden, die nog verder van ½n ver-

wijderd is dan de ge~ondene. Naarmate 1{ kleiner 1s, 1s de gevon­

den waarde van x dus een sterkere aanwj_Jzing tegen de getoetste 

hypothese p = ½, daar men bij p - ½ een waarde van x in de buurt 
• , * 

van 1n zou verwachten~ IIet is om deze rcidenen dat men bij toe-

passing van een toets dikwijls niet alleen de conclusie, doch oo·k 
• 

• 

de overschrijd:i_ngsl{ans opgecft" Met bel1t.llp van de tabel vat1 cie · .. 
• f '" 

• 

kritieke waarden van de tekentoets kunnen w.1.j enige grenzen voor 

de overschrijdingskans vinden~ Indien wiJ b.v. bij n 

vinden, weten 

waarde bij 0<. 

ke waarde bij 

wij, dat 0.,02 < k < 0,05 .1.s, immer1 s de krit:1elc,::: 

0,02 is 12, waaruit volgt k > 0,02 en de kri.tie-

0,05 is X •m• 13, C1ll;, 1c < 0.,05; Wegens de bo'✓en-

genoemde symmetrie van de kritieke waarden van de tekantoets 

t . o " v . ~ n, g e 1 d t he 'c z e 1 f de v o or M. - 4- 0 .,. 1 3 = 2 7 .. Ve r1 de r k c1 n l-~ 

voor niet te kleine waarden van n benaderd worden met behulp van 

een· tabel van de normale verdeling. Een dergelijke tabel zal 
~ 

. 

eveneens aan deze syllabus warden toegevoegd~ Men bepaalt dan de 

tweezijdige overschrijdingskans van x door 

.. 

5 ·· Aange:z:ten de letter 
.. - . 

x een stochastische ·grootheid voorstelt, 
' 

is zij ·onders·treept ., 5 3 · . . z l. '::) . ' ·. . . t:::: . . ... • " 



~ ~... 1 x. - t n l - ½ 
S-oc.. - . 

½Vn 
6.2;3 

6 

te berekenen, en de bijbehorende waarde \ran~ in de genoemde 

tabel op te zoeken. Dan geldt, dat de tweezijdige overschriJ­

dingskans k gelitjk is aan 2cx. .. De ex. in deze tabel heeft J.n dJ.t 

geval dus nieJc de betel,cenis van een on1)etrouwbaarheidsdrempe~l 

Voorbeeld. 

n 60 X 40 

• 

~ot::; 10-½ = 2,.45-
½\/65 

Wij vinden dan in de tabel van de normale verdeling, ' J.n-

dien wij zoeken in de rij 2,1.~ en dan in de kolom waar boven 

staat 5: ~ ··-· O, 0071 alleen de ci jfers achter de komma zj_jn 
• 

in de t abe 1 weergegeven , dus k - 2 o:.. ~ o., 014. Deze · ui tkoms t 

wordt bevestigd door onze tabel van de krj_tieke waarden van de 
• 

tekentoets, waar wij vinden dat 0,01 < k ~ 0,02 moet zijn» Men 

bedenke daarbij dat de overschrijdingsl{ans van x .... , 40 deze11-,de 

is als die van x = 20, 

9P.e.~.Y,~-n G 

6 .. 2 .. a .. Hoeveel zal in opgave 6 .. 1.b. b:1.j toetsing met een onbe-

trouwbaarheidsdrempel OJ01 het aantal aanhangers van een der 
' 

candidaten minstens van 500 moeten afwijken om tot een voorspel-
• 

ling van de verl{iez·ingsuitslag te kunnen l{omen. Wat \{an men, ge-

geven de bij deze syllabus gevoegde ·tabel van de normale verde­

ling, zeggen over de tweezijdige overschrijdingskans van x ~~ 550~ 
6.2.b .. In 4 ree-ksen van 25 worpen met een munt worden de vol­

gende resultaten gevonden: 

1e reeks 

2e reeks 

3e reeks 

4e reeks 

kruis 

16 

14 

17 
15 

rnunt 

9 
11 

8 
10 

Geef voor iedere reeks afzonderliJk Uw conclusie. Welke 

6onclusie kan men trekken, als men de 4 reeksen tezamen als een 

reeks van 100 worpen beschouwt? .· Onbe·trouwbaarheidsdrempel 0,05 ., 

Bereken ook voor al deze gevallen een benaderde waarde van de 
. 

tweezijdige overschrijdingskans met behulp van de normale verde-
ling. . · --- ----•.1:•~-----------~---- ..... --.---~.--
6 . ' 

i r X-~n) 

I~ .!.nt-· .J'\,i.-_.,, ' ..... ' 
""' ; n _ x. , als :,:.. < ½ n 

De term-½ inde teller van 6.2;3 
' ' . . . 

co.rre,ctie genoemd, en· kan bij grote 

zwaar w~ggelaten warden. 

wordt de continu!teits­

waarden van n zonder te-
' 

.. 

' 



• 

6, 3., Activeer-~stoelen .. 

Om te kunnen wijzen op een merkwaardige fout, die gemaakt 

kan worden bij toepassing ·van de tekentoets en eveneens bij 

andere toetsen en statistische analyses i .. n het algemeen , bespre­

ken wij hier een nj.euw voorbeeld .. Op een groo·t kantoor werken 

100 typisten~ Een vertegenwoordiger van een kantoormeubelfabriek 

doet bij de directie een offerte van zogenaamde ''activeer-stoe­

len'' r, Volgens de vertegenwoordiger zou een op een activeer-stoel 

gezeten typiste aanzienlijk meer presteren dan een typiste, die 

op een andere soort kantoorstoel werkt De directie besluit voor­

lopig 10 activeer-stoelen op proef te net11en, Zij kiest natuur­

lijk met behulp van een tabel van aseJ.ecte getallen, zie 4°5 
een tiental typisten uit haar personeelo De prestaties van deze 

typisten warden gedurende enige tijd gemeten, b~vQ door het aan­

tal per uur get1kte regels te telleno Vervolgens geeft men deze 

typisten activeer-stoelen en meet wederom hun prestatiesc De 

directie constateert, dat 9 van de 10 typisten op de activeer­

stoelen meer regels per uur getikt hebben dan op hun vroegere 

stoelen, terwijl bij een typiste het ·tegengestelde geconstateerd 

werd G Met behulp van de tekentoets kan tnen nu de hypo these toet­

sen, dat het niets uit maakt of een typiste werkt op een 11 acti-
' 

veer-s toel '' dan wel op een gewone s toe 1, of wiskundig gepreci-

seerd: p ½ als p de kans voorstelt, dat de waargenomen type-

snelheid van een typiste werkend op een activeerstoel groter is 

dan de bij dezelfde typiste op een gewone stoel waargenomen type­

snelheido Deze hypothese moet op grand van het gevonden resul­

taat verworpen warden, als we werken met een onbetrouwbaarheids-
• 

drempel 0,05~ Zie de tabel van de kritieke waarden der teken-

toets~ Men zal hier concluderen dat p >kl.sen dit 2al het geval 

zijn als de activeer-stoelen inderdaad een gunstig effect hebben~ 

Men zou dus op grond hiervan geneigd zijn om de directie te ad-
;, 

viseren om voor alle typist en activee1"'l~.-stoelen te kopen. 

Toch is het de vraag of dit advies verantwoord isQ Men 
' 

heeft slechts geconstateerd, dat de typisten beter gingen wer-

ken, nadat zij andere stoelen hadden gekregenG De oorzaak van 

het beter werken behoeft echter niet in de speciale constructie 

van de stoelen te liggen. Het is mogelijk, dat de prestaties ook 

verbeterd waren, ala men de meisjes stoelen had gegeven, die vol-
• 

gens de vertegenwoordiger van de f abrielc wellicht '' langzaam-aan 1
' _ 

stoelen zouden moeten worden genoemda All~~n de verandering zou 

reeds een t~jdelijke verbetering van de prestatie veroorzaakt 
' 



• 

door de extra aandacht die aan hen besteed is, zich niet reali­

serende, dat zi j ' 1 aselect tt geko~en zi Jn .. 
De bedoeling van dit voorbeeld is aan te tonen, dat men 

met statistische methoden all~~n niet de oorzaak van een bepaald 

verschijnsel kan vaststellen. Men kan hj_er uit de tekentoets 

wel concluderen, ·aat er relatief teveel meisjes beter zijn gaan 

werken om aan te nemen, dat de verander:•_ng van stoelen geen 

invloed heeft gehad, doch het staat helemaal niet vast dat de 

verbetering schuil t in het 1
' acti veer'' -l<arakter van de nieuwe 

stoelen~ Men kan dan trachten om andere mogelijke oorzaken uit 

te schakelen, dooP 10 andere meisjes te kiezen en deze nieuwe 
11/l 

stoelen te geven, die in constructie niet afwijken van de oude, 

maar er een beetje mooier uitzienG Vindt men ook dan een duide­

lijke tempoverbetering, dan wordt de bijzondere eigenschap van 

de activeer-stoel in een dubieus licht gesteld~ 

Bij de hier beschreven proefopzet onderzoekt men alleen 

het effect van de nieuwe stoelen op korte termijn~ Ten aanzien 

van de te nemen beslissing over het al of niet kopen van acti­

veer-stoelen is het effect op langere termijn van meer beteke­

nisc Men mag aannemen, dat de bovengenoemde psychologische rac­

toren in de regel slechts een tijdelijke verbetering van het 

tempo kunnen veroorzaken, doch dat als de typisten eenmaal aan 
; 

de nieuwe situatie gewend zijn, zij weer op hun oude tempo zul-

len terugvallen, tenzij de r, act i veer--s toelen 1
' een re~le verbe­

tering betekenen. Men kan dus de proefopzet verbeteren door de 

waarnemingen van het typetempo bij gebruik van ''activeer~-stoe­

len paste verrichten na een zekere gewenningsperiode. Nog be­

ter is het om de stoelen eerst geruime tijd te laten rouleren, 

zodat het gehele personeel er mee kennJ.(J gemaakt heeft"' Pas 

daarna gaat men metingen verrichten bJj een aantal aselect ge­

kozen typisteno Tevens is het beter de typisten niet te laten 

. weten, dat zij waargenomen warden; men vermijdt dan dat zij be­

ter of slechter werken omdat er aandacht aan hen besteed wordt
0 

,. 

Men kan bovendien nagaan of er zowel een verbetering optreedt 

als een typists eerst op een gewone stoel en daarna op een acti-

veer-stoel werkt, als een 

gekeerde geval .. 
vermindering van activiteit in het on1-

• 

• f 

' 

Het is ook mogelijk, dat de activeer-stoelen op ean deel 

een ongunstig effect. Men kan om daarover iets meer te weten te 
. 
• 
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Kritie1-ce ¼raarden van de tt,,Jeezi(:J<J:1_ge tekentoets. 
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Onbetrouwbaarheidsdrempel I n Onbetrouwbaarheidsdrempel n 
0 ' 1 r-.

1 0.,01 0.,02 0.905 0~10 Oj01 0;02 0,05 I 

I • 
I 
' 

' 51 15 16 18 19 1 - - - --
2 - - - •• 52 16 17 18 19 · -
3 • 53 16 '17 18 20 ' - - - -
4 - - - ·- 54 17 18 19 20 
5 - - -. 0 55 17 18 19 20 
6 - - 0 0 56 17 18 20 21 a 

7 - 0 0 0 57 18 19 20 21 
8 0 0 0 1 58 18 19 21 22 
9 0 0 1 1 . 59 19 20 21 22 I 

• 

60 • 

19 20 21 23 10 0 0 1 1 

11 0 1 1 2 61 20 20 22 23 
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• 

een activeerstoel prefereert boven een gewone stoel, een gewone 

stoel boven een activeer-stoel, of in deze geen mening heeftp 

Men kan dan voor ieder van deze groepen apart onderzoeken of de 

activeer-stoel een gunstig effect heeft en de steel alleen voor 
• 

die groepen kopen, waarbij men dit gunsttge effect ontdekt . .. 
Bij een dergelijk onderzoek bestaan uiteraard nog vele 

mogelijkheden, die hier niet besproken zijn, zowel wat de metho-
• 

de van·waarnemen als van statistische verwerking betrefto Over­

wegingen als hierboven geschetst zullen daarbij echter steeds 

van belang zijn .. 

' 

6.4. Eenzijdi~e tekentoets3 
4¥ ; LS I rt Sit;~•· J 7 [ 7 it I I I I 

In 6 1 hebben wij uitgelegd dat de tweezijdige tekentoets 

een statistische methode is om te beslissen tussen drie moge-
• 

lijkheden: 

A: p < l • ··-2 

B: p l eigenlijk p r _,. l -- ~ 

2 
?Cf -, 

2 r • 

C: p > 
l 
2 ~. 

Vaak komt het echter voor, dat 

beslissen tussert de mogelijkheden 

. ' 
v,] ]_ J kunnen volstaan met te 

A of B en C of tussen A en 

B of C ~ In ons voorbee ld van de '' ac ti veers toelen'' ui t 6, 3 zal 

de directie deze stoelen alleen willen kopen als blijkt, dat 

zij een duidelijk gunstig effect hebben op het werktempo~ Dit 
1 

gunstige effect correspondeert met p > ~, als p wederom de kans 
' 

voorstelt, dat een typiste op een activeerstoel 

dan op een gewone steel. De mogelijkheden p < 1 
sneller werkt 

en p 1- be-2 

hoeven eigenlj_jk niet onderscheiden te warden, want zij· corres-

ponderen be ide met het ad vies: it act i veers toelen n1.et kopen 11 
Q 

• 

Irt dergelijke gevallen is het ef'fici~nter om er oak bij 

het opstellen van de toets rekening i11ee te houden, dat men 

slechts twee beslissingsmogelijkheden noqig heefto Indien wij 

Willen beslissen tussen A of B en C, passen wij daarom biJ 

voorkeur de ~~nzijdige tekentoets toe, waarbij p < 1 getoetst 
' 

wordt tegen p > ~-. Er zijn twee ~~nzijdige toetsen; de rechts-
• 

•-~ 

eenzijdige toets, waarbij p 5 ½ getoetst wordt tegen p >.~en 
• 

de linkseenzijdige toets, waarbij p ~ ~ getoetst wordt tegen 

aangegeven 

in f-ig. 6 ~ 3 ' 
. ' ' . ' 
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Fig. 6.3. Besliss1.ngsscherna voor de :linkseenzijdige tekentoetsa 

Wij kiezen blj de rechtseenziJdige tekentoets het interval 

C in het onderste deel van figa 602 welk interval de rechtse 

kritieke zone genoemd wordt zodanig, dat de kans, dat men in 

dit interval te·recht komt, als p ... ·½ is, hoogstens gelij1c is 

aan de gekozen onbetrouwbaarheidsdrempel oc. Men bereikt daar­

door, dat de kans, dat men in de rechts~ kritieke zone terecht 

komt, als p <½is, zeker kleiner zal zijn dan oc, daar de kans 

op veel rtsuccessen'' bij p < 1 natuurlijk kleiner is dan 1Jij 

p = ·½. Daaruit volgt dat de kans, dat de conclusie p > ½ getr1 ok­

ken wordt, als p 5 1 geldt, hoogstens gelijk is aan de onbetrouw­

baarheidsdrempel. Evenzo is in het onderste·gedeelte van figo 

6.3 voor de linkseenzijdige toets he·t interval A de linkse 

kritieke zone zodanig gekozen~ dat als p ~½is de kans, dat 
men in die zone ·te1 ... ecl1·t: l{on1t hoogst:er1s 1 ... ~elj;jk is aan ~ 0 De rechtse 

• ', 

I 

kritieke zone wordt bepaald door ~~ ; daarom wordt x~ de recht-

se kritieke waarde genoemd. Evenzo wordt de linkse kritieke zone 

begrensd door een linkse kritieke waarde :x..t a 
' 

De beslissingsschema 1 s ~oor de be1de ~~nzijdige toetsen lig­
gen intu!tief voor de· hand~ Bij een waarde ~ 

van p < t~ dus in het 
interval A of B in het~bovenste deel van fig. 6c2, zal men 

' • 

geen hoge waarden van x verwachten en 
r1 . . 

minder in overeenstemming met de hypothese 
men vindt ·waarden van .?:; n 

p < ~, naarmate zij 



• 

meer rechts van 1 liggen. De rechtseenzijdige overschriJding~­

kans van :x. wordt in verband hiern~e gedefinieerd als de kans 
• 

dat x de waarde x bereikt of overscl1.rijdt, berekend onder de 

hypothese p 1 d 3. Deze kans wordt in formulevorm aangegeven oor 

Zolang 

, 

X ... < n 

.... 

k"t(X) = p [ X ~ :x, I P= J; . -

1 is zal de rechtseenzijdige overschrijdingskans 2 

grater wordt, wordt deze 

overschrijdingskans kleiner. De rechtse kritieke waarde x~ ligt 

zodanig, dat k~(x~) niet grater dan de gekozen onbetrouwbaar­

heidsdrempel ex. is, te1,,wij 1 k-c. (x.~- 1) => ex is I> Men zal op grand 

van een gevonden waarde X.> x~ de hJrpothese p < ·½ met meer stel­

ligheid verwerpen naarmate zij grater is~ dus naarmate k~(x) 

kleiner iso Met de linkseenzijdige tekentoets, correspondeert 
' 

een linkseenzijdige overschrijdingskans ke<x), waarvoor ana-

loog aan het voorafgaande geldt: 

kt<x.) = P ?f < xi P=½ 

kc(x) ~ ½ als 

ke(xi) ~ ex. en 

:x.~ l 
h\ 

kt(:x.e + 1) > oc. 

In fig•>} 6 .,4 zijn de rechtseenzijdi.ge overschrijd.angskans 

k.~(6) , de linkseenzijdige overschrijcli11gskans ke(6) en de twee 4 

zijdige overschrijdingskans. k(6), v~1n x .. ¥ 6 weergegeven., voor 

de tekentoets met n = 8G Daartoe is voor ieder van deze drie ge­

vallen de waarschijnliJkheidsverdeling van~ onder de hypothese 

p ½ getekend in de vorm van een histogram. 

o~ ----- ---·---------------------·--------------- .... -- -----~- . ~~----.,....... ~----,-- ~ - - ,,., - ... - - - ...... - - - - - - - - - - - - - - - - ... - - - - - - - - - r---

0,22, --.,.-----------.------f 
a 

.., 111, 

--,-.,- ...... - - -· .. - - .... "' - - ... - - - - - ... - - - - -- - ... - - - .---..J 

b (~ -

• 

,0,11 ·------------

• 

0 1 2 5 .LJ 5 6 7 8 0 1 2. 3 4 5 6 7 8 0 1 
• 

• 

• 

n = 8, gegeven door de gearceerde gedeelten der 
• 

figuren: a rechtseenzijdig, b linkseenzijdig, c twee-
...... ' 

• 

zijdig<) 

• 

voor de tekentoets ·met n 8 de overschrij-
' 

dingskansen v an. ..le -· , .... ,~ · 1 
,,· , . Cl 

• 

' 



• 

• 

Men kan bij figt1ur 604 opmerken, dat de tweezijdige over­

schrijdingskans 

de kleinste der 

dezelfde :x:,, 

van :x- voor de teker1toets ·ge li jk is aan tween1.:Jal 

eenzijdige overschrijdingskansen behorende bij 
• 

Hierin schuilt het voordeel van de 6fnzijdige toetsing, 

indien tnen met slechts twee beslissingsmogelijkheden te doen 

heeftb Indien men bijvoorbeeld p < ½ tegen p ~ ½ wil toetsen, 

en men vindt voor ~ een waarde die grater is dan ½n, dan is 

de rechtseenzijdige overschrijdingsknns daarvan de helft van 

de tweezijdige overschrijdingskans en men komt dus bij de rechts­

eenzijdige toets bij lagere waarden van x tot de conclusie 

p > 1 dan bij de tweezijdige toets het geval is. Men for1nuleert 

dit voordeel gewoonlijk als volgt: de rechtseenzijdige teken­

toets heeft, voor p > ~, een grater 9nd.~.r~ .. ch~id~_:r?,g~_v:,_e~_~oge~ dan 

de tweezijdige; evenzo heeft de linkseenzijdige tekentoets een 

grater onderscheidingsvermogen voor p < 1-
De kritieke waarden voor de eenzijdige toetsen kunnen zeer 

gemakkelijk uit de hierbij gevoegde ·tabe1 vc:.1n· de tweezijt1:l,!i:(= 

toets gevonden wordeno In deze tabel zijn uitsluitend linkse 

kri tieke waarden opgegeven G Men vindt bi jvoorbeeld bi j n ... 30 
dat de linkse kritieke waar.,de van de tweezijdige toets bij. o ... -•·• 

0,10 gelijk is aan 10. Dat betekent dus dat de tweezijdige 

overschrijdingskans van x-- 10 niet grater is dan 0,10; de 

linkseenzijdige overschrijdingskans is dus niet grater dan 0,05; 

de linkse kritieke waarde van de eenzijdige toets bij oc= 0,05 

is dus 10. De tabel van de kritieke waarden van de tweezijdige 

toets kan dus gebruikt warden voor de linkseenzijdige toets, 

mits de onbetrouwbaarheidsdrem-els ~ehalveerd wordeno De rechts­

eenzijdige kritieke waarden vindt men door de linkseenzijdige 

waarden van n af te trekkeno Uit bovengenoemde tabel kan dus 
voor n .. _. 30 worden af"lgeleic1 • 

<:;I._ - ,Q.i 005 0,01 0,02 0,025 0,05 0,10 -
-·- "' * .... 

11nkse kri tiel<:e waarde, tweez ijdig - 7 8 - 9 10 

rechtse ff 1 f f I 23 22 21 20 , - -
linkse 11 ft eenzijdi 7 8 9 10 , - -• .,. .. 
rechtse tl tr e. 

z:tjdig 23 22 21 20 , - -

· Evenzo kan men de benaderingsforlnule 6 0 2; Q. voor de rechtse 

kritieke waarde van de tweezijdige tekentoets gebruiken voor de 

kritieke waarde van de rechtseenzijdige tekentoets, indien men de 

onbetrouwbaaN\ai,cjs,drempel halveert, dus ju1st de in tabel 3 .. IV 
, ·• 

• 



opgegeven waarden eanhoudt Dit geldt analoog voor de bepaling 

van de kritieke waarde der linkseenziJdige toets met behulp van 

forrnule 6 2; ~ 

Indien men eenzijdige overschriJdingskansen wil bepalen met 

behulp van een tabel van de normale verdeling, gaat men als voJ_gt 

te werk. Om de rechtseenzijdige overschrijdingskans te vinden 

berekent men 

• 

' 

en voor de linkseenzijdige overschriJdingskans 

6.4;2 

Indien ~ respo ;; positief is, dan is de rechts- resp. links­

eenzijdige overschrijdingskans geliJk asn de bijbehorende waar-

de van 0<.. , die men vindt in de tabe:i. Vc4n de normale vert1e:l .. ir1,.,; 

ind ien daarentegen ;~ resp. ;~ nega t ief is, dan bepaal t ,nen 

de 0<.. behorende bij -~~ resp .. -;~ en dan is de rechts-• r~ecf) 

linkseenzijdige overschrijdingskans gelijk aan 1-~. Zo v1ndt 

men b D V O b i c) n = 3 6 , X. -·- 26 : 

en 
• 

.l6- 18 + 

¼ 36 -
- 2-. 5 - - 4 

:x_ is positief, men vindt hierbij ex..- 0,0062, dus de rechtseen-~ 
.. . 

behoort <X- = O 2 0023., dus de 1 ir1kseer1z :L JC! i.ge overschri jdingskan~;) 

ig 0,998 Zoals wij reeds opgemerkt hebben bij fig~ 6 4 is de 

tweezijdige overschrijdingskans van x gelijk aan twee maal de 

kleinste der eenzijdige overschriJd1ngskansen, dus hier: 

2 x 0;0062 = 0,012 Het is gemakkelijk na te gaan, dat we deze 

tweezijdige overschrijd1.ngskans ook gevonden zouden hebben, zo 

w~ te werk gegaan waren als beschreven is bij formule 6.2;3. 

,Opf5~.Ye9.-_ ~ 
6 p 4. b. Bepaal bij de tekentoets voor n ···- 100 

1 De kritieke waarden voor de tweezijdige toets voor « = 0,01 

en 0.,05. 

-

2 De kritieke waarden van de links- en rechtseenzijdige toetsen 

bij ot· 0.,01 en 0,05,. 

3 De een- en t·weeziJdige overschrijdingskansen van genoemde 

kritieke waa~den~· 



Bij vraag 1 en 2 dient men de trbel van de kritieke waar­

den t~ gebruiken, bij vraag 3 de tabel van de normale verdeling~ 
• 

Vergelijk de overschrijdingskansen met de b1j de kritieke waar­

den behorende onbetrouwbaarheidsdrempels~ 

604.c. In de gemeente Amsterdam werden in het jaar 1952 14896 

kinderen geboren, waaronder 7635 jongens~ Toets met behulp van 

de tekentoets de hypothese, dat een kans op een jongensgeboorte 

gelijk is aan de kans op een meisjesgeboorte. Verdient een- of 

tweezijdige toetsing hier de voorkeur? 

604.a. Een dierenhandelaar krijgt een offerte van een nieuw soort 

kattenbrood B, dat iets duurder is dan het kattenbrood, dat 

hij tevoren steeds verkocht heeft soort A$ Om te beslisaen 

of hij soort B zal kopen neemt hij een proef met 30 katten, die 

hij tegelijkertijd een bakje met A en een bakje met B voorzet. 

Hij wil soort B alleen kopen als bliJkt, dat B beter is dan A. 

Bij de proef bleken 10 katten Ate prefereren boven B, terwijl 

20 katten meer B aten. Wat zal volgens de tekentoets de beslis-

sing van de handelaar zijn, indien hiJ een kans 0,05 wil riske-­

ren om de offerte te accepteren als A niet slechter is dan B. 

605. Onbesliste experimenten. 
a1tn•: .. , 11 SJFR I ii 111,1, id I • :•.:•H t 

In dit hoofdstuk hebben wij steed:s aangenomen, dater bij 

de toepassing van de tekentoets geen onbesliste gevallen optra­

den. Indien het aantal onbesliste gevallen relatief klein is, 

kan men deze het beste buiten beschouwing laten en op de overige 

gevallen de tekentoets toepassen. Deze methode is altijd beter 

dan die, waarbij men de helft van de onbesliste gevallen posi­

tief en de helft negatief telt, een methode die ook wel eens 
• 

voorgesteld wordt. Bij deze laatste methode is de kans dat men 

de getoetste hypothese ver\'1erpt, al,:3 zlj niet juist is, kleiner. 

Volgens de boven reeds vermelde terminologie kunntn wij dus zeg­

gen: de laatste n1ethode heeft een kleiner onderscheidingsvermo­

gen. \vij zullen in 1-iet volgencit! hoof·ctst1.1k lloor een a1eer alge--

meen geval 

onbesliste 

1 , aangev,ln W·e·1 1re,, 1•'e--g m,e·n iran vota.e~ .. . . '\..., . , n.. 'ff ) j, • n. . * . .A., t::) l. .1. , 

• 

gevallen relatief groat is. 

• 

indien het aantal 



Hoofdstuk 7 

Binomiale toetsen 

7 • 1 • ;r,nlei d.i .. ~u5. 

7.1;7.2 

In hoofdstuk 6 hebben wij beschreven,.hoe men de hypothesen, 

kan toetsen, dat de fractie p der elementen met een bepaald ken­

merk K in een populatie gelijk is aan ½, hoogstens gelijk is aan 

1 of minstens gelijk is aan ½, respectievelijk met behulp van de 

tweezijdige, de rechtseenzijdige en de linkseenzijdige teken­

toets. Deze methoden kunnen toegepast warden, indien men uit de 

populatie een steekproef genomen heeft, die voldoet aan de in 

hoofdstuk 4 genoemde eisen en het aantal x der elementen met ken­

merk K daarin bepaald heeft. Men kan desgewenst op grand van de­

zelfde gegevens ook hypothesenp .... p
0 

,-. ½, p ii p
0 

of p ~ p
0 

toet,. 

sen. Deze toetsen vertonen grate analogie met de tekentoetsen. 

Zij warden hier binomiale toetsen genoemd., omdat de waarschijn·• 

lijkheidsverdeling van de toetsingsgrootheid x een zogenaamde 
binomiale verdeling is. De tekentoets is een bijzonder geval 

' 

Po = ½ van de binomiale toets. Wij zullen hier volstaan met r1et 
' 

opgeven van de nodige formules en verwijzen voor de verdere i11--

terpret atie naar het vorige hoofdstuk, In aansluiting hierop 

zullen wij een methode bespreken voor behandeling van steekproe­

ven met relatief veel onbesliste experimenten, die bij deze toets 
en bij de tekentoets gebruikt kan warden. 

7 • 2 . T~~,e.z"i j d,i S,~,. .~.~.n'?.~-~"~,f,,~ .... -~.o~,,~.s . 
' 

De methode, die wij in paragraaf 6.1 beschreven hebben om 

de hypothese p = 1 tweezijdig te toetsen, kan in principe ook ge-

bruikt warden om een hypothese p = p 0 ½, te toetsen. Me·n zal 

daartoe slechts betrouwbaarheidsgrenzen voor p behoeven te bepa­

len op grond van het gegeven waarnemingsmateriaal. Als het inter­

val tussen boven- en ondergrens p 0 bevat, zal men de hypothese 

p = p 0 niet Y.~.;~,?.rP..~,9,• Indien blijkt, dat beide grenzen kleiner 

zijn dan p0 , zal men p ·.~·~:. p 0 verwerpen ten gunste van p < p
0

; it1"• 

dien daarentegen beide grenzen .S:£,<?,~.~-~, zijn dan p 0 , zal men p ~·::: r ... J(\ 

verwerpen ten gunste van p > p 0 • 

Voor waarden van p0 , die niet te ver van 

doende grote waarden van n kan men 

benaderen door x op te lossen uit 

wederom de 

. - . .,.,. ,,,- -. "' 

.. .,. c·~ + c ·• ,. -v(.n .... ~ ·. -~- i ·cQ 
' . . ' . ~ • 4 ~ + ·-,;· . ·.. . . ' . . . : . . .. . ' . . '> •. . • ' . ~,· ,, . . . . . . n· ... 

. ' . 

• • •· ~ T . ' . . -.,·, - - . ,, ... 

,-- ' 

·. afwijken en vol­

kritieke waarden 

• • 



Men vindt dan: 
• 

7.2;1 
• • 

en 
.------

'7 .2;2 x'"t = p0 n + C n Po ( 1 - Po) . 

De vereiste waarden van c bij diverse onbetrouwbaarheidsdrel·r1pels 

vindt men dan in tabel 3.IV. Men dient bij tweezijdige toetsing 

dige onbetr6uwbaarheidsdrempels vermeldt, die dus bij tweezij­

dige toetsing met 2 vermenigvuldigd moeten warden. 
, 

Men kan onder de bij de kritieke waarden genoemde voorwaar-

den, tweezi jclige _ove.~.s.cl].ill~i tj,~_i !:gs~an,se.!.?-. benaderen met behulp 
4 t I I 

van 

een tabel van de normale verdeling. Daartoe berekenen wij: 

VnPo( 1- Po) 

en zoeken de bijbehorende waarde van 

labus ~voegde tabel van de normale 

oc op in de bij deze syl­

verdeling. De tweezijdige 
, 

, 

overschrijdingskans k is dan gelijk aar1 2oc o Wij vestigen er 

hier nogmaals de aandacht op, dat ex. in deze tabel geen onbe­

trouwbaarheidsdrempel voorstelt. 

Pas-de tweezijdige binomials toets .toe op de ·volgende gege­

vens: 

n =·. 10. 000 

X = 3 .578 

o,43 

0.,05 

Bepaal tevens de tweezijdige overschrijdingskans . 
• 

Volkomen analoog aan hetgeen wij in paragraaf 6.4 bescl1~e­

ven hebben, zullen wij de hypothese p = p 0 tweezijdig toetsen, 

indien wij willen beslissen tussen de mogelijkheden p < p 0 ~ 

p ... - p
0 

en p > p
0

• Indien vJij daarentegen p === p 0 wille11 toet~sen 

tegen p > p
0 

zullen wij een rechtseenzijdige toets prefereren 

en voor het geval p > p 0 tegen p < p 0 een linkseenzijdige toets 

Kritieke waarden en overschrijdingskansen warden op analoge wijze 
• 

gevond~no De kritieke waarde xi van de linkseenzijdige toets is 

dus gelijk aan het recht<:rlid van formule 7. _; 1 ., de onbetro111rv­

baarheidsdremnels zijn nu echter dezelfde als vermeld in tabel 

3 .IV; evenzo is de kriti,eke waarcte x~ van de rechtseenzijdige 

toets te vinden uit formule 7. ;2 en tabel 3.IV. 

. .-, . 

• 
' 

.,. . 

De· eenzijt3.1ge ove~sehrijdings~ansen 1can men met behulp van· , 
. ' . " 

. 
' 

een tabel v.,an de no:rmale v·erdeli.ng benaderen., zoals beschreven 
' ' , . > 



• 

is in paragraaf 6.4. Men 

rekenen uit de formules 

de: 

7.3;1 

en 

7.3;2 

d ien.t 

6.4;1 

'" 

dn11 echter 

en 6.4,;2 

I 

~<X. en 

, doch 

;;_ 
uit 

7 .. J;7"Ll 

niet te be­

de volgen-

Zowel voor de bepaling van de kritieke waarden als van de 

eenzijdige overschr~ijdingska11sen rnoeten wederom de voorwaarden 

gesteld warden dat p 0 niet te ver van½ afwijkt en n voldoende 

groot is. 

9,Pgpave,, 7. 3 ~.a .. Bepaal bij de gegevet1s ui t opgave 7. 2 ~ a eveneens 

de rechts- en linkseenzijdige overschrijdingskansen. 

7.4. Onbesl1.ste experimenten bi binomiale toetsen. 

Wij willen nu het geval beschouwen, waarbij in principe 
. 

voor ieder element van de populatie, die wij beschouwen, drie 

mogelijkheden bestaan, te weten: 

1. Het element heeft het kenmerk K. 

2. Het element heeft het kenmerk K niet. ., 

3. Wij wet en niet, o:t") het element het ken1nerk K al dan niet 

bezit, Het is een grensgeval . 
Vaak zullen deze grensgevallen voortspruiten uit de on­

nauwkeurigheid van de meting of de waarnemingsmethode. In het 

voorbeeld van de meting van de doorslagspann1ng van oliemonsters 

zie par. 6.,1. behoren de monsters, waarbij de tweede bepaling 

gelijk is aan de eerste tot de grensgevallen. Gelijk zijn houdt 

in dit geval meestal in: voor zover de meetnauwkeurigheid van 
het experiment toela;~:.t is er· geen ver"lschil te bespeuren tussen 

de eerste en de tweede bepaling~ Een ander voorbeeld van derge-
• 

lijke grensgevallen hebben we bij een verkiezingsenqu@te in de-

geneti, die nog niet weten welke partij zij zullen kiezen, of die 

hun mening niet kenbaar willen mal<:en. Ook deze gevallen kunner"t 

gedeeltelijk voorkomen uit de onnauwkeurigheid van de waarnemir1g; 
het zal van de bekwaamheid van de enqueteur afhangen in hoeverre 
de mening van weinig mededeelzam~ mensen achterhaald wordt. 

Wij bescho1-lwen nu een populatie, waar·in de fractie eleme·n­

ten met l<"enmerk K gelijk is aan p 1 , de fractie elementen, die·• 

kenmerk K niet bezitten gelijk is aan p 2 . en de fractie grens.ge- , 
' . ,. . . . 

vallen gelijk aan p~ ~ Er ¥1ordt ondersteld dat p1 , Pa en P& onbt,~: :, 
,.e.,•1._,,, 

, ' I' ; . . , 



kende constanten zijn, waarvoor uiteraard moet gelden: P, +p2+Ps= 

1, zie paro 5.2 .. Indien wij de onbesliste experimenten buiten 

beschouwing laten, zoals wij in psr. 644 hebben aanbevolen, en 

vervolgens een der toetsen beschreven in par. 7~2 of 7.3 toepas­

eer1 
P1 . p,_ . 

Wij willen nu echter tevens rekening houden met de grensge-
ll'p 

vallen, en wel in die zin, dat wij geen conclusie meer trekken 

ken zal in de volgende paragrafen nader beschreven warden. 

7o5o Getoetste hypothesen voor binomiale toetsen, waarbi reke­

??i ng?z,. w~~Q t. &.~.t1.?,:1?.e .. ~. ,,.!11~ ~ ... ,~.~.1?.e.s ~l,i,s,,~e. ,,~,x~e.llri ~.~n ~en,. 
Indien wij eerst het tweezijdige geval beschouwen, heeft de 

P1 waarin 

a een bepaalde gegeven waarde voorstelt. In het bijzondere geval 

van de tet(entoets zal a= 1 genomen moeten warden. 

Wij willen echter all.een een conclusie trekken betreffende 
P1 

als p~ kleiner is dan een eveneens te voren gegeven waarde b. 
P2. ~ 

Wij kunnen dit in feit bereiken door de volgende samengestelde 

hypothese H0 te toetsen 
H' 

0 Ps > b of en 
Ho= 

H•' P1 : Q. 1 0 p~ 
• 

Als H
0 

verworpet1 wordt kunne,n wij besluiten tot de mogeli~jk­

heden: 
/ 

en ~<a. 
P;2. 

of 
/ 

en 

In fig. 7o1 zijn deze mogelijkheden schematisch weergegeven~ 

Ieder punt in AOAB correspondeert n1et een der1 mogeli'"ike combina-­

ties van p 1 en P3 ~ 

• 

Pa 
1 B 

·o . . . 

A 

.. 

• 

• 

P, 

, 

• 

• 

. . . 
. 

. :· . ; 

. . 

Fig .. 7 .1. T"w:eezijdige binomiale toets met inachtneming der tw1j- .. ··· 
. '' • 

felgevallen. ··verdere toelichting zie blz~ 52 bovenaan.· 



• 

• 

of 

alternatieve hypothesen: 

p < b 3 

en P, < a.. en 
P1 

,. 
en 

De toets wordt nu zo ingericht, det H~ en H~ afzonderlijk ge­

toetst worden en alleen als deze beide verworpen. worden. verwer­

pen wij H
0

• Het voordeel hiervan is, dat, indien H~ en H: beide 

met een onbetrouwbaart1eidsdrempel .ex. getoetst worden, de onbe­

trouwbaarheid van de s.amengestelde toets niet grater zal zijn 

dan ~. Immers als H~ dus ook H0 juist is, dan is de kans dat 

H! verworpen wo-rdt · hoogst.ens gelij1< aan <.x... H0 wordt echter pas 

verworpen als H~ en H~ beide verwor1pen warden .. De kans dat dit 

gebeurt is zeker niet groter dan de kans dat alleen H~ verwor­

pen wordt en deze icans is al niet gro ter dan oc volgens onze de­

finitie van onbetrouwbaarheidsdrempel van een toets · z1e par. 

6.1 . Eenzelfde redenering kan toegepast worden in het geval, 

dat H~ juist is. 
Wij kunnen uiteraard ook een schema opstellen voor het ge-

.. p 1 ; , 

passen. Wij ~illen dat hier aangeven voor het rechtseenzijdige 

geval het linkseenzijdige geval 1{an gemakkelijk op analoge wij­

ze behandeld worden. De getoetste hypothese wordt voor dit geval: 

HI b 
o Pa~ 

en de alternatieve mogelijkheid: 

~ 

en 

Di t wordt s~hernr1t1 Rf"l!~ weergegeven ·1n f iguur 7. 2. 

1 

0 ... 

.\f 2, = a. 
Alt 

1 

Fig. 7.2. Rechtseenzijdige binomiale toets met 1nachtnem1ng der 
' ,· ,.-·.,: 

·, ' '"· ' ·,, 

tw1jfelgevallen . Ver1dere toelict1t1ng op blz.. 15).;'~ 
' ' 

" . . ' 



Of p., ~ Cl ; 
p'l. 

alternatieve hypothese 

en P, > a. .. 
p,_ 

Bij de hier beschreven samengestelde nulhypothesen wordt ver­

eist dat a en b tevoren gekozen worden. De keuze van a zal in cle 

meeste gevallen geen moeilijkheden opleveren, omdat deze con­

stante direct verband houdt met het doel waarop de toets gericht 

iso De keuze van b hangt 

de fractie grensgevallen 

echter af van de invloed. die men acn ,, p 

!t 
kent o Er zijn gevallen denkbaar, waar meri reeds bij een betrekkE.l-

lijk kleine fractie grensgevallen wantrouwend zal zijn ten aan-

Di t is bi jvoo1,,-

beeld denkbaar bij deze gehouden wor-

den om de verkiezingsuitslag te voorspellen, aangezien er dan 

onder de grensgevallen veel kiezers zullen voorkomen, die nog 

vatbaar zijn voor de propaganda der concurrerende partijen. Daa~­

entegen zijn er ook experimenten denkbaar, die onder zulke om­

standigheden moeten warden uitgevoerd, dat men een groat aantal 

nulwaarnemingen kan verwachten. Men zal dan b zo hoog kunnen 

stellen, dat men slechts vermijdt om·conclusies 
p 

. 1 
te trekken als p

8 
abnormaal hoog zou zijn. Sams kan men book 

kiezen op grond van economische overwegingen. 

7.6. Toetsingsschema voor binomiale toetsen met onbesliste expe­

rimenten. 
• 

Wij willen nu nagaan hoe de bovenbeschreven samengestelde 
hypothesen H

0 
kunnen worden getoe·ts.!c. !Vien neemt een steekproet'l 

van n waarnen1ingen uit de populatie en constateert, dat. x., waa:t,~ .. 

nerningen het kenmerk K hebbet1, x,. wafirnerningen het kenn1erlc K 

niet hebben en x 3 waarnemingen grensgevallen zijn Dan geldt dus: 

x.1 +x~ +x. 5 =-= n ·• De toetf3 van de hypothese H~: p!\ ?; b is nu cle 

linkseenz1jdige binomiale toets, beschreven in par$ 7.3. De daar 
Ii 

gebruikte letters p0 en x moeten vervangen worden door b respec-

tievelijk x 3 , om m.et de bovengebr,1ikte notatie in ove1~eenstem­
ming te k'..·;men. 

Indian H~ verworpe11 , .. 7 ordt, gaan we in het tweezijdige geval 
l'c )W iii 0,..,.,, M-,C•l/7! 0 iii•"~ I 4, 

over = 
. · .. ··.. . . 9 

gevallen fa 'de· fractie der e:en1enten r11et kenmerk K gelijk aan 
P1 . · . · · · 

· pt ..... ·.· .... ·.·· .... ·•·•······ ·• 'tlij 'kunnen dus nu de toetC! beschreven in pat .. 
' 

, .. ' ' . 1 ,, ' ·~ . 

toepassen op de x, +x 1 waarnemingen, die geen gren.sgevallen rti. · 3•. ·.n· •···•···· ... ,. i i. · · 
,' "•c;.-,,·,., 

- •• 'd,,,·,' ,•· ,,, -· --~; '.- '•• j 

.; ""'.'' . '.. . . ' . ''. ,,, 



• 

Men moet dan de daar voorkomende letters n, p
0 

en x vervangen 
, ~ 

van de eenzij-
dige toetsen wenst toe te passen, zal men te werk kunnen gaan 

' 

volgens paro 7.3, waarbij de daar voorkomende letters op dezelf-

de wijze ge!nterpreteerd warden als in het tweezijdige geval. 
Voor1Jeeld. 

n ..... 600, X 1 = 300, 

4, b 

X 2. = 100, X 1 

=· o,4. 
-·· 200 

Wij to et sen eers t p?> ~ b - o, 4 .. 

Formule 7 .. 3;2 wordt dan 

~ ,, 
~Ot. = -- -- - :i.oo_ 2.40 + 

V 6oox ~..,_, )t. o.,6 

De eenzijdige overschrijdingskans hiervan is volgens de 

tabel van de normale verdeling ongeveer 0,0005. Bij gebruik van 

een onbetrouwbaarheidsdrempel 0,05 wordt deze hypothese dus ze­

ker verworpen .. 
p 

de hypothese 1 1Jas-

sen wij de tweezijdige binomiale toets voor de hypothese p~ •111• ,-'I --
1,,.,'- -

' I 

Volgens de tabel van de normale verdeling is de tweezijdige 

overschrijdingskans van dit resultaat 0,015. 

een onbetrouwbaarheidsdrempel 0,05 wordt dus 

Bij gebruik van 

Htl P1 4 t eveneens verworpen en wel en gunste van 
0 P2 

p~ < o,8(t 

!? J? ~,~.Y ~ ~ .. 
7o6oa. Een drogist brengt twee hoestmiddeltjes in de handel A 

en B • Om na te gaan of middel A beter of slechter bevalt dan 

middel B houdt hij een enquete onder 50 klanten, die beide mid­

deltjes gebruiken. Het resultaat is het volgende: 

15 klanten beweren dat beide middelen nelpen. 

10 

20 

5 

,r 

rt 

ti 

I t 

fl 

ft 

I f , ~ 

geen van beide middelen helpt 
ft A helpt en B niet# 

B helpt, doch A niet. 

De drogist wil de voorkeur voor beide middeltjes onderzoek£n 

met behulp van de tekentoets · tweezijdig , doch wil daaruit E1;ea1·l 

verdere conclusies trekken, als hij de hypothese niet kan verw.e1•­

pen., dat. tenminste 2 3·· van zijn klanten geen voorkeur heeft voor 
. 

een van beide middel tjes boven het andere. Welke conclueie zal •··.···.·····•··•·· 
. , . 

. •' . . ' 

hij t.rekken,. als de onbetrouwbaarheidsdrempel 0,05 wordt al:• <e 11·,:··, 
. 

,, ' ! , ' .'' '• ' . ' ' 

houden?··· 
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Hoofdstuk 8 

De toets van Wilcoxon 

8 .1. Voor·beeld-·· 1: Echtparen. 

Een onderzoeker heeft de lengten bepai1ld van de mannen en 

de vrouwen van twintig echtparen, t-11et het doel om na te gaan 

of gehuwde n1::Jnnen in het c1lgen1een 

De fictieve resultaten van dit 
' 

gegeven i11 t.abel 8 .. I. 

g;roter zijn dan hun vrouweno 

fictieve onderzoek zijn weer-

abel 8.I • • 

Lengten in meters 

• 

' ' 

nurnmer van 
het echtpaar 

1 
0 
(.._ 

3 
4 

5 
6 

7 
• 8 

9 
10 

11 

'12 

13 
14 

15 

16 

17 
18 

19 
20 

. 

• 

• 

van de mannen en vrouwen van 20 echt~aren. 
' ' 

:Fictieve cijfers ~ · 

x ., = lengte 
l van de man 

1.,592 
1,622 

1,639 
1,677 
1,681 

1,711 

1.,717 
1,721 

1.1725 

1,727 

1,732 
1,71.~1+ 
1, 71~5 
1,749 
1.,765 

1~786 
1,813 
1., 320 

1,821 

1,878 

·v· ... = 1 e ng ·t e vl 
vDn cle vrouw 

1,633 
1,663 

1,531 
1,612 

1.9557 
1,718 
1,645 

1,741 

1~675 
1,631 

1~647 
1,615 

1.,657 
1,649 
1,674 

1,692 
1.,742 
1,828 

1,743 
1,890 

• 

... el-<:en van 
Xi - Yi 

..... 

-
1 -,-
I -,-
I -,-

-
' ·1-

-
-t-

• 

-1-

I --I 

-t-

-I·· 

I 
-i-

+ 
I ,-

. 

-t-

-
-1-

-~ 

' 

In de practijk heeft het uiteraard geen zin lichaamslengten 

nauwkeuriger op te gever1 'dan in hele centimeters O Di.,c is hier 

alleen gedaan om te vermijden dater gelijke waarnemingen op­

treden, die tot later te behandelen complicaties bij de me~ 

tho,de aanleiding geven. z:Le verder opgave 8. 8;:1 • 

• 



Wij beschouwen nu de lengte van de man van het Le echtpaar 

als een waarneming van een stochastische grootheid Xt en de leng-
• 

te van zijn vrouw als een waarneming van een stochastische groet-

zelfde verdeling hebben; wij laten dus b.v. toe dat de verschil­

lende echtparen bevolkingsgroepen representeren met verschillen­

de lengteverdelingeno De hypothese, dater geen systematisch 
' 
' verschil bestaat tussen de leng·ten v.an mannen en hun vrouwen 

kunnen we nu als volgt interpreteren: 

Voor .iedere L zijn x~ en 8~ onafhankelijk en hebben zij 
-

dezelfde verdeling O We zullen di t de hypothese H0 noe1nen. 

Men kan nu gemak1celijk aantonen, dat, indien ~ 0 juist is, 

~~k geldt: 

H~ : p X.· >U· 
-L ,:}t, - = P lS-i. < Yi.. . -

De hypothese H~ kan nu volgens hoofdstuk 

den met behulp van de tekentoets. Men behoeft 

te tellen hoeveel echtparen het kenn1erk Xt> ~L 

stree-p.t.e letters x,i. en ~i. stellen de werkelijk 

5 getoetst wor­

daartoe slechts 

de niet onder-

gemeten lengten 

voor en hoeveel het kentnerk .x..t < Yi. 

bel 8 .I, dat bij 14 echtparen de rr1an 

bezitten. Wij vinden in ta­

en bij 6 echtparen de vro,1w 

dingskans van de tekentoets 

het groetste is :x..t > Yt 

~ De tweezijdige overschrij-

is bij dit resultaat ongeveer e,42; 

wij kunnen dus de hypothese ~~ en daarom ook H0 op grond van toe­

passing van de tekentoets op dit materiaal niet verwerpen. 

Wij willen bij de hier gebruikte methode nog opmerken dat 

de hypothese H~ veel minder inhot1dt dan H0 , zodat men met de 

tekentoets H0 op een vrij ruwe wijze toetsto Er bestaan andere 

methoden, waarbij van meer gegevens gebruik wordt gemaakt en 

willen ans hier echter met deze methoden niet bezig houden, 
• 

doch een toets behandelen, die voor een principieel ander geval 

van toepassing is. 

8~2. Voorbeeld 2: Mannen en vrouwen~ 

. Wij beschouwen nogmaals tabel 8 .•. IJ doch nemen nu aan, dat 

de 2e kolom de lengten bevat van een twintigtal mannen~ die ase­

lect gekozen zijn uit e~n bepaalde homogene bevolkingsgroep en 

de derde kolom de lengten van een twintigtal vrouwen, aselect ·ge-
• • 

kozen ui t d~zelfde bevolkingsgroep. De .twee waarnemingen op een 
. . 

• -------~----- -~- --~ . . '. 
> I , ' .. 

·• -_ ' ·;. '.•' 
. :.· ---,_ ..... •;_.,'.; "• ' ,'.!. ' ' . ; ... ' 

• ~ J • • ' • ' • • • ,, ~ • • ' • ' ' 

!_ -· - •• -"'' -· ' _.· ' -· '",.;-; ·::.-:---. ·/,,' • • • . • ·_ : 

. van ,d,~ t·'.h.eorie van :Neyman en Pearson., Diss. Amsterdatno 19·50 · .. , 
• . . 1- . . . . ~ •. 

: :1. -· .. :: ... 
. . 



regel hebben du.s in de regel niet meer op een echtpaa1ra betre1{~· 

king~ 

Wij willen nu nagaan of de mannen van de onderzochte bevol­

kingsgroep in doorsnee grater zijn dan de vrouwen. Ieder getal 

in de tweec1e 1<olom van tabel ?3. I kan beschouwd worder1 als een 

waarneming van een stochastische g1--ootheid x de lengte van r,·121n-­

nen van de beschouwde bevolkingt1grc)ep en ieder getal in de der1
-

de kolom als een waarneming van een stochastische grootheid ~ . 
. -

Wij zullen deze waarnemingen r1 espectievelijk door x.1 ) .... ,x!lo en 

~1." ... ,Y~o voorE>tellen. Op grond van deze waarnemingen gac:1n wi(j 

nu de hypothese H0 toetsen, dat de waarschijnlijkheidsverdeli11-

gen van x. en ~ hetzelfde zijn. . 
-· .. 

Indien men ook op dit geval de tekentoets zou willen toe­

passen, zou men op een of andere n1anier paren waarnemingen 

<~t,~i) moeter1 vormen. Dit kan echter op zeer veel verschillende 

manieren gebeuren, zonder dater enige reden is hieruit een be­

paalde keuze te maken, terwijl het resultaat van de tekentoets 

van deze keuze afhangt. Indien meh de mannen en vrouwen, die in 

tabel 8.I op dezelfde regel voorkomen dus de vroegere echtparen 

vergelijkt, verkrijgt men uiteraard dezelfde overschrijdingskans 

als in 8.1, dus ongeveer 0,12. Verwisselt men alleen de waarne­

mingen 

van de man grater is dan de vrouw vermeerderd met 1 en daalt de 
• 

tw~ezijdige overschrijdingskans volgens de tekentoets tot onge-

veer 0,04-. • 

Wij kunnen deze moeilijkheid oplossen do0r de lengte van 

iedere man te vergelijken met de lengte van iedere vrouii. Wij 

hebben in totaal 400 mogelijkheden om een man met een vrouw te 

vergelijken. Uiterai3rd zijn deze rnogelijkheden niet meer onafhar-

kelijk van elkaar, zodat wij op het resultaat niet de tekentoets 

voor n = 400 kunnen toepassenu 

Om een methode aan te geven, die we hier wel kunnen toepas­

sen, keren wij terug tot de te toetsen hypothese ~0 • Deze hield 
• 

in., dat x.1 ~ ••. , x.:,.0 en ~1, .. - ,~20 011derling onafhankelijke waar-, 
' 

nemingen waren van eenzelfde stochastische grootheid ~. In onze 

gedachten zetten wij nu alle waargenomen mannen en vrouwen in een 
' 

rij ~ te beginnen met de kleinste, vervolgens de op e·en na kleinste 

etc. Indien H0 juist is, is er.geen enkele reden om aan te 

nemen., dat er voorkeur zou zijn voor een bepaalde volgorde vat1 

de mannen en.vrouwen in deze rij; er kan inderdaad ook bewezen 

warden, dat dan alle mogelijke volgorden even waarschijnlijk zijn. 
' 

Het is nu dez,e consequentie., verder aan te duiden met H;, van boven-
• 



genoemde hypothese, welke wij in feite gaan toetsen. 

vJi.j Jcellen nu bij alle 400 tnogelijke vergelijkingen tussen 

een man en een vrouw, het aantal malen, dat daarbij de man gra­

ter is dan (1e vrouw., of., wat op he.,cze lfde neerkomt, wij tell.en, 

nadat mannen en vrouwen naar opklimmende grootte gerangschikt 

zijn als boven is aangegeven, bij iedere man het aantal vrou­

wert dat v66r hem in de rij stoat, en sommeren deze aantallen. 

Het ~esultaat~ dat gewoonlijk met de letter U wordt aangeduid, 

is in ans voorbeeld 289; bij de overige 111 vergelijkingen is 

de man kleiner dan de vrouw, terwiJl er hier geen gevallen voor­

. komen, waarbiJ beide gelijk zijn. In paragraaf 8.7 zullen wij 

voor een iets algemener geval · bespreken hoe wij de overschrij­

dingskans ender bovengenoemde hypothese ~~ kunnen berekenen 1 en 

welke conclusie wij op grand daarvan uit het gevonden resultnat 

kunnen trekken., 

De sta•tistische toetsingsmethode, die hiertoe wordt ge­

bruikt, wordt de toets van WILCOXON genoemd, naar de Amerikaanse 

ceerd heeft. Deze methode 1s nader uitgewerkt door H.B.MANN en 

in 1947. 

8. 3. Deft.~.~ t,ie yan .de .~.?~~s.i_~E¼~lezr:09·t_hei.d Ll . 
a a : 

In het algemene geval van de toets van WILCOXON beschouwen 

wij twee steekproeven: 

x.1 , • . . ) x, "" en 

~1 :> • • • ~ ~ n 
• 

waarbij m niet gelijk aan n behoeft te zijn. Wij rangschikken de 

waarnemingen naar opkl.immende grootte 

uit de eerste steekproef met een x en 

de steekproef met een y aan. Laat het 

bijvoorbeeld zijn: 
l 

• 
• 

en duiden een waarrieming 

een waarneming uit de t~:ee-
• 

resultaat m - 4, n 

Wij tellen nu bij iedere x het aantal letters ~ J dat 

daaraan voorafgaat; dit is achtereenvolgens: 

F. W·ILCOXON., Individual comparison by ranking 

tries 1 · 1945, p. 80 83. 
r•• II bi 

• 

methods, BioinJ-

10 H.B.MANN and D.R.WHITNEY, On a test of whether one· of two 
' .. 

random variables is sto·chast1cal·ly larger than the o,tber; 
Annals of Mathematical Statistics 18 .· 1947., p. 50,,., .. 60 • 

• 



8.3,8.4-

O, o, 1 en 4 en bepalen de som van deze aantallen, dus hier 5-
Deze som wordt aangeduid met U. Er is nog een andere dergelijke 

grootheid, ~erkregen door bij iedere x het aantal letters~ te 

bepalen, dater op volgt en deze aantallen te sommeren · in ons 

voorbeeld: 5+5+4+1 15 . Ter onderscheiding zou men de eerste 

grootheid kunnen aanduiden met U(~\~ aantal keren, dat een y 

voorafgaat aan een x en de tweede met U(xly) aantal letters 

~ dat • achter een ~ voorkomt, doch het heeft weinig zin dit 
te doen, aangezien steeds geldt: 

U(ylx.) + U..(x.\ y) = mn. 

Immers, er zi.jn h1n vergelijkingen rnogelijk van een ~ met een ~j ; 

als bi j een paar x.i.. ldj geldt x~ > Yj , draagt di t paar een een­

heid bi j tot U.(~ l :x:.) en als x" < Yj is, een eenheid tot U(~t~) . 

Wij zullen daarom, na aangegeven te hebben, op welke steekproef 

de letters x en op welke steekproef de letters y betrekking heb­

ben, steeds U(yl~ beschouwen en deze grootheid kortweg met U 

aanduideno 
In de practijk kornt het vaak voor dat enige waarnemingen on­

derling gelijk zijn. Als een groeptje gelijke waarnemin,gen geheel 
, .,. 

tot een van beide steekproeven behoort, geeft dit geen moeilijk-

heden voor de definitie van LL. Indien een x -waarneming gelijk 

is aan een y -waarneming, spreken wij af voor dit paar een bij­

drage 1 bij U.. te tellen. Indien wij bij m 6, n = 4 bij voor­

beeld vinden: 

.:x. 
• 

x.~~yl:3.x.:x.. 

waarbij boven elkaar geschreven letters betrekking hebben op ge­

lijke waarnemingen, vinden wij 

U= o + o + 31.. + 34 ,- 4 + 4 ~" 15. 2 ..::::: 

8.4. Schema van de tweezi die toets. 
' 

Zeals wij re~ds in par. 8.2 gezien hebben, willen.wij met 

de toets van- WILCOXON de hypothese Ho toetsen., dat x.1 l •.. :>x.,, en 
< 

y 1 __ . -~~n onderling onafhankeliJke waarnemingen van eenzelfde 1 

' 

stochastische variabele zijn en dat in feite daartoe de hypothe-
se H~ getoetst wordt, inhoudende dat alle moge11jke volgorden der 

\ 

letters x. en tj· bij rangsch1kking van de waarnemingen naar opklim-
-

mende gro,otte even waarschijnlijk zijn. D1e waarsch1jnlijkheida- ·· .-.--. 

verdeling van u onder de hypotheee M.,. is voor kle1ne waarden van 
• p • 

' . ' :.,, ... ; 
. . ,, . \ ·. -_ ; ' : : 

m en n , en in principe ook voor gr·ote waarden exact te be,reke~·.,-:·: 
. ' ' ' ' 

,. ' 



• 

nen. Het blijkt, dat deze verdeling syrr1metrisch is orri het ge­

middelde ½ mn ; di t betekent dus d::1t cie kans op een waarde van LL 

groter dan ½mn gelijk is aan de kans op een waarde v kleiner 

dan ~mn, of, wat op hetzelfde neerkomt in formule : 

8.4.1 ' 

P U.::: Ll = P U. = mn_ U .. 

Tevens blijken waarden vc1n Ll n1inder wa,:1rsch1jnl1jk te 

zijn naarrnate zij verder van rnn verwijderd zijn. Indien Ho 

juist is, zullen waarden, dicht bij O of ~n dus weinig voo~ko­
men. 

Grote waarden van U korr1en voor als de meerderheid van de 
' 

letters x achter in de rij van de gerangsch1kte waarnemingen 

staat, en de letters meer voorin. Een dergelijk resultaat 
' zal vaak voorkomen als de stochastische variabelen x en~, cor-

•• 

responderend resp. met x.1 , .•. ,x.m en ~1 , .•. ,y,,, niet dezelfde 

verdeling hebben, doch x in de meerderheid van de gevallen gro­

tere waarden aanneemt dan y. Precieser gezegd, grate waarden 
-

van Lt zullen vaak voorkomen als geJ_dt: 

P= p ~>~ 
■ k I 

; > --,- . .... 

Kleine waf,rden van U zal men daarentegen vaak vinden als 

p = P ~ > ~ · < .!. is. 
- 2 

Wij kunnen nu eer1 dergelijk sc::l1erna opstellen, als voor de 
,.. 

tekentoets gernaakt is in paragraaf 6.1. Het schema voor de twee-
zijdige toets van WILCOXON is gegeven in figuur 801. 

P<i H' P>1 
P= p 0 ~ e->i 

0 J \ 1 / 1 \ 
I~\ I \ 

I \ 
I \ 

I \ 
I \ 

I \ 
I \ 

I \ 
I \ 

I \ 
I \ 

I \ 
I ' I \ 

I \ 
I \ 

I \ 

,' ~ niet verworpcn \ 
• p<1 \ p>1 I \ u ~ '! 

0 Ut ½mn ll"t mr1 

fig 0 3.1- Schema voor de tweezijdige toets van WILCOXON. 

Op de bovenste lijn zijn wederom de mogelijkheden uitge-
,. 

drukt in p aangegeven., waartussen tnen wil bes lissen,, op de 

onderste lijn is aangegeven., welke concluaie men op grond van een 
gevonden waarde van U zal trekken. Daarbij treden weer twee kri­

tiek~ waarde·n Ut en U'l' voor U op, zodanig gek:ozen, dat de kana · 



dat men rechts van U-z of links van Ut terecht komt., als H~ geldtJ 

nog juist niet grater is dan oc 3 de gekozen onbetrouwbaarheids­

drempe 1. Men cone ludeert p < 1, als U~ U.t is, p > 1 al s U. ~ · . .1..~ 

is, terwi jl H0 niet verworpen kan worden als lLt < Lt< Ll~ is., 

Er is een klein verschil met de tekentoets. De hypothese 

H~ houdt hier meer in dan alleen p- ½, het kan dus voorkomen 

dat H~ niet juist is, en toch p ½ geldt. Dit treedt b.vo op 

als ~ en y beide symrnetrisch verdeeld zijn t.oov. dezelfde waarde 
-

a, maar verschillende spreiding bezitten. Indien H~ verworpen 

wordtJ kan men dus strikt genomen p = ½ nog niet verwerpen. Bij 

nader onderzoek van de toets blijkt echter, dat men bij deze 

toets geen grate noch een met het aantalwaarnemingen toenemende 

kans heeft om in het kritieke gebied links van Ui of rechts 

van U~ terecht te komen als p =½is, ook al is ~ 0 niet vervuJ.do 

Hierdoor is het aangegeven beslissingsschema voldoende gerecht­

vaardigdo 

Wij zullen in paragraaf 8.6 aangeven hoe de kritieke waar­

den bepaald warden. 

Bij de tweezijdige toets van WILCOXON kan wederom een twee­

zijdige overschrijdingskans voor iedere gevonden waarde U van 

U gedefinieerd worden. Dit is de kans~ ender de hypothese ~0 ~ 

dat U de waarde Lt of een minstens evenver van ½mn verwijderde 

waarde aanneemt. In f'ormule wordt bijvoorbeeld de tweezijdige 

overschrijdingr:,kans van LL .... l~o als m ··· 10 en n 20: 
• 

?:: 60 . 

• 

De behandeling van de vraag hoe deze 6verschrijdingskansen 
. 

berekend warden, wordt wederom tot paragraaf 8.6 uitgesteldo 

8.5. E6nzijdige toetsen van WILCOXON. 
a tov:rw:, •••• • ,1:a t • a c.7Tt; t • a ■ •• z 

Analoog aan de twee eenzi jdige tekentoetsen· ,.ren W.,ii:I:reex.~~ 
, 

kunnen wij ~~nzijdige toetsen van WILCOXON opstelleno Het sche-

ma van 8 ,2. U~ is 

hierin de kritieke waarde van de rechtseenzijdige toets~ en is 

dus zo gekozen., dat de kans onder H~ dat ~ ~ Ll~ is, nog juist 

kleiner is dan de g~kozen onbetrouwbaarheidsdrempel. De analogie 

hier niet zeggen, 

niet bet\fezen kan worden dat ui t P Ll ~ ' IH~ ~<Xt volgt: 
P U 2::1t'l <--t 

l.A,-t; l p .. ~ 

heidsdrerapel,· 

hypothese met 

• 

~ ~ , zodat wij niet weten of de onbetrouwbaar-

die geldt voor H:, ook geldt vorr iedere andere 
• 



feitelijk niet interesseert. Wij toeJcsen de· hypothese ~. In-

-

H~ ten guns te van p > ~,. S tr11{t g;enomen we ten wij dan nog niet 

of we iedere hypothese met p 5 ~ oo1c zouden kunnen verwerpen. 

Val t Lt kleiner ui t dan •, dan wordt H~ niet verworpen. 

0 

• 
0 

, 

1 ' ,. ', 
\ 
\ 
\ 
\ 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

u. I 
"t 

1 

rnn 

fig. 8.2. Schema voor de rechtseenzijdige toets van WILCOXON. 

Bij de rechts~~nzijdige toets behoort wederom een rechts­

~~nzijdige overschrijdingskans. Dit is dus de kansj dat U onder 

de hypo these ~~., de gevondet1 waarcle bereikt of overschrijdt., 
• 

in.formule: 

k~(U)= P U~ Ull-1~ . 

Wederot11 ge ldt:; ct,,.t de rechtseenzijdige overschrijdingskansj 

van de rechtseenzijdige toets van 
t 

u?; 

WILCOXON hoogs tens geli Jl{ i c3 aan 0.e onbetrouwbaarheidsdrempel ex. 

Bij de linl<seenzijclige toets wordt H~ getoetst tegen p < ½. 

Oe kri tieke waarde U'e is kleiner dan ·½ mn en ligt zodanig, dat 

de kans onder de hypothese H~~ dat U de waarde ~~ of een lagere 

waarde aan11een1t., r1oogs ~ter1s gel i jk is a Ein de geko zen onbetrouw­

baarheidsdrempe l ~. De linkseenzijdige overschrijdingskans 

wordt gedefinieerd door: 

ke(LL)= P u.L~ LllH~ . 

Je tweezijdige overschrijdingskans is gelijk aan twee maal 
.,. ,, 

de kleinste der eenzijdige overschrijdingskansen · en gelijk aan 
1 als beide > 1 zijn. Hierin schuilt weer het voordeel van 2 

lijkheden wil onderscheiden. De rechtseenzijdige toets heeft., 

voor p > ~~, een groter onderscheic1ingsvermogen · .. zie p·ar. 6 .4 · dan 
. ,, . 

' . ' " 
de tweez1jdige, de. linlcseenzi jdige voor p < ~. 

' , . . t;;; • , , \_"•' I., , , 

Wij W:\llen er hierbij nog op .,w1jzen, dat men niet op gro,nd · 
. . , 

' , ' ,_ 



• 

clan 

de on ... 

van de voor U gevonden waarde mag beslissen of men ~~n­

wel tweezijdig wil toetsen. Indien men dat w~l doet, kan 

betrouwbaarheidsdrempel niet meer ge!nterpreteerd \"lorden a 1 ~ E.".':i E~ r1 
~' ~- (ii-

bovengrens voor de kans 'dat men de getoetste hypothese zal ve:t·­

werpen als zij juist is. Indien men bijvoorbeeld steeds rechts-
toetst als U> 

dan is de leans, dat men in ~~n van beide kritieke gebieden te­

recht komt, niet hoogstens gelijk aan ~ · de onbetrouwbaarheids­

drempel van de eenzijdige toets - doch 2~. Deze methode komt 

dus in feite neer op ·tweezijdig toetsen. 

8 •. 6. Bep,a.ling van icritieke waarden. 
• wr : : a : ,1 11111 111 • e 1 1 ,s a r ,■ 1 ,., 

Wij. hebben in par. 8.4 reeds opgemerkt, dat de waarschijn­

lijkheidsverdeling van U.. onder de hypothese H0 symmetrisch 1~~ 

ten opzichte van 1mn, zodat geldt: zie 8.4;1 : P U:LtlHo = 

= P U=mn-Ltli-lo • 

Dientengevolge liggen ook de kritieke waarden symmetrisch 

ten opzichte va.n ½ mn. P\ls dus de lj~n1{sa kri ti eke waarde van d,;: 

tweezijdige toets gelijk is aan Ltr, volgt de rech·tf;e l{ritieke vJ,)~:r­

de uit: 

U"t = m n - Ue,. 

Eveneens is de ve1ndeling van U. symmetrisch in m en n ,, ..... 

Dat wil zeggen 2 als we twee steekproeven hebben, 
; ~ 

een rnet m 
I ,, f een met n waarnemingen, doet het er niet toe o we de letter:~, 

aan de eerste en de letters y aan de tweede steekproef toe-­

kennen, of omgekeerd; in beide gevallen verkrijgen we voor 
µ= U(l:jfx.) · zie 8.3 onder de hypothese H~, dezelfde verdel.Ltlf);,, 

Dit geldt eveneens voor de kritieke waarden. We kunnen dus tij 

het tabelleren volstaan met de li~cse kritieke waarden voor twee 

steekproeve11 t112t m ~ n • 

We hebben in de tabel 8.II de linkse krit1eke waarden van 

de toets van WILCOXON gegeven bij tweezijdi.ge onbetrouwbaarheidl;­

drempels oc, .... 0,10; 0,05; 0,02 en 0.,01 eenzijd.ig: 0,05; 0,0~::5; 

0 1 01 en 0,005 voor waarden van men n van 2 tot en met 10. 

De hier opgegeven kritieke wc1ard.en gelden strikt genome1"'. 

all~~n indien er geen gelijke wasrnemingen in de steekproeven 

optreden .verg. par. 8.3 . Indien er slechts weinig gelijke w;J.Sll'-· 

nemingen vobrkomen in kleine groepjes van 2 of 3, kan men tabe}. 

8 0 II zonder bezwaar gebruiken. De jti1.ste kri tieke waai~cten kunn(~,1 
' 

in deze gevallen iets afwijken van de waarden in tabel 8.II opge--
geven en zijn dan over het algemeen hoger; bij gebr11il,c va11 de 

bel is het dus mogelijk dat men H~ niet verwerpt 

dit biJ exacte berekening wel mogelijk zou zijn. 

in geva1·1 .. e .. ·.n, 1•eo~ 
... · . . • " .• ~~ 

' ' '' ' 



• 

' n. 

2 

3 
4 

5 
6 

'7 
8 

9 
10 

n 

2 

3 
4 

5 
6 
7 
f 

8 

9 
10 

Tabel 8.II 
' 

Li.nkse kritieke waarden van de toets van Wilcoxon 
m.,n : aantallen waarnemingen van de steekproeven 

onbetrouwbaarheidsdrcmpel ~~nzijdige toets 

~2. -- onbetrouwbaarl1eidsdrempel tweezijdige Jt:oe,ts 

• 

0<., 

0(.1 == 0, 05 CX.2 = 0., 10 ~ = 0, (')25 ~ -- 0, 05 
rn 

0 3 L~ 5 6 7 8 9 10 t._ 
m 2 3 4 5 6 rr 8 9 10 n ' .. .. • ' 

~·· ' .. - 0 0 0 1 1 1 2 - - - - . ~- - 0 0 0 

0 0 1 2 2 3 4 4 3 - - ' 0 1 1 2 2 3 
1 0 3 4 5 6 7 '-·· 

. 

4 0 1 2 3 4 1+ 5 
4 5 6 8 9 11 5, ' 2 3 5 6 7 8 

7 8 10 12 14 6 5 6 8 10 11 
' 

11 13 15 17 7 
' 8 10 12 14 

15 18 20 8 ' 13 15 1r7 
' 

' 

21 24 9 17· 20 
' 

27 10 ' 2 3 ' 

0,01 0,02 0,005 C(.2 ~ 0,01 

rr1 
2 3 4 5 6 7 

,~) 

9 10 u 
- I 4 6 8 2 3 5 7 9 10 ...... n 

m 

' 

I W f. - -- - - ,._ - - - 2 - - - - - - - -- -
' 

~- ·- .. ,.. - 0 0 1 1 3 - - - - - - 0 0 
' 

' ' 

0 1 1 '1 3 3 . ~ .. c... 1 I.. - - 0 0 1 1 2 I 

' 

' . l.i. . 5 6 1 2 3 I 

' 

5 0 1 1 2 3 l+ 

3 4 6 7 8 6 C) 
c:. 3 4 ' 5 6 

6 7 9 11 ' 7 4 r 
7 9 0 

' 

9 11 13 8 7 9 11 

11+ 16 9 11 
' 

'13 

19 10 16 

J:J.Bo: Een stree·pje :i~n de tabel be.ice1reent dat de kritiel<e wa:.(rcle 

ontbreekt en dat dus biJ de gegeven aantallen waarnerningen en. 

onbetrouwbaarheidsdrempel de hy·po·these H 0 bij geen enkele wao1--­

de van LL verworpen l{an worden. Di t is steeds het geval als een 
. ✓ I 

van beide steekproeven slechts een en de andere niet meer don 

tien waarnemingen bevat, bij alle hierboven vermelde onbetrouw-

baarheidsdrempels. • 

• 

• 



Als 

vat en de klcinste stcckproef niet minder dan 5, 

bruik rrtakcn van de volgende benaderingsforrnules: 

8.6_;2 U.-z::: ½ mn + C 13, mn(rn+n +i) .a.! 

en 

kunnen wi. ,1 
• • 

welke zoweJ. voor de tweezijdige als voor de ~fnzijdige toetst;t1 

gE:.l)ruikt 1-ct1nr1cn warden, als voor c de waarden uit tabel 8.rr·r· 
word e r1 i 11f_-~c v· L"l .. l d. 

Tabel 8.III 

Waarder1 van c in de formules 8.6;2 _en_8.6;3 voor verscl11l­
len~e waar~en van oc. Eveneens bruikbaar voor de forn1ules 

,. ' 

7.2;1 en 7.2~2. 

eenzi(jdig 

()_,05 

0.,025 

0,01 

0,005 

tweezijdi~_...,_ __ c_ 
o, 10 1,6i 

0,05 1,96 

0,02 2,33 

0,01 2,58 

Indien er vcul gclijke waarnemingen in de steekproeven 

v o or le o t11 e r1, t11 o e ten in de f1 o rmu 1 es · i3 . 6 ; 2 en · 8 • 6 ; 3 co r 1,.. e c t ~l c ,,_t 

warden aangebracht. Dcze zullen besproken warden in 

, Voorbee lcler1., 

Bij m = 10~ 

zijdige toets van 

n = 10 zi jn de lcri tieke waardcn van de twee ... 

\l·JILCOXOJ\T bij ex.~ 0,02 volgens tabel 8.:1 en 

formule 8.6;'1 

Ll t ::~ '19 U <:. = 1 0 . 1 0 · · 19 

en benaderd volgens formule · 8.6;3 

81, 

ut = ½. ,o. 10 _ 2,3~ 1 10 "0 ""11 1 1?!,' •\ .,c, -~ == 

= 5o _ 11,65 Y9 _ ½ = 18,67. 

' 

Te werk gavnde volgens de benaderingsformule vindt men hier dus 

een te lage waarde. Men zou narnelijl-c volgena de benadering ;i➔ (::n 

U= 19 ecn oversct~ijdingskans grater dan 0,02 toekennen en 

Ut = 18 kiezen in plaats van de juiste waarde 19. Bij gebruik 

tnaken van de benadering komt men d,1s niet zo snel tot verwer-
• • • '. C 

- - '. • ' I • 
' • • ' ! • ) 



• 

ping a 1 s l) :1. j 'co e p as t3 i ng van de l~ ;: f3 C; t; c n·1 l:: tho de . 

Opgave. 

8.6.a. Bepaal de kritieke waarden voor de toets van WILCOXON 
bij: 

:-> 7 l::) o • 

m 

m 

m 

3 .!, n 7, 
3, n ·- 7, oc.--

·:>6 n = ,,.,2 J ;; I ·J 

(), 01 

0,01 

rechts~~nzijdige toets, 

twLeZ1Jdige toets en 

=·· 0,05 (tweezijdige toeta • 

De exacte 
, ; 

waarden van een- en tweezijdige overschrijd·lngs -. 

kansen als beide steekproeven niet meer dan 10 waarnemingen b~­

vatten, kunnen alleen gevonden warden met behulp van volledigc 

tabellen, zoals bijvoorbeeld zijn te vinden in H.R.van der VJ,,Hrn: 

Gehruiksaanwijzing voor de toets V8n WILCOXON, Rapport S 32 M 4 

van de St-;ajcis·tische Afdeling van het Mathematisch Centrum .. Tc1-­

bel 8.II is Ran de hand van dez~ tobellen samengesteld; deze 

tabel kan evenals het geval was bij de tekentoets, gebruikt war­

den om bepaalde grenzen ann te geven voor de overschrijdingsk~:tt·· 
-· , , 

sen. Zo vj_ndt rnen voo1~ m =- 9, n .,, ... 6 voor de rechtseenzijdige 

overschrijdingskansen: 0,01 > P U ~ 47 > 0,005. Immers 

Lt1:. ·· 54 •- Ut · ligt voor ex.·- 0,01 0ij 47 en voor = 0,005 bij 

4 0 _.,.. 

Voor grotere waarden van men n kunnen de overschrijding.1-

kansen weer ber1aderd warden met behulp van de tabel van de normo­

le verdeling. Ter bepaling van de tweezijdige overschriJdings­

kans berelcent men nu: 

8.7;'1 
Vamn<m+ n-te 1) 

en bepaalt de bijbehorende waarde van~ met behulp van de tabel 

van de norrr1ale verdeling. De tweezijdige overschr1jd1ngskans is 

dan gelijl{ aan 2<X- • 

Ter bepaling van de rechts~~nzijdige overschrijdi.ngskans 

berekent rnen: 

• 

8.7;2 
. :hmn(m+n+1) 

en voor de linkseenzijdige oversch1,ijdingskans: 

8.7;3 ·• 

en handelt hiermee wederom als is aangegeven op· blz. 46. 



• 

Voorbee lc1: m --- 20 

r. -50(. -

n 60 u 

10oo-6ool- ½ 
V,\ ~60~ 20 '$. • a·1 . 

300 -

-- • .., '::i 12 ~ 
- = ;;;;,, ) ~,J 

De linlcseenzijdige overschrijdingskans ;: is posiJcief wordt 

want ;~ is nega ·tief. 

Wij vonden biJ he·t voorbeeld van de lengten van mannen en 

vrouwen: m = n 20 en U.. ... - 289. Volgens formule 8.7;1 geldt: 

--

met tweezijdige overschrijdingskans 0,0168. 

vJij kunnen dus bij een onbetrouwbaarheidsdrempel O, 05 of 

0,02 de hypothese H0 , dus ook de hypothese, dat de lengtever­

deling van mannen en vrouwen identiek is verwerpen ten gunste 

van p = P 25- > ~ > t 3 die dus inhoudt dat in de populatie, 

waaruit de steekproeven genomen zijn~ de mannen over het alge­

meen gro·ter zi jn dan c1e vrouwen. Men zegt ook wel, de mannen 

zijn sy~_te0a~~~9h grater dan de vrouwen, terwijl men de gevon-
• $ 

den waarde van U in zo'n geval wel significant noemt, waarmee 

men wil aangevenJ dat het 4oor de toetsingsgrootheid gemeter1 

verschil moeilijk aan toevalsvariaties alleen kan warden toege­
schreven. 

De formules 8.7;2 en 8.7;3 geven minder goede benade­
ringen als er bctr1 e1ckel1.jk veel s~tellen gelijke waarner11ingen 

in het tnaJceriaal voor·tcornen. In dat geval kan men correcties 

aanbrengenJJ die in cle volgende paragraaf behandeld worden 
0 

8.8. Correcties voor ~elijke waarneminJen. 

Wij beschouwen nu nogmaals hot stadium van de berekening 

van U, dat verkregen is nadat de waarnemingen van beide steek­
pro~1'lt..:r1 naar opklimmet1de grootte gerangschikt zijn. Laat het re­

sultaat. in de nota~ie van par. 8.3 voor m = 10 n = 10 zijng 
' 

• 

X :X. 

• 
• :x. ~ 

:x. 1d y ';I y :x. y y~yy 

• 

niet gelijk is aan een andere; dit stellen we voor door 



Evenz~ tellen we de groepen van 2 gelijke waarnemingen. Hun aan-

91 = 9;1. = 2, = = 1 en g 5 - 9 6 ····· • • • = O 0 

Indien 1r1en de aantallen 9 1 , '3? etc. bepaald heeft., kan men 

de formules 8.6;2, 8.6;3, 8.7;1, 8.7;2 en 8.7;3 zodanig 

corrigeren, dat zij ook een redelijke benadering voor kritieke 

waarden en overschrijdingskansen geven, indien er veel en be­

trekkelijk grate groepen van gelij1ce waarnemingen voorkomen. Men 

vervangt daarJcoe de in die formules voorkomende wort el vorn1 

1 mn(m+n+1) 
1'2. 

door de meer ingewikkelde vorm: 

1 
1~ 

• 

mn · (m+n)~ - ( 1. 91 + :1392 -r sag$ -t- 4 a9,.. ;, · • ·) 

(m+ n)(m+n-1) 

In ons voorbeeld zou dit dus worden: 

/'•••I • rrr 11:HJPI : I It Jdd Iii eel a,1111 le M¢ 14 aP:11(87 

1 10.10 ~o 3_ 6+ 8.2 +2?.~+ 64) 
• 

· 12. 200 . 199 

1 60 8000 - 140 - 1Q. • '3ti) a a 

t·Je vind011in ans voorbee ld: 

u. == 

warden gevonden uit: 

waarbij 

k = o, 11.,... . 

Indien wij de correctie voor 

den toegepast, hadden wij gevonden 

waarbij k= 0,12. 

Zelfs bij het 

w a arnemingsreeks. 

•• 
• 
' 

a 

• 

l-can nu dus 



8.8,8.9 

• 

kenen° Men kan nag opmerken, dat wij bij gebruik van tabel 8.II 

tot de conclusie waren gekomen, da·t k > 0,10 moest zijn; daarbij 

is dan echter geen rekening gehouden met de gelijke waarnernin­
gen. 

Opgaveo 

8.8.aQ Verander de gegevens in ta~el 8.I door af te ronden op 

centimeters en pas vervolgens de toets van WILCOXON toe met cor­

rectie voor gelijke waarnemingen. Vergelijk het reaultaat met 
~aat gevonden in paro 8.7. 

809. Voorbeeld van toepassing. 

Een van de cursisten heeft een psychologisch onderzoek toe­

gepast bij een aantal proefpersonen. Deze kregen daarbij onaf­

hankelijk van elkaar eenzelfde opdracht te vervullen. Bij ieder~e 

proefpersoon werd de benodigde tiJd en de leeftijd opgegeven. 

Het resultaat van de waarnemingen is in tabel 8.IV samengevat. 

m een eenvoudig overzicht te verkrijgen zijn de personen inge­

deeld in 3 leeftijdsklassen ter breedte van 15 jaar en de beno­

digde tijd in intervallen van 30 seconden. 

Wij willen aan de hand van deze waarnemingen nagaan of de 

per opdracht benodigde tijd t. afhang.,c van de leeftijd der proef­

pers0on l.-Nu is de benodigde tijd per opdracht voor iedere 

leeftijdsklasse een stochastische grootheid, welke wij vonr de 

klasse 15-29 voorstellen door ~1 voor de klasse 30-44 door~~ en 

voor de klasse 45-64 doer i •. 

Tabel 8.IV 

_Res~~-t .. ast.~. v~n e~n ps~ch.o_l .. ~.S,is9~.,, 9~9..~~~ .. <?.~.~ 
t leeftijd prcefpersonen in jaren 

Al-0 c:'l"'. 
t --· benodigde tijd per opdracht in 

• 

• 

4 1 15- 30-·· 5- totaal 
t 29 44 64 

120-149 4 7 1 12 

150-179 17 12 .. 1 30 

180-209 21 15 7 43 

210-239 19 21 8 48 

240-269 ' 18 13 4 35 
270-299 13 11 11 35 

' 

' 

300-329 6 11 ' 6 23 ' ' 

' 
' 

' 
' 

6 6 33,0-359 5 17 
' 
' ' I 

8 360-389 4 I ) •"') ' ' (;" 1"'' -~ It,.~ 
' 

' 

' ' .. .. .,,, --~ ' . 

390· .)f, 19 .0 ' ' ' 5 
,¥ ' 

J . • 1,,.,) 
' •• 

' ' ' • l . • • I • ,. • ! .; 
• _r,t,, ... ; _I .JP'. . . ,- -- ' ' . 

totaaJ~ 108 100 51 259 I • • • • 

. ' . " 
' . . ' . '• -· ' 

' ' ' . . 



Wij zullen nu nagaan of de waarscl1iJnlijkheidsverdelingen voor,, 

i 1 , !:-2 en !~ verscl1illen. Wij bescr1ouwen nu de ~C'vonden tijden c}ls 

tijd van de persoon waarop zlj betrekl<ing hebben. In onze tabel 

doch alleen het tijds­

interval, WGarin zij liggen. Dit is echter geen bezwaar, aange-

zien wij bij de toets van WILCOXON kunnen volstaan met de 5~_q_ot,­
te-volgorde van de waarnemingen; de juiste grontte is niet ver­

eist. Het enige gevolg van de indeling in tijdsintervallen is, 

dat wij de waarnemingen op een regel als een groep gelijken 

moeten beschouwen, waardoor de toets minder gevoelig wordt. 

· Er bes·taan generalisaties van de toets van WILCOXON, waar­

mee men de drie ,steekproeven in eens kan vergelijken. Wij zullen 

hier echter slechts de eerste leeftijdsgroep met de laatste ver­

gelijken zie ook oefening 8.9.a. Wij stellen dus de waarnemin­

gen van de leeftijdsgroep 15-29 voor door x en de waarnemingen 

van de groep 45-64 door ~. Het rangschikken naar opklimmende 

·waarden van t is in de tabel fei.,celijk reeds geschied. Het 

blijkt daaruit dat 4 waarnemingen x.. en een ~ in het inter,val 
, ,,, 

van de laagste waarden van t liggen, 17 x -en en een 'j in het 

in interval 120-149, 0el ~~n yin dat interval, de bijdrage van 

deze x -en ·tot U is dus 4x- :::::2 o Er is een y vo0r de 1'/ x~-en in r1et 
intervaJ. 150---179 e1'1 een in hetzeJ .. 1'.'lc1e ir1terval; de bijdrage van de-

+ 172~1-i- -~ ~~1::i.5-1:i -i- 19J~13 -½- 1E3x1s· -l· 13x261·o+ tSx35 4" 6J,c41 + 4x45 -~ 
:-i~ I + Ox1t-8 :5 = '1712--=- • . 

Gezien he- feit, dat het materiaal verdeeld is in groepen 
' 

gelijke waarnemingen, passen wtj de correctie toe, beschreven in 

par. 808. Wij vinden 2 leeftijdsklassen met in totaal 5 waarnemin-

27 of 28 waarnemingen. Dus geldt: 

' 

wordt deze vorm m = 

1 

12. 

108, n 

159 ,t 158 

rec tie vinden wij. voor de wortel vorm 271. · .. 

Wij berekenen vervo~gens: 

1. Alle overige 

due zonder cor-



~---~_;;__ __ .;__-=-

De tweezijdige overschrijdingsl<ans van deze waarcle van ;Ol 
is volgens (le tabel van de normale verdel1ng in ieder geval kle" .. -

• 

Wij kunnen dus op grand van dit resultaat met grate stel-

ligheid de hypothese verwerpen dat ~1 dezelfde verdeling heeft 

dat personen uit de leeftijdsklasse 15-29 over het algemeen min­
der tijd nodig hebben voor het uitvoeren van de opdracht dan 

personen uit de leeftijdsklasse 45-64. 
Opgave. 

8o9oa. Toets met behulp van de methode van WILCOXON de hypothe­

se dat i~ dezelfde waarschijnlijkheidsverdeling heeft als t 1 , 

en eveneens dat t 2 dezelfde verde~ing heeft ala t 1 , bij het mE-
, 

teriaal be·handeld in bovenstaand voorbeeld en interpreteer de 

uitkomsten. r:,,05. 
' 
• 

twee vergeleken warden, zijn niet onafhankelijk, omdat ieder der 

b.e~houwde steekproeven alti.jd ij jcwee van de drie toetsen be­

trol<ken is. I>.i t heeft tengevolge, dat als men bijvoorbeeld bij 

vergelijking van t 1 en t~ ten onrechte de hypothese H 0 verwerpt, 
• 

men daarna oen kans g.roter dan de onbetrouwbsarheidsdre I 
heeft, dat dit ook bij de vergelijking van ~, en 52. zal get.>e;4tt:~ .. 

Deze kans kan dan zelfuveel groter zijn. 
• 

De opgegeven onbatrouwbaarheidsdrempels of~ overschrijdings-

kansen gelden alle€n als men de toetsen ieder afzonderlijk be-

schouwto 

• 

' 
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Cu_r.~,u~. 1;.~ '7.S.6 l:J a,,s ~ e ... ~ t -~ ~.1.s. ti,~ k 

Oplossing der opgaven. 

' 

Formule 3o5;1 : 0,22s formule 3.5;3: 0,17. 

Tabel 3~I: 0,23G De benadering met 3.5;1 is dus vrij 

goedJ die met 3~5;3 onvoldoende. 

3°5.b Formule 3.5;1 : 0,22, formule 3.5;3: 0,21. 

Tabel 3aII: 0,22. Hier zijn beide benaderingen reeds goed. 

3.5.c Formule 3.5;1 geeft. 

Bovengrens voor fractie oesters met parel: 0,0082 
• 

Benedengrens voor fractie oesters met parel: 0,0011 

Beide afzonderlijk met onbetrouwbaarheidsdrempel 0,005 . 

3.6oa 3o5oa 0,25, 3.V geeft dus een vrij slechte benader1ng. 

3-5Qc Bovengrens: 0,0078, henedengrens 0,00075. 

3.60b Als de fractie oesters met een parel ongeveer 0,005 is, 

kan men in een steekproef van b~v. 200 oesters O, 1 of 2 

oesters met een parel verwachten. Het betrouwbaarheidsin­

terval gevonden met tabel 3.v blijkt dan te breed te zijn_ 

Door een aantal verschillende waarden voor de omvang der 

steekproef te proberen vindt men dat ongeveer 1000 waarne-

mingen voldoende zi.j11... 1\ · •'i • 

Bij n = 1000 x = 3 wordt het interval 0,0011 - 0,009 

Jc: l~ tt tt ,1 0,001 0,010 -
5 fi • ,r ti 0,002 0,012 X -

X 6 f I 1T If 0,002 t,,013 -
X 7 r i 11 t I 0,003 0., - --

4 I> 1. a Wel aan de eis van~e.l.ij~~?ardi5~~~d, niet aan de eis van 
; 

onafhankeli ·'kheid. 

4.1.b De rij is periodiek de periode bevat 18 cijfers . Zij vol­

d.oet dus niet aan de eis van onafhanke~iJ~h~i_d. Zij vol-· 
lid I - Nil ; 1 F l lb S $ ; I I I L I I 

doet wel aan de eis van gelijkwaardigheid; daaraan voldoen 
Ill rn1. I 11 I I i Sk no I ;r I Ii ll l ¢pt 711 7 .I A 21119 F I 

ook de deelrijen van de cijfers voorkomende na een bepaald 

cijfer. 

4.5.a Men nummert de elementen van de gegeven populatie N - 900 

als volgt: 000, 001., 002, .•. ,899. Orn nu de cijfers van de 

eenheden en van de tientallen te loten trekt men uit de ge­
hele modelpopulatie. Voor het loten van het ciJfer der hon­

derdtallen laat men daaruit de negens weg. De populatie 
; 

'met N. 170 nutnmert men oo,o, 001, ••• ,.16,9. Voor het cijter 

.. der .. eel\heden loot men uit de modelpopulatie '- Om de belde 
. ,' . _,,. ' 

andere cijfers te loten kan men b.v. ala volgt te werk ga. · a, n· .. , ·- .· .· . •. . . . . . ; . .. . 
. . . . -~ . . . . 

. , ' ' ' . ', 

• 



• 

5. 2 .. a 

5.2.b 

5.2.c 

5.2.d 

men loot voor het ciJfer der tientallen en voor dat der 

honder<ltallen uit de r11oc1elpor)ul.atie. Als r11en voor de hon•· 

derdtallen een even cijfer. niet = O vindt~ vervangt men 

dit door een O; vindt men een oneven cijfer niet = 1 , 

dan vervangt men dit door een 1. Alle getallen van 170 

t m 199 die bij dit lotingsproces verkregen warden, wor­
den gesc,hrapt. 

Om steekproeven zonder teruglegging te verkrijgen dient 

men de reeds getrokken eJ.ementen bij hernieuwde trekking 

over te slaan .. 
- 1 -A-t ], 

• 
l p p B p . " en B Dus A en B zijn afhan-2 --- . 2 J-\ o· - \ 

~ 

kelijk .. 
- pr A ' p A 1; ' zij p B 

~ 

is BJ A B zijn - D ctan en - I ... p. en ·- l. -.... , -
dus £IlBfhankeliJ~-

n 

n 

n 

n 

25 

25 

"' " , 

' PlA en B - O, dus 

P - O of 1 -
- = = is P A en BJ 

-· ># - 1 
x - 10: H kan niet verworpen warden. 

0 

1,_,,. 0 . 

p 1 · Dus 
..F'" 0 . 

.x w•• 18: Twee de bepaling sys tematisch lager dan de 

eerste 

100 x - 17: Tweed.e bepaling .~,Y~,t,~_m,9_t.~sch_ ~~5,e~ dan 

de eerste 
X « 

• 

lie ecrs te. 

6 .1. b _ Men kan voorspe llen, cia,.c A zal winnen II :Het betrouwba;:;:r­

heidsint.erv.al vo~r cle fr1 actie aanhangers van A wordt 

0,51-0.,59. 
fo,>,1 ,,,. + ,,. ·-· .,_.._ • 

6.2.a De kritieke waarden warden 500 + ½-2,58. 1000 ~soo + 41. 

6.2.b 

De afwijking moet dus 1·1t·ir1s tens 41 bedragen. 

De t~1eezijdige overschri~jdingskans van x ... -... 550 ·•;; 3., 13 
word.t k 0,0018'1 
..,o reeks: k --

20 • 

reeks: .k 

30 reel.cs : k ----
40 reeks: k -~-· 

0,23 H 
0 

0,69 tf 

0, 11· ft 

o.,42 tt 

niet verworpen 
♦ 

ti • 1, 

if I I . 

! J 
' i fl 

• 

Totaal: k = 0,02. Munt niet zuiver,kan op kruis > ½& 
0,05 

• 

' . 

o,il/ 1 .A,,••----...... -- ·------ ·•~.,w,a: L .. ~""·' ,..-~~- _,ITT"M'l!.t4.•&A'jjiP1#''/loll!i.slJ ii •-~"'*t; li""'4¼:Mt'✓· -..._ ___ ....___ 
• 

. I .o' Z W>\,s•~t►.'• ; \._ . 
1 ¥, ■ :or,:., T\, r• • 

' i 

k ·x ·0!;007,0,007 0,012.0,012•0,036 0,036·0,089·,o,.· 9 
. ' . 

_..._... _____ . . ... ,~. 
"'.,.-., .. ., .. "'·· ,. ' 



6.4.c Met behulp van de normale benadering vinden wij een twee­

zi jdige overschrijdingslcans o, 002. Bij g~ebrui.k van een 

onbetrouwbaarheidsdrempel > 0,002 kan men dus concluderen, 

dat de kans op een jongensgeboorte >½is. Bij eenzijdige 

·toetsing sluit men de m0''?3lijkheid van de tegengestelde 

conclusie uit. 

7.2.a 

7.3oa 

7.6.a 

; ; 

Blijkens de laatste zin van de opgave moet men eenzi ~ 

toetsen. De beslissing ~rordt dan: B kopen~ 
-4 p < p , k <::: '10 • 

0 -4 
X < 10 o 

De hypothese, dat tenminste 

keur heeft wordt verworpen met overschrijdingskans 0,0094~ 

De hypothese, dat van de klank met voorkeur, een fractie 

p = ½ een voorkeur heeft voor A wordt verworpen ten gun­

ste van p >½met overschrijdingskans 0,005. De conclusie 

van de drogist is dus, dat A beter bevalt. 

m = 3, n - 0,01: U1 = 21. r 
m 3, n - 7, ~ 2 = 0,01; kritieke waarden ontbreken. 

m 

Men vindt U = 286. De gecorrigeerde wortelvorm wordt 36,9 . 
.,,.0<...= 2;32 .. Dus k 0,02. Het result.aat wij1ct dus slechts 

weinig af van hetgeen wij vonden bij de niet afgeronde 

waarden van tabel 8.I zie blz. 67. 
Men vindt bij vergelijking 

U = 5145½, 7oc= 0,59., 1c 

' =c... 

v a t1 t 1 met .~ .. 2 
0,56 tweezijdig 

Conclusie: Personen uj:c de 3° leeftijdsklasse hebben sys-
• 

tematisch meer tijd nodig voor de opdracht dan personen 

uit de 2° leeft:i.(~dR1.(l.8:7',se. TusRen de 2° leeftijdsklasse en 

de eerste wordt geen vercchil van betekenis gevonden. 

' 
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2 .. 1 
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38 
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tabel ., , 
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l 
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! 
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i !1 p 1 a ;·1 t r5 ·v fl 11 2 

en 0,1 
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Bij m 

aan 
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6.2;1 
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' 1 overschrijdingslcans, 

1,61~ 

Tabel 8.I 
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bepaalci 
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de eer~s te 
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a an c·Le 

50 
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X -
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6 0 • f::) ,.c_,c. 

6.2;1 

7 .. 2; 1 

7 0 • '? " c... , '-

b 

gedef~inieerd 

aanneetnt 

tekentoetsen 

analogie 
• 

• 

overschrijdingskana 

1.,65 
Tabel 8.II 

• 

300 
• 

' ' ' . . ... . . . 

,. ' . . ' : • ., • , , • r ' ,, . ' <. ( / ·, ,; ' 
.<" : , .· . • • 

,- -· 



• 

Errata S 120 

pag. r 
I 

, , 
regel : . staat , moet staan ---==------~------··-· ;_,_, __ -•-u _,:_, --·-•-• 1-, __ , _,_. _,_. ·-· _,_,._::_._,_,_,,_, ... ,!_, -· a_, _, ILi.ii .,_,Ia•:: _, -•-' 1-1 ... , ____ J J ) t I i . ;' ••.. :_ iii-,. t i ,,- I ,-,t I Ii •• I 

68 9 v.o .. 
I 
I 
i 
i 
I 

I 7 V~O. 

69 "13 v.o. 

• 

' ' 
' 

I 

I 

12.,83 
1,60 

0,11 

mint1ten 

1 

' 
• 
I 

' • 
l 
! 
I 

! 
I 

13,13 
1,56 
0,12 

seconden 

• 

• 

l 

,,,., 
~. hj.· (~)'I' ~ 

,'. ' -




