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1.1

Hoofdgstuk 1
Algemene opmerkingen ove:r waa. schijnlljkheids verdelingen.

1.1 Inleidling

In het begin van het eerste deel van deze cursus hebben
wilij ons bezlg gehouden met een pot, dle rode en groene erwten
bevatte. Laat N het totale aantal erwten in een dergeliljke po<T

zijn, en k het aantal rode erwten, dan hebben wij methoden ge-
leerd om de fractie pf:kyN der rode erwten 1n de pot Te schat-
ten, door het nemen van steekproeven. Het bleek, dat als men de
erwten afzonderlljk trekt, na ledere trekking de getrokken erwt
weer in de pot werpt en vervolgens goed schudt of roert (om te
voldoen aan de eisen van gelljkwaardigheid en onafhankell jkheld
der trekkingen, die in het eerste deel geformuleerd zijn), de
fractie rode erwten in een lange reeks trekkingen meestal wel-
nig van p afwijkt. Zo'n reeks trekkingen wordt een steekproef
met teruglegging ult de pot genoemd. Het aantal erwten n 1in een
steekproef getrokken, heet de omvang van de steekproef. Als er
" x rode erwten in een steekproef getrokken zijn, zeggen wij dat
de frequentie van de rode erwten in de steekproef x ig; men ver-
staat dan onder het frequentieqgquotient 1) van de rode erwten de
breuk %;. WiJ kunnen dus ook zeggen, dat het fq van de rode erw-
ten in een grote steekproef met teruglegging meestal welnlig van
de fractle p der rode erwten In de pot zal afwiljken. Men drukt
dit ook wel ult door te zeggen. K dat de kans of de waarschil jn-
1ijkheid 2) van het trekken van een rode erwt ult een pot met
cen fractle p aan rode erwten gelljk 1s aan p . Het verschijnsel,
dat het fq van een rode erwt in lange reeksen waarnemingen on-
geveer gelljk 1s aan p, wordt de wet der grote getallen genoemd.a
ken consequentie van de wet der grote gekallen 1s, dat de
faqn van de rode erwten in grote steekproeven ongeveer geli jk
zullen zijn. Indlen men omgekeerd in lange reeksen waarnemingen
van geli jksoortige verschijnselen (grootheden, voorwerpen etc.)
steeds ongeveer gelijke fqn voor verschijnselen met een bepaald
kenmerk K vindt, dan zal men aan het optreden van'dit kenmerk
ook een wh toekennen, welke wh benaderd wordt door de voor? w§
vonden fan. Blj de erwten was de kans op het trekken van ee;’

1) Afkorting: fq, meervoud:fqgn.
2) Afkorting: wh, meervoud:whn.
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rode erwt (onder bepaalde voorwaarden) gelljk aan de fractile
rode erwten in de pot. BljJ andere reeksen waarnemingen waarvoar
de wet van de grote getallen blljkt te gelden, denktT men ook
dikwljls aan een analogon van de pot met erwten, een pot, die
alle mogell jke waarnemingen bevat betreffende hetzelfde ver-
schijnsel die onder dezelfde cmstandigheden verricht zouden kun-
nen worden. Deze ulteraara denkbeeldige pot wordt populatie,

universum of collectie genoemd.
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Voorbeeld:Lange reclksen worpen met een dobbelsteen voldocn
in het algemeen aan de wet der grote getallen., Als men in der-
gelljke reeksen constateert dat de fgn van debmogell jke aantal -
lenwgenongewrergell jk zign, zal men de kans op het werpen van
leder mogell jk aantal ogen geli jk stellen aan é;a Fen dobbel-
steen waarvoor dit exact gelat heet zulver. Indlen de fgn van

de aantallen ogen in lange reeksen worpen duldeli jk verschillen,
zullen wij de kansen op dezc aantallen niet gelijk stellen. rFen
dobbelsteen, waarvoordeze kansen nlet gelijk zijn, heet onzulver.
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In belde gevallen kunnen wi’ de worpen beschouwen als trekkingen
uit een populatie met ballen genummerd van 1 t/m 6., Bij een zui-
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vere dobbelsftcen zal deze popalatie gelljke aantallen van deze

ballen bevatten, bilj een onzuivire dobbelsteen ongelil jke aan-
tallen,

1.2 Elgenschappen van whu

W1lJj hebben in het eercte deel van deze cursus gezien, dat
men aan de whn bepaﬂlde elzenschappen moet toekennen, welke cor-
responderen met die van rgn. Laten A, B,C etc. bepaalde gebeur-
1£nissen3%ijn en PlAl, P[{R]1. P{C] de kansen op het optreden van
dle gebeurtenlissen, dan kunnen die eigenschappen als volgt weer-

gegoven worden

P[IAl = 0 als A onmogelljk 1s
PIAl = 1 als A zeker is
Als A en B elkaar uitslulten:
(1.2.1) PLA of Bl = PLA] + P[R].
Als A en B onderling onafhankelljke gebeurtenissen zijn (d.w.z,

als het al of niet optireden van B niet afhangt van het al Gf
niet optreden van A):

(1.2.2) PIAén B] = PIAl. P[B]
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3) Wij gebruiken hier het woord ‘tebeurtenis" tevens in de zin
van "het optreden van een bepaald kenmerk" en "de uikomsw~wupqgi5§
experiment"ﬁ:




1.3 Bilnomlale Waarschi jnli jkheidsverdeling
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Indien wlj uit de pot met erwten reeksen steekproeven van
b.,ve 25 exemplaren leder nemen, kunnen daarbij alle mogelil jkhe-
den van O tot 25 rode erwten optreden., Als x het aantal rode erw-
ten 1n een steekproef voorstelt, blijkt dat het fq van iedere
mogell jke waarde van x in lange reeksen steekproeven weer redell ik
constant is. Wij geven in figuur 1.1. de frequenties van de ver-
schillende waarden van x in twee reeksen van 100 steekproeven
van 25 waarnemingen ult de pot met erwten., Hier bllijkt reeds ean
redell Jke overeenstemming tussen belde reeksen te bestaan,

= _ reeks (I)
% § g — 100 steekproeven
Z £ £ Z
£ E 2 =2
= F E E E = =
— .
=
= E reeks (II)
§ % § — 100 steekproeven
= £ E & =
Zz E E E E 2
o 1 2 3 4 5 6 | ~ x

Plg, 1.1. Turfstaatjes van 2 reeksen van 100 waarnemingen van x

Steekproeven met 2 rode erwten komen in beide reeksen het
meest voor, daarna achtereenvolgens dile met 3, 1 en 4 rode erw-
ten, Duldelijke verschillen treden alleen op in de 'Staarten" van
de figuren,

W1lJ hebben hier te doen met Ctrekkingen ult een.populatie
waarvan deelementen als kenmerken de nummers 0,1, 2560034325 dra-

gén. Als wij dit nummer voorstellen door X 1s er een zekere kans
dat x gelijk 1is aan 0, aan te dulden als Plx=0], een kans dat x
gelijk 1s aan 1: P[x-1] etc. De kansen Plx=0], Plx=1],

P{;g..-.zslg) vormen tezamen een zogenaamde waarschijnlijkheidsverq§ ~
ling,

?

Een grootheid, die een wh-verdeling bezlt, noemen wij een

stochastis che variabele. Wij zullen stwchastische varlabel

gewone variabelen ondencheiden door het symbool waarmee ze

ﬂw“ﬂm*ﬂmﬂm“m“

4). Afkorting: wh-verdeling, ook wel kortweg: verdeling.
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1.3

De wh-verdeling van de aantallen rode erwten in steekproe-
ven van n waarnemingen uilt een pot, dle een fractie p amn rode
erwten bevat, 1s een zogenaamde binomiale verdeling. Voor lage
waarden van n'kunnen,wij deze verdeling gemakkell jk aflelden,
Stelt b, v, RGGRG ....... €en trekklingsreeks voor, waarin achter-
eenvolgens een rode, een groene, nog een groene, een rode, een
groene enz. erwt getrokken 1s, dan kunnen wl]j, als de tTrekklingen

onderling onafhankelijk zijn, uit par. 1.2 gemakkelijk de vol-
gende kansen afleiden:

n = 4

PIR]= p, PLGl=1-p.

Geef't men 1_.p aan met g, dan 1s dus:
p[§=1]:p, P[D_s=01= qQ, .

n = 2
PLRR] = PIRIPIR]z=p? —» Plx=2]=p?

PIRG] = PIR]1PlGI=pq } Plx=1] = P[RG] + P[GRY=
p[GG] = P[G]P[G]zqa — P [23'::: 0] = ql.

n = 3

p[QRQ]': p3 p[?s:a]:pa
PIRRG]I= P[RGR]= P[GRR]= p%g Plx=2]1= 3p3q
PIlGGG] = q,s \ Plx=0l= q,s.

Op deze wiljze kan men afleiden, dat voor willekeurige waar-
den van n geldt:

(1-3-1) Plx=x]= (_g)pxqﬂmx:

waarin(;l) het aantal verschillende manleren voorstelt om uit

n voorwerpen x Te kiezen, Men kan bewljzen, dat geldt:
(n) _ nNna1) . .. (nax+2)(n-x+1)
x X(xX-1) . . . 2 . 1

De trekkingsreeksen I en II van figuur 1.1 waren afkomstig
ult een pot met een fractle p=~0,08 aan rode erwten. WiJj hebben
in tabel 1.I de theoretische whn van de binomiale verdeling bi}j
n = 25 vergeleken met de fqn der trekklngsreeksen. |




Tabel 1.1.

Theoretische whn (P) voor een binomlale verdeling met
p = 0,08 en n = 25 vergeleken met de fgn gevonden blj de reek-

sen\ I en II van fig. 1.1.

Theor., J Reeks 1 I Reeks 11

x |P (in %) fa(in %) | fa(in %)

O 12,4 2 | 8
g 27,0 2 20
2 28,2 28 30
3 18,8 24 o4
4 9,0 18 13
5 3,3 3 5
6 1,0 4 _ O
7 0,2 O ' 0
8 en hoger 0, 1 0 0

De overeenkomst tussen de waargenomen fgn en de theore-
thische whn 1is nlet bl jzonder goed. De hoge waarden van x Ko-
men in de waarnemingsreeksen -meer voor, dan overeenkomt met de
wheverdeling. Met statistische methoden, waarop hier niliet nader
zal werden 1lngegaan, kan men onderzoeken of de afwl jklingen sys-
tematlsch zljn, dan wel aan het toeval toegeschreven kunnen
worden, Het 1s mogelijk, dat systematlische afwljkingen ontstaan
zijn; doordat tussen twee trekklingen nilet voldoende geroerd 1s,
waardeosr de kans op het trekken van een rode erwt lets groter
gewerden 1ls dan de fractie rode erwten in de pot.

Opgave:
1:3:s2 Bereken de Binomiale wh-verdelingen voor n = 4 en n = 5

ultgedrukt 1n p en g volgens de bovenbeschreven methode en ver-
gelljk de resultaten met formule 1.3.1.

1.4 Discrete wh-verdelingen in het algemeen

De in par. 1.3 beschreven Bilnomiale wh-verdeling was een
voorbeeld van een zogenaamde discrete wh-verdeling. De stochas-
tische variabele x necemt hier met bepaalde whn discrete waar-
den aan. Een discretc wh-verdeling kan worden voorgesteld door
een dlagram, waarin horizontaal de grootheild x 1s uitgezet en
~door verticale strepen is aangegeven hoe groot de wh 1is van het
optreden van bepaalde waarden van x . In fig. 1.2 hebben wilj de
wh-verdeling behorende bij een zulvere dobbelsteen (x= aantal



ogen) en de binomiale verdeling voor n = 6, p= 0,4 weergegeven.
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Fig., 1.2 Twee discrete verdelingen,

Een andere methode om een wh-verdeling te karakfteriseren
1s het opgeven van de zogenaamde verdelingsfunctie. De verde-
tingsfunctie geeft voor iledere waarde van x de kans, dat de
stochastlsche variabele x kleiner dan of gelijk aan x is. Z1]

wordt gewoonll jk voorgesteld door F(x). Er geldt dus per defi-
nitie:

{(1.4.1) Fix)= Plx=x].

Deze functle is een zogenaamde monotoon niet afnemende
functie: als x stijgt kan de waarde van Fx) stijgen of ge-
1llijk blijven, maar niet dalen. Blj een discrete wh-verdeling
gaat deze stijging in sprongen. Bij ieder der discrete waarden
die door x kan worden aangenomen, maakt F(x) een sprong ter
grootte van de kans, dat x die waarde aanneemt. Een dergeli jke
Tunctie krijgt dus de gedaante van een trap, die begint bil]j
Fix3=0 en elndigt bij F&)=1.(Z1le figuur 1.3; aan het eind van
ledere trede zijn pijlpunten geplaatst om aan te geven dat de
treden. lopen van -oo tot aan x=+1, vanaf x=+1 tot 22n x=-+2 etc.
Als Kx) gedefinieerd zou zijn door Plx<x] zouden de treden tot
en met de waarden XxX=+1, x=+2 etc. lopen, en zouden de pijl-
punten aan de llnker uiteinden der treden staan).

Hel nut van de verdelingsfuncties is, dat men daarmee ge-

makkelljk de kans kan afleiden dat x in een bepaald interval

1ligt. Beschikt men b.v. bij de Binomiale verdeling (p=0,4% n=25)
over een tabel
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Fig, 1.3 Fx voor cen dobbelsteen.

(p, 1s de kans, dat men met de dobbelsteen L ogen werpt)

van Plx=x] en wil men weten waaraan de kans Pl10= x <22
gelijk is, dan zal men de kansen Pl x=10] , Plx=11] 5 .¢cc0¢¢5
t/m P[x=21] moeten sommeren. Heeft men echter de beschikking

over een tabel van F(x)= P[x=x] dan vindt men veel gemakke-
1ijker: Pl1o=x<22] = F1) - F(9).

Opgave:
1.4 .8 Teken het strependiagram (Fig.1.2)en dever:. lingsfunctile
() Waraor cen binomiale verdeling met n = 5 enp= 0,3

(Vergelijk opgave 1.3.a :zie Fig. 1.3)

1.2 Continue wh-verdelingen

Onder een continue wh-verdeling verstaan wij een verde- *
ling waarbij Fx) niet een trapfunctie 1s, doch een vloelende
kromme., Dit zal uiteraard ook een kromme moeten zijn die be-

gint op het niveau F=o0 en geleidelijk stijgt naar het niveau
F=1. In het bovenste gedeelte van figuur 1.4 hebben wlj een
willekeurlge continue wh-verdeling geschetst. BiJ continue
wh-verdelingen is de kans dat de stachasiisiche varlabele

een bepaalde waarde precles aanneemt, steeds geli jk aan O.
Men beschouwt hier alleen de kansen. dat x 1in bepaalde inter-
vallen ligt. Dergeli jke kansen kan men, evenals bij de discre-
te wh-verdelingen, direct afleiden ult tabellen ofl gralieken

van de verdelingsfunctie; de kans. dat x wvalt in het inter-

b

val (x,, x,) wordt dan gegeven door F(x,) -~ F(x,); het doet er
ulteraard niet meer toe of de eindpunten al dan niet zelf bilj
het interval behoren. ’

Een andere functie, dikwijls gebrulkt om contT inue wh-
verdelingen te karakteriseren, is de verdelingsdichtheild
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(Symbool f(x)). Dit is een functie, die voor ledere x de hel-
ling van de kromme F(x) aangeeft. Wij kunnen deze functie dus
vinden, door in leder punt van de kromme F(x), de raaklijn aan
deze kromme te tekenen, en daarna de tangens van de hoek te

bepalen, die de raaklijn maakt met de x-as. In de terminologie’
van de dlfferentiaalrekening heet f#x) de afgeleilde van F(x).

GO
Flx)) |
FOL)
4
fe0
fox |-
>

Fig. 1.4 Een continue wh-verdeling.

In het onderste gedeelte van Fig. 1.4 hebben wlj de afgeleide
fx) geschetst van de verdelingsfunctie F(x) , dle in het bo-
venste gedeelte gegeven is. De kromme fx) vertoont een stlj-
gend verloop, als de kromme Rx) naar beneden gekrom? is (in de

figuur tussen 8, en a, en tussen a, en 83) , een dalend verloop
als F(x) naar boven gekromd is (in de figuur tussen a, en a

en z1lj blijft constant in de intervallen waar F(x) recht 1s
(tussen a3 en au) . Karakteristieke punten in fig. 1.4 zijn ver-

der a,‘ en DY buigpunten van F(x) die corresponderen met een

maximum of minimum bij f(x), en de punten a3 en a) waar F(x) een
knik maakt, waardoor fx) een sprong vertoont.

5)

De wh dat x een waarde tussen x, en X, aanneemt, Kan ook
ult het onderste gedeelte van fig. 1.4 worden afgeleid. Dit is
de oppervlakte gelegen tussen de x-as en de 1ijn uy=te), begrensd
door de verticale 1ijnen door Xy €n X,. Dit oppervliak wordt aan-



geduld met het symbool:

X

2
f f(x)dx
X,

te lezen als "de integraal van f(x) van =z, tot :x.;: Hier geldt
ulteraard:

o
‘[ {0 dx = Fixg)_ Fxy)
1

daar links en rechts dezelfde kans wordt voorgesteld.

De wh.dat x een waarde aanneemt, die ligt in een
klein Iintervalletje ter lengte 4 om x, 1s blijkens de fi-
guur bij benadering gelljk aan +fx,).é . Hierin schuilt de be-
tekenis van de term wh- dichtheid. Wanneer {(x) groot is,
is"meer wh., in de omgeving van het punt x geconcentreerd"
dan wanneer f(x) klein is.Een grafiek van f(x) geeft ons
daardoor e¢en beter beeld van het verloop der wh- verdeling
dan een grafiek van Fx) . Indien men echter berekeningen
moet uitvoeren gebaseerd op een bepaalde wh- verdeling, heeftT

men meer aan tabellen van Fx) dan aan die van ).
Om de functie +x) af te leiden uit de functie F(x)

moet men een wiskundige bewerking ultvoeren, welke als dif-

ferenti€ren bekend staat. Deze bewerking is niet altijd uit-
voerbaar, ook niet bij alle krommen dile in de wiskunde con-
tinu genoemd worden. In de wh-rekening gebrulkt men echter
alleen verdelingen, die hetzij discreet zijn, hetzij zoda-
nig continu, dat dc afgeleide functie +() bestaat; men
noemt de verdelingen waarvoor f(x) bestaat dan kortweg con-
tinu.

Om de functie Fx) afl te leiden ult &) moet men een
andere bewerking uit voeren, die integreren genocemd wordt.
Dit integreren kan in sommige gevallen volgens eenvoudige
rekenregels gebeuren., In vele gevallen moet men echter zijn
toevliucht nemen tot een of andere benaderingsmethode om het
oppervliak onder de kromme +(x) te bepalen; benaderingsmetho-
den, waarmee overigens, als &) exact bekend is, iledere ge-
wensfe nauwkeurigheld bereikt kan worden.

Opgaven:

1.Da.Teken de verdelingsfunctie Fx) en de verdelingsdichtheid
f(x) voor een wh-verdeling, die als volgt gedefini&erd is:

F(xX)=0 vVoor x<O ‘
FOOQ =X VOOr Oz=X =1 (Homogene of rechthoekige

F(x)=1 voor x>1. verdeling).
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1.5b. De verdelingsdichtheld van een wh-verdeling heeft de
volgende vorm:

N x

Geef een formule voor F(x) en een voor KXx) :
1) 2als o=zx21,
2) als 12 X = Q.
(Driehoeksverdeling)
Bereken hieruit die waarden van x waarvoor geldt:

3) P[a_g,>:><.] = 0,095,

4) Plox=x=Z+x]}= 0,98.

1.6 Toepassing van Continue wh-verdelingen

ntinue wh-verdelingen gebrulkt men voor de beschrlj-
ving van de variatie van grootheden, die in een bepaald Iin-
terval (eventueel van -eo tot +o0) alle mogelijke waarden aan
kunnen nemen.Een dergeli jke grootheid 1s b.v. de lengte van
mensen(beschoirwd over de populatie van 2l1lle mensen of van
een bepaalde groep mensen), Vele physische en chemische
grootheden vertonen een stochastisch karakter, tengevolge
van schommelingen in de omstand igheden welke men niet in
zljn macht Aeeft. Men pleegt de hierdoor optredende ver-
schillen meetfouten te noemen. Een waarneming van een der-
gell jke grootheld kan men dan beschouwen als een trekking
ult die populatie van alle mogelijke waa rnemingen, dle men
van dezelfde grootheid zou kunnen verrichten als alle con-
troleerbare en relevante omstandigheden gelljk gehouden wor-
den, |

De steekproeven, die men aldus verkrijgt, vertonen
toch een discreet karakter, omdat ieder meetresultaat uit
een bieperkt aantal cijfers bestgsat.Indien wij opgeven, dat
de lemgte van een persoon 1,79 m is, bedoelen wij in feite,
de lengte van deze persoon 1ligt tussen 1,785 en 1,795 m
(afg*ezien van kleine lengte variaties in de tijd). Men geeft
dus é&én waarde aan, maar bedoelt een interval van mogeli jke
waa rden, waarvan de opgegeven waarde het midden is,.



Indien wij een steekproef willen vergelljken met een
bepaalde continue wh-verdeling, dient men daarom Qok na Te gaan
op welke intervallen de steekproefwaarden in felte betrekking
hebben. De fgn van de waarnemingen in die intervallen kun-
nen dan vergeleken worden met de overeenkomstige whn in de
populatie.

Een goed beeld van een steekproef ult een continue ver-
deling krijgen wij door het tTekenen van een"histogram", |
deelt daarbij de x-as in intervallen, en tekent boven ieder
interval een rechthoek die evenredig is met het fq van de ’*\
steekproefwaarden die binnen dat interval liggen. Indien men
nu deze steekproef wil vergellijken met een bepaalde‘wh~verd¢f

ling kan men op twee manieren te werk gaan. Men kan boven ;ér-

der interval een rechthoek tekenen, waarvan de oppervlakte
evenredlg 1is met de wh, dat de beschouwde stochastische va-.
riabele een waarde aanneemt, die in dat interwval ligt:; men ?;
verkrijgt dan het histogram van de verdeling. Men kan ook de
verdelingsdichtheidsaurve +Hx) 1n de¢ figuur tekenen. Men \;
zorge er voor, dat de oppervlakte van het histogram der ver'de-:.
ling resp.de oppervlakte onder de 1lijn F(x) , gelijk is aan
de oppervlakte van het histogram der steekproef.

In figuur 1.5 hebben wij een dergelijk histogram ge-
geven voor de schedelibreedten in Engelse duimen van 1000
studenten uit Cambg;§ge5)
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sram van de schedelbreedte van 1000 studenten

ult Cambridge.

— = HistTogram der gegevens.

----= Histogram van de aangepaste normale verdeling.

- = Verdelingsdiechtheidscurve der aangepaste nor-
male verdeling

An Introduc® 1:n to the Theory of statistics,
London 19&6,13th edition,fig.6.2 pg 91.
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In dezelfde figuur zijn ter vergelijking de 1inter-
val-whn eén de verdelingsdichtheildscurve getekend van een
wh-verdeling van een veel voorkomend type, de zogenaamde
normale verdeline, die zo goed mogell jk bij de experimente..
le resultaten 18 aangepast.Op deze normale verdeling en de
methoden van aanpassing zullen wij nog nader terugkomen.

(Zie Hoofdstuk 3)

Het is uiteraard ook mogelijk om histogrammen tTe ver-
vaardigen van steelproeven uit discrete verdelingen. Men
verdeelt de x-as dan in intervallen, die e.2n of meerven . ~
mogelljke steekproefwaarden bevatten en plaatst op deze 1in-
tervallen rechthoelien waa-van de oppervliakte evenredlg 18
met fgn der steekproefwaarden in de intervallen.BEvenzo kKarn
men een histogram maken van een discrete wh-~verdeling zell.
Het is zodoende mogelijk om een histogram van een discrete
steekproef te vergelijken met dat van een discrete wn-verde -
ling en ook met het histogram van een continue wh-verdellng s
mits steeds dezellde indeling in intervallen wordt gebruiktv .

Met behulp van histogrammen <an men eveneens wn-ver-
delingen onderling vergelijken.In de praktijgk is het vaak
van belang om een discrete wh-verdeling te vergelijken met
een aangepaste continue verdeling. Dit i1s bijvoorbeeld ge
daan in figuuc 1.6voor een binomiale en een normale verdelirges
Wilj zlen hier in, dat de kans PlIx=x] voor de binomiale
verdeling vergelelien wordt met de kans Plx-f=x s x+3]
van de normale verdeling.

P

— Histogram binomiale verdeling

e tx) van aangepaste normale verdeling.



Er kan bewezen worden dat,als a  toencemt, dlc belde kansaor

elkaar steeds dichter naderen. Men drukt div uit door te

zeggen, dat de Binomialce verdoling A I T B

- ,3 T v m :I,J i

. : .
asymptotisch overgaal 1in een ormale veraeling., D1T gaacv

sneller naarmatce o dicncer ir de: buurt van =« ligt. Hicr-

uit volgt, dat de Dinomiale verdeling voor niet te kleline
waarden van ©n , nls o anlet Le dicht bij o of 1 11gt,

goed benaderd kan wvorcorn door een normale verdeling.
Het blijkt in vole pevallen wmogellJk te zin discre..

verdelingen door continue te ocnadercen, Contirue verdellro.

treden dus niet allecen cp tii de ctudie van continue o alr

continu beschouwde va2rviabele greotheden, doch ook als tena-

deringen van discrote © 2rdiiingen. 7ot vervangen van dls-
crete verdelingen doer continue Lie” - Wit DF&m isch ocgpu
meestal grote voordelen

Indien men bijvcorte::la de whn van alle banomiale ]
delingen zou willen tabell ven volgoers formule (1.3.4.) 2o
men voor iedere n en ledere p <en civornderlijle Tabel mor
ten vervaardigen. De normal, Vo= neon, dile de binomia o
benaderen, zijn echt. r alie ~cmalkl. 11l tol één standaard
type te herleiden, zodat n»en DI0 torqponcing van deze ben2-
dering met écen tab. war vo ot v L tan twaeds uonrdent v
continue verlelingey 1o, 2. oL vicl anang gevien, gemne - oo
kKer hanteerbaocr zoiin dry. de ceaute diceops e verdellinge .,

a2

> = '! 3 © 4 - ' L -: a » . ik B | | % * - . n I .2
40 Kan men Jddiltwitl, o ocve o oo afller e ovan functoe Vao

o J i ,ﬁ-:x i@. t‘"wﬁ

™ T - w ™ e N W T ™ ! a-q e e o ,.’f‘; noy R ..o, P 3R P A
gPOOtthﬁnj L\llEﬁ:ﬂ ;:f \-&i* i,t'* f”";i{" L.h,,;,,;k;,# : LR ; *thb‘lll(% .\; g d ,viﬁ‘fﬂwf " h’-};i?; hGDLiCL’]j

. $ 2 5 ‘1 : . Brosy e . o o o .t R A T LI ? 2
wijl dit bij de m.ocros cur. oo verdelingren nrvactisch onuls -

voerbaar 1s. Rijzorder mnrovoios elpgeansclappen bezit in di’
verband de normale vord:ling., [Zi¢ Hhofdstuk 3)
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1.7. Massatheocetische inftery 7' 7iic vm., wnin-verdelingen

i . i o
- v o e S B L S AL B O SR c e e I . R i N Y ? VE - LT e T vy W By e I LT T

Men kan zicnh e oL nu toco E?SCHGFWQG ni-verdelinge
ook aanschouw :11ijk vooratecliler 2lc v asavercellingen ovaer

een rechte 1lijn., Mcen dorkt =7eny Taosf a0 o proeentae JIn

N A B A . N A L L O
een totale massa van | oconhkoad {bov.d Koo heslt o en vertow
op de 1lijn een nulpun®t én zchaalvardeling . zodat m n bi]
ledere waarde x , die de beschouwdz gtcchastische variaoa_.
kKan aannemen,.een daarm=e ovarcankomers pun®t et codeding
X op de lijn kan aanwljren. indiecn wern te doen heceft me.l
een discrete verdeling, waarvli de ctochastiische variabele
de discrete waarden x;,x,,%X,,ctc.canneemt, is de massa in d«
daarmee ovarcen.oms.de munben samengep2rst en wel in punt =

i

ey



,";(“,l#d

punt x;, een massa gelijkaan P[ x = x;] . Bij een continue
verdeling is de massa ultgesmeerd over de gehele 1lijn oOf

over gedeelten daarvan, zodanig dat de soortelljke massa
(de"dichtheid") in ieder punt x gelijk 1is aan de wh-dicht-
heid £ (x) . De term wh-dichtheid wordt door deze voOr-
stellingswijze verhelderd. Bovendien blijkt hieruilt duide-
1ijk het verschil tussen wh- en wh-dichtheid; dit 1s een
overeenkomstig verschil als bestaat tussen een massa en een
soortelijke massa, tussen een afgelegde weg er een snelheid
etc, Wij zullen in het vervolg herhaaldelijk van deze voor-

stellingswijze gebrulk maken,
1.8 Tweedimensionale wh-verdelingen

De tot nu toe beschouwde wh-verdelingen hebben
betrekking op één variabele en kunnen vergeleken worden met
massaverdelingen over een rechte 1lijn. Zij worden daarom €en-

dimensionale wh-verdellngen genoemd. Wij beschouwen nu €en
plat vlak, waarin een zeker cobrdinatenstelsel 1s aangebracht,;
zodat ieder punt van het vlak door een cobrdinatenpaar (x,¥)
bepaald is. Laat er over dit vlak een massa 1 verdeeld zljn,
hetzij geconcentreerd op bepaalde l1lijnen of in bepaalde pun--
ten, hetzij uitgesmeerd over het gehele vlak of gedeelten e

van. Men kan nu de massa van ieder gedeelte van het vlak be-
palen. Een tweedimensionale wh-verdeling kan met een derge-
11 jke massaverdeling vergeleken worden; aan leder gedeelte
van het vlak wordt een wh toegekend gelljk aan de massa van
dat gedeelte blij de massaverdeling.

Een voorbeeld van een tweedimensionale wh-ver-
deling heeft men in de worpresultaten van twee dobbelstenen
A en B. Deze kunnen gekarakteriseerd worden door 2 stochas-
tische varlabelen X en y; X 1s het aantal ogen geworpen met
A, ¥y het aantal ogen geworpen met B. Wij onderstellen hierblj]
dat de dobbelstenen A en B te onderscheiden zijn, b.v. door-
dat ze verschillende kleuren hebben. De wh-massa is hier ge-
concentreerd in 36 punten; x en y kunnen beide nameli jk 6
waarden aennemen. Met ieder van deze punten correspondeert
een kKans, dat het betreffende worpresultaat bereikt wordt. De
kans, daft men b.v. met de eerste dobbelsteen 2 ogen gooll en
4.
De kans, dat men met de eerste dobbelsteen hoogstens 3 en ..
de tweede hoogsten 5 gooit wordt aangeduld met P| x = 3,y = 5]

|

met de tweede 4 zal worden aangeduld met P |[x = 2, ¥



In het algemeen wordt blj een tweedimenslionale wh-
X, ¥ 2 y] de verdelingsfunctie F(x,y)
in het punt X,y gencemd. In fig. 1.7 1s aangegeven op welk ge -
bied deze kans betrekking heeft. Men trekt door het punt (x,
twee rechte 1lijnen, één evenwijdig aan de x-as en gén evenwijdis
aan de yv-as. Van de vier gedeelten wauzrin het platte vlak coor

deze 1lijnen verdeeld wordt, neemt men het gebied links onder het
punt (x,y). De verdelingsfunctie F(x y) 1is dan gelijk aan ce

A

verdeling de kans P [ X

wh van dat gebied met inbegrip van zljn grenzen.

Y-as

Fig. 1.7: F(x,y) is de wh dat (x,y) valt in het gearceerde ge-
bied of op de grenzen daarvan.

De functie F(x,y) 1is, omdat zlj een kans voorsto.t,
steeds gelegen tussen 0 en 1 Z1j kan niet afnemen, als wilj ons
in het vlak naarrechts, na.r boven, of in een van de daar tussen
glegen richtingen bewegen., Als er op bepaalde lijnen, of 1in ove--
paalde punten een zekere wh-massa geconcentreerd 1s, zoals b.v.
het geval is bij de twee dobbelstenen, dan zal F(x,y) op die
1ijnen of in dle punten sprangen vertonen. Blj zogenaamde con--
tinue verdelingen, waarbij dergeliljke punten of lijnen niet vc.
komen, verloopt F(x,y) geleidei jk. )

Indien men in F(x,y) één van beide variabelen b.v.

y naar oneindig laat gaan, gaat F(x,y) over in F(x,o0)

P[x s x, ysoo]l=P[xs= x]. Men verkrijgt dan de waarschijn-
1ijkheid dat het punt (532) links van of op een verticale 1lijn
ligt. Indien men de gehele wh-massa 1n dat gebied evenwil jdlig aan
de y-as verschulft naar de x-as, verkrijgt men op die as een
ééndimensionale wh-verdeling. Deze wordt de marginade verdeling
van X genoemd; F(x,o) 1is de verdelingsfunctie van deze verdding.
Evenzo kan men de marginale verdeling van y definléren. De ve:x
delingsfunctie daarvan wordt gegeven door:

F(oo,y) = P xXs00,ysyl= Py s vy].



Na het voorgaande is het niet moeilijk om vast te
stellen, wat wij onder P X=X, y,S Y = y2] zullen verstaan.Dit
is de wh van de strook begrensd door de horizontale lignen y=y,
en y = Yoo links van de ve-ticale 1lijn die de punten met abzcis
x verbindt, met inbegvip van de grenzen van dat gebied (zie fi-

guur 1.8).

U-Qas

1. (X, ‘J‘Z)

Fig.1.8. Gebied ( x = X, v, 5 ¥ = y?_)"

Als we de kans P[ X 2 X, y, £ J = ¥y5] beschouwen
als functie van x, is dit een functie die veel 1l1JkT op de ver-
delingsfunctie van een één-dimensionale wh-verdeling. Zij gaat

in het algemeen echter niet naar 1, als X naar oneindilg gaat,

A

b

doch wordt dan gelijk aan P[fqua y = yg];, Als deze laatste
kans niet nul is, zal het quotiént |

wel als een verdelingsfunctie te beschouwen zijn. Dit gquotiént

4]

wordt aangeduld met

Plx= x|y,
X £ X .onder de voorwaarde \p

A
A
A

vy yzl en wordt de kans, dat

y = Y, genoemd, De correspon-

derende verdeling wordt de voorwaardelijke verdeling van X onder
de voorwaarde Vo =2 ¥ = Yo genoemd .

Als de voorwaardelijke verdelingen van X in alle
moge lijke horizontale stroken hetzelfde zijn, dus als de verde-

ling van X niet afhangt van de door y aangenomen waarden, zeggen

wlj dat x onafhankelijk is van y

sipppiebiinily

In dat geval geldt:
Plx=x|y=y] =P[x=2x|y=o0] =P[x= x]

volgens de definitie van de voorwaardelijke kans in het linker-
1id geldt:

Pilx = xly=vy] =

L

1A

. o
(P4
A

_—

= X, N
[y = V]

_ Indien we nu de rechterleden van beide regels @an
elkaar gelijk stellen vinden we, dat, als x onafhankelijk 1s van

y,geldt:

as,



1.8-1.9

Pl x=x,y = 73] =P[x =2 x].P[y=y] (Vergelljk par.1.2)
Hieruit is gemakkelijk af te leiden, dat als X onafhan-
kelijk is van y, ook y onafhankelijk is van X. Men kan dan dus zeg-
gen dat X en y (onderling) onafhankelijk zijn. ‘

————

In het geval dat x en y onafhankelijk zijn, kan men dus

A————

de tweedimensionale verdeling van X en y afleiden als men de mar-

ginale verdelingen kent. Als X en y afhankelijk ziljn, is dit niet
mogeli jk.

1.9 Twee dobbelstenen

Boven hebben we reeds 2 dobbelstenen A en B beschouwd;
X was het aantal ogen geworpen met A, y het aantal ogen geworpen
met B. Als men de stenen voor iedere worp goed schudt, zal het
worpresultaat van A in het algemeen niet afhangenwn.dat van B.Men
zal x en y dan dus als onderling onafhankeliljke variliabelen kunnen
beschouwen, We hebben in dat geval te doen met een wh-verdeling
over de punten in het in fig.1.9 getekende rooster. Als we de whn
P{ x = 1] aangeven door p, en de whn P[y = j] door p! 5 geldt
voor de wh van een worpresultaat x = 1, y = J¢

_ . ) j |
Plx=1,3=J] =p,p g°

Indien beiie dobbelstenen zuiver zijn (p,‘ = ... = DPg x:-i D' A==
= v 'g = —-6—- ),Is dus dewh.van ieder worpresultaat - °
Y
Kol =
—
Xt+=Q
.

Fig.1. 9 Mogelijke worpresultaten bij twee dobbelstenen.

Wij kunnen hierbij het volgende opmerken, als P{x=1,y=]l=
= 0 1s, zal py en/of Py = O moeten zijn. Tevens zal als b,V. pp =
dan zal P{ X =k , y = J]= 0 moeten zijn voor iedere waarde van Jj.
Als dus (bij onafhankelijkheid van X en y) één punt in het rooster
een wh. nul heeft, moet dit het geval zijn met een hele verticale
of horizontale rij van punten.Dit betekent dus, dat bij een discre-
te twee-dimensionale wh-verdeling { waar dus de wh.in punten ge-

concentreerd is) de variabelen x en y alleen onafhankelijk kKunnen



1.9

zijn, als de punten een volledig rechthoekig rooster vormen, waar-
van de zijden evenwijdig lopen met de codrdinaatassen. D1t wil,
zoals we straks zullen zien. nog niet zeggen, dat X en y onalfhan-

kelijk moeten zijn, als de punten, waarin de wh.geconcentreerd 1s,
een rechthoeklg rooster vormen.

We kunnen, gebruik makend van figuur 1.9 ook gemakkell]jk
de verdeling van x + y afleiden. Willen we b.v. de kans P [ x+y =9]

A

weten, dan sommeren we de whn van alle punten liggend op de l1ijn
X +y =9 in het rooster. Bl] onafhankeli jkheid geldt dus:

P[é-‘—g_: 9]: p6p,3 +p5pt}+ "‘94915 +I33]§Dl’6.
Om de kans P | X + y =

iy

9] te vinden sommeren we de whn van alle roos-
terpunten op en onder de 1lijn x + y = 9. Evenzo kunnen we de ver-
deling van x - y afleiden. Er geldt b.v. (bij onafhankeli jkheid) :

_— — 1 ! {
P [ x-3=-1]=p4p'p + PpP'y + PyP'y + DYP'g + PP -
Opgave:

1.9.8 Bepaal de wh-verdeling van X + y als belde dobbelstenen

zulver zijn en als X onafhankelijk 1s van y.\oor dezelfde gevallen

ook de verdeling van x - y. Teken een strepen-diagram van belide
verdelingen ( Verg.Fig.1.9)

We willen nu de beide dobbelstenen niet meer onderschel--
den, en dus het resultaat: 1 ogen geworpen met A en jJ met B, 1lden-

tificeren met j ogen geworpen met A en 1 met B. Wij veronderstelien,
dat de resultaten steeds genoteerd worden met (x,y), waarbij x 2z y

sy,

genomen wordt. De mogelil jke worpresultaten worden nu gegeven door
fig.1.14Q«

O

s b1 1 f Fig.1.10,

‘ ‘ Mogeliljke worpresultaten
i B } met twee niet onderschei-
]
|

den dobbelstenen.

e e S gk A W A il e -

We zlen, dat de punten hier een driehoekig rooster vormen.
Hierult blijkt, dat de varlabelen X en y niet meer onafhankeliljk

kunnen zijn. Als y b.v. gelljk is aan 2 kan X de waarden 2, 3, U,5,

en 6 aannemen, doch als y gelijk 1s aan 5 blijven er alleen de waar-
den 5 en 6 voor x over.



Indien de dobbelstenen onafhankelijk geworpen worden en we de hier-
boven ingevoerde notatie p, en p:; gebrulken, geldt: |

Als 1 # J: P[x =1, y = 53:pip'j '*"plipj’

en als 1 = j: P[x =1, y =1]=p,p',.

Opgave '

1.9.0 Bereken voor het geval van fig.1.40 de verdeling van Xx+y

en die van X - y, als belde dobbelstenen .ulver zijn en onalfhan-
kelijk van elkaar geworpen worden., Wat merkt ge op blj vergelijking
van dit resultgat met dat van vraagstuk 1.9.a 7

1.10 Grafische voorstelling van 2-dimensionale wh-verdelingen,
Continue Z2-dimensionale verdelingen
Om een goed beeld te verkrijgen van een 2-dimensisnale
wh-verdeling dient men in feite 3-dimensionale diagrammen {(Zzoge-
naamde blokdiagrammen) te vervaardigen. Men heeft immers r:eds

2 dimensies nodig om de variabelen uit te zetten, een derce di-
mensie 1s verelst om de whn ult te zetten. Men zou een diagram
Kunnen vervaardigen van de dobbelsteenverdeling van fig.7.9.door
in ieder roosterpunt een staafje op te richten waarvan o 1enéte
evenredig is met de wh van dat punt. Als X en y onafhankelljk
zljn zullen de lengten van de staafjes op iedere horizsntale 1lijn
van het rooster hetzelfde patroon vertonen, omdat vocr iedere

gceld?t:

®

pﬂj’DEj: e P Py = Pq ot Ppt ...t Py

Hetzelfde geldt voor de staafjes op de verticale roosterlijnen.
Histogrammen van 2-dimensionale verdelingen kunnen ver-

vaardigd worden,door het platteviak met kehubvn lihen cverwijdips ann de
assen in rechthoeken te verdelen, en op ledere rechthoek een blok-
je te plaatsen, waarvan de inhoud evenredig 1s met de wh binnen
de rechthoek. De hoogte van een dergelijk blokje gedeeld door de
oppervlakte van het grondvlak geeflt ons de relatieve wh (de wh
per oppervlakte&enheid) voor de rechthoek, waarop het blokje staat.
Als de wh-verdeling niet geconcentreerd is in bepaalde punten, of
op bepaalde 1lijnen, kan men de indeling wn het platte vlak steeds
fijner maken en zodcende voor ledere willekeurige kleine omgeving
van leder punt een dergeliljke relatieve wh vinden. In het limiet-
geval, gaat deze relatieve%h;oveb in een grootheid, die de wh-
dichtheid in het beschouwde punt genoemd worden;6)

6)De h¥er bedoelde limietovergang is niet altijd mogelijk als de
wh-verdeliig continu is. Bij de in de practijk voorkomende tTypen
continue verdelingen is dit echter wel steeds het geval.:
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deze zal alleen een functic 7 jn ven.de codbrdinatém Xien-v: G

van het punt en wordt aangeduid met f(x,y). Als men nu boven
leder punt van het platte vlak, de waarde van f(x,y) ultzet, ver-
krijgt men cen "berglandschap! dat de verdeling karakteriseert. 1.
de buurt van hooggelegen punten zal meer wh geconcentreerd zijn
dan 1In de buurt van laaggelegen punten., Om in een vlakke tekening
cen indruk te krijgen van het diagram van £(x,y) tekent men wel
lijnen die alle punten van gelijke dichtheid verbinden, een metho-
de die ook dikwijls bij landkaarten wordt toegepast. In gebileden

waar deze lijnen dicht bij elkaar liggen, zal het "berglandschap'
een sterke helling vertonen en vindt men dus grote dichtheidsver-

gchillen; waar de lijnen ver van elkaar liggen heeft de verdeling
een vliakker verloop.

Ook in het geval van de tweedimensionale verdeling, kun
de wh=dichtheid afgeleid worden uit de wverdelingsfunctie en ci.-
gekeerd. Om f(x,y) te vinden uit F(x,y) moet de bewerking wvan
het differentiéren tweemaal uitgevoerd worden: eerst voor de va-
riabele X en dan voor de variabele y of omgekeerd. Wij schrijvoan

e e

D P!
f(x,y) = Y %””?“Ly“z“ o

De bLewerking die we dar uitvoeren kom* 1in feite neer
O0p het proces dat we boven gevolgd hebben om,f(x;y) Te definie -
ren. De wiskunde biedt ech*ter voor speciale functies F(x,y) for-
miles om het reciltiaat van dit vproces direct Op Te scnrijven. Om
F(x,y) af te leilen uit <(x,y) zullen wl] Tweemaal moeten iante-
greren; ten aanzlien van dc variabele X en en aanzien van de ve-

a
by

H
:lr‘ﬂ #
i =

riabele y. Men schrij:
A Y

F(x,y) = f ( u,v) dudv.

- OO - OO

F(x,yJ is de inhoud van het gededte van het "br~o” andchap 'gebgen biry
rechte hoek met hoekpunt (x%,v) en benen evenwijdig aan de ccoi--
dinaatasseris Hieruit volgt dat de totale inhoud wvan het’%ergw-
landschap steeds = 1 moet zijn.

SR FEEHG

Als de wh-verdeling van (Xal) continu 1s, 2zullen ook de mai zi-

il

nale verdelingen cortinn zi a., Als Ce verdclingsdichthedon. van daze
verdelingen worden voo.: n*~2d.door g{x) en h{y)*envals x en r on-
afhankeiljl zijn, zal ‘geldcn voor i1gder punt (x,y £lirx. o) = "
In-dat geval zullen dus alle verticale doorsneden door het "borys
landschap" evenwl jdlg aan de x-as geliljkvormig moeten zijn, en -~

venzo alle vertlcale docrsneden evenwijdig aan de y-as. Tevens

v f




blijkt hieruit, dat blj onafhankelljkhelidvan x en_&f(}{, y) alleen

maar nul kan zijn, in punten waar of g(x) en of h(y)nalndd en'
omgekeerd als g(x) b.v. nul isvoer x > X, Het gebled waar de
dichtheid f(x,y) >0 is, zal dus als X en y onafhankelljk 2zljn,

steeds begrensd moeten worden door lijnen evenwljdig aan de as-

sen van het codrdinatenstelsel, of het zal het gehele platte
vliak moeten beslaan.

Opgaven

1.10.2 Ga na of X en ‘__}',_{; onafhankelijk zijn in de volgende gevallen:
1) De functie f(x,y) wordt voorgesteld door het bavenvlak van

een kubus, waarvan de zijvlakken evenwljdig zijn aan de CcoOOr-
dinaatessena,

2) De functie f(x,y) wordt voorgesteld door het bovenvlak van

een kubus, waarvan nu echter de verticale diagonaalvlakken even-
wijdig zijn aan de cosrdinaatassenu.(Deze kubus 1s dus 450 ge -

draaid ten opzichte van de vorige).

3) De functie P(x,y) wordt voorgesteld door een der z1 jvlakken
van een regelmatige vierzijdigen pyramlde (Vierkant grondvlak
met top boven het midden van het vierkant). De zijden van het

grondvlak lopen evenwijdig aan de codrdlinaatassenii.

Opmerking: In het bovenstaande hebben wij vooral de aandacht
geschonken aan het geval dat x en y onafhankelijk zijn. In de

hoofdstukken over correlatie zullen wij de twee dimensionale

verdelingen opnleuw tegenkomen. Wij zullen daarin methoden le-
ren kennen om bepaalde structuwele afhankell jkheden tussen X en

Vv Te onderkennen.
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2ol verwachting

V1] beschouwen een zeer eenvoudige stochastische
variabele X , die met kansen =3 de waarden O of 1 aannezm.
en nemen een grote steekproef b.ve. van /Y waarnemingen
ulit de corresponderende verdeling. In dat geval zullen in
het algemeen ongeveer /Y waarnemingen de waarde O en $//
waarnemingen de waarde 1 hebben. De gemiddelde waarde van

deze waarnemingen zal ongeveer worden:

(2e1e1) Nt +xNo 4
y” = 3

PDe gemiddelde waarde van lange reeksen waarnemingen
ult een dergelijke verdeling zal dus in het algemeen
weinig van 4 afwijken. WVij kennen daarom aan onze wh-ver-
deling ook een gemi ddelde toe. Dit gemiddelde stellen wij]
gelijk aan 4. Men dient het gemiddelde van de wh-verdeling
goed te onderscheiden van het gemiddelde wvan steekproeven
Voor de bovenbeschreven wh-verdeling is het gemiddelde
steeds precies 3. Indien wij meerdere grote steekproeven
nemen, zullen de gemiddelden daarvan weliswaar zelden vezl
van = afwijken, maar toch in het algemeen onderling wel
enigszings verschillene

In plaats van de uitdrukking het gemiddelde wvan een vei -
deling, spreeckt men ook vaak van de verwachting wvan die
verdeling, om verwarring te voorkomen. Wij zullen dat hier
ook doens

De verwachting van een stochastische wvariabele X , ¢t
1s dus het gemiddelde van de wh-verdeling van X , wordt
hier aangeduid met gg_{ » 41] wordt in het algemeen zo gede-
finieerd, dat het gemiddelde van grote steekproeven uit o

verdeling van X er ongeveer mee overeenkomt. In het hie~

beschouwde geval was dus Zg;ﬂg = S
Als nu X niet met kansen 5 en 3, maar bijvoorbeeli

/ 2 ,.
met kans 3 resp. 3 de waarden O resp. 1 aanneemt, vinden

wlj door een redenering als boven gegeven, dat de gemiddel -
de waarde van een recks van /& waarnemingen ongeveer ge-
1lijk zal worden aan

_ %JV*I vhgfﬂﬁé' 2
(2&1%2) v — — % 5
A o
In dat geval zullen wij de wverwachting van X dus
gelijk stellen aan g'é-* (dus 55' = -f-'..-:?f- )e De twee beschrevel

gevallen zijn voorbeelden van een zogenaamde alternatieve
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verdeling. In het algemeen is dat een verdeling, waarbij X
de waarden X, en X, kan aannemen, met kansen A, en s,
(/Oj + p, = 1)« ¥e vinden nu voor het gemiddelde van grote
steekproeven geheel analoog: ongevecsr AL, X, + f, X, -

e zullen dus voor een alternatieve verdeling de ver-

wachting van X definieren als:

&
(2.1.3) ¢ X = pX, + 0, X

2e2s VoOrbeelds: Kruis en Munt,

L ST L T T S Ty S M . SRR . - MBI I . . AN IR

Sen van de oudste toepassingen van het begrip ver-
wachting vindt men in de theorie wvan de kansspelen. Otel
dat twee personen A en B kruis of munt gaan spelen en af-
spreken dat A a gulden aan B zal betalen telkens als er
kruis geworpen wordf en B b gulden aan . telkens als er
mnt geworpen wordt. Speler A zal in de regel niet geneligd
zijn aan het spel deel te nemen, als hij mag verwachten dat
hij in lange recksen spelen gemiddeld meer zal verlliezen
dan winnen. Je door A aan het spel te stellen voorwaarde

kunnen we nu wiskundig formuleren. Als de kans om kruls te

werpen /o is, en de kans om munt te werpen g dan 1is de
winst die A met een spel maakt een stochastische wvariabele

X o dle met de kans /L de waarde -4 en met een kans 7 de

-

waarde +& aanneemt; imners bij kruis verliest A het bedrag

RN, E s SRR T IR il e - B i’

a aan B, hij] wint dus een bedrag — a « 1j weten nu dat de
gemlddelde winst van A in een lange reeks spelen, ongeveer
gelijk zal worden aan het gemiddelde van de wh-verdeling
van X , dus aan de verwachting g;’ van X « Volgens formule
(2.1.3), waarin we invullen N, =-ad, X, = b > P z/b > o= G

wordt deze verwachting
g:}’ = —-w/Dc) -+ CZZJ

A zal dus alleen willen spelen als é__{( niet negatief is,
dus als geldts

Maar de winst van B 1s eveneens een stochastische varia-
bele f e Dezc: neemt met een kans o de waarde 3@ en met '
een kans ¢ de waarde —6 aan; immers als er kruis geworpen

wordt wint B a, doch bij munt verliest hij b E zal dus

alleen willen spelen als de verwachting van zijn winst
niet negatief is, dus als geldst

(24242)




Uiteindelijk vinden we dus, dat beide spelers alleen

bereid zijn om te spelen, als tegelijk aan (2.2.1) en (2.2.2)
voldaan is, dus als geldt:

(2.2.3) /bc?*c'][:f = 0 .

In dat geval zegt men dat het spel eerlijk is. Het
blijkt dat het hier beschreven kruls-munt spel eerlijk 1s
als geld?®s

pa = qé of volgens de hoofdeigenschap van evenredlg-
heden:

3 b = g :./D .

Aangezien p de kans op kKruls 18, of de kans dat B
wint, en Q de kans op munt of de kans dat A wint, geldt dat
het bedrag dat een speler bij verlies moet betalen evenredig
moet zijn aan de kans dat die speler wint, of dat het bedrag

LR wl TETINES -

dat een speler bij winst ontvangt omgekeerd nredlg moev

zijn aan de kans dat hij wint. “icruit volgt dat blij een
spel met een zuivere munt (p = g = ;) Ge bedragen a en b aan
elkaar gelijk moeten zljna

Indien het spel niet eerlijk is, bijvoorbeeld P = f
=3 & =3 metpa-gd = 1, wat betekent dat B per spel
gemiddeld 1 gulden van & zal winnen, dan zal A toch bereid
ziin op het spel in te gaan, als B hem védr het begin van
ieder spel J 1.- betaalt. In het algemeen zal als po - 7‘6 > 0
is, B bij het begin van deder spel pd - g& aan A moeten
betalen, en als bHo - c;/é <0 is, zal A --(/Da --715 ) aan B
mocten betalens Een '"oneerlijk" spel kan dus eerlijk wordaen,
als de speler waarvan dc¢ verwachte winst positief is, vdédr
ieder spel deze verwachte winst aan de tegenspeler wil be-

talen.,

Het is duidelijk dat men, om cen kruis-munt-spel cer-
lijk te maken, de kansen L en ¢ moet Kennen. Dikwijls zal
dit niet het geval zijn. ¥Ye kunnen dan echter gebrulik maken
van de wet van de grote getallen. Voor het kruis-munt—-spel
betekent dit, dat we een groot aantal, b.va. 10000 keren
met de munt werpen en dan het aantal keren noteren dat er
kruis optreedt. Laat dit 3014 maal zijne. 7e weten dan dat de
kans /D op kruis ongeveer T%%%% ~ 0,3 moet zijn. Het spel
zal dus ongeveer eerlijk zijn als a ¢ b =T ¢ 3 is.

O
met deze schatting van # , dan kan hij zich een indruk
vormen van de nauwkeurigheid van de schatting door een
betrouwbaarheidsinterval voor /b te bepalen. We hebben het

m. Mocht &€én van beide spelers zich niet veilig voelen
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bepalen van een bztrouwbaarheidsinterval voor ecn onbekende
kans uitvoerig besproken in de Cursus Toegepaste oStatistiek
T (Hoofdstuk 3). e willen hier slechts vermelden, dat een
betrouwbaarheidsinterval 1et tweezijdige onbetrouwbaarheid
0,05 hier voor p de grenzen 0,292 en 0,310 oplevert; dit
betekent dat onze schatting behoudens een kans 0,05 niet
meer dan 0,01 fout kan zijn.

Uit het voorafgaande blijkt, dat het begrip verwachting
van belang is als kriterium voor de ‘“eerlijkheid"” van een
kansspel. Men mag hieruit niet concluderen, dat de kennis
van de verwachte winst voldoende is om uit te kunnen maken
of het werantwoord 1s aan een kangspel deel te nemen. T
zijn nl. gevallen, waarbij men een zeer groot aantal keren
moet spelen, om een gemiddelde vinst te bereiken, die de
verwachte winst van het spel goed benadert. Stel men heeft
beve een loterij waaraan 100.000 personen deelnemen, ter-
wijl er één prijs is ter waarde van J 1.000,000.--. Een
willekeurige deelnemer heeft nu een kans 0,00001 om
J 1.000,000,- te winnen, en een kans 0,99999 om J O«.- te
winnen. De verwachting van zijn winst is dus 0,00001 x
J 1.000,000e~ = J 104~ . 0ok al neemt men honderd keren aan
een dergelijke loteri] deel, dan 1s het nog bijna zeker,
dat men geen prijs wint, (de kans daarop is nl. ongeveer
0,999). De gemiddelde winst van 100 spelen zal dus bijna
zeker O zijne .Als de pilijs van een lot in deze loteri]

J 10+~ bedraagt, is zij volkomen eerlijk, men zal echter
zeer vaak (duizenden keren) in dergelijke loterijen moeten
spelen, om gemiddeld ongeveer even veel te winnen als men
voor de loten betaalte.

In het algemeen is de verwachte winst van een spel
moeilijk te realiseren, als het gaat om kleine kansen op
het winnen van g bedragen. lemand die aan een dergelijke
loteri] deelneemt is er bijna zeker wvan de prijs wvan het
1ot te zullen verliezen. Meestal is ook de verwachte winst
negatiei, omdat een gedeelte van de opbrengst der loten
bestemd 1s voor administratiekosten en winst voor de orga-
nisatoren (of voor een liefdadig doel). Hieruit volgt niet,
dat het onverstandig zou zijn aan een dergelijke loteri]
deel te nemen; als de prijs per lot niet te hoog is, zal
men deze veelal  overhebben voor de gelijkheid om een
groot bedrag te winnen (en eventueel uiteraard voor het
liefdadige doel).
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scontracte

Een zeer belangrijke toepassing vindt het begrip ver-
wachting op het terrein der verzekeringen. De contracten
van verzekeringsmaatschappijen hebben het karakter wvan
kansspelen; of de maatschappij winst of verlies maakt op
een bepaald contract hangt af van het al dan niet optreden
van een bepaalde onzekere gebeurtenis. 7ij willen hier een
zeer ceenvoudig voorbeeld van een dergelijk contract behan-
delen. Voor zijn vertrek per vliegtuig van Amsterdam naar
New York sluit iemand ecn contract met een verzekerings-~
maatschappij, inhoudende, dat J 10.000.~ aan zijn nabe-
staanden zal worden uitgekeerd als hij verongelukt. De
prijs van de polis bedraagt ¢ gulden. De relevante kans e
is hier de kans, dat een rciziger die per vliiegtulg van
smsterdam naar New York reist, omkomt. De winst van de
reiziger (of beter van diens nabestaanden) is 10000-~-c
als hij omkomt, en ~c als dat niet gcbeurt, d¢ verwachting
van de winst is dus: +(10000-c). p ;=c(1=p)= 10000, — c.
e reiziger 2zal zich in het algemeen niet bekommeren om
de grootte van deze verwachte winst (die in de regel nega-
tief zal zijn). Hij zal vermoedelijk zelfs liever de ver-
liezer dan de winnaar van het spel zijne. De verzekerings-
maatschappij hecft er echter belang bij om te zorgen, dat
haar verwachte winst, dat is dus het tegengestelde van de
verwachte winst der verzekerde, positief is, omdat zij er
een bedrijf van maakt dit "spel” zeer vaak te spelene. 2Zi]
zal er dus voor moeten zorgen dat geldt:

-( 10000 p = < ) Z 0, of ¢ 2 10000 .

hlertoe zal de maatschappi]j de kans L althans bij
benadering moeten kennen en dan het bedrag ¢ z0o moeten
kiezen, dat aan bovenstaande ongelijkheid voldaan is. Ter
bepaling van /o Kan men gebrulk maken van statistieken
betreffende het auntal dodelijke ongevallen van lucht-—
relzigers op het traject Amsterdam-New York,betrokken op
het totaal aantal luchtreizigers op dit traject in een
bepaalde periocde. Zou men b.v. vinden, dat ongeveer 1 op

de 5000 luchtreizigers op dit traject omkomt, dan zal de

Q000

. ... ] :
premie c minstens J 000 = J 2+— moeten bedragen. Uiter-

aard zal dit bedrag verhoogd worden om de onkosten te

dekken en een winstmarge voor de maatschappij te verkrijgens
In principe moet een verzekeringsmastschappij er voor

zorgen, alléén contracten te sluiten, waarvoor de ver—

‘ wachting der winst niet negatief is. Het voorbeeld., dat



we hier bechandeld hebben, is een voorbeeld van ecn

>: de uitkering van de verzekerde som hangt af

P

verzekeri
van het al dan niet in leven blijven van een bepaalde per-

soon in een bepaalde periode ( hier de duur van de lucht-
reis)e Het betireft hier echter een zeer speciaal voorbeeld,
omdat de duur van de verzekering maar zeer kort 1s en
alleen verzekerd wordt tegen overlijden tengevolge van een
bepaalde doodsoorzaak (nl.: een vliegtuigongeval). Bij de
"gewone levensverzekeringscontracten 1s de duur gewoon-
1lijk wveel langer. Men moet daardoor tevens rekening houden
met een rentefactor, waardoor de vergelijking waarulit de
premies bepaald worden ingewikkelder zlijnm. 2421i] berusten
echter op hetzelfde beginsel als hierboven beschrevene

2 el e

De verwachting van een discrete verdeling

* oM e, ¥ * -y, o F e e, R AR .

Fen stochastische variabele X 1is discreet verdeecld

g

<

als zij met whn p,, p, ,... discrete waarden X, , < ;¢
KXan aannemen. In de voorafgaande paragrafen hebben wi} het
geval beschouwd, waarbi]j X slechts twee waarden kon aan-
nemens X, en X, ., De verwachting van X werd daarbi]j gede-
finieerd als:

ngf = Py x 7 PaXy |
Wij hebben verder gezien dat het gemiddelde van grote
steekproeven uit een dergeliike verdeling in het algemecen
welnig van de verwachting zal afwijken-
Indien de variabele meer dan 2,b.v. n waarden, kan aan-

nemen, definieren wij de verwachting als:

/1
(2:4!1) gé :/OJX!+PJXQ+"'+/OI?“X77 :g/.‘)[%"{ .

waarlin O, de kans P{; = ..,:fi} voorstelt ( Er moet uiteraard
gelden: %:H = 1).
Ook deze verwachting kan benaderd worden door het gemiddelde
van een grote steekproef uit de verdeling. Immers de fractie
van de waarnemingen met de waarde X, gal in grote steek-
proeven niet veel afwijken van de kans P Zo0als wijreeds ti]
een eenvoudilg voorbc~ld in pare 2.3 gezien hebb\éhﬁ:‘??%et aan-
tal waarnemingen in de steekypoccvon nodig om een goede
benadering van & x te verkrijgen, van de vorm van de verdeling
af . '

Men kan met behulp van formule (2.4.1) de verwachte
winst becijferen, van meer ingewikkelde kansspelen, dan
het in pare. 2.2 begchreven kruis-munt spelletje.



Laten A en B be.v. spelen met ecn dobbelsteen; teclkens als
er 1 ogen geworpen worden (i = 1,2,.¢.46) betaalt A 1 gul
den aan Be. De verwachting van de winst van B 1s dan per
gpel:

'815 = 1/% + Ry r Sps ? Lp, + 5 p 6/%5,
als P de kans voorstelt dat er i ogen geworpen wordens
Bij een zuivere dobbelsteen zal dus gelden:

ZE = é(j+2+3+4+51‘*6)::

Om dit spel et A te mogen spelen, zou dus B voor
ieder spel S 34,= aan A moeten betalen.

De verwachting van een binomiale verdeling met 7 =.
kan als volgt berckend worden: (zie pare. 1.3)

Ex = O0.Plx= o} + £.P/x z/} ~ 2.P{X=2]+3P{X= 3]

.3

= O, ?3 + 1. 3/372 7 2.3/3..72,; 3.
=3p(9'r 2pg + p) = 3(pre)p = 3p,
want pPrg =1

pgave 2.4.a. Ga na wat de verwachtingen der binomlale

verdellngen voor n = 1.2.4 en 5 zijn. Wat merkt ge hierb:;
op? (Vergelijk opgave 1:3-a)

- Men kan ook nagaan. wat een lot waard is in een lorTg

rij met meerdere prijzen. Laten er bijvoorbeeld 100,000
personen declnemen aan ecn loterij, met ecn hoofdprijs van
J 10.0004—, 2 prijzen van J 5.000.-, 4 prijzen van J 2.500.
en 5 prijzen van J 1.000..-, Een deelnemer aan een derge-
lijke loterij he=ft kansen:

0,00001 op J 10.000 .~

0,00002 op J 5.000,-

0,00004 op J 245004-

0,00005 op J 1,000
en 0,99988 op J 0. .

Om de verwari.'ng van deze verdeling te vinden nce-
men de kKansen met de u:fTI“ﬁV“mSﬁige bedragen vermenligv
digen. Men vindt dan f{_}f_ = 0,35. Dit betekent dus, dat dc
verwachte winst J 0,35 bedraagt,zodat men voor het lot
J 0,35 kan betalen. Andere voorbeelden kan men ontlenen
aan premies voor verzekeringscontracten, waarbl] tegen
meerdere elkaar uitsluitende risico's verzekerd wordt voor
verschillende bedragen. Ve willen hier echter niet nader op
ingaan;



Opgemerkt moet worden, dat 7 niet altijd eindig bchoeilt
te zijne. Wi kunnen b.ve het volgende spel beschouwen: A en
B spelen kruis of munt met een zulivere munt; telkens als
er kruis geworpen words betaalt B S 1.- aan A; het spel is
bceindigd zodra er een Keer munt geworpen wordt. Bij een
dergelijk spel ontvangt A dus cvenveel gulden als er achter
elkaar kruis geworpen wordt. Als er de eerste keer munt ge-
worpen wordt ontvangt A niets, de kans daarop is %; als
ecn Keer Kruis en daarna munt geworpen wordt, ontvangt A
J 1e=—; dc kans daarop is P[A]. P[M] =3 5= 7 -
In het algemeen is de kans oD k maal achtereen kruis en
daarna munt, dus de kans dat A J K.— ontvangt
&=y 3/( : - 1. ! l
(Plwly PII] = 55 = o Kk
De mogelijkheden zijn hier dus (als X de winst voor-

stelt, die A maakt):
X = 0,1,2,3,4, etc.

APy

met Kansen:

- L _ 1 f 1 I ; g 4 |
Dus geldts

. / 7 /
Cxr=gormidtgar - =2

pr kan bewezen worden dat deze som van oneindig veel
termen gelijk is aan 1« De verwachte winst van A wordt dus
J le=, zodat A J 1e¢- zal moeten inzetten om dit spel te
mogen spelen.

Bij verdelingen, waarbij X oneindig veel waarden kan
aannemen, kan zich de moeilijkheid voordoen, dat de ver-
wachting zoals we di¢ hier gedefinieerd hebben, oneindig
groot wordt. Indien b.ve A en B zouden afspreken, dat B aan
A Z 5 gulden betaalt, als er~Amaal achtereenvilgens kruis

geworpen wordt met een zulvere munt, dan wordt

/ ! 7 . 2
+ T4 4 TR F

O
X
"

L.z
Dit is een recks van oneindig veel termen, waarbi]
iedere term gelijk wordt aan e Als we onze formule (2e4471)
hier dus consequent toepassen, vinden we dat de verwachte
winst van A oneindig wordt. Toch zal A bij dit spelletje,
weliswaar soms een groot, maar toch steeds een eindig bedrag




winnen. Ook over een groot aantal spelen zal de gemiddelde winstT
van A de verwachting van de verdeling niet benaderen. Men heeft€
hier te doen met een extreem geval van de kwestie, die wlj aan-

geroerd hebben aan het eind van par. 2.2:3 de verwachting van de
verdeling is helemaal niet meer te benaderen door het nemen van

steekproeven uit die verdeling. De gemiddelden van steekproeven
zullen dan onderling ook veel sterker ulteenlopen dan bl] "ge-
wone" wh-verdelingen het geval is, waar de gemiddelden meestal
dicht bij de verwachting liggen. Indien de verwachting van een
verdeling oneindig groot is, kan men dan ook beter zeggen dat de
verdeling geen verwachting beziT.

Opgave:

2.4.b. Bereken de verwachting van de wh-verdeling van het aari-
tal ogen geworpen met twee zulvere dobbelstenen (Zie opgave

1.9.a.).
2 5 De verwachting van de continue verdeling.
De verwachting van«. willekeurige continue verdeling kan

voorgesteld worden door:

+ X

(2.5.1) Z,fx = /x.f(x) o x
~ 0

waarin

.47{)de vercdelingsdichthe:.¢ van X voorstelt. De integraal
in het rechterlid kan wederom als een oppervliakte beschouwd wor-
den. Men tekent daartoe de functie (7(::) = xj(l’) . Omdat //ar)nooit
negatief is, zal deze functie positief of nul zijn voor x>0en
negatief of 0 voor «<Q ; zij verloopt dus voor x>0 boven of
langs de x-as; de oppervlakte tussen de kromme en de x -as vanaf
xX=0 stellen wij nu voor door 5 VOOr X< verloopt (7(%) bere -

den of langs de x-as; de oppervliakte tussen de kromme en de x—as
voor x< ¢ mnoemen wij (9. Er geldt dan:

+ oG
méf X /(x) dx = CQ,_ - O_

W13 kunhen hierult bijvoorbeeld direct zien, dat het gerld-
delde van een continue verdeling (0 is, als z21] symmetrisch i=
ten opzichte van ¢ , hetgeen wil Zzeggen: ails :j?dﬂw= quﬂx)

(Zie fig. 2.1 blz. 33). _
Immers nu geldt ;;’ (X) = XZ?J’)' = = ----7/-“ X) , dus het




Opgave:
2.5.,a: Gelct de hier bewezen stelling ook voor dilscrete verde -~

lingen?

In bepaalde gevallen is het mogelijk de oppervliakten CZ_
en (! exact te bepalen; in vele andere gevallen zullen benade-
ringen moeten worden gebrulkt. Deze benaderingen bestaan 1in
principe da.rin, dat de met (2 en CO__ corresponderende vliakdelen
door verticale 1lijnen in strookjes worden verdeeld en de opper-
vliakten van deze strookjes geschat worden,

Wij zullen op de techniek ven de berekening van het ge-
middelde van een continue verdeling niet verder ingaan, en er
hier slechts op wijzen, dat het gemiddelde van een continue ver-
deling evenals dan van een discrete verdeling in het algemeen
geschat kan worden door het gemiddelde van een lange reeks waar-
nemingen. Enige eigenschappen van het gemiddelde zullen in een
volgende paragraaf volgen,

Nu wij het gemiddelde zowel van continue als discrete ver-
delingen gedefiniéerd hebben, kunnen wij ook de massatheoretische
interpretatie geven van Git begrip (verg. par. 1.7) Deze 1s de
volgende: als de massa 1 over een rechte 1lijn verdeeld 1s als
aangegeven wordt door de wh-verdeling van X , dan 1s ’%gg het
moment van deze massa t.o.v. het punt x= 0. Men noemt 'fig daarom
ook wel het eerste moment van X . Tevens blijkt dat Zfﬁ_.:g de Cco-
ordlnaalt voorstelt van het aangrijpingspunt van de resultante

der zwacrtekrachten, die op een 1lijn met massaverdeling /?lf) wer-
Ken.

Opgave:

—

. ' ! / Q+&
Xz, ) =;--als a<xg 45}3{’1}:0 als x>4 ). Toon aan dat C=z= ---f—-é

~ £ _
1s voor de gevallen a<t< O s a<u<h en “<& < b

2.5.b. x is homogeen verdeeld ftussen & en 4 (d.w .z Z/f.?)*:() als

2.6 Eigenschappen van de verwachting van een verdeling.
Wij zullen hieronder de verwachting van een willekeurige
stochastische variabele steeds voorstellen door & x. Als x geen dis-

wphlanem,

crete verdeling heeft zullen wij aannemen,dat. X met de mmnﬁ,v'::‘g
de waarden x  aanneemt ((t=$ 2. .... etc.) 2: p= Gan il Gy s
55 wt {ﬁ% . Als X een continue verdeling heeft dulden wij de
verdefiingsdiohtheid aan met f/x) , zodat dan \f)f =t ;/}7{1) '~
Wij geven hieronder nu een tweetal eigenschappen van het fgemiddw
de, fdie zowel voor discrete als voor continue verdelingen gelden.
Wiy zullen deze elgenschappen alleen voor discrete verdelingen
bewl jzen,



Eigenschap 1: A's € een constante 1, ge dt:

(7 6.1) &z +C) = T Fe

Voorbeeld: Laat < het acntal ogen zljn, geworpen met een zul-
vere dobbelsteen; dus 7 . = 37 (zie 2.4%) Laat nu A en & een
spel spelen, waarbl] A (-2 gulden van £ ontvangt, als er :
ogen geworpen worden; met dien verstande datl ontvangen van een
negatief bedrag overeenkomt met beteslen van het tegengestelde
Als dus ¢ = 7 Dbetaalt A f1,-- aan L , als ¢ = 2gebeurt er niets,
als (=2 betaalt £ £1,-- aan A etc De winst van /A is dus steeds
2 minder dan het aantal geworpen ogen en kan dus voorgesteld
worden als .« -2.Volgens bovenstaande stelling geldt dus voor de

T

verwachting van de winst van A4 :

/

L ¢ ~

i

S < 4

. e n = .

waarmee de eigenschap bewezen 1s.

Deze eigenschap volgtl ook gemakkelljk uit de massatheore-
tische interpretatie. De massa-verdeling corresponderend met de
wh-verdeling van X - C 1is € o.v. de verdeling van > over een
af'stand ¢ verschoven; het zwaartepuntff(zh+§)van de verdeling
vang{#w: moet dus ook door een verschuiving over dezelfde af-
stand ult het zwaartepunt Ei{ van £ verkregen worden.

Opgave:

2.0.a Als men in de loterij, vermeld in par 2.4 de waarde van

de 12 prijzen met fFf 1000, -~ verhoogt, moet dan volgens deze
stelling ook de prijs van een lot met £ 4000, -- verhoogd worden?
Elgenschap 2: Als & een constante 1is, geldt:

(2.6.2) Claxz) = « &z

Wankeriwirmm

Voorbeeld: Blj de loterij beschreven in par 2. 4,(met gemiddelde
winst voor een speler: Zegg:w 03%) wordt het bedrag van alle prij-
zen met 10 vermenigvuldigd. Hierbij wordt ook de winst van de



nieten'" met 10 vermenigvuldigd ( 0x0 =¢ ). Alle wasarden dle de
stochastische variabele kan aannemen worden dus met 10 vermenlig-
vuldigd. Dus geldt volgens bovenstaande stelling:

Eloz) = nbx = 550 .
De prijs van een lot moet dus minstens f 3,50 bedragen.

Bewljs van eigenschap 2:
Stel ifx @% en Yy =4I dan geldt:

_ > ST S !
gé?__;_f_ = "55 = %../Dé(!{fé :Af:_f;béﬂ?x‘j = 62"""'/3& XN, = Qé%.

L

De overgang van X op «Z omt overeen met een gelijkmatige uit-
~rekkdng: (als €>7 ) of samenpersing (@ls @#< 7) van de massaver-
deling van « over een rechte 1lijn, zo dat de afstand van de mas-
sapunten tot het punt O met{ het bedrag « wordt vermenigvuldigd.
Het 18 duildelijk dat ditT dan ook met het zwaartepunt moet ge-
beuren.
opgaven:
2.6.b Als de verwachting van x gelijk is aan /¢ , waaragn 1s dan
de verwachting van ax ~¢ gelijk, als @ en C gegeven constanten
z1ljn?
2.6.c Als
wachting van #2x, van 2 ¢ en van @% »¢ ? (vergelijk par. 2.5).

Wat volgt hieruit voor de verwachting van een variabele die sym-
metrisch verdeeld 1is t.o.v. X=C 9

x symmetrisch verdeeld 1s t.o.v. O, wat 1s dan de ver-

B A A N WY SR I M e I AN o TN e G e M Sy A Ry SR PR - - GRS el TR s i i AN SR M TS Vo oy ATl TG-S AT PR A hirend 8 5 ey <SP T W A WA A T -

Ad blz. 30.

.
AR

Jx)en 2(x)=xf(X) pij een t.o.v, O symmetrische verdeling

z1l. par 2.1)




2.7. Het begrip verwachting bij tweedimensionale verdelingen.

Wi] onderstellen, dat c¢e stochastische variabelenzz'enkﬁf
simultaan een discrete tweedimensionale verdeling hebben p.v.
zoals pgegeven 1n figuur 2.2. Hlerin 1is

Fig., 2.2
P Pay Pyy Een tweedimensionale
S I ' wh-verdeling.
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De verwachting van x zal in dit geval worden:

Hmepammiy,

5 .
Tx= 2 % P[x=2x].
(=

D1t 1s dus het gemiddelde van de marginale verdeling van k.
In het geval van figuur 2.2 vinden wilj:

E?EE = ;QMRM*‘%aﬁéuﬂ*/hﬂ'+*35(¢%/*“fb£)*“J%/Quf+;xgégh’f%hb’

Als wi] aan de combinaties ( Xis 4 ), die in de verdeling
niet voorkomen, whn QP = O Toekennen, kunnen wij ‘55 ook 1in

%

de volgende vorm schrijven:

fr o 55 > 5
L o= . Z f o I e > DY
“ (=4 “ =t /bf/ zi/zs; /b‘/ L

Evenzo vinden wilj:




Algemeen zullen wij, als x de waarden .X,,. . .,%, aanneemt
en y de waarden 7 5 Ha en als /05/ gedefinieerd wordt als
boven, vinden:

(2.7.1) “f,_g_g. Z‘Z/o x. en

t/d/'-"‘-l

2.7.2
(2.7.2) é ; Py Y
Als bij een continue tweedimensionale verdeling de margi-
nale vercelingsdichtheld van x wordt voorgesteld door 7‘? (x}

geldt:

(2.7.3) f;@ S ]wx f(x) cdx .
— O

Deze kan dus als gﬂ (x) bekend is, berekend worden zoals
geschetst is in par. 2.6. Als //;_(f) de marginale verdelings-
dichtheid van g is geldt analoog:

(2.7.4) f{a = /0? 72(5/) d(éf

‘fx EN “3; kunnen ook 1n de verdelingsdichtheild 7‘(3;} uitge-

drukt worden: er geldt voor ‘f:z:
+on 3

=/ [ flug)dray.
(2.7.5) ‘fg s o (2 3)c[xd;

Dezec dubbele integraal stelt het verschil van twee inhou-
den voor nl.: de inhoud tussen het oppervlak voorgesteld door

x/{'x,;} en het (%;f)-—vlal{ voor x> ¢ verminderd met de over-

eenkomstige inhoud voor ¥<O

Omdat ‘é.x en *ff beschouwd kunnen worden als de gemiddel--
den van de marginale verdelingen van 2 resp. ?/ gelden hier-.
voor de¢ .eigenschappen die in par. 2.6 beschreven zijn, Ook
kKunnen wij, evenals in par. 2.5. gedaan is, aantonen daj tx=0
1s, als de verdeling symmetrisch 1s t.o.v. X =0
de y.-as; dit betekent, dat voor iederei geldt:

y dus ttOth

P[.}..-:x 8:7?::?]:: P[}:ml gj—; Z:;{] resp. !
/j(%?)r j(mx,y).



WiJ kunnen bij een twecdimensionale verdeling de verwach-
ting van = + 4 uitdrukken in de verwachtingen van x en Y . Om

R T

C(x +g) te verkriljgen mocten wij voor ieder punt (x, ,33) Van
de verdeling, de kans p, = Plx=x en 525;] vermenigvul-—
digen met . . 5{; en de producten sommeren. ILr geldt dus:

E@*g)*g%(x’i"f{ﬂpeg:ft AZ*"‘;P””"ZZ s P

,:gxf-g .
4o g T T 3

We hebben hiermee de volgende belangrijke eigenschap
aangetoond:
: De wverwachting van de som van twee stochas-

higenschap
tische variabelen is gelijk aan de som van hun verwachtingen,

of in formulevorms:

(2;7./‘) E(_I__._-&-g):::g;g . Eg )

Deze eigenschap geldt zowel als x en y onafhankelijk
als wanneer deze grootheden athankelijk zijn. ‘
Voorbeelden:

x en y onafhankelijk: De verwachting van de som van het

aantal ogen geworvnen met twee zulivere dobbelstenen 1s
3L+ 3% - 7 . Dit is ook gemakkelijk in te zien als men de
verdeling van x +y  berekend heeft ( zie opgave 1.9.D).

L

Yy afhank ik:s In een vaas bevinden zich 5 loten,

genuumerd 1,..455¢ Een persoon trekt uit de vaas £ loten
zonder terug-—-legging. Gevraagd wordt de verwachting van de

WV S . T 2. TR

gom der op de getrolzken loten voorkomende nummers.

Fig.2.3.

Trekking van twee
loten uit 5 zonder
teruglegging.

In fig.2.3 hebben wij de hier voorkomende mogelijkhe-
den door kruisjes aangegeven: x stelt voor het nummer van
het eerst getrokken lot,; y het nummer van het tweed~ .:T.
Vanwege het feit, dat getrokken wordt zonder teruglegging
vervallen de mogelijkheden met x=y .« Er blijven 27"
mogell jkheden over, die alle even waarschijnlijk zijn. Men

zlet verder dat de marginale verdelingen van x en y het-
zelfde zijn, en wel dat met kansen + de waarden /,2,....5

worden aangenomen. Er geldt dus: € x =€4-3 dus volgens



cigenschap 3: S x ry)=6.

Indien wij nu trekkingen van 2 loten beschouwen met
teruglegging, worden dc punten (x-1, Y= 1) t/m (<=5, y-= 5 )
in figuur 2.3 eveneens mogelijke trekkingsresultaten: x eny
zijn dan onafhankelijk, er zijn nu 25 even waarschijnlijke
mogeliljkheden. De marginale verdelingen van x e€n y blij-
ven echter ongewijzigd, zodat ook hier geldts E(ua_g*x_:/) =6 .
“/1j zien hier dus dat het voor de verwachtingen van x en Y
waxr de verwachting van x ry geen verschil maakt, of de
twee trekkingen zonder of met teruglegging geschieden. Men
dient hierbij wel te bedenken, dat het gaat om de verwaoch-

tingen van x

e

en  y védrdat de eerste trekking verricht is.
Als men de verwachting van y gaat bepalen wanneer de trek-
king van x reeds geschiedt is, maakt het wel verschil.
Indien b.v. getrokken is =x=4 , en het getrokken lot wordt
| teruggelegd, blijven er voor de tweede trekking de
mogelijkheden 1,2,3 en 5 over, zodat de verwachting is:
A(r+2+3+5)= 22 . Indien er echter met teruglegging ge-
trokken wordt, is de tweede trckking volkomen onafhankelijk
van de eerste en blijft de verwachting daarvan dus 3.
Eigenschap 1 in par.<Z.6 kan als een bijzonder geval

van eigenschap 3 beschouwd worden. Er geldt immers volgens
elgenschap 3:

g(}#+8)x EI#— £ e

¢ is een constante, en kan dus beschouwd worden als een
stochastische variabele, die met wh 1 de waarde ¢ aanneemt.
De verwachting van een dergelijke wvariabele is ¢ . Dus

Ec-c s Waarult eigenschap 1 volgt.

2.8 Conseguenties van eigenscharp

S N o T R S . P

d.
Elgenschap 3 kan gemakkelijk uitgebreid worden tot meer
dan twee stochastische variabelen. Laten wij bijvoorbeeld
3 grootheden X yyen Z beschouwen. Zij nu w = x + y s
Dan geldt volgens eigenschap 3

Snpbdbbiupl

E(Z*gﬂ-é)m g(&,&*-é) = E_tg + £ z en
g&mg(g&q—g):g}-rgg. Dus

-

g(;.»g-;-__?_._)m E___:_g.q»ggq— gz

Z0 voortgaande vinden wij:
Eigenschap 4: De verwachiting van de som

= van een aantal
stochastische varigbelen is gelijk aan de som van hun ver--




2.3

wachtingen. in formule luidt deze stelling:
(2.8.1) 8(; <) :;“gxi

Ook hier 1s het niet nodig dat de variabelen x, ondexr-
ling onafhan’-21ijk Z1 N .

Met benulp van eigenschap 4 kunnen wij bijvoorbeeld
gemakkelijk het gem;ddelde van een binomiale verdeling
uitrekenen. Z2o0als wi]j reeds gezien hebben in par.l1.3 heeft
het aantal successen; in een reeks van m onafhankeli jke
experimenten, leder met kans p o0op succes een binomiale ver-
deling. Als wij nu voor het :(°® experiment afzonderlijk een
stochastlische variabele x . defini&ren, die 1 is als er
een succes optreadt en O zo dit niet gebeurt, dan zal

YL
. . é{:g’ x.
juist de stochastische variabele voorstellen, die het aan-
tal successen bi] de m experimenten weergeeft. Omdat de
kans op een succes p 1is, geldt dus voor x .

Pl =1]=p » Plx,=0]=1i-p.

De verwachting van x. wordt dus:

Ex =1t.p+o.(i-p)=p.

1

L

Dit geldt voor iederc waarde van ¢ (é=1,...,m).
Volgens eigenschap 4 geldt nu:
ngz EXmg P*‘YLP-.

]
———

¢ =i L
Het gemiddelde van ecn binomiale verdeling veor = eXperimen-
ten met een xkans p op succes wordt dus gelijk aan mp . (Verg.
Qpgava 2.4 a).

Als w  =igeneschap 4 combineren met elgenschap 2 vinden
we, als a,....,a, constanten zijns
2.8.2) " m n
L= C L Y - ¢ L =l . (4
e kunnen dus de verwachting van een zogenaamde lineaire
"~ LLNERLLC
gombinatie Z{ a. x,; van de stochastische variabelen x.
L=

in de verwachlingen van degze variabelen uitdrukken.
Ben bijzonder geval hiervan 1is b.v. de verwachting wvan
het verschil van twee variabelen:

SRR Y A B . . B

(2.8.3)  B(x-y)=8(xr)yg)-Ex -Ey.

Een ander vcorbeeld hebben wij in het rekenkundig ge--
middelde van eer a=sw..al 3tochastische grootheden:

T,

(2:844) E.%Z Y =L 2 & x. .
L =1 L

TV L/ -t



2.3
Als nu alle x. dezelfde wh-verdeling hebben, met

-~ L

2 X = A geldt dus:e

MR ]
%

(2&8!5) ‘E#Z*&L:#E/u _—:T‘T_{i:/u.

L=t

De verwachting van het rekenkundig gemiddelde der x.
is dan dus gelijk aan de verwachting van die grootheden zelf.
Dit geval doet zich in de praktijk voor, als wij een steek-
proef nemen van meccerdere waarnemingen van een zelfde stochas-
tische variabele, b.v. verschillende metingen van cen zelfde
physicche grootheids Bij herﬁaling van de steekproef zullen
in het algemecn andere steekproefwaarden optreden. De waar-
nemingen van een steekproef kunnen dus ook als stochastische
variabelen beschouwd worden. Als wij de (“*waarneming van een
steekproef van m aanduiden met x, zullen de stochastiscne
grootheden x ,.-->x., dezelfde wh~verdeling hebben, namelljk
de verdeling der waargenomen variabele x . Ult het boven-
staande blijkt nu, dat de verwachting van het rekenkundig
gemiddelde van een aantal waarnemingen van een stochastische
variabele x gelijk is aan de verwachting van x 2zelf. Het

i

is hiervoor nodig, dat de steekproef uit onderling on-

afhankelijke waarnemingen bestaat; zo mag het b.v. een
steekproef zonder teruglegging zlijn.
Voorbeelds: In een kelder bevinden zich 1000 appels met

een totaal gewicht wvan 150 kilo. Het gemiddelde gewichd

van een appel is dan dus 150 gram. Wij kunnen dit gemiddelde
gewicht op de volgende. . wi.jzen door het nemen van steeckproeven
benraderen:

a. We trekken een aantal keren een appel,waarvan we het
gewicht bepalen en die wij vervolgens terugleggen. Als de
opecenvolgende trekkingen aselect zijn, dew.z. vold