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Hoofdstuk 1 

'1lf 

Algemene oprnerkingen o,.re·L, ,r1aa -. .,sch1.jnlijl{heids verdelingen. 
_........, ___ ,ttV 

1.1 Inleiding 

1 
1 .1 

In het begin van het eerste deel van deze cursus hebben 

wij ons bezig gehouden met een pot, die rode en groene erwten 

bevatte. Laat N het totale aantal erwten in een dergelijke pot 

zijn, en k het aantal rode erwten, dan hebben wij methoden ge

leerd om de fractie p 

ten, door het nemen van steekproeven. Het bleek, dat als men de 

erwten afzonderlijk trekt, na iedere trekking de getrakken erwt 

weer in de pot werpt en vervolgens goed schudt of roert om te 

voldoen aan de eisen van gelijkwaardigheid en onafhankelijkheid 

der trekkingen, die in het eerste deel geformuleerd zijn, de 

fractie rode erwten in een lange reeks trekkingen meestal wei

nig van p afwijkt. Zo'n reeks trekkingen wordt een steekproef 

met teruglegging ui•t de pot genoemd. Het aantal erwten n in een 

steekproef getrokken, heet de omvang van de steekproef. Als er 

~ rode erwten in een steekproef getrokken zijn, zeggen wij dat 

de frequentie van de rode erwten in de steekproef xis; men ver-

ten in een grote steekproef met teruglegging meestal weinig van 

de fr act ie p der rode erwten in de pot zal afwi jken. Me11 drukt 

dit ook wel uit door te zeggen, dat de kans of de waarschijn-

van het trekken van een rode erwt uit een pot met 

een f;ractie p aan rode erwten gelijk is aan p • Het verschijnsel, 

dat het fq van een rode erwt in lange reeksen waarnemingen on- , 
' geveer gelijk is aan p, wordt de wet der grote getallen genoemd.~ 

Een consequentie van de wet der grote getallen is, dat de 
• 

fqn van de rode erwten in grote steekproeven ongeveer gelijk 

zullen zijn~ Indien men omgekeerd in lange reeksen waarnemingen 

van gelijksoortige verschijnselen grootheden, voorwerpen etc. 

steeds ongeveer gelijke fqn voor verschijnselen met een bepaald 

kenmerk K vindt, dan zal men aan het optreden van dit kenmerk 
• 

ook een wh toekennen, welke wh benaderd wordt door de voor K_g 

vonden fqn. Bij de erwten was de kans op het trekken van een 
... -- Ill l Ii ■ -- ....- t.; • .-. ~ - __,., - ...., ...,. ._. - .-. -.,. 111m 

1 Afkort1ng: fq, meerv6ud:fqn. 

2 Afkorting: wh, meervoud:whn. 

. . 
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rode erwt onder bepaalde vooI'waarden gelijk aan de fractie 

rode erwten in de pot. Bij andere reeksen waarnemingen waarvoar 

de wet van de grate getallen blijkt te gelden, denkt men ook 
' 

dikwijls aan een annlogon van de pot met erwten, een pot, die 

alle mogelijke waarneming8n b~vat betreffende hetzelfde ver. • 

schijnsel die onder dezelfde cmstandigheden verricht zouden kun

nen worden. Deze ui ter)aaro. der1k:beeldige pot wordt populatie., ------
universum of collectie genoemd, 

--.,...-r,.....,,..~.--~ , ~··· ...,,,...,.. ,,,.,_, 

Voorbeeld:Lange re6l{sen worpen met een dobbelsteen voldosn ______ .__ 

in het algemeen aan de wet der grate getallen. Als men in der

gelijke reeksen consto.teert dat de fqn van de6mogeJ1jke aanta:.

lenG))gen-:::...V"'l.-,.r< :e1')gelijk zj.Jn" zal rnen de kans op het werpen van 

ieder mogelijk aantal ogen gel~.jk stellen aan ;) Fen dobbel-

steen waarvoor dit exact gelot_ heet zuiver. Indien de fqn van 

de aantallen ogen in lange reeksen worpen duidelijk verschillen, 

dobbelsteen, waar --rdeze kansen niet gelijk zijn, heet onzuiverc 
- i -- ,r.,..-"' c•~ J< IMC• "11:t,~ 

In beide gevallen kunnen wj_J de worpen beschouwen als trekkingen 

uit een populatie met bnll0n genummerd van 1 t m 6. Bij een zui-.... ~-"'~ .....,,. 

vere dobbelstcen zal deze popJlatie gelijke aantallen van deze 

ballen bevatten, bij een 011zujv€·re dobbelsteen ongelijke aan-
.... , '-,;Ft»-"' •. --. .... '", *•• : ......... ~ --'\111~-'I 

tallen • 

• 

1.2 Eigenschappen vnn wh1·1 
ltllli ... O$ffl ] 11:.,.Jra~v•-•,.~ -ar,1;,_..._._Th~---- .. 

Wij r1ebben in het deel van deze cursus gezien, dat 
• 

men aan de whn bepaalde ejgEne~happen moet toekennen, welke cor-

responderen met die van rqn~ Laten AJ B,C etc. bepaalde gebeur 

P[8J; P[C] de kansen op het optreden van 

die gebeurtenissen> dan kunnen die e~genschappen als volgt weer
gees <...:Ven·. wor..d en: 

P[A] = 

P[A] 

Als A 

1.2.1 

O als A onmogelijk j_s 

--i als A zel{er is 

en 8 elkaar uitsluiten~ 
P[A ofB] 

•• 

Als A en B onderling onafhankelijke gebeurtenissen 
,., .... ,.., rw1;,_..._._.._.,.,.n :a•~ .,1111,,a1 • ...,..,, .. ~ 

zijn d .:-; w ~ z ~ -· • 
als het al of n1£·t optreden van B niet afhangt van het al of 
niet optreden van A : 

1.2.·2 P(A en B] = PIA1.PlB1. 

• • 

3 Wi j gebruiken hier het woo~d t....Jebeurtenis ,r tevens in de zin 
van een 

, 

experiment rr :• 



1.3 Binomiale Waarschijnlijkheidsverdeling -----,---.-.c-, ,., __ .......,..______ , 
Indien wij uit de pot met erwten reeksen stee roeven van 

b.v. 25 exemplaren ieder nemen, kunnen daarbij alle mogelijkhe-

den van O tot 25 rode erwten optreden. Als :x. het aantal rode erw

ten in een steekproef voorstelt, blijkt dat het fq van iedere 

mogelijke waarde van x in lange reeksen steekproeven weer redelijlc 

constant 1s. Wij geven in figuur 1.1. de frequenties van de ver~ 

schillende waarden van x in twee reeksen van 100 steekproeven 

van 25 waarnemingen uit de pot met erwten. Hier blijkt reeds ean 
redelijke overeenstemming tussen beide reeksen te bestaan. 

reeks I 

100 steekproeven 

0 1 5 6 X. 

• 

reeks II 

100 steekproeven 

0 1 6 

Fig. 1.1. Turfstaatjes van 2 reeksen van 100 waarnemingen van x 

Steekproeven met 2 rode erwten komen in beide reeksen. het 
meest voor~ daarna achtereenvolgens die met 3, 1 en 4 rode erw

ten. Duidelijke verschillen treden alleen op in de 'staarten' 1 van 
de figuren. 

Wij hebben hier te doen met trekkingen uit een,populatie 

waarvan deelementen als kenmerken de nummers 0,1;Q,•••a•,25 dra
gen. Als wij dit nummer voorstellen door~ is er een zekere kan~, 

dat :x. gelijk 1s aan o, aan te duiden als P[o-=o], een kans dat .x .. 
gelijk is aan 1: P[:x.:1] etc. De kansen P[x.=o. P[x._1]~ ... , 

PI~=.25] vormen tezamen een zogenaamde waarschijnlijkheidsverde~, ____________________ ,,.,_ 

Een grootheid~ die een wh-verdeling bezit, noemen wij 

stochastische variabele. Wij zullen std'>chastische variabeJ 
- - , 

• 

gewone variabelen onder2cheiden door het symbool waarmee ze 
~e!:1_ aan~e~E-19, te enders trepen t , • · · 

4 - A orting: wh-verdeling, ook wel kortweg: verdeling. 

een 



4 
1.3 

De wh-verdeling van de aantallen rode erwten in stee roe

ven van n waarnemingen uit een pot, die een fractie p aan rode 

erwten bevat,is een zogenaamde binomiale verdel1n~. Voor lage 
HI I I q; SIL C 1 1 d ,-1 

waarden van n kunnen~wij deze verdeling gemakkel1jk afleiden. 
Ste1t b o v. RGG RG •.••••• een trekkingsreeks voor, waarin achter

eenvolgens een rode, een groene, nag een groene, een rode, een 

groene enz. erwt getrokken is, dan kunnen wij, ala de trekkingen 

onderling onafhankelijk zijn, uit par. 1.2 gemakkelijk de vol

gende kansen afleiden: 

n 1 

P[R]:p> P[G]:1-p. 

Geeft men 1_p aan met q, dan 1s dus: 
P[~:1]: p) P[~=O]: q,. 

n·= 2 

P[ RR]= P[R].P[R] =- pl 

P[RG] = P[R).PlG] = pq, 

P[GR]: P[G].PIR):q.p 

P[GG] = P[G].P[Gl=~l 

n 3 

P[RRR]: p3 

11 ,,... 

- ► 

• 

P[~- 2] = p2 

P[X=1] = P[RG] + P[GOl-= 

= 2.pq, 

P [x:o] _ q1 • 

P[RRG]: P[RGR]: P(GRR]= p 

P[RGG]= P[GRG]= P[GGR]~ pq:t 

P(2S;= ~]=pa 

Pl25-:2.1= ap2q 
P [*:: 1]= 3pq,2 

P t ~ = o] _ q s. 
' 

P[GGG]- q.3 

• 

\ 
' 

Op deze wijze kan men afleiden, dat voor willekeurige waar
dm van n geldt: 

_, . 

waarin n 
X 

n voorwerpen 
het aantal verschillende 

te kiezen. Men kan 
manieren vooretelt om 

bewijzen, dat geldt: 

n _ n(n_1) ... (n_,<.+~)(n-'X.+1) 
X -

,t (X-1 ) . . . 2 . 1 
• 

uit 

De trekk:tngsreeksen I en II van figuur 1.1 waren afkoma:t!g 
ui-e een pot met een fractie p~o.,08 aan rode erwten. WiJ hebben 

• 

' . 

in tabel 1~I de theoret1sche whn van de binomiale verdel1ng bi.j 

n = 25 vergeleken met de fqn der trekkingsreeksen. 
-

. 
' . . 



Tabel 1.I. 

Theoretische whn P voor een binomiale verdeling met 

p :== 0.,08 en n = 25 vergeleken met de fqn gevonden bij de reek 

sen I en II van fig. 1.1. · 
• 

Theor. Reeks I Reeks II 

X P in% 
• 

0 12,4 2 8 

1 27,0 21 20 

2 28,2 28 30 
• 

3 18,8 24 24 
4 9,0 18 13 

5 3,3 3 5 
6 1,0 4 0 

7 0,2 0 0 

8 en hoger 0,1 0 0 

De overeenkomst tussen de waargenomen fqn en de theore

th1sche whn 1s niet bijzonder goed~ De hoge waarden van x ko

men in de waarnemingsreeksen -meer vo0r, dan overeenkomt met de 

wh.verdeling. Met statistische methoden, waarcp hier niet nader 

zal werden ingegaan, kan men onderzoeken of de afwijkingen sys
t~matisch zijn, dan wel aan het toeval toegeschreven kunnen 

worden, Het is mogelijk, dat systematische afwijkingen ontstaan 

zijn; doordat tussen twee trekkingen niet voldoende geroerd is, 

waardoer de kans op het trekken van een rode erwt iets grater 

gewerden is dan de fractie rode erwten in de pot • 
• 

.. _ Opgave: 
I 

1,3,a Berel{en de Binomiale wh-verdelingen voor n ... 4 en n = 5 
' 

uitgedrukt in pen q volgens de bovenbeschreven methode en ver-
gelijk de resultaten met formule 1.3.1. 

1.4 Discrete wh-verdelingen in het algemeen 

De in par. 1.3 beschreven Binomiale wh-verdeling was een 

voorbeeld van een zogenaamde discrete wh-verdeling. De stochas

tische variabele ~ neemt hier me~ bepaalde whn discrete waar

den aan. Een discrete wh-verdeling kan warden voorgesteld door 
·, 

\, 

een diagram, waarin horizontaal de groo~heid xis uitgezet en 
. ' 

door verticals strepen is aangegeven hoe groot de wh is van het 

optreden van bepaalde wharden van x • In fig. 1. 2 hebben wij de 

wh-verdeling behorende bij een zuivere dobbelsteen ~= aa~tal 



ogen en de binomiale verdeling voor···n 
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o, 1&'1 • 

• 
o,OO'-i 

6, P- o,4 weergegeven. 

''Dobb~lsteenverdeling1
' 

• 

:x. 
• • 

Binomiale 

n 6 

verdeling 

p = o,4 

- __ _ __,__ __ __:·. -- ' -------·------·- - - -
0 1 5 6 

Fig. 1.2 Twee discrete verdelingen. 

Een andere methode om een wh-verdelingte karakteriseren 

1s het opgeven van de zogenaamde verdelingsfunctie. De verde

lingsfunctie geeft voor iedere waarde van~ de kans, dat de 

stochastische variabele x kleiner dan of gelijk aan x iso Zij ...... 

wordt gewoonlijk voorgesteld door Fcx). Er geldt dus per defi-

nitie: 

1.4.1 F(:x.) - P[ 2S: ~ x] . 

Deze functie is een zogenaamde monotoon niet afnemende 

functie: als x stijgt kan de waarde van F(x) stijgen of ge

lijk blijven, maar niet daleno Bij een discrete wh-verdeling 
' 

gaat deze stijging in sprongen .. Bij ieder der discrete waarden 

die door x kan warden aangenomen, maakt F(x.) een sprong ter 

grootte van de kans, dat x die waarde aanneemt. Een dergelijke 

.functie krijgt dus de gedannte van een trap, die begint bij 

F~}=O en eindigt bij FCx)=ic Zie figuur 1.3; aan het eind van 

iedere trede zijn pijlpunten geplaatst om aan te geven dat de 

treden. lopen van· -oo tot aan :x.::.:11, vanaf :x..':+1 tot P;QrJ :X.=+2 etc. 

Als F(x..) gedefinieerd zou zijn door P[x<:x.] zouden de treden tot 

en met de waarden X.=+1, :X:.:+2 etc. lopen, en zouden de pijl

punten aan de linker uiteinden der treden staan o 

Het nut van de verdelingsfuncttes is, dat men daarmee ge

makkelijk de kans kan afleiden dat ~ in een bepaald interval 

ligt. Beschikt men b$v. b1J de Binomiale verdeling p o,4 n=?5 · 
• 

over een tabel 



7 
1.4-1.5 

• 

F 

1- P6 

P1 + Rl_+ P3+p4 

P,+P;i+Pg 

~+~ 

Pf 

------------------------~-
---------- ------- - - ---~-

l 

\ 
I 

------------ ---• r- U IE , 

I 
·----------1---.; I 

l I 
I 
I 

I .~ I 

----r I I • 
I I I 

l I I I I 

0 1 

I 
I 
I 
I 
I 
l 
l 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

5 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 

6 

Fig. 1.3 Fcx) voor een dobbelsteen .. 

• 

X. 

p~ is de kans, dat men met de dobbelsteen L ogen werpt 

van P[;?S=X] en wil men wet en waaraan de kans P[ 10:: x < 2:t] 

gelijk is., dan zal men de kansen P[ x.:::10] , P[x.= 11) , o •••• ~ 

• 

t m P(?S-=21] . moeten sommeren. Heeft men echter de beschikking 

over een tabel van Fcx.)= P[~.::: :x.] dan vindt men veel gemakke

li jker: P [ 10.: :x. < 22,J = F(21) _ F(g) .. 

qp ~-a v_,e.: 
1.4.a Teken het strependiagrarn Fig.1.2 E!ilde-veri.-'.~·lingsfunctie 

F(x) l..}J,J-~ een binomiale verdeling met n = 5 en P --· O, 3 
• 

Vergelijk opgave 1o3Qa :zie Fig. 1.3 

1.5 Continue wh-verdelingen 

Onder een continue wh-verdeling verstaan wij een v~rde

ling waarbij F(x) niet een trapfunctie is, doch een vloeiende 

kromme. Dit zal uiteraard ook een kromme moeten zijn die be
gint op het niveau F:o en geleidelijk stijgt naar het niveau 

F=1. In het bovenste gedeelte van figuur 1o4 hebben wij een 
, 

willekeurige continue wh-verdeling ges,_chetst. Bij continue 

wh-verdeli..ngen is de kans dat de l·~.tqc;_ . ..Y.~. ·t.a:.c· ... ;.:).....~:v..a~i.a.b.ele 

een bepaalde waarde precies Aanneemt, steeds gelijk aan 0. 
' 

' 

Men beschouwt hier alleen de kansen. dat x in bepaalde inter-

vallen ligt, Dergelijke kansen kan men, evenals bij de discre

te wh-verdelingen, direct afleiden uit tabellen of grafieken 

van de verdelingsfunctie; de kans~ dat x valt in het inter-
=1• 

val x.1, x 2 wordt dan gegeven door F(:x, 2 ) _ F(x1 ); het doet er 
• 

uiteraard niet meer toe of de eindpunten al dan niet zelf bij 
• 

het interval behoren. 
' 

Een andere functie, dikwijls gebruikt om continue wh-

verdelingen te karakteriseren, is de verdelingsdichtheid 
' 



1.5 

• 

Symbool f(x) . Dit is een functie, die voor iedere :x.. de hel

ling van de kromme F<x.) aangeeft. Wij kunnen deze functie dus 

vinde~ door in ieder punt van de kromme F(x), de raaklijn aan 

deze kromme te tekenen, en daarna de tangens van de hoek te 

bepalen, die de raaklijn maakt met de x-as. In de terminologie · 

van de differentiaalrekening heet f<:x.) de afgeleide van F(:x.) • 

Rx.) 

-------5------·---- ------ - --- ------ ------ ---

F(x,_) 1----- - ------------ - --
I 

I 
I 
I 
I 

'----------- - I 
I 
t 

Clo 
I 

I 

l 
t 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

:X.1 ~ 

l I 
I I 

I I 
I I 
I I 
I l 
I I 
I I 
I I 

I .,.6._, 
- ---,- --------- -

i 
I 
ao 

Fig. 1.4 Een 
~ a., 

continue 

1 
I 
I 
I 
I 

O.:i 

I 
l 

I 
I 
I 
I 

' 
f 
I 

I 

I 
t 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I 
( 

I 
' 

I 
I 

a~ 
I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I 

I 

a 2 x.2 a?> 

wh-verdeling. 

I 
I 
l 
1 
I 
l 
I 
l 
I 
t 
t 
I 

~· 
t 
I 

I 
I 
f 

I 
I 
I 
I 
I 
' I 
I 

X 

In het onderste gedeelte vRn Fig. 1.4 hebben wij de afgeleide 

fc~) geschetst van de verdelingsfunctie F(x..) , die in het bo

venste gedeelte gegeven is. De kromme fc~) vertoont een stij

gend verloop, als de kromme F(x) naar beneden gekromc~ 1s in d.e 

en zij blijft constant in de intervallen waar Fcx) recht is 

maximum of minimum bij f(~), 

knik maakt, waardoor ) een sprang vertoont. 

De wh dat x. een waarde tussen x.1 en x2 aanneemt, kan ook 

uit het onderste gedeelte van fig. 1~4 warden afgeleid. Dit is 

de oppervlakte gelegen tussen de ~-as en de lijn y=kN~ begrensd 

door de verticale lijnen door~ en'½· Dit oppervlak wordt aan-



• 

• 

geouid met het symbool: 

x~ 
fcx)dx 

te lezen a ls ''de integraa 1 van f(:x.) '\1an 

ui teraa r1d: 

1 

daar links en rechts dezelfde kans wor1dt voorgesteld. 

De wh.dat :x.. een waa1~de aanneemt, die ligt in een 
• 4 

klein intervalletje ter lengte ~ om x 1 is blijkens de fi-

guur bij benadering gelijk aan fc~1). b . Hierin schuilt de be

tekenis van de term wh- dichtheid. Wanneer f(x) groat is, 

is ''meer wh. in de omgeving van het punt x. geconcentreerd•1 

dan wanneer f(x..) l{lein is .Een gra f iek van f<x.) gee ft ans 

da3rdoor een beter beeld van het verloop der wh- verdeling 

dan een grafiek van F(~). Indien men echter berekeningen 

moet uitvoeren gebaseerd op een bepaalde wh- verdeling., heeft 

men meer aan tctbellen van F(x.) dan aan die van f(x..). 
Om de functie +(:x..) af te leiden uit de functie F(:x.) 

moet men een wiskundige bewerking uitvoeren, welke als dif

ferenti~ren bekend staat. Deze bewcrking is niet altijd uit

voe Pb8a r, ook rliet bi J a lle kromrnen die in de wiskunde con

tinu genoemd worden. In de wh-rekening gebrulkt men echter 

alleen verdelingen, die hetzij discreet zijn, hetzij zoda

nig continu., dat de afgeleide functiE: f<;x.) bestaat; men 
' 

noemt de verdelingen waarvoo1') f(:x.) bestaat dan kortweg con

tinu. 
Om de f~unc tie Fcx) a f te leiden ui t f6c) moet men een 

andere bewerking ui t voeren, die in_teg~eren, genoemd wordt. 

Dit integreren kan in sommige gevallen volgens eenvoudige 

rekenregels gebeuren. In vele gevallen moet men echter zijn 

toevlucht nemen tot een of andere benaderingsmethode om het 

oppervlak onder de kromme f(x) te bepalen; benaderingsmetho

den, waarmee overigens, als fo:) exact bekend is~ iedere ge

wenste nauwkeurigheid bereikt kan warden. 
Opgaven: 

1.5a .Te ken de verdelingsfunctie F(:x..) en de verdelingsdichtheid 

f(~) voor een wh-verdelir}g, die a ls volgt gedefini~erd is: 
' 

F(x,) _ o voor X-< o 
F (X.) ~ X. VC>Ci("' 0 :i :X. < 1 Homogene of rechthoekige 

• 

F(:x..) - 1 voor x.. > 1 . verdeling. 

' 



• 

• 

1.5-1.6 

1.5b. De verdelingsdichtheid van een wh-verdeling heeft de 

volgende vorm: 

foe.) 

1 ---- --------

• 

1 

Geef een formule voor f (x) en een voor F(x.) : 

1 als 

2 als 

0 ~ :X. if. 1 • 

Driehoeksverdeling 
Bereken hieruit die waarden van x waarvoor geldt: 

3 ) p [ X > X.] = O, 0 5 , 

4) p [ - X. ~ X .. ~ + :X.. = O, 98 , •• 

Continue wh-verdelingen gebruikt men voor de beschrij

ving van de variatie van grootheden, die in een bepaald in• 

ter>val eventueel van -oo tot +oo a lle mogelijke waa rden aan 
kunnen nemen.Een dergelijke grootheid is b.v. de lengte van 

mensen beschol"Wd over de populatie vAn alle mensen of van 

een bepaalde groep mensen . Vele physische en chemische 

grootheden vertonen een stoqhastisch karakter, tengevolge 

van echommelingen in de omstandigheden welke men n.iet in 

zijn macht A-ieeft. Men pleegt de hierdoor optredende ver

schillen meetfouten te noemen. Een waarneming van een der
ge~ijke grootheid kan men dan beschouwen als een trekking 

uit ~e populatie van alle mogelijke waarnemin~en, die men 
van dezelfde g~ootheid zou kunnen verrichten als alle con

troleerbare en relevante omstandigheden gelijk gehouden wor

den. 

De steekproeven, die men aldus verkrijgt, vertonen 

toch een discre:et ka1---akter., omdat ieder meetresultaat uit 

eeh b•eperkt aantal cijfers besteat.Indien wij opgeven, dat 

de lemgte van een persoon 1,79· mis, bedoelen wij in~feite, 
de l~ngte van deze persoon ligt tussen 1,785 en 1,7. m 

. 

• 

afg•ezien van kleine lengte variaties in de tijd . Men geeft 
d " ,I us een waarde aAn, maar bedoelt een interval van mogelijke 
waa ~aen, waa rvan de opgegeven waa rde het midden is. 

• 



Indien wij een steekproef willen vergelijken met een 

bepaalde continue wh-verdeling, dient men daarom aok na te gaan 

op welke intervallen de steekproefwa8rden in feite betrekking 

hebben. De rqn van de wnarnemingen in die intervallen kun-
• 

nen dan vergeleken worden met de overeenkomstige whn in de 

populatie. 
Een goed beeld van een steekproef 

deling krijgen wij door het tekenen van 

uit een continue ver-

• 

deelt daarbij de x-as in intervallen, en tekent boven iedet 

interval een rechthoek_ die evenredig is met het rq van;de·, 
' 

steekproefwaarden die binnen dat interval liggen. Indien men 

nu deze steekproef wil vergelijke11 mEt een bepaa lde wh-verde!!'" 
' 
' 

ling kan men op twee manieren te werk paan. Men kan boven i~. \ . ' 

der interval een rechthoek tekenen, waarvan de oppervlakte · 

evenredig is met de wh. dst de beschouwde stochastische va-. 

riabele een waarde aanneemt, die in dat interval ligt; men 1 
' • 

verkrijgt dan het histogram van de verdeling. Men kan oak d~ 
\ 

verdelingsdichtheidsuurve fc:x.) in de figuur tekenen. Men •• 
f 

~ 

zorge EIP voor, dat de oppervlakte varl het histogram der verd.e-. 

ling resp.de oppervlakte onder de lijn f<~) , gelijk is aan 

de oppervlakte van het histogr·.:1m der steekproef. 

In figuur 1.5 hebben wij een dergelijk histogram ge

geven voor de schedc :i.bree dt en in Engelse duimen van 1000 

(.,; • ' 
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Fig 1.5 Histogram van de schedelbreedte van 1000 studenten 

• 

uit Cambridge. 

Histogram der gegevens. ' 
• 

•--·- ... Hj_stogram van de aangepa·ste normale •Verdeling. 

•-••-•-.,·'"·• Verdelingsdichttl:ei.dscurve der aangepaste nor

male verdeling. 
' ' ·-

' 

5 l G.U.Yule and An Introduc·: 1-:r" to the Theory of statistics, 
MG K d ·· · th 6 .. , • en, all, .. ·. London 1946.,13 · · · edition,fig ... 2 pg 91. 



1.6 

In dezelfde figuur zijn ter vergelijking de inter

val-whn ~n de verdelingsdichtheidscurve getekend van een 

wh-verdeling van een veel voorkomend type, de zogenaamde 

normale verdelinfI;~ clie zo goed mogelijk biJ de expe·i:"imente•· 

le resultaten 1s aangepastaOP deze normale verdeling en de 

method en van aanpa ssi11f~ zullen wij nog nader terugkomen. 

Zie Hoofdstuk 3 
I-Iet is uiteraard ook mogelijk om histog1,.,arnrnen te ve·s.'.'·· 

vaa rd igen van steelc1)~:"oeve11 u1 t discrete verdelingen. Men 
" ✓ . verdeelt de x.-as dan in intervalleni die ®~n of' meerv2n, --~--

mogelijke steel<pr:·oe~fwaarden bevatten en plaatst op deze in-

terva 1·1er1 1,.,ec11thoe!-~en v-.Jaa .~van de oppervlakte evenredig is 

met fqn dei:-- steel<proefwaa ·r'.)de11 in de interva llen .Evenzo icar-1 

men een histogram maken van een discrete wh-verdeling zelfA 

Het is zodoende mogeliJk om een histogram van een discrete 

steekpL'")oef te vergelijken met dat van een d:iScrete wl1-verde ·· 

ling en ook met het histogram van een continue wh-verdeling~ 

mits steeds dezelfde indeling in intervallen wordt gebruikt:. 

Met behul1J van histogrammen 1,can men eveneens wh-ver-

delingen C)ndet)li11g ve1'lgelijken. In de praktijk is l1et vaal,c 

van belang om een discrete wh-verdeling te vergelijken met 

een aangepaste continue verdeling. Dit is bijvoorbeeld g~ 

da an in 1-.iguu '.t'"' 1 Q 6vcor een lJ i11 omia 1 e en 

W i j z i e r1 11 i e r in !) d a t de l{a r1 s P [ x. = x J 

r 1 d 7 • · e en no . ma e v e r e ·- i r ,.2~ 

voor de binomiale 

verdeling vergelelce11 wordt met de l<ans P [ x.-½ < x s x,-;- ] 

van de normale verdeling. 

p 
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Histogram binomiale verdeling 
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• 

punt x\. een massa gelijkaan P [ :x.. = x..,] . Bij een continue 
verdeling is de massa uitgesmeerd over de gehele lijn of 

over gedeelten daarvan, zodanig dat de soortelijke massa 

de 11 dichtheid 11 in ieder punt x gelijk is aan de wh-dicht-

heid f ( :x,) . De term wh-dichtheid wordt door deze voor

stellingswijze verhelderd. Bovendien blijkt hieruit duide

lijk het verschil tussen wh- en wh-dichtheid;" dit is een -
• 

overeenkomstig verschil als bestaat tussen een massa en een 

soortelijke mass~ tussen een afgelegde weg er .~n snelheid 

etc. Wij zullen in het vervolg herhaaldelijk van deze voor

stellingswijze gebruik maken. 

1.8 Tweedimensionale wh-verdelin~en 
P a • $ I( I ? 1 I '" Ill' t L I L 1 I C O ' EQ J ii I I I 2 I ,, 

De tot nu toe beschouwde wh-verdelingen hebben 

betrekking op een variabele en kunnen vergeleken warden met 
, , 

massaverdelingen over een rechte lijn. Zij warden daarom een-

dimensionale wh-verdelingen genoemd. Wij beschouwen nu een 
• 

plat vlak, waarin een zeker coordinatenstelsel is aangebracht~ 

zodat ieder punt van het vlak door een co~rdinatenpaar x,y 

bepaald is. Laat er over dit vlak een massa 1 verdeeld zijn, 

hetzij geconcentreerd op bepaalde lijnen of in bepaalde pun•

ten, hetzij uitgesmeerd over het gehele vlak of gedeelten e~ 

van. Meq kan nu de massa van ieder gedeelte van het vlak be

paleno Een tweedimensionale wh-verdeling kan met een derge

lijke massaverdeling vergeleken worden; aan ieder gedeelte 

van het vlak wordt een wh toegekend· gelijk aan de massa van 

dat gedeelte bij de massaverdeling. 

Een voorbeeld van een tweedimensionale wh-ver

deling heeft men in de worpresultaten van twee dobbelstenen 

A en B .. Deze kunnen gekarakteriseerd worden door 2 stochas-• 

tische variabelen x en y; xis het aantal ogen geworpen met 

A, y het aantal ogen geworpen met Bo Wij onderstellen hierbij 

dat de dobbelstenen A en B te onderscheiden zijn, b.vQ door

dat ze verschillende kleuren hebben. De wh-massa is hier ge

concentreerd in 36 punten; x en x_ kunnen beide namelijk 6 
waarden aannemen. Met ieder van deze punten correspondeert 

een kans, dat het betreffende worpresultaat bereikt wordtG De 

kans, dat men b.v. met de eerste dobbelsteen 2 ogen gooit en 

met de tweede 4 zal warden aangeduid met P x = 2, y = 4 ·~ 
De kans, dat men met de eerste dobbelsteen hoogstens 3 en ~~JV 

de tweede hoogsten 5 gooi t wordt aangeduid met P x ::: 3, y :::: 5 .• 



In het algemeen wordt bij een tweedimensionale i"lh•-· 

verdeling c1e kans P _ x, .Y.. < y de :1e~.?~~ins;s
1
~.~r:i.ct~e F x,~1

-

_in het punt x,y genoemd6 In figv 1e7 1s a6ngegeven op welk ge

bied deze kans betrekking heeft. Men· trekt door het punt x,y 

twee rech·te lijnen, een evenvJijdig ann de x-as en een even\A1ijcli1~~

aan de y-as, Van de vier gedeelten waurin het platte vlak door 

deze lijnen verdeeld wordt, neemt men het gebied links onder het 
punt .x,y. De verdelingsfunctie F x,y ~s dan gelijk aan de 

• .. 
wh van dat gebied met inbegrip van zijn grenzen. 
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Fig" 1.J: F x,y is de wh dat x.,y valt in het gearceerde ge-• 

bied of op de grenzen daarvan. 

De functie F x,y is, omdat zij een kans voorstv~t, 

steeds gelegen tussen Oen 1 Zij kan niet afnemen, als wij ons 

in het vlak naarrechts, na~r boven, of in een van de daar tussen 
• 

' 
' 

egen richtingen bewegen. Als er op bepaalde lijnen, of in be-• 

paalde punten een zekere wh--massa geconcentreerd is, zoals bov_ 

het geval is bij de twee dobbelstenen, dan zal F x,y op die 

lijnen of in die punten sprangen vertonen. Bij zogenaamde con-

tinye verdelingen, waarbij dergelijke punten of lijnen niet vc. 

komen, verloopt F X 3 Y geleideijk. 
• 

Indien men in F x,y 
, .. 
een van beide variabelen baVo 

y naar oneindig laat gaan; gaat F x,y over in F x,oo 
p X :!i X, y :S 00 

lijkheid dat het 

1 igt o Ino.ien men 

punt x,y 

de gehele 

e Men verkrijgt dan de waarschiJn~ 

links van of op een verticale lijn 

wh-massa in dat gebied evenwijdig aan 

de y-as verschuift naar de x-.~as, verkrijgt men op die as een 

, , , t r 1 •• t:I ,, 1 .... z nu • :;a : 0 

van x genoemd; is de verdelingsfunctie van deze verdeling~ 

Evenzo kan men de marginale verdeling van -:t_ defini~rena De ve1 

delingsfunctie daarvan wordt gegeven door: 

F 00 , Y == p X ~ c,o, y~y = p ,. ;a y c 



Na het voor·gaande is het niet moeilijk om vast te 

stellen, wat 
is de wh van de st1--aoolc beg1.·ensd door de horizontale lijnen Y=Y 1 
en y 

x verbindt., met inbeg~:"'ip var1 de grenzen van dat gebied zie i"li-

guur 1.8" 
'-j- a.s 

Fig.1.8. X S -
we de 1<ans P 

als functie van x, is dit een functie die veel lijkt op de ve~

delingsfunctie van een een-dimensionale wh-verdeling. Zij gaat 

in het algemeen echter 

doch wordt dan gelijk 

niet naar 1, als x 
aan P y ~ y 

1 
< y 

2 

naar oneindig gaatJ 
. Als deze laatste 

kans niet nul is, zaJ. het quotient 
• 

p L X < X 
:) 

p 

wel als een verdelingsfunctie 

wordt aangeduid met 
te beschouwen zijn. Dit quoti~nt 

P X < X Y1 -c: y ~ Y2 en wordt de kans 3 dat 
x < x~onder de y ~ genoemd. De 

derende verdeling wordt de voorwaardelijke verdeling 

y :5. y 2 genoemd ,, 

co1,;respon

van x onder 

Als de voorwaardelijke verdelingen van x in alle 

mogelijke horizontale stroken hetzelfde zijn, dus als de verde-· 

ling van x niet afhangt van de door y aangenomen waardenJ zeggen 

wij dat x onafhankelijk is van y . 

In dat geval geldt; 
p X < X y ~ y = P X ~ X y 

volgens de definitie van de voorwaardelijke 
lid geldt: 

p 
·- X ~ X y :S: y . , -

P X <. X, ...... ~ y] 
P [Y ~ YJ 

• 

p x} 
kans het linker-

• 

• 

Indien we nu de rechterleden van beide regels aan 

elkaar gelijk stellen vinden we, dat, als x onafhankelijk is van 
y,geldt: 

' 



p x, y ti y 

1.8-1.9 

Vergelijk par.1.2 

Hie~uit is gemakkelijk af te leiden, dat als x onafhan

kelijk is van y, oak y onafhankelijk is van x. Men kan dan dus zeg

gen dat x en y onderling onafhank&lijk zijn. 
In het geval dat x en y onafhankelijk zijn~ kan men dus 

de tweedimensionale verdeling·van x en y afleiden als men de mar

ginale verdelingen kent~ Als x en y afhankelijk zijn, is dit niet 

mogelijk. 

1.9 Twee dobbelstenen 
Boven hebben we reeds 2 dobbelstenen A en B beschouwd; 

x was het aantal ogen geworpen met A, y het aantal ogen geworpen 

met B. Als men de stenen v66r iedere warp goed schudt, zal het 

worpresultaat van A in het algemeen niet afhangenva·n.dat van B.Men 

zal x en y dan dus als onderling onafhankelijke variabelen kunnen 
-

beschouwen. We hebben in dat geval te doen met een wh-verdeling 

over de punten in het in fig.1.9 getekende rooster. Als we de whn 

whn ...... = jJ door 
voor de wh van een worpresultaat x = i, y = j: 

.. - == = ' p X 
' 

Indien beide ... P 1 1= . .. 

dan 
Als 

0 is, 

zal 

dus 

1 ' .. •'6, ,is du.s dewh.van ieder worp1'#esultaat 

6 

t-·---··•~-~- - - -

3 I-•'-• ..... - ... ~ 

1 - ,__........_. ........ ·---· ·--•--.---

Fig.1.9 Mogelijke worpresultaten bij twee dobbelstenen . 
• 

Wij kunnen hierbij het volgende opmerken., a ls P X=i., y=j] ,,,r 

zal pi = o . 
P x = k, y = j = 0 moeten zijn voor iedere waarde van j. 

bij onafhankelijkheid van x en y een punt in het rooster 
• Pt .11 

• • 

een wh. nul heeft, moet dit het geval zijn 

of horizontale rij van punten.Dit betekent 

met een hele verticale 
' 

dus, dat bij een discre-
, 

te twee-dimensionale wh-verdeling waar dus de wh.in punten ge-
concentreerd is· de variabelen x en y alleen onafhankelijk kunnen 



• 

1.9 

zijn, als de punten een volledig rechthoekig rooster vormen, waar

van de zijden evenwijdig lopen met de coordinaatassen. Dit wil, 

zeals we straks zullen zien. nog niet zeggen, dat x en y onafhan

kelijk moeten zijn, als de punten, waarin de wh.geconcentreerd is, 

een rechthoekig rooster vormen. 
We kunnen, gebruik makend van figuur 

de verdeling van x + y afleiden. Willen we b.v. 

1. 9 ook gemakkelijk 

de kans P x+J =9 -
weten, dan somrneren we de whn 
x + y ... 9 in het rooster. Bij 

• 

p X + y 9 

van alle punten 

onafhankelijkheid 

liggend op de lijn 

geldt dus: 
.. 

P3P 6 -

Om de kans P X + y < 9 
en onder 

te vinden sommeren we de whn van alle roos

terpunten op 

deling van x -

p X -

de lijn 

y afleiden. Er 

-. -1 

x + y 

geldt 

9. Evenzo k~nnen we de ver

b.v. bij onafhankelijkheid : 
• 

Bepaal de wh-verdeling van x + y als beide dobbelstenen 

zuiver zijn en als x onafhankelijk is van y.\oor dezelfde gevallen 

oak de verdeling van x - y. Teken een strepen-diagram van beide 

verdelingen Verg.Fig.1. 9 
We willen nu de beide dobbelstenen niet meer onderschei•-

den, en dus het resultaat: i ogen geworpen met A en j met B, iden

tificeren met j ogen geworpen met A en i met B. Wij veronderstellen, 

dat de resultaten steeds genoteerd warden met x,y , waarbij 

genomen wordt. De mogelijke worpresultaten warden nu gegeven door 
fig .1 .1Q; 

6 

l I 
' 

l 
• • ' \ 
' I 
' • 
I 
I 
' -

1 t 

' 

• l 

-· 
I 
I 
' • 

• Fig .1.10 . 

Mogelijke worpttesultate1·1 

met twee niet onderschei

den dobbelstenen. 

We zien, dat de punten hier een driehoekig rooster vorr.~er1 g 

Hieruit blijkt, dat de variabelen x en y niet meer onafhankelijk 
kunnen zijn. Als y b.v. gelijk is aan 2 kan x de waarden 2, 3, l~_,5, 

waar-
den 5 en 6 voor x over. 



Indien de dobbelstenen onafhankelijk geworpen warden en we de hie~-

boven ingevoerde geldt: 

Als i j: P x = i, y = j = 1 1 

e11 a le 1 j: p X i, y i 
• 

,OPS~:Ve. 

1.9.b Bereken voor het geval van fig.1.10 de verdeling van x ➔-Y 

en die van x - y, als beide dobbelstenen _·•1iver zijn en onafha1)

kelijk van elkaar geworpen warden. Wat merkt ge op bij vergelijking 

van dit resultsat met dat van vraagstuk 1.9.a ? 

1.10 Grafische voorstelling van 2-dimensionale wh-verdelingen. 

Continue 2-dimensionale verdelingen 

Om een goed beeld te verkrijgen van een 2-dimensi~nale 

wh-verdeling dient men in feite 3-dimensionale diagrammen ~oge
naamde blokdiagrammen te vervaardigen. Men heeft immers r~eds 

• 

2 dimensies nodig om de variabelen uit te zetten, een derce di-

mensie is vereist om de whn uit te zetten. Men zou een diagram 

kunnen vervaardigen van de dobbelsteenverdeling van fig.1~94door 
,, 

' 

in ieder roosterpunt een staafje op te richten waarvan ce lengte 
• 

evenredig is met de wh van dat punt. Als x en y onafha~kelijk 

zijn zullen de lengten van de staafjes op iedere horiz~ntale lijn 

van het rooster hetzelfde patroon vertonen, omdat vocr iedere j 

geldt: 

P4 : p2: .... : p6 

Hetzelfde geldt voor de staafjes op de verticale roosterlijnen. 

Histogrammen van 2-dimensionale verdelingen kunnen ver-

va a rd igd word en, door he t plat te v1:"Jk met l:eh -~\rn ...i... _, · • ...... ic; ~~ n de 

assen in rechthoeken te verdelen, en op iedere rechthoek een blok

je te plaatsen, waarvan de inhoud evenredig is met de wh binnen 

de rechthoek. De hoogte van een dergelijk blokje gedeeld door de 

oppervlakte van het grondvlak geeft ons de relatieve wh de wh 

per oppervlakteeenheid voor de rechthoek, waarop het blokje staat. 

Als de wh-verdeling niet geconcentreerd is in bepaalde punten, of 

op bepaalde lijnen,kan men de indeling \an het platte vlak steeds 

fijner maken en zodoende voor iedere willekeurige kleine omgeving 

van ieder punt een dergelijke relatieve wh vinden. In het limiet-
• 

geval, gaat deze relatievevh .. ·.over in een grootheid, die de wh

dichtheid in het 

6 De hi::r bedoelde limietovergang is niet altijd mogelijk als de 

wh-verdeli1~g conti:nu is. Bij de in de practijk voorkomende typen 

continue verdelingen is dit echter wel steeds het geval.: 



1.10 

deze za 1 a lleen een func tic' z: _j :1 i·2.1·1 :·:.d:e c·oo~d,1:na:te~rn-'.:~ ~-e:ri·.-·-y~ . :~~_--, 

van het punt en wo~dt aangeduid met f x,y . Als men nu boven 

ieder punt van het platte vlal<, de wnarde van f x,y uitzet 3 ver-
kr~ijgt men een '1berglandschap 11 dat de verdeling karakteriseert. 1-._, 

de buurt van hooggelegen punten zal meer wh geconcentreerd zijn 

dan in de buurt van laaggelegcn punten. Om in een vlalcke tekening 

een indruk te krijgen vnn het diagram van f x,y tekent men wel 

lijnen die alle punten van gelijke dichtheid verbinden, een metho

de die oak dikwijls bij landkaarten wordt toegepast. In gebieden 

waar deze lijnen dicht bij elkaar liggen, zal het ''berglandschap'' 
eei1 sterlce helling vertonen en vindt men dus grote dichtheidsve1~ ... 
r, 

schillen; waar de lijnen ver van elkaar liggen heeft de verde 7 ing 

een vlakker verloop. 

Ook in l1ewt geval van de tweedin1ensionale verdeling ~ 1-c:.1,n 

de wh-dichtheid af geleid v<Jorden ·ui t de verdelingsfunctie en C•I.::•· 

gekeerd. Om f x,y te vinden uit F x,y moet de bewerking van 

het differentiijren tweemaal uitgevoerd worden; eerst voor de va

riabele x en dan voor de variabele y of omgekeerdt) vVij schrijv\:;!·1 
. ~ - ~-... . . . 

0 

De :Jevverlring die we da:c ui tvoeren k,'Jrr..~'; in fei te nee:r 
• 

op het proces d3t vve bovc~ gevolgQ hebben om f x,y te defini~ -

ren.· De wislmnde biedt ech-te1"i voo-ra speciale functies F x,y foi.,

mules on1 het r·es:.1.l-~aat \rd,n dit proces direct op te schrijvene On·.1 

' 

F x,y af te le:;.l.~en ui·~ :c· x,y z1.,1llen wij twee111aal moeten i:ate-

greren; ten aanzien var1 de va~::iabele x en .-~en aanzien va11 de Ve:;.~

riabele y" ~.1en schrijf-c~ 
X 

• 
... . ,t, ... ---

F x,y f u 'V dudvo ' 

-00 -00 

F x ,·y is de inhoud van het ged<? z:"~te van het rrbr:~~~ 8ncbchap''g'--'-'-c-en b...... - r1 , !1,.;; 

rechte hoek met hoekpunt x 1 y en benen even'1vij dig aan de co01·+••· 

dinaatruss~e.n:1~;) Hieruit vo}_gt c1at de totale inhoud van het 1'b0r¢; ..... 

landschap'' steeds = 1 moet zij.no 
• 

. Als de wh-verdeling van (~,z) continu is, zullen ook de ma.:.::61-
' 

nale verdelinge~ · co::.ti1·111 3:; ___ ... n.w J',.J.s c1.e verd,:;lingsdichthed.c.n:•v.ai-~ 
• 

verde·1 ingen -..wbrd·en "tJOO:.:· L · ·:·. -~ :-- : d- .. rj oor g ( x) .en h y \: e o.-·-:: a 1 s ~ _. en .:.; _ -:. :.1 _, 

afhanke J.·1 jl~ z i jn, · z al \geJ_ de r1· \:-00::-, iia der punt . x, :r): f: :~ .-' -:,r ~ - :.·• .- .. ,._.. -· .. Y-)··◄ 

In· dat geval zullen dus alle verticale doorsneden door het ''b,:::1:·2: · 

landschap'' evenwijdig aan de x-as gelijkvormig moeten zijn_., en E.}•.-.· 

venzo alle verticale doorsneden evenwijdig aan de y-as. Tevens 
. t • 



blijkt hierui t., dat bi j onafhankelijkheid van x en y, f x, y alleen 

maar nul kan zijn, in punten waar of g x en of h y n-glnlt.$ enli--.. 
' -· 1 

0 mgekeerd als g x Het gebied waar de 

dichtheid f x, y > o is, zal dus als x en y onafhankelijk zijn, 

steeds begrensd m9eten warden door lijnen evenwijdig aan de as

sen van het co~rdinatenstelsel, of het zal het gehele platte 

vlak moeten beslaano 

.0.P~'?-Ve?., 
1.10 .• a Ga na of x en y onafhankelijk zi jn in de volgende gevallen: 

1 De functie f x,y wordt voorgesteld door het bavenvlak van 

een kubus, waarvan de zijvlakken evenwijdig zijn aan de cot.>r-

dinaat assen~.. . 
2 De functie f x,y wordt voorgesteld door het bovenvlak van 

een kubus, waarvan nu echter de verticale diagonaalvlakken even

wijdig zijn aan de coordinaatassstu.~ .. Deze kubus 
' 

draaid ten opzichte van de vorige. 

3 De functie -j'~x,y· wordt voorgesteld door een der zijvlakken 

van een regelmatige vierzijdigen pyramide Vierkant grondvlak 

met top boven het midden van het vierkant • De zijden van het 

grondvlak lopen evenwijdig aan de coordinaatas.se.tl.U.· 
' 

Opmer.~-~.ns.: In het bovenstaande hebben wi j vooral de aandacht 

geschonken aan het geval dat x en y onafhankelijk zijn. In de 

hoofdstukken over correlatie zullen wij de twee dimensionale 

verdelingen opnieu~ tegenkomen. Wij zullen daarin methoden le

ren kennen om bepaalde struct~le afhankelijkheden tussen x en 

y te onderkennen. 

• 

• 

' 
' 
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2o1 
• 

\-!ij beschouwen een zeer eenvoudige stochastische 

variabele :x , die met kansen } de waarden O of 1 aanne31n·~ 

en nemen een grote steekproef b.v. van waarnemingen 

uit de corresponderende verdeling. In dat geval zullen ill 

het algemeen ongeveer ½ 
waarnemingen de vvaarde 1 

waarnemingen de waarde O en ½.· 
• 

hebben. De gemiddelde waarde van 

deze waarnemingen zal ongeveer worden: 

·2.1.1 
'" 

}N.t ~ i tl.o 

IV 
I 

2 

De gemiddelde waarde van lange reeksen waarnemingen. 

uit een dergelijke verdeling zal dus in het algemeen 

weinig van½ afwijken. Wij kennen daarom aan onze wh-ver-
·~ ., 

deling ook een gemiddelde toe. Dit gemiddelde stellen wij 

gelijk aan ½. Men dient het gemiddelde van de wh-verdeli~g 
geed te onderscheiden van het gemiddelde van steekproeven
Voor de bovenbeschreven whr:••verdeling is het gemiddelde 

steeds precies 1- Indien wij meerdere grate steekproeven 

nemen, zullen de gemiddelden daarvan weliswaar zelden ve 12:l. 

van ~1" afvvijken, maar toch in het algemeen onderling wel 

enigszins verschillen. 

In plaats van de uitdrukking het gemiddelde van een ver-~ 

deling, spreekt men ook vaak van de verwachting van die 

verdeling, om verwarring te voorkomen. \~ij zullen dat h~.er 
ook doene 

De verwachting van een stochastische variabele X :, • ...f,.. 
( ... .. '"'. ·__ ~ . 

• 

is dus het gemiddelde van de wh-verdeling van~, wordt 
l .. 

hier aangeduid met ......... x. Zij wordt in het algemeen zo gede~· 

finieerd, dat het gemiddelde van grate steekproeven ui-t fr~ 

verdeling van x er ongeveer mee overeenkomt. In het hie~ 
beschouwde geval was dus 

Als nu x niet met 
met I z de 

wij door een redenering 

, 

1. -·-2 • 

kansen ½en½, maar bijvoorbeeli 

waarden O resp. 1 aanneemt, vindcn 

als bovon gegeven, dat de gemiddeJ•,, 

de waarde van een reeks van waarne1ningen ongeveer ge-· 
lijk zal warden aan 

2.1.2 
--1-

N 

In dat geval zullen wij de verwaohting van X dus 
;,• ,.,, = ~ 

• IM ,IIM<, 

,ii' 

. V 

gevallen zijn voorbeelden van een 

• De twee beschreve1·.1. 

zogenaamde alternatieve 



2 1 _? •) 
• I-. • '-

verdeling. In het algemeen is dat een verdelini~, waarbij .. ):;

de waarden X1 en Xi kan aannemen, met kansen 1 en .P2. 

1 + 2 .. 1 • ·1v'le vinden nu voor het gemidc\elde van grote 

steekproeven geheel analoog: ongeveer .t ><.t + -".2. x2 · 

1 
;

7 8 zullen dus voor een al ternatieve verdeling de ver

wachting van x definieren als: 

- 1 x, + .i X2 . 

2. 2. Voorbeeld: Y:i..ruis en ~,runt. 

~en van de oudste _toe -~~ .. ~1,B_g~rr van het begrip ver

wachting vindt men in de theorie van de kansspelen. Stel 

dat twee personen A en B kruis of munt gaan spelen en af, .. 

spr·eken d1?~t A a gulden aan B zal betalen telkens als er 
kruis geworpen vvordt en B b gulden aan .;.:~ telkens als er 

munt geworpen wordt. Speler A zal in de regel niet geneigd 

zijn aan het s~el deel te nemen, als hij mag verwachten dat 
hij in lange reeksen spelen gemiddeld meer zal verliezen 
dan winnen. De door A aan het spel te stellen voorwaarde 

kunnen vve nu wis1cundig formulereno Als de kans om kruis te 

'v ✓ erpen is, en de kans om munt te werpen , dan is de 

winst die A met een spel maakt een stochastische variabele 
X, die met de kans de waarde -a en met een kans de 

waarde +b aanneen1t; iminers bij kruis .X~F1.~~~-~1 A het bedrag 

a aan B, hij .YVi~_t_ dus een bedrag - a • ,_rij weten nu dat de 

g_eµi. .. ?.:.~.?-.§.~de,. yv.~n ... s1; van A in een lange reeks spelen, ongeveer 
a 

geli jk zal warden aan het gemiddelde van de wh, .. •verdeling 

van X , dus aan de verv'vachting formule 

-' """°) t: IF 
.:;;;_ 

wordt deze vervvach·cing 

• 

A zal du.a alleen vvillen spelen als - X niet negatief is, 

dus als geldt: 
I 

2.2.1 a+ b>o. 

I·1Iaar de winst van B is eveneens een stochastische varia-

een kans de waarde - aan; immers als er kruis gewor~en 

\'VOrdt JV:~tl,! B a, doch bij munt verliest hij b. E zal dus 

alleen vi1illen spelen als de verwachting van zijn winst 
niet negatief is, dus als geldt 

b ~- o " , 



Uiteindelijk vinden we dus, dat beide spelers alleen 
·- <... "''"--·-, -

bereid zijn om te spelen, als tegelijk aan 2.2.1 en 2.2.2 

voldaan is, dus als geldt: 

a. 

In dat geval zeg·t men dat het spel §_~?;,+,i_j_~_ is. Het 

blijkt dat het hier beschreven kruis-munt spel eerlijk is 

als geldt: 

a of volgens de hoofdeigenschap van evenredig-

heden: 

a : h Q : • J. 

Aangezien ~ de kans op kruis is, of de kans dat B 

vvint, en de kans op munt of de kans dat A vvint, geldt di:1.t 

.l:1~~ ,1?.,~d.r~g dat een speler bij yerli~~ moet betalen ~~--!].;F .. ~_q. .. ~g 

moet zijn aan de kan@. dat die .. s e,_~~X: ·vvint, of dat het p~Ql',f.1:£. 

dat een speler bij ~1.P~.! 9p:tv..~P.K! q __ '"""'~-lf--~~?F.9-. evenreq_~ moet 
zijn aan de kans dat hij vvint. ~·:·it:rui t volgt dat oij een 

spel met een zuivere munt 
elkaar gelijk moeten zijn. 

Qe bedragen a en b aan 

Indien het spel niet eerlijk is, bijvoorbeeld 2 
= -·· "j 

a= 3 
gemiddeld 1 gu.lden van .tl zal t~

1vinnen, dan zal i~ to ch bereid 

zijn op het spel in te gaan, als B hem v66r het begin van 

ieder spel f 1.- betaalt. In 

is, B bij het begin van ~eder spel cd - 9h aan A moeten 

betalen, en als Ja - - b - aan B 

0 

moeten betalen. Een 1'oneerlijk'' spel kan dus eerlijk \-1ordcn, 

als de speler waarvan do verwachte winst positief is, v66r 

ieder spel deze verwachte winst aan de tegenspeler wil be

talen. 

lijk te maken, de kansen en moet kennen. Dikwijls zal 
dit niet he·c geval zijn. Vie ku.nnen dan echter gebruik maken 

van de wet van de g1-iote getallen. Voor het kruis,,•munt,,•spel. 

betekent dit, dat we een groot aantal, b.v. 10000 keren 

met de 1nunJG vverpen en dan het aantal keren noteren dat er 

kruis optreedt. Laat di~t 3014 maal zijn., ,;_;fe vveten dan dat de 

op kruis ._,; 
014 

zal dus _o~~~y~e3: eerlijk zijn als a : 

moet zijn. Ret 

b = 7: 3 is. 

Q .. .,• l\iiocht een van beide spelers zich niet veilig voelen 

~et deze schatting van ...,, , dan kan hij zich een indr · 

vormen van de nauwkeurigheid van de schatting door een 

betrouwbaarheidsinterval voor te bepal:en. 'Fie hebben het 



bepalen van een b::;tr·ouv~baarheidsinterval voor een onbekende 

kans uitvoerig besproken in de Cursus Toegepaste Statistiek 

betrouvt1baarheidsinterval ':11et tvveezijdige onbetrouw arheid 

0,05 hier voor ~ de grenzen 0,292 en 0 9 310 oplevert; dit 

betekent dat onze schatting behoudens een kans 0,05 niet 

meer dan 0,01 fout kan zijn. 
Uit het voorafgaande blijkt, dat het begrip verwachting 

van belang is als kri terium voor de ,;eerlijkheid 1' van een 

kansspel. Men 1nag hierui t nie·t concluderen, dat de kennis 

van de verwachte winst voldoende is om uit te •• nnen maken 

of het ?erantwoord is aan een kansspel deel te nemen. ~~ 

zijn nl. gevallen, waarbij men een zeer groat aantal keren 
moe-t spelen, om een gemiddelde ·.1inst te bereiken, die de 

verwachte \Vinst van het spel geed benadert. Stel men heeft 
b.v. een loterij waaraan 100.000 personen deelnemen, ter

wijl er een prijs is ter Vva,1.rde van 1.000~000.--, Een 

willekeurige deelneiller heeft nu een kans 0,00001 om 
J 1.000.000 •... te ,1innen, en een kans 0,99999 om f 0.- te 

v~innen. De y~ryv .. ~c~ting van zijn winst is dus O, 00001 x 

J 1.000.000 •.. - J 10 •..• Ook al neemt men honderd keren aan 

een dergelijke loterij deel, dan is het nog bijna zeker, 
dat men geen prijs wint, de kans daarop is nl. ongeveer 
0, 999 • De gen1iddelde \;inst van 100 spelen zal dus bi jna 

zeker O zijn. _-tls de pI·ijs van een lot in deze loterij 

1 10.- bedraagt, is zij volkomen eerlijk, men zal echter 
zeer vaak duizenden keren in dergelijke loterijen moeten 
spelen, om gemiddeld ongeveer even veel te winnen als men 
voor de loten betaalt. 

In bet algemeen is de vervvachte v>vinst van e en s:pel 

moeilijk te realiseren, als het gaat om kleine kansen op 

het vvinnen van g1~q
1
t,,e bedragen. IemaJ1d die aan een dergelijke 

loterij deelneemt is er bijna zeker van de prijs van het 
lot te zullen verliezen. T·[eestal is ook de vervvachte vvinst 

nega•cief, omdat een gedeelte van de o:pbrengst der loten 
bestemd is voor administratiekosten en winst voor de orga

nisatoren of voor een liefdadig doel. Hieruit volgt niet, 
·t het onverstandig zou zijn aan een dergelijke 1oterij 

deel te nemen; als de prijs per lot niet ta hoog is, zal 
men deze ,veela 1- over hebben voor de mo-eli kheid om een 

groat bedrag te winnen en eventueel uiteraard voor het 
liefdadige doel, 

• 



. ,, . . 

Een zeer belangrijke toepassing vindt het begrip ver

vvachting op het terrein der verzekeringen. De contracten 

van verzekeringsmaatschappijen hebben het karakter van 

kanss~elen; of de maatschappij winst of verlies maakt op 

een bepaald contract hangt af van het al dan niet optreden 

van een bepaalde onzekere gebeorteniss Wij willen hier een 

zeer eenvoudig voorbeeld van een dergelijk contract behan

delen. Voor zijn vertrek per vliegtuig van ..... sterdam naar 

Nev? York sluit iemand een contract met een verzekerings

maatschappij, inhoudende, dat j 10.000.- aan zijn nabe,. 

staanden zal worden uitgekeera als hij verongelukt. De 
prijs van de polis bedraagt c gulden. De relevante kans ··: 

is hier de kans, dat een rciziger die per vliegtuig van 

.;~u-a.sterdam naar l'Tevv York reist, O.u.. ..... omt. De vvinst van de 

reiziger of-beter van diens nabestaanden is 10000-c 

als hij o~~.omt, en -c als dat niet gcbeurt, de verwachting 
• 

van de vvinst is aus: + 10000-c • p ;-c 1-f = 10000 - c. 

JJe reiziger zal zich in het algemeen niet bckommeren om 
de grootte van deze vorv:✓achte ~11inst die in a.e regel nega

tief zal zijn. Hij zal vermoedelijk zelfs liever de ver

lieze r; dan de vvinnaar van het spel zi jn. De verzekerings

maatschappij he2ft er echter belang bij om te zorgen, dat 

ar verwachte vv1.nst, dat is dus 11.et tegengestelde van de 

verwachte winst der verzekerde, positief is, omdat z~j er 

een bedrijf van maakt di t 1~spel vi zeer vaak te spelen. Zij 

zal er dus voor moeten zorgen dat geldt; 

:0:: 1 C > 0, of C > 10000 • 

I{iertoe zal de maatschappij de kans althans bij 

benadering moeten kennen en dan het bedrag c zo moeiien 

kiezen, dat aan bovenstaande ongelijkheid voldaan is. Ter 

bepaling ~an kan men gebruik m~ken van statistieken. 

betreffende het aQntal dodelijke ongevallen van lucht 

reizigers op het traject ~sterdam-New York,betrokken op 

het totaal aantal luchtreizigers op dit traject in een 

bepaalde periode. Zou men bov. vinden, dat ongeveer 1 op -

de 5000 luchtreizigers op di t tr·aj ect ornkomt, dan zal a.e 
· . . 10000 

• 

aa1•d zal di t be drag verhoogd worden om de onkosten te 

dekken en een winstmarge voor de maatschappij te verkrijgeno 

In principe moet een verzekeringsmaatschappij er. voor 
/ I -

zorgen, alleen contracten te sluiten, waarvoor de ver-

wachting der winst niet negatief is. Het voorbeeld. dat 
• • . 

·, . ,.. . -• . . ...,; 



we hier behandeld hebben, is een voorbeeld van een levensi'-• 

verzekering; de uitkering van de verzekerde som hangt a£ 
I T I J L 

van het al dan niet in leven blijven van een bepaalde per•t 

soon in een bepaalde periode hier de duur van de lucht••· 

reis. Het bet~eft hier echter een zeer speciaal voorbeeld, 

omdat de duur van de, verzekering maar zeer kort is en 

alleen verzekerd wordt tegen overlijden tengevolge van een 

bepaalde doodsoorzaak nlo: een vliegtuigongeval G Bij de 
11 gewone'' levensverzekeringscontracten is de duur gewoon•
lijk veel langer. Men moet daardoor tevens rekening houden 

met een rentefactor, waardoor de vergelijking waaru.it de 

premies be~aald worden ingewikkelder zijn. Zij berusten 
echter op hetzelfde beginsel als h~erboven beschreven~ 

Een stochastische variabele .X is discreet verdeeld 

als zij met whn , , Pi , • ., • discr·ete waarden ,,'<, t ... ~ , ••• 

kan aannemen. In de voorafgaande paragrafen hebben wij het 
geval beschouwd, vvaarbij ✓-v:. slechts tvvee waarden kon aan

nemen: x.1 en X 2 • De verwachtj.ng van x werd daarbij gede, ~ 

finieerd als: 

;.'C - ,· xj + /=1:;. .,K. 2 . 
. 

Wij hebben verder gezien dat het gemiddelde van grote 
steekproeven ui t een derge::i __ j_ jke ver cJ.eling in het algemeen 

weinig van de verwachting ztal afwijken~ 

Indien de variabele meer dan 2, b:.; v. n waarden, kan aan•"" 

nemen, definieren wij de verwachting als; 

2.4.1 

• waarin . de kans 
' 

' l I. 

Ook deze verwachting 

IV '\... l t ,,'- :r:: ... \., . f - ( 
voors-telt 

n 
. "\.'Y 

-.J • .l"t -
l l 1 

Er moet ui teraard 

kan bena~erd warden door het gemiddelde 
van een grote steek1Jroef ui t de ve-v: 0Pl l_ng,, Immers de fractie 

van de waarnemingen met de \Vaarde X,· zal in grote st eek,• 

proeven niet veel afwijken van de kans -· ~ Zoals wijreeds bi.j 
t. ,.h4. f t✓ 

een eenvoudig voo1"bcr:\ln in paro 2 ~3 gezien hebben· et aan-

t waarnemingen in de st?Ak~~--:.:v~n~ nocJig om een goede 

de v;oa:im van de verdeling . 
• 

Men kan met behulp van formule 2n4a1 de verwaohte 
w~net becijferen, van meer ingewi~~elde kansspelen, dan 
het in par. 2.2· beschreve11 kr'uis,·,munt spelletje. 



Laten A en B b.v. spelen met een dobbelsteen; tclkcns als 

er i ogen ge1v1orpen vvorden i = 1, 2, ••• , 6 betaal t A i g,1.l · · 

den aan E. De verwachting van de winst van Bis dan per 

spel: 

• 

a1s ~~ de kans voorstelt dater i ogen geworpen wordeno 
' 

Bij een zuivere dobbelsteen zal dus gelden: 

Om 

f 

6 
1+2+3+4+5.J-6 

di t spel illet A te mogen spelen, zou 

ieder s:pel J 3~½, ,._. aan A moeten betalen. 

. . 

dus B voor 

De verwachting van een binomiale verdeling met 
·, r.) -- . . - "' 

kan als volgt berckend vvorden: • z1.e par. 

X -

==" 0' 3 + f. 3 2.J 2 - 3 't . ,I,. ". ..) 

-3 

want · -r- ~ .,.. 1 . 

. 9:Q,g~.Y,~-,. ,2.~...±.•-~9 Ga na wat de VE'rr~va.cbtingen der binomiale 

verdelingen voor n = 1~2~4 en 5 zijn. Wat merkt ge hierb~J 

op? Vergelijk opgave 1~3~a a 

Men kan ook nagaan~ wat een lot waard is in een late 
rij met meerdere prijze~> Laten er bijvoorbeeld 1003000 

personen deelnemen aan een Joterij, met eon hoofdprijs van 
f 10.000.-, 2 prijzen van ~f 50000.,,,., 4 prijzen van f 2c 50n. 

en 5 :prijzen van f 1e000~•-:-, Een deelnemer aan een derge--• 
lijke loterij heeft kansen~ 

0,00001 op J 10.000,, ..... 

0, 00002 op J 5 o 000 ~ '"'" 

0,00004 op f 

0,00005 op J 
en 0,99988 op i 

2tt500()-

1 ~ 000 · · 

0 ·, .. • 

Om de vervvar- 1·.1.~_.:ri.g van deze veraeling te vinden mce-;; 

men de kw.sen met de V" -"1~ = ~,.,,,r'"\rns cige bedra.gen ver:!lenj .. g,r,,.., 

digen. Men vindt dan X = 0,35. Dit betekent dus, dat du 

verwachte winst f 0,35 bedraagt,zodat men voor het lot 
:t 0 1 35 kan betaleno Andere voorbeelden kan men ontlene:r1 

aan premies voor verzekeringscontracten, waarbij tegen 

meerdere elkaar uitsluitende risico's verzekerd wordt voo~ 

ver,schillende bedragen. vYe willen hier ec · · r niet nader 011 

• 1.ngaan. 



Opgemerkt moet worden, dat n niet altijd uindig bchoeft 

te zijn. i1
1lij nnen b.v. hat volgende spel beschouwen: A en 

B spelen kruis of munt met een zuiv0re.munt; telkens als 

er kruis gevvorpen wordt betaalt B J 1.- aan A; het spel is 

boeindigd zodra er een keer munt geworpen wordt. Bij een 
dergelijk spel ontvangt A dus cvenveel gu.lden als er achter 

elkaar ·. is ·geworpen wordt. Als er de eerste keer munt ge

worpen wordt ontvangt A niets, de kans daarop is½; als 

een keer kruis en daarna munt geworpen wordt, ontvangt A 
. . p ·7 ,,.. , , 1 

f 1. • • ; de kans daarop 1s . ~ . P LM = 2· · ..z : 4 # 

In het algemeen is de kans op maal achtereen kruis en 

daarna munt, dus de kans dat A f k.- ontvangt 

1 I 1 
• • 

2M z zk-t-J M 

De mogelijkheden 
stelt, die A ruaakt: 

zijn hier dus als _x: de winst voor-

X 0,1,2,3,4, etc. 
met kansen: • 

1 n IX t 1 ,,, z., rL-= f..::.. 2:l 
f 

~ , . . ) 
ut ~ C. 

Dus geldt: 

+- . ,I • • · ' kr·I 
k=o 2 

Er kan bewezen worden dat deze som van oneindig veel 
termen gelijk is aan 1. De verwachte winst van A wordt dus 
/ 1. , zodat A f 1.- zal moeten inzetten om dit spel te 
mogen spelen. 

Bij verdelingen, waarbij ~ oneindig veel waarden kan 
aannemen, kan zich de moeilijl~heid voordoen, dat de ver•"·' 
wachting zoals we a.1t hier gedefinieerd hebben, oneindig 
groot vvordt. Indien b.v. A en B zouden afspreken, dat B aan 

kruis 
geworpen wordt met een zuivere munt, dan wordt 

( o I 'JI I .--.2 
X - 2. . t, + 2 2 · tv + .z; · i::. -tL · • · . 

Dit is een reeks van oneindig veel termen, waarbij 
j_edere term gelijk wordt aan ~. Als we onze form11le · 2.4.1 

hier dus conseq,uent toepassen, vinden we dat de verwachte 

winst van A oneindig v"'vordt. Tooh zal A bij di t spelletje, 

weliswaar soms een groat, maar toch steeds een eindig bedrag 
" 



winnen. Ook over een groot aantal spelen zal de gemiddelde winst

van A de verwachting van de verdeling niet benaderen. Men heeft 

hier te doen met een extreem geval van de kwestie, die wij aan-

verdeling is helemaal niet meer te benaderen door het nemen van 

steekproeven uit die verdeling. De gemiddeldenvan steekproeven 

zullen dan onderling ook veel sterlcer uiteenlopen dan bij t'ge

wone'' wh--verdelingen het geval is; waar de gemiddelden meestal 

dicht bij de verwachting liggen. Indien de verwachting van een 

verdeling oneindig groat is, kan men dan ook beter zeggen dat de 

verdeling geen verwachting bezit. 

Opgave: 
Si 5S II 

2.4.b. Bereken de verwachting van de wh-verdeling van het aan-
~ 

tal ogen geworpen met twee zuivere dobbelstenen Zie opgave 

1.9.a .. 

2 I ,5 .I?,~ F v,~.E~a,,~h~ .. ~-n:gou,,Y?n de c~~tinl:'.-_e, ,v,e.r9el~n& ·, 
De verwachting var1 t· .. _Jfl v1ille1teurige continue verdeling kan 

voorgesteld worden door: 

r J:'.) cl x_ 
.J -~· 

• 

" waarin verdelingsdichthe~.d van x voorsteltft De integr~aal 

in het rechterlid kan wederom als een oppervlakte beschouwd wor-
den. Men tekent daartoe de functie r(x) -== _. Omdat '(-:r. nor.Ji t 

negatief is, zal deze functie posJ_tief of nul zijn voor X>O en 
• 

negatief of O voor .<< 0 ; zij verloopt dus voor ..:t >O boven of 

langs de x---as; de oppervlakte tussen de kromme en de x -as vanaf 
x= O stellen wij nu voor door ........ · verloopt .,,,...,(~) berJ.e-

den of langs de JCk-as3 de oppervlakte tussen de kromme en de_z_-as 
voor X<O noemen wij {9 .. Er gelct·t dan: 

-
+tt>Q 

• • 
-- c..,:' 

Wij kunnen hierui t bijvoorbeeld direct zien, dat het ge~rj ld-

delde van een continue verdeling O is~ als zij symmetrisch j 0 

• ten opzichte van (J , hetgeen wil zeggen: als ~ (z) ,_,; - -x 

Zie fig. 2.1 blz. 33. 
' 

.. .i.; 

·clus · 1 s .. · ·. x .. ( :x) cl x ::: O .• 
-cc· . 



• 

• • 

Opgave: 
2~5.a: Gel6t de hier bewezen steJ.ling ook voor discrete verde-

• 

lingen? 
• • • 

,;· ,., 
In bepaalde gevallen is he·t mogelijk de oppervlakten O+ 

en @ exact te bepalen; in vele andere gevallen zullen benade--
ringen moeten warden gebruikto Deze,~benaderingen bestaan in 

corresponderende -
door verticale lijnen in strookjes worden verdeeld en de opper-

vlakten van deze strookjes geschat warden. 

Wij zullen op de techniek v8n de berekening van het ge

middelde van een continue verdeling niet verder ingaan, en er 

hier slechts op wijzen 1 dat het gemiddelde van een continue ver

deling evenals dan van een discrete verdeling in het algemeen 

geschat kan warden door het gemiddelde van een lange reeks waar

nemingeno Enige eigenschappen van het gemiddelde zullen in een 

volgende paragraaf volgeno 
Nu wij het gemiddelde zowel van continue als discrete ver

delingen gedefinieerd hebben, kunnen wij oak de massatheoretische 

interpretat1e geven van 6it begrip verga par. 107 Deze 1s de 

volgende: als de massa 1 over een rechte lijn verdeeld 1s als 

aangegeven wordt door de wh-verdeling van-~, dan is _, x het 
• 

moment van deze massa t.OoVa het punt-~= Oo Men noemt 'fx daarom 
' 

,? 

o Tevens blijkt dat 0.x de co-ook we 1 het eers te moment van x -
ordinaat voorstelt van het aangrijpingspunt van de resultante 

der zwaartekrachten., die op een lijn met massaverdeling _(.x)wer

ken .. 

Opgave: 

·r:,J - u a ls 

. Toon aan - ' D-a · 
,~ < t:t < i> 

dat 

Wij zullen hieronder de verwachting van een willekeurige 

stoohastis.che variabele steeds voorstellen door ~ ~ .. Als x een dis-
• • p • 

• 

crete · verdelj~ng heeft zuller1 v·Jj_j aannemen.,da~ X met de whnp. 
. ' 

' - ~ 
· .x • _.. ;,~· ·. Als x een oontj_nue verdeling heeft. duiden wij de 

, l .,,.,,. - -t ,,,_, 

Wij gaveh hieronder nu een t1rveeta1. eigenschappen van- et . gemiddv

de, 1 die zowel voor discrete als voor continue verdelingen gelden. 
.. . ... 

Wi~ zullen deze eigenschappen alleen voor discrete verdelingen 

bewijz·en. • 
" " . 



Eigensch8p 1: A·i_s c een c;on~~tante 1~,, ge · dt: 

• 

r, 6 1 r· . 

Voorbeeld: Laat ~ het a2:ntal ogen zijn, geworpen met 
'"' I 

✓ - .. ; _ _....,.., ...... ._, ....., """ ~ 

een zui

en E een 
• 

als er :. 

ogen geworpen warden; met dien verstande dat ontvangen van een 

negatief bedrag overeenkomt met betalen van het tegengestelde 

Als dus L. = .1 betaa 1 t. 1··1, -- aan ..B , als ,· - .2 gebeurt er niets, 

als 1.·== "~ betaalt B J1, --· aan A etc De winst van is dus steeds 

?. minder dan het aantal geworpen ogen en kan dus voorge~~@ld 

warden als x -2.Volgens bovenstaande stelling geldt dus voor de 

verwachting van de winst van _.4 = 

I 

- 2 = ,31 

Bewi s van ei enschap 1! 

Stel I:: x. +C, en X· r C 
( dan is: 

-
½I -s--- )' (x ~ ~ 

/ 

1.' tJ:· -+C . 'X"i + C -<·· ~ . ~ .tr .,, .. • (... X - , _ _, • • 
l • ' • l • 

' • 
(. l. (, '- ' /., 

Er geldt echter steeds ? f dus: ~-' f>· 'S :, . t 
'- , 

-c;-, J-.. ~;, ,,. ;f 'I 

L' ' I!, I . .:x· . + C . p . ~ V .x + C .. ) 
t.' l J.. ,1' 

waarmee de eig@nschap bewezen is, 

Deze eigenschap volgt ook gemakkelijk uit de maasatheore-

tische interpretatie~ 

wh--verdeling van .x: + c. 

afstand ~ verschoven; 
• 

van ;.I(' ..;..c moet dus ook 

De massa--verdeling corresponderend met de 

is t o.v. de ~erdeling van~, over een 

het zwaartepunt ~(~+c van de verdeling 
' 

door een verschuiving over dezelfde af-
stand uit het zwaartepunt ~~van~ verkregen warden . 

• 

Opgave: 
• 

2.6ca Als men in de loterij, vermeld in par 2.4 de waarde van 

de 12 prijzen met J 1000., -·- verhoogt, moet dan volgens deze 

stelling ook de prijs van een lot met f 1000,-- verhoogd warden? 

Ei~enschap 2: Als 4 een constante 1s, geldt: 
Fil JIP)LI P Yi I 1 77 ; • 

Voorbeeld: Bij de loterij beschreven in par.2,4, met gemiddelde 
• 

winst voor een speler: ~3=°'JS wordt het bedrag van alle prij-

zen met 10 vermenigvuldigdo Hierbij wordt ook de winst van de 
• 



• 

1tnieten 11 met 10 vermenigvuldigd I01<0 ~- o .. Alle waarden die de : 

stochastische variabele kan aannemen worden dus met 10 vermenig

vuldigd, Dus geldt volgens bovenstaande stelling: 

• ...... ·. (fo .x - (' 

/
,') '--., V - '., "0 
\.' ._, "'"""' - v, "" • -

De prijs van een lot moet dus minstens J 3,50 bedragen. 

Stel --= a 7l en - •• 

_:; 
.,. + (., L# 

(. 

-- ' I , --- r. , fa,· Ci X '-. 
l. J , 

,,, ... ' , 
X • 

-
De overgang van ~ op Cl z lcomt overeen met een gelijkmatige uit-

~rek;lr..d: · als a >f of samenpersing als .✓-'I< f van de massaver-

deling van~ over een rechte lijn, z6 dat de afstand van de mas

sapunten tot het punt O met het bedrag a wordt vermenigvuldigd~ 

Het is duidelijk dat dit dan ook met het zwaartepunt moet ge

beuren .. 
" ' 

.9Pg.?yep.: 
2 .6 .b Als de verwachting van .x gelijk 1s aan ~ , waaraan is dan 

# 

de verwachting van a~ + c gelijk, als a en c gegeven constanten 
zijn? 

.. 

2.6~c Als ~ symmetrisch verdeeld is t_ocv~ O, wat is dan de ver

wachting van ,?x, van z rC en van Q!_ ,'- e ? vergelijk par. 2 .. 5 ~ 

Wat volgt hieruit voor de verwachting van een variabele die sym

metrisch verdeeld is t. o .. v .. x r ~ ? 
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Fig 2.1 . 

· .. ~en (x)-=:. 

vgl. par 2.1 
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' ,I 
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I 
• • 

.... .. .. ... +. .. > 
' -- .. ' 

een t.o.v. O symmetriache verdeling 



2.70 Het be ri~ verwachting bi tweedimensionale verdelin~en. 

WiJ onderstellen, dat de stochastische variabelen x en 
• 

simultaan een discrete tweedimensionale verdeling hebben b.v. 

zoals gegeven in figuur 2.2. Hierin 1s 

/)111 _ A.11 Pw 
I I l I 

1 I I 1 I 

· ~ I I l 
I I I I 1 

de kans 

I ihz I I l}>tt 
- ____ I __ -q- ___ l __ '- _ _ _ _ 

I I -----T---1---- -

t .I 

I . 

I l 

x., :X2, 

-

I 
j 

I 
I 

I 
-a:~~- f'n f .::- Yi aangegeven. door 

-

Fig. 2.2 

Een tweedimensionale 

wh-verdeling. 

. Uiteraard moet 

De verwachting van x 
s 

zal in dit geval worden: 

X - . ' :t'"t· p -~ - .xi. . 
I.= t 

Dit is dus het gemiddelde van de marginale verdeling van .x. 
'In het geval van .figuur 2.2 vin-den wij: 

Als wij aan de combinaties Xt·.) rj ,· die in de verdeling 

0 

de volgende vorm schrijven: 

toekennen, kunnen wij x ool-c in 

5 

~ -,c 
..,ii, " 
la: ' • 

l,CJ 

.z. 
' . I 
✓= 

• • 

'I 

Evenzo vinden wij: 

, ( P.a, + 16s1 + ---
-

" s 

- • ... 
• • 

J 'I • • J:::.1 l=J 

• 

• 

• 

l ~ { ?22. + + l'i + ~ + 

S' 4 
• • 

• '/ • 

1,-;;..1 J'=I 



Algemeen zullen wij, als ~ de 

en de waarden en als 

waarden x,) ... .) xm aanneemt 

.. gedefinieerd wordt als 
'-/ -boven, vinden: 

m n 

2.7.1 X X, en - •• 

'/ ' ·- • • 
/. '=I j'=I 

"11'1 '7'1 - \ 

2.7.2 - ' - Lj • 

'J 
• • • 1,,::::.1 j :::/ -

Als bij een continL1e tweedimensionale verdeling_ de margi•• 

nale verdelingsdichtheid 

geldt: 
+cO 

2.7.3 X (x) cLx . 

Deze kan dus als ~ 1 Czj bekend is, berekend warden zoals 

geschetsJc is in par. 2 .6. Als - 2 { ) de marginale verdelings-

dichtheid van is geldt analoog: 

--
-0., 

-X 811 - kunnen ook in de verdelingsdiohtheid 
-drukt worden; er geldt voor 

-t- 00 -;.oO 

-

Deze dubbele integraal stel t het verschil van twee inhoU•· 

den voor nl.: de inhoud tussen het oppervlak voorgesteld door 

x r.x, ) en het -vlal-c voor x > O verminderd met de over-
eenkomstige inhoud voor x < o • 

Omc1at .,;,t en - beschouwd kunnen warden als de gemiddel•~ 

den van de marginale verdelingen van ?' resp. , gelden hier-• 
••Iii. 

...... 
voor de .eigenschappen die in par. 2.6 beschreven zijn. Ook 

7 

kunnen wijj evenals in par. 2.5. gedaan 1s, aantonen dat t~~o 

is, als de verdeling symmetrisch is t.o.v. ~J:ro, dus t.o.v. 

de .--as; di t betekent, dat voor iedere 

·' ..x._xen -

--

-
-

(- X1 • 

I x ::: ..... x en ... 

geldt: 

, '11 resfo. : 
-

• 



· j kunnen bij een twe"~dimensionale verdeling de verwach-• 

te verkrijgen moeten wij voor ieder punt x.. ltu.) va1--i 
<- .J J 

de kans de verdeling, 

digen met x. 
L 

':J . :.. d.J 
en de producten sommeren. Rr geldt dus: 

X t- l. 

We hebben hiermee de volgende belangrijke eigenschap 

aangetoond: 

.. 

~.~,ge~?.Cll:9-,P, 3.~ De verwachting van de som van twee stochas
tischc variabelen is gelijk aan de som van hun verwachtingen, 

of in formulevorm: 
2.7.1 

Deze eigenschap geldt zowel als x en onafhankelijk 

als wanneer deze grootheden afhankelijk zijn. 

Voorbeelden~ ____ , __ , _ 
_ ~ en . ;J, ,,,,,qnafhanlc~+ .. !.j,~: De verwachting van de som van het 
aantal ogen geworpen mot twee zuivere dobbelstenen is 

_,, .. ~. ~,n.. uw:~•s,, afhqp.Jf"~.=b.i,.j,.~: In een vaas bevinden zicl1 5 lot en, 
genu1i1merd 1, •• , 5. Een per soon trel{t ui t de vaas 2 loten 

zon4,,f:?,J;. torug---legging. Gevraagd wordt de verwachting van de 

aom d0r op dG getro:.~ken lot en voorkomende nummers. 

s -·· .. ······*· ..... ~ ..... ~-----! .... _ .. 
· . I l · 

I t , ' 
• j • • 

l., ' ')I .... _ ....... -r-..!iiir~-~ .. ·! ... , .. ,, ~.'.A. .... ,. ··-~ --
1 • • ~-
f • J t 
' ' I : 
l l · 

' l l ; 
l ·- -~· .... , ,._ ·1·~ .. ~, ....... ,.... . . . 

' . • • • . : ' . . 

2 ~ .. -~ ••·· · ·t• .. · •· ··-*· •« •--.··•-· ··-

! . I 
. 

"'1 r-•-· -~ ........ ,,,.,, ".. ,. ..... ,, .. ~ -- -.. ~, •-•-···----

X. 

Fig.2.3. 

Trekking van twee 

loten uit 5 zonder 

teruglegging. 

In fig. 2. 3 hebben vvij de hier voorkomende mogelijkhe-• 

den door kruisj es aangegeven; ~ stel t voor het nummer van 

het eerst getro1dcen lot, g het nummer van het tweed·-: ~.--;·t" 

Vanwege het feit, dat getrokken wordt zonder teruglegging 
vcrvallen de mogelijkheden met :x. == ':J • Er blijven ?~'1 

mogelijkheden over, die alle even waarschijnlijk zijn. ]{en 
ziet verder dat de marginale verdelingen van :x. en ..... het . ., 

• 

t- de waarden , ;, 2., ... ., s 
warden aangenomen. Er geldt dus: ""' .. -· . _ dus volgens 

• 



eigenschap 3: 

Indien wij nu trekkingen van 2 loten besohouwen ~et 
tert1.glegging, worden de punt en x =, , y = , t m :x = s, ':J =- s 

in figuur 2.3 eveneens mogelijke trekkingsresultaten: x en~ 

zijn dan onafhankelijk, er zijn nu 25 even waarschijnlijke 

mogelijkheden. De marginale verdelingen van x en ~ blij, .. 

ven echter ongewijzigdj zodat ook hier geldt: 

';/ij zien hier due dat het voor de verwachtingen van :x en 

twee trekkingen zonder of met ter _legging geschieden. Men 

dient hierbij wel te bedenken, dat het gaat om de verwaoh-

king van :x. reeds geschie dt is, maakt het wel verschil. 

Indien b.v. getrokken is :x ~ L, , en het getrokken lot wordt 
· niet teru.ggelegd, blijven er voor de tweede trekking de 

mogelijkheden 1,2 1 3 en 5 over, zodat de verwachting is: 

.L ...-- • Indien er echter met teruglegging ge ... , 

trokken wordt, is de tweede trekking volkomen onafhankelijk 
van de eerste en blijft de verwachti- daarvan dus 3. 

Eigcnschap 1 in par.2.6 kan als een bijzonder geval 

van eigenschap 3 beschouwd worden. Er geldt immers volgens 

eigenschap 3: 
:x.-+- tC. . 

c is een constante, en kan dus beschouwd worden als een 
• 
• 
l 
• 

• 

stochastische variabele, · die · met vvh 1 de waarde c. aanneemt. 
De verwachting van een dergelijke variabele is c. • ,.L,J s 

_ c :: e. , wao...t,. it eigenschap 1 volgt. 

2 • 8 ,CQn§e.91:l.e~m~ics _, Y.§.,ll__~.~.&~-n,.~9h~P.r .. ~,• 
Eigenschap 3 kan gemakl{elijk ui tgebreid 

dan twee stochastische variabelen~ Laten wij 

3 grootheden :x:, _ en z beschouwen~ 

n geldt volgens eigenschap 3: 

--

lJ., = 
•• 

le.. .,.. z -* 

:(. +- t y • Dus 
J 

+ t z :, 

en 

warden tot meer 

bijvoorbeeld 

zo~voortgaande vinaen wij~ . 

LI ,u K~P:.?qh~sP ,,4: I)e verwacl1ting van de som van een aantal 
stochastische variabelen is gelijk aan de som van hu.n ver .. ,,, 

• 



2.8 

wachtingen ti In f orr11ule luic,t deze stelling: 
"'\"\ 

2 .8 .1 2- X-. 
i., :: I (. ' c.. : / 

Ook hier is het niet nodig dat de variabelen :x:.. onder-
c.. 

• 

ling onafl1a:~"'---: -~li j 1c zi jn. 

I':1et be:hu.lp \~._J,n eigenschap 4 kunnen wij bijvoorbeeld 

gcmakkelijk het ge1niddelde van een binomiale verdeling 
• 

uitrekenens Zoals wij reeds gezien hebben in par.1.3 heeft 

het aantal successen~ in een reeks van n onafhankelijke 

experimenten, ieder met kans ~ op succes een binomiale 

deling. Als wij nu voor het Ld~ experiment afzonderlijk 

stochastische variabele x. definieren, die 1 is als er 
(.. 

een succes optreedt en O zo dit niet gebeurt, dan zal 
'YL 

= L X . - . 
L. ::: I t,.. 

J 

" .. 

ver

een 

het 

~dat 

juist de stochastische variabele voorstellen, die 

tal successen bij de n experimenten vveergeeft. 

aan• ·· 
de 

p :x:.. =' = • ,) X = 0 • 
I. (.. 

De verwachting van x. wordt duse 
(, 

Dit geldt voor iedero waarde van i 

Volgens ei.genschap 4 geldt nu: 
~n 'f! "l'l 

=: L 0 X.. . =: _L p :::: 'Yl. ? . 
t ;: I t. , =' 

= ' - p, • 

Het gemiddelde van een binomiale verdeling "f:'"eor n experimen• .... 

ten met ee11 1~ar"ls p op succes wordt dus gelijk aan 'n-J:> • Verg. 
opgm,.,.0 2 ~ 4 a f' 

.Als \\' · ?igr.:·n s ✓:-hap 4 corabineren met eigensc .a.P 2 vinden 

we, als 

2.8.2 

a... :lo • ~ .. • :, a... con st ant en z i j n : 
I n 

'Yt 
~ = ✓ I 

i.: I 

~t.. 

a.,_. -x. . = L a_. 
L. t. i. ::: I c. 

'X.. • • 
( 

vYe kunnen d1.1s de verwachting van een zogenaamde lineaire 

combinatie a... x . van de stochastische variabelen x.. 
• . - ·- .. .. - - i.. : I i. <. t.. 

in de ver~Na r::1 t·ingen van deze variabelen ui tdrukken. 

Een bijzonder geval hiervan is b.v. de yerwachting van 

het verschi7 van twee variabelen: 
• 

-- X. -r(-) --

Een and.ex- \roorbeeld hebben vvij in het reken · dig .ge., 

mj dd,elde va.n eer. 3.8.: ... ~a.J ,3·tochastische "'""'.· ootheden: 

X. 
L 

"Yt. 

= ~I,. 2 
• 11. t. -:r I 

x.. • 
-· ·- '-

• 



Als nu alle J!;. 
L 

~ x.. == <- geldt dus: 
I. 

2.8 

dezelfde wh,,verdeling hebben, met 

- -n,.,.u -.. . - • -,,. 

De verviachting van het re~on ndig gemiddelde der xi 

is dan dus gelijk aan de vorwachting van die grootheden zel£. 
Di t geval do et zich in de praktijk voor, a.ls wij een st eek••= 

procf nemen van meerdere waarnemingen van een zelfde stochas

tische variabele, b.v. verschillende metingen van cen zelfde 
, I 

J)hysijche grootheid, Bi herhaling van de steekproef zullen 

in het algemeen anderesteekproefwaarden optreden. De waar

nemingen van een steekproef kunnen dus ook als stoc~ 0~stische 

variabelen 

steekproef 

beschouwd worden. Als wij de idewaarneming van een 

van n aanduiden met x. . zullen de stochastische. 
" 

g;.:?ootheden x 
1 

> ..• ~ xn dezelfde vvh-- .. verdeling hebben, namelijk 

de verdeling der waargenomen variabele x • Uit het boven

staande blijkt nu, dat de verwachting van het reken ndig 

gemiddelde van een aantal waarnemingen van ean stochastische 
variabele x gelijk is aan de verwachting van x zelf. Het 

is hiervoor D~~~ nodig, dat de steekproef uit onderling on-
I 

afhankelijke waarnemingen bestaat; zo mag het b.v. een 
steekproef zonder teruglegging zijn. 

Voorbeeld: In een kelder bevinden zich 1000 appels met 
een totaal gevvicht van 150 kilo o Het gemiddeld e gewicht 

van een appel is dan dus 150 gram. Wij nnen dit gemiddelde 

gewicht op devolsende.w~jzen door het nemen van steekProeven 

ber.:.aderen: 

a. We trekken een aantal keren een appel,waarvan we het 
gewicht bepalen en die wij vervolgens terugleggen. Als de 
opeenvolgende trekkingen aselect zijn, d.w.z. voldoen aan 

de eisen van gelijkwaardigheid en onafhankelijkheid zie: 
Cursus, Toegepaste Statistiek I, par.4.1 zal het gemiddel
de van de bepaalde gewicht en volgens de wet der grote getal•· 

len naderen tot het gemiddelde gewicht der appels van de 
:pa1t·tij 9 dus 150 gram. 

• 

en nemen dus steekproeven van 5 zonder teruglegging. Wij 
• 

bepalen dan het gemiddelde gewicht van ieder van die steek-
:proeven, d.w .. z. wij wegen de 5 appels samen en delen de 
ui tkomst door 5. De grepen van 5 appels worden na de be .· 

paling van het gewi~ht steeds ter1J.ggelegd, v66r wij de vol, .. 



2.8-2.9 

gende trekking verrichten. Als de opeenvolgende grepen weer 

aselect genomen warden zal het gemiddelde van de gemiddelde 

appelgewichten der afzonderlijke steekprocven eveneens na--
, 

deren tot het gemiddelde gewicht der appels van de partij. 

BeidG beschroven m0thoden voerun dus,volgens de tot nu toe 

behandeide theorie, tot het doel: het bepalen van het gemid

delde gewicht van de appels in de partij. Wij 

niGt ui tmaken, welke n1ethode hot kleinste aantal experimen-•• 

teh vergt. Dit is pas mogelijk als wij de spreiding van de 

•erdeling beSchouwen Zie par.2.14. 

Q_:eg:a:V:~: 
2.8.ao Aan ieder der getallen 1,2., ... ,n wo:rdt met kans -t een 
positief of een negatief teken toegekend. De dan verkregen 

getallen worden gesommeerd. Gevraagd wordt de verwachting 

van deze som. Aanwijzing: deze verwachting kan op een der-,, 

gelijke wijze bepaald worden als boven gegBven voor de 

binomiale verdeling e 

Het blijkt in de practijk zeer gemakkelijk te zijn 

een afzondcrlijke naam en een afzonderlijk s bool te hebben 

voor een stochastische variabele, verminderd met haar ver-

waohting. 1,fij noemen di t de&~xr,~-d.~.9
1
.~9.rc;l~ variabele; 

reduceerde va.riabele 'behorende bij de stochastische 

belo ~ duiden we aan met x:'. ~r geldt dus: 
• 

2. 9.1 X • 

de ge-
-varia··· 

xis uiteraard ook stochastisch; haar verdeling wordt uit 

die van ~ verkreg en door verschui ving c ver de constante 

afstand x. Zie par.2.6 Volgens eigenschap 1 guldt nu: 
-.J 
X - 0 • 

Soms Viordt bij een steekproef x. ....... ., x. ook van geredu-,., ~ 

ceerde waarden gesproken; dit zijn dan de steekproefwaarden .,.,_ 

verminderd met het steekproefgemiddelde :x:. = _J_ ~ x... , 
1"l. t..:I t. 

V 

zij warden wel aangeduid met x. ; er geldt dus: 
&. 

2.9.3 
V 

X. = X. - X- • 
l,. i,. 

Als het een steekproef betreft van dezelf de stocha,s• .... 

tische variabele x , en als we de steekproefwaarden opvat

ten al,s stochastische variabelen~ zeals gedaan is in :par. 

2.8, geldt: 
::x:. = X • . .,., 

• 



Dus: 
V 

x,. . = 0 • 
t. 

• 

De gereduceerde variabele ~ en de gereduceerde steekproef--· 

waarde ~. 1·1E;1:)ben dus beide dez:'.;lfde verwachting. Maar zij heb · 
~ . 

ben niet dezc:lfde verdeling; x heeft een verdeling die ui t die 

van x kan warden afgeleid door verschuiving over een constante 

x., doch ~. is ontstaan door samenstelling van twee stochas-• 
""' 

tische var:1.abelen x.. eh x.. o 
.... 

2.10. Het 2° moment. 
' 

' 

We zijn nu enigszins vertrouwd geraakt met verwachtingerj 

van stochastische vnriabelen, van sommen en verschillen van 

twee stochastische variabelen, alsmede van liheaire combina
ties van dergelijke grootheden. Wij beschouwen nu een uitdruk

king van de gedaante ~ ~ 2
, de verwachting van~~, meestal ge

noemd het 2° moment van x. De definitie hiervan is geheel ana-

loog aan die van~x. 
'l1.. 

Daa rvoor gold: 
,.., 1. '- (.. 

We definieren nu het 2° moment 
~-n.. 

of 

als: 

• co 

X. 

• 
:! 

cix. . 

2.10.1 
2. 

X. ::: 
2 

b . :X:.. I - ,.,, t,, 
bij een discrete verdeling en 

2.10.2 

Opmerking: 

2. 
)C, = 

,; ::: I 

_c,o 

Een andere methode om ......, -x,2 te definieren is de volgende: 
a. bepaal eerst de verdeling van x en neem daarvan het gemiddelde. 

Deze definitie leidt tot hetzelfde resultaat als de bovenstaan

de. Wij kunnen dit aan een eenvoudig voorbeeld laten zien: 

Laat .~_de waarden -3., -2, -1., O, 2, 3 en 5 met kansen: 

P :x. = -3 ) P x == - 2. etc. aannemen. Volgens defin tie 2 .10 .1 
• 

wordt nu 
-,.. 4 p X = ·-2 -t- 1 

De 

' 

0 X..=O-r-4-P 
2. 

verdeling van ~ wordt: 
P x

2 
= 2 5 

2. -
x.. == 9 

2. 
X = ~ 

P· x 1 = 1 

' p 

--
--
= p 
= p 

.... 

-

X. = 5 

X. .:: - 2. +- p X. =- 2 

x..;: -1 

X :::: 0 

-
X..:-2 "{-

X = 5 . 

' 

• 

De verwachting van deze verdeling wordt dezelfde uitdrukking 
• 

als boven, alleen warden nu de termen met de~elfde co~fficic ..... 

bij elkaar genomen. 



Dus: 
V 

x... . = 0 • 
t,. 

De 

waarde 

gereo.1.1.ceerde variabele ~ en de gereduc€erde steekproef-,. 
\J 
:x:. 11(::)ben dus beide dez:~lfde verwachting. Maar zij heb·· 

I., 

ben 

van 

,....., 
niet dezc;lfde verdeling; x. 

~ kan v1orden afgeleid door 

x, doch ~. is ontstaan door 
t.. 

t is ch e v a 1.-; ~,. ab e 1 en x . en x.. D 

(.. 

2.10. Het 2° moment. 

heeft een verdeling die uit die 

verschuiving over een constante 

samenstelling van twee stochas-,. 

We zijn nu enj_gszins vertrouwd geraakt met verwachtingen 

van stochastische vnriabelen, van sommen en verschillen van 

twee stochastische variabelen, alsmede van liheaire combina
ties van dergelijke grootheden, Wij beschouwen nu een uitdruk

king van de gedaante ~~~,de verwachting van ~
1

, meestal ge

noemd het 2° moment van x. De definitie hiervan is geheel ana-

loog aan die van -x. 
'tt. 

Daarvoor gold: 
" .:II 1 L. L, 

We definieren nu het 2° moment 
~~' 

of 

als: 

:t 
X. 

• 

cix. 

2.10.1 
• 

2 
b . :X... 
I L, " 

bij een discrete verdeling en 
t,. ;; I 

.,.. O<> 

2.10.2 

Opmerking: 

Een andere methode om _. y:;,
2 te definieren is de volgende ~ 

bepaal eerst de verdeling van x~ en neem daarvan het gemiddelde. 

Deze definitie leidt tot hetzelfde resultaat ala de bovenstasn

de. Wij kunnen dit aan een eenvoudig voorbeeld laten zien: 

Laat :x:. de waarden -3, -2, -1, O, 2., 3 en 5 met kansen: 
-

P x=-3 >p x.:-2. etc. aannemen. Volgens definitie 2.10.1 

wordt nu 

De 

• 

• 

2. 
)( .= 0 

• ko 

---
= -p 
= p 

• 

X. = - 2 -r 1 X:::-1 + 

:x. = 5 

' 

X.=0 .. 

De verwachting van deze ve~deling wordt dezelfde uitdrukking 
a ls boven, a lleen word en nu de termen met dezelfde co~ffic l c -~, 

bij elkaar genomen. 



Hierin is het draaimoment het moment van het koppel, d.w.z. 

KxQ als k de grootte en~ de afstand tussen de aangrijpingspunten 

van de koppelkrachten is. De hoekversnelling is de vermeerdering 

van de hoeksnelheid per seconde, die onder invloed van het koppel 
• 

optreedt. De hoeksnelheid wordt op een analoge wijze gedefinieerd 

als de snelheid bij een rechtlijnige bew~l.ng en. wordt uitgedrukt 

in hoekeenheden graden of radiulen per seconde. Het traag

heidsmoment is tenslotte de grootheid 3 die overeenkornt met de 
massa bij een rechtlijnige beweging. 

Het blijkt uit de wet, dat bij .eenzelfde koppel, de hoek

versnelling grater wordt en dus de lijn gemakkelijker in bewe

ging te krijgen isJ naarmate het traagheidsmoment kleiner is. 

Dit traagheidsmoment wordt nu gedefinieerd door dezelfde formule 

wh-verdeling. 

Zoals men 3an de formules 2.10.1 en 2.10.2 kan zien 

geheel of gedeeltelijk verder van x~o wordt verwijderd; het doet 

er daarom niet toe, of zij links of rechts van x=o komt te lig

gen. Bij een onzuivere dobbelsteen waarbij de kanscp x:2iets toe

gen_omen is ten koste van de kons op X='1; b.v.: -P x.::2:f en 

-P :x. :: -i = - + = , word t het twee de moment 
•· ... !> I 2. 2 '1. 2. ~ 2 2. 

= /5 !:J.. > 15'-'- · ,. 6 

Men kan de invloed vDr1 veranderingen van het traagheids-

moment door verschuivingen van de massB van het draaiende li-. 
• 

· amaardig illustreren door gebruik te maken van een andere be-

kende wet uit de mechanica: de wet van het behoud van arbeids

vermogen. Een draaiend lichaam heeft een arbeidsvermogen van be
weging A d~t gegeven wordt door: 

2 

analoog aan de bekende wet A=Lmv~ bij de rechtlijnige beweging • 
.2 

Als er geen krachten op het lichaam werken is A constant; ver-

groting van het traagheidsmoment betekent dan dus verkleining 

van de snelheid. Een persoon, die draait op een kantoorkruk, 

kan dus zijn snelheid verminderen door zijn benen uit te strek

ken verplaatsing van de massa van het steunpunt af, dus vergro

ting van het traagheidsmoment en vermeerderen door intrekken 

van de benen. Andere toepassingen vindt men bij de techniek van 
k:unstschaatsenrijders, etc. 
_9p_gav_e 

2.10.a: Bereken het tweede moment van de som van het aantal ogen 
• 

gewo.~pen met twee zuivere dobbelstenen Verg.opgave 1.9.a . 



Als men het tweede moment v3n x uit een steekp~oet' meet 
• 

schatten, gaat men te werlc op een wijze die volkomen analoog is 

aan hetgeen gebeurt bij het schatten van de verwachting. Men be

paalt dan het rekenkuhdig gemiddelde van de kwadraten der steek

proefwaarden. De schatting wordt dus: 

'l'1 _2 

• 

Deze schatting zal, als de omvang van de steekproef toeneemt, 

volgens de wet van de grate getallen in het algemeen steeds 

dichter tot het tweede moment van de verdeling naderen. 

2.11. Variantie en spreiding. 
In de statistiek interesseert ons speciaal het tweede 

moment van de gereduceerde variabele, Als x de 

riRble van x voorstelt, wordt _x~de variantie 

Deze g~ooth.eid wordt ook wel met vll/t X of 0-2. X. 

geldt dus: 

gereduceerde va

van x. genoemd. 

aangeduid. Er 

.2. 
2.11.1 -- --

')'\. 2 
=L ?.. X - X. bij een discrete en • • 

'-=I " • +e,o 

~ . ' 

- X-CX (x bij een continue verdeling. 
-cc 

Voorbeelden: Bij cen zuivere dobbelsteen neemt i;;_ de waarden 
• 

I_ 3f , 2 - 3 { , . . . . . . . . . . , 6 - ~ i aan 1net kansen · dus , 
-..,.,, 2. 2 2 2. 2. 2. • 

l, - 2 t X I -#- ' -L L JL 2 .L - - I- +- .,.. + .,.. -- 1.. 6 2 2 2 :2 -
-- .L 2.6~ + .2. 1f + 2 . , 

=f•lo/f::: ,_ I/ - .. 
6 '-I 12. 

De verwachting vnn een variabele x die homogeen verdeeld 

is tussen Oen 

wordt daarvoor 

1 is ge li jl{ a a11 

dus 1 tussen -L 

L, de verdelingsdichtheid van~ 
2 

rL 2 
2. ;i.. . 

en +t , 
~ 

elders nul. Dus geldt: 
~ 

--
- .L 

J_ 

x dx = 1 . 
3 

I _ I - ~ I = j_ .. 
.z 3 2. I 2. 

Men 
afleiden., 

kan de varinntie van x ook direct uit 

door gebruik te maken van de volgende 

haar 2° moment 

eigenschap: 

~.~~-~~.~-~h.?.P .. -~: De va riantie van een s toe ha st ische va ria be le 
gelijk aan haar tweede moment, verminderd met het kwadraat 

haar verwachting. Dus in formule: 

X --

Voorbeelden: 

Zuivere dobbelsteen: 

-:X.:3f) ')' 

1 
X.. -= 15 

1 
_X.-12-} 

2 }J 
11,, 

• 

2 

-- c x. , . 

Zie boven ·• 

is 

van 



Homogene verdeling over 0,1 : 
• 

. ) 

EigenSchap 5 kan bewezen warden met behulp van eigenschap 4: 
Vergeli jk d9 opmerking bij de defini tie van '-" x.2 in par. 2 .10 . 

X --
--
--

• 

--
2. 

X _ 2 

x
2 -c2 x+t 1 

2 
.2. 

+ 

X + 

.2. --
:2. "e 2. 

::: c,. X -

De massatheoretische interpretatie van het tweede moment 

van de gereduceerde variabele is het traagheidsmoment ten opzich

te van een bepaald steunpunt, n.l.: het zwaartepunt van de massa

verdeling. Het nulpunt van xis immers het zwaartepunt de ver

wachting van x • 

Op dezelfde wijze als we hierboven hebben afgeleid, kunnen 

we aantonen, dat geldt 
-- 2. 
X. + C. = 

zowel voor 
c x:.2. + c.J.. 

c>o als voor c.<o 

groter is dan haar vGriantie, als het nulpunt van het co~rdina

tenstelsel op een afstand C van haar gemiddelde gekozen wordt. 

Massatheoretisch betekent dit: het traagheidsmoment van een lijn, 

waarover een massa 1 verdeeld is, t.o.v. van een steunpunt dat 
2. 

~Peen afstand c van het zwaartepunt ligt, is c grater dan het 

tr:aagheidsmoment ten opzichte van het zwaartepunt. We verkrijgen 

du~ het kleinste traagheidsmoment, als de lijn ondersteund wordt 

in haar zwaartepunt. 
Voor de statistiek heeft de variantie vooral betekenis als 

maat voor de spreiding, die de stochastische variabele om haar 

gemiddelde vertoont. De term spreiding is daarbij verbonden aan 
de positieve vierkantswortel uit de variantie; deze grootheid 

wordt gewoonlijk aangeduid met~ x. Er geldt dus: 

2.11.3 er --

Naarmate de spreiding van een verdeling kleiner is, liggen de 
waarden die de stochastische variabele aanneemt, meer om haar 

verwachting geconcentreerd. Bij een_variabele met een kleine 
spreiding zal men de verwachting nauwkeuriger kunnen schatten 

uit het gerniddelde van een steekproef van een bepaalde ornvang, 

dan bij een variable met een grote spreiding; in het eerste ge

val liggen de waarnemingen irnmers over het algemeen dichter bij 

de verwachting dan in het tweede geval. De spreiding kan dus ge-



bruikt warden als een maat voor de nauwkeurigheid waarmee een 

stochastische grootheid kan warden bepaald. 

Opgave 

2.11.a:Bereken de variantie van de som van de aantallen ogen 

geworpen met twee zuivere dobbelstenen Verg.opgave 2.10.a • 

2.12. Eigenschappen van variantie en spreiding. 

Een eigenschsp van de vari8ntie is reeds behandeld in de 
vorige paragraaf Zie eigenschap 5 . 

Eigenschap 6: De vnriantie van een verdeling verandert niet als 

we het nulpunt vnn het coordinatenstelsel veranderen. In formule: 

2.12.1 
~ 2.. 

<T X + C.. :. <T X . 

Deze eigenschap volgt direct uit het feit, dat de geredu

ceerde variabele behorende bijx+c, hetzelfde is als de geredu

ceerde variabele behorende bij x; immers: 

X-tC.. -C X+-C. == x +-C. - 'tx +C-:: x _c x. 

Voorbeeld: x neemt met kansen de waarden: 0,1,2,3,4 en 5 aan. 
De variantie van xis dan dezelfde als die van de zuivere dob

belsteen e.=-', dus 1ft. Zie par.2.11). 

Eigenschap 7: Indien een stochastische variat-ele met een con-
2. stante a... wordt vermcnigvuldigd, wordt haar variantie met a., 

en dus haar spreiding met 0-- vermenigvuldigd. In formule vorm: 

2.12.2 0 .. 

Voorbeeld: Indien ~ homogeen verdeeld is tussen Oen 1, is 2x 

homogeen verdeeld tllssen O en 2. De variantie van xis, zoals 
we in par.2.11 hebben 

van een variabele die homogeen verdeeJ.d 
variantie van !X en dus 

is tussen Oen 2 is dus 
.L • 
J 

Algemeen geldt, dat de V8riantie van een va~iabele, die 

homogeen verdeeld is over een interval ter breedte a., gelijk is 

Bewijs van eig.7: 

Q:x, -:=. 0..'X--Q.X 
.2 -e 1 2 2. a. X-CX : a.. v X. .. ..... -

Uit eigenschap 7 blijkt de invloed van een schaalverande

ring op de variantie van een stochastische variabele. Zij b.v. 

x een stocha stische va ria b;~;l:-! ui tged rukt in de meter a ls eenheid, 

die de lengten van de personen van 

teert, dan zal men bij gebruik van 

een variabele verkrijgen die gelijk 

een bepaalde groep represen

de voet als lengte-eenheid 

is aan 3,28x 1 meter =3,28 
voet. De variantie van de lengten in voeten zal dan 



2.12 

de variantie van de lengten in meters zijn. De spreiding zal 

bij deze overgang met de schaalfactor zelf warden vermenigvul

digd. Dit is de reden waarom men als nauwkeurigheidsmaat de 

voorkeur geeft aan de spreiding; bij schaalveranderingen ge

drnagt zij zich hot zelfde als de gemeten grootheid. 

Wij kunnen ons nu afvragen, water geldt voor de varian

tie van de som van twee stochastische variabelen x en~ ._De ge

reduceerde variabele van x+g is eenvoudig te bepalen, j_r11.rr1ers: 
--

van x.. .... ~ wordt dus: De variantie 

2.12.3 
. _.,,, ,...._ 1 - ... .2 . - ,. - ,..· • ~ 

I,,,., ~ + _ _ '-"' x + '- i .. , + · --
- ,. 2 ~. ,,. , 2 

..-2 
,,, • .,ie • .,,. 

We zien in het rechterlid naast_ae varianties van1 en 

nog een derde term optreden, waarin ~~~·voorkomt. Deze verwach

ting wordt de covariantie van x en y genoemd. Bij een discrete _. 

tweedimensionale verdeling wordt zij gedefinieerd door: 

X - 'J. -
J 

p X. = x. ;t= 'J . • 
J • l t.. 

Als nu x en~ onafhankelijk zijn geldt: 
p - -p X - ~- ~ - - X = X. -- - • • - -• 

L J 
Co 

Dan is dus: .,.,, 
X --

L-:::t j=-1 
"1't1 

.L X. _ '[ :X p 
i.=I '-

)C = :x: i. . . • - CJ.. - -
~ J-=' d 

-- . 
'J 

= o. 

Zie formule 

De relatie ~lf=o geldt, zoals door een analoge redenering 

met in.t .... egralen kBn warden bewezen, ook voor continue verdelin

gen. Uit 2.12.3 volgt dus voor onafhankelijke stochastische 

va riabelen x en ~ : 
r • .. -,, 

X +- L -- of 

2. 
CJ X + L 

Hiermee is de volgende eigenschap bewezen: 

Ei~enschap 8:·ne variantie van de som van twee onafhankelijke 
I I 5 $111 ~ I I IL ma I t tr I Si 7 I d 

atochastische variabelen is gelijk nan de som van 

Voorbeeld: We hebben gezien, dat de variantie van 
• 

hun va l?ianties. 

het aantal 

Zie par.2.11 • 

De variantie van de som van de aantallen ogen van twee onafhan-

kelijk geworpen, 

opgave 2. 11.a • 



Opm0rking: Het is voor de geldigheid van eigenschap 8 niet 

strikt nodig, dat x en~ onafhnnkelijk zijn. Zoals uit het be

wijs duidelijk blijkt, 

Dit knn zoals we lnt8r zu.llen zien, oak het geval zijn alS x 

en~ niet onRfhankcliJk zijn. Voorlopig zullcn we echter alleen 

g~bruik mnken van toepnssingen van eiganschap 8. 

01JgDVe: 

2.12.a! x en~ zijn beide homogeen verdeeld tussen Oen 1, Hoe 
' 

groot zijn de verwnchting, de vnri~ntie en do spreiding van 

_, 

e 
• 

21s x en~ onafhankelijk zijn 

2 o ls en~ volkomen afhankelijk zijn: d.w.z. als ij altijd 
c1E:zclf'c1e waardcn a.1nneemt ols x. 

•• •• 

2.13 Cons eq uen t -. :.:~ G van E igens cha:e 8 , 
-------•-•--' -• •-•t -- I j ~$ Qi 

Eigenscha1J (; lean evenals eigenschap 3 tot meer dan 2 varia • 

b e 1 en w o rd e n u ~i t [; e ·;J r <_;. 1. d ., 

Eigenschap 9: De variantie van de som van een aantal onafhanke
l~L.Jk<:~ stochastisc~l-1€~: variabelen; j_s geli.jl<: aan de som van hun 

var1 1antieso In ft)rmulevorm: 

x.. • • 
I., ,'; J " t =, 

Hiertoe is hct fe1telijk al voldoende dat voor ieder paar 
- ---varJ.8bt: len x. f.;11 x. geldt: .....,, x. x... = o C Onafhankelijkheid van 

... J ' J 
C2 varj_abelen J_s 2en veel zwaardere eis: deze houdt in, dat de 

v-,rdc. J_ J.ng van E,c:e11. enke le der beschouwde variabe len afhangt van 

d~: -v,aarden di.e anc:;~re vari.abelen aannemeno De stelling wordt 

echter dikwijls tcJegepast in de h1erboven gegeven vorm. 

Met behuJ.r, vein Eigenschap 9 kan men de variantie van een 

wLllekeurige b~i.110111·[.ale verdeling beretcenen. In paro 2 .. 8 hebben 

W ·L· J, g· e 7' ~, e n cl a ·' -'. ..,_ . .....,_ , .. l,~ a ~l. s de var i ab e 1 en x , , . . . . . . . , x o/) onafhankelijk 

ZJ.,Jn en alle met lcansen p resp, 1-f> clE: waarden 1 resp. 0 aan™• 

nemen., hun som 
.,., 

= L x. 
i..:f (.. 

eer1 bJ.nomiale vc:1-ir~!f.ling heeft met r1arameters '>t. en p . 

Nu geldt: X. = /) 
(. 

., 

?. 2 
_:; . :- b . I +-.._ I .. 



..,,, .,,# 2. 

Dus: )l . . -- (, 
-- x. 

-i. 

Dus: r.r J. -- • 
' :; I 

- . 
" 

2 
X.. -

'-
y_. 

I.. 

,, 
•• 

= mp( 1-?. 

2. 
: f - f ; (' ·- p) . 

De variantie va1·1 ,-~en b1norniale verc~_e:;l.1_ng met parameters ?-7 

en is CtUS rn.? '-P . haar spreiding 1.s c}us = "flp(1-p). 

Door combinatie van Eigenschap 7 en Eigenschap 9 kunnen 

wij nu ook de variant.i_(_: van lineaire combinaties van onafr.!)n

kelijke stochastischc variabelen in de var~_anties van die va

r·.1 .. abe len ui tdrukl~en, J:vlen vj_ nd t : 
.. 
L l_ 

-- • 
t. = J 

CL, CT 
L 

X. - . 
C. 

.. 

Als bijzonder geval vinden wij voor twee variabelen me~ 

lL = l , , a.. ..:::-
1 

I ... - . 

Cf 
2 l ~ l. 

X. - :x: ::: (j X. + 0- :x: 
I 2 I 2 

.. 

De variantie van het verschil van ·twee 0nafhankelijke v8-· 
• ·•~,t- - .. , 

r J. ab e 1 en i s d us de z ::: J_ f c1 e a 1 s de v¥ a r· 1 ant ~i. e v an 11 u n s om .. J; i t : ::: 3 ·:: 

m~n ook direct als volgt inzien. Er geldt: 

'e 1 ' 2. .'l. (_ 
... ,,# ,,.._ ,- .pl' .. .., 

• • 2. x.. X + :x. -- --

t,n de laotste term in d.ezl~ uitdruk1{ing :1.s nul als x en ::: onaf • 

hankelijk ziJn, zoals wij in par~ 2,12 gezien hebbeno 

Een andere toepassing van formuJe 2~13G2 verkrijgen ~;ij; 

als wij de variantie w:1.lJ.en bepalen v~n het rekenkundig gsr:i}_d··· 

delde van 11 stochas.,cj_~1che variabele~1 x , .... , x. met dezelfde 
-- J, ")1 

variantie tJ:i.. Als dan verder voor alle r.L. = 1 genomen wc):racit, 
L ?'t 

vinden wij: 

-?1 

- L I 
- . vi.1 

L, -:: J ,, 

(J 2. X - . 
'" 

--

Deze formule geldt b v als alle :x dezelfde verdeling 
• 

hebb(::::1 .. 
(.. 

Wij hebben dan de variantie van het gemiddt~lde van 

hankelijke waarnemingen van een stochastische varinbele :x. uit

gedrukt mce v· · ntie van x zelf O Het gemid.delde van de waarne

mingen wordt daarbij weer opgevat als een stochastische va~'ia

bele, zoals wij ook gedaan_hebben in par. 2 8; als wij dit ge-

middelde voorstellen door x, vinden wij dus: 

:x... = • • VC"" 1 
0 ·'- • forn1ule 2 8 ~ 5 

e·n·· ..• • 



--er x 

Het gemiddelde van n onafhankelijke waarnemingen van een 

s-'cochastJ.sche varia1)t-1E.: -x. heeft dus een verwachting die gelijk 

-i.s aan de verwachti.11.g van x, doch ecn s·t)reiding die gelijk is 

aan 1 \In maal d0 s~reiding van x , Hieruit volgt, dat als 

n aangroeit, de s·~)l'"le:!_ding van,:;..;;.. steeds c1ichter tot nul nadert, 

zodat de verdeling van x steeds meer gaat lijken op de verdel1ng 

van E;en varj_abele d1_c..: rr1et kans 1 de waardG ......... ::x.. aanneemt .. Hierop 

-1s de theoretische afJ .. eJ.ding van de wet dE1r grote getallen ge

baseerd., die:; zoal[J :)c:1,,:end is, inhoudt, dat het gemiddelde van 

grote s 1ceekproeven 1J ·-,Jr1a zeker convergeert naar _ :x. .. Tevens 
' blijkt., dat het moeJ.J.:•.jker wordt om .....,,x te schatten., naarmate 

gro·ter is,, -
J. m rtl e 11 s is evenredj~g met er x. 

Formule 
proeven zonder teruglegging 

X. 

niet 
uit 

voor hl~t gemiddelde van steek

een eindige populatie. Dit geval 

hebben wiJ beschouv\JC.~ in het voorbeelc1 betreffende de appels van 

par. ~!. 8 method:~: b . BlJ een partij van N appels, met gewichten 

,. ..... ) , :; zal he·i: gt:WJ_cht van een aselect getrokken appel 
6 ' ,. N 
een stocr1ast1.sche var:i.abele ~x ziJn 3 die met kansen ,.: de waar-* 

"'I c~en > ......... , . aanncemt Daaruit volgt: 
·N 

tJ • 

• 
L 

q -
G~ 

en 

\ 

.. ... 

Als x het gemiddslcte gewicht is van een 

met teruglegging van nwaarnemingen 3 gelden 

2.1Ja5 en 2013.6 ~ 

aselecte steekproef. 

voor x. de formu'les .,, ,., , .. 

Is daarentegen x 1 het gemiddelde gewicht van een steekproef 
• 

. zonder teruglegging van n waarnemingen, dan geldt: 

en: 

er x.' = N-11. .o- :i 
N - I 

-
,., i I e I 

f\}_71 .O"' X. • 
11.(N-1) 

• 

Deze laatste ·twe,: formules zullen w:i.J 

Wij zien aan de formules 2o13~5 t m 

hier niet bewijzen. 

2013.,10 dat x., :x en 
x'alle dezelfde verwachtingswaarde hebben; bun spreidingen zt~~ 

echter verschillend; als rn>, is, heeft x een grotere spreiding 
• 

dan ~- ,X weer een gro·~ere spreiding dan x'; ~'zal dus in het 

algemeen e,en beter(:; l)enadering zijn vo·,r het partijgemiddelde 



• 

c1 an x ) a ls Tl t oent~ ern·c j ii.ford t zowe 1 d E:. 

van x' lcle iner _; vanwe [.~'.; c~e extra factor 

s·~1~t 0 iding van x als die 

-n(N-1) 
gaat dit bij 

_, 
:Jneller dan biJ 

In pa 1: 2 8 w a~., 1.) ~1• ~J me tho de b : N::: Jo oo en 1-1 = 5 . In dat 
,t 

g~val maakt het nagenot~g niets uit, of wij met of zonder terug-

legging trekken In(. spreiding scheelt het slechts een fac-
.--, 

999 -· ✓ / 

c: (;:, ·1 d <:: :i. s we 1 v e e 1 

.Doc:h de spreiding van het steekproefgemid

kleiner dan dJ_e van een trekking, immers: 

a- x.)=0,4'-t'l<T(x 

Hieruit volgt, dat het gemiddeldc van een aantal waarne-

tningen van ~ of x I in l1et 

gemiddelc°\.e zal ligg:~n dan 

algemeen veel dichter bij het partij

het gemiddeldc van hetzelfde aantal 

waE1rnem:Lngen van .x. z2lf De methode b genoemd in par. 2 ,.8 
j_s clus vee·J_ effectJ.ever dan methode aj als wij mogen aannemen, 

d a t he t ·c re:. k k e n en iA1 '.". g :.:., n van 

t ~'. j d ko:::; t d an he t t rE: l{lc(·~ n E-.' n 

Opgaven: 

5 appels nl,.!t noemenswaard meer 
,, ~ 

wegen van een appelo 

2 13 a,Wat wordt volgens formule 2.13 10 de spreiding van~' 
als m~N ? Kunt U dit ver·lclaren? 

2.'13,b" U.1..t cen part~i.J van 1000 appels warden 100 appels ge

tr'okken z611dEr terug-J.eggJ.ng < Het gemidde lc1e gewicht hiervan 

zij x'. Hoeveel appels moet men m~t teruglegging uit de partij 

nemen; om een gem1ddel{ gewicht te verkr1Jgen met dezelfde 
- r 
.X -

' 

pondeert met een 

800 exem1)laren o 

I·Ietzelfde wordt gevraagd als -x' corres-

steekproef zonder teruglegging van 500 resp~ 

2 13~c Als men 20 appels uit een partij van 1000 mag trekken 

om het gemiddelde gewicht van de 1000 appels te schatten, met 

welke van de volgend:~ methoden zou men dan het nauwkeurigste 

resul taat kunnen vericrJ.Jgen: 

1 Een steekproef van 20 exemplaren met teruglegging? 

2. 4 steekproeven van 5 met teruglegging? 



3 
4 

4 stcelcpro~ven van 5 zonder teruglegging? ----
1 s tt~ekproef van 2() ;~onder terugltJggir1g? 

,-

Er behoeft hierb:·.j geen rekening t0 worden gehoud~n met 

weegfouten. In geval 3 warden de appels na iedere steek

proef w t::r aan d· 1:)ar··c:i.j toegf'voegd alvorens m<::n de volgende 

s ·c e ~: k1:>ro 2 f ne emt . 

2 14. Over het scl1a·t-~ :n van variant~1 .. e en van een 
" , 111 , • • r • a • • •• a : r e : 1 I 7 1 ; J ;q • IL 11 17 

Zoal.:·-, WlJ in par ~-~ 11 gezit~n hebben"' l{an de spreiding 

van een verdeling b(-:;1cl1ouwd warden als eE;11. maat voor de nauw

keurighE~ j_d vvacirmee m:..:11. l12t gemidde lde va1'1 (3.e verde 1 ing kan 

schatten uJ.t het gemj_cl.dr3lde van een steelc·0roef. In de geval

len_ waarin men het gcmiddelde van een verdeling aldus wenst 

te schatten;; 

ling evenmi~n 

zal men ·i_11 de regel de spreic1:i.ng van de verde-
• 

kennf~n II'.°.:_,c is dus gewen:-:, t om me thoden aan te 

geven, volgens welke n1en de spreiding of de variantie van 

een verdeling kan sct1at·~en ult de gegevens van een steek

lJroef . 

Laa.le nu x een Ei ~c)cl1astiE1che var~:.abel2 zijn met onbeken•----
de verwachJc ·1-ng r X :::- (;ll. onbekende s pre id :i_ng [J :x '=♦ (T . Wi j 

beschikken over een tJ·tr::~, . .:1{proef .:x:, .... , x va11. ondE:rling onaf----, n 

hanke lijke waarnerni11gc·j11 van ::x: , waarui t wi J O" trachten 
·~ e s ch a t Jc e i1. 0 

Wij hebb,::::n in paJ: ;? .10 gezien hoe men het tweede moment 

van x l-can schat·ten,, i'iangezien cr 1 het tweede moment is van 
- 2 de gerec~ucE2erde vari8iJ<:, 1~. x j zou men op deze wijze er kun-

nen schatten, als men de~ beschikking had over waarnemingen 
,,.._ . 

van x Wij hebbE:n d 1
.:: ~·~e echter niet; men zou ze kunnen af-

• 

leiden uit ·ae steekprc:]fwaarden x , ... .)x dooJ_-; deze alle met 
I "Yt 

"Y'\ 

d~~: onbekende verwach-'c:1.ng L te verminder1~·n 

van zullen wij gebr1iJ_1,: n1oeten maken van hE.1·t 

van de steekproef, hetgi~en een schatting van 

In plaats 
gem·idde lde 5l .:::-1..L ~. 

n \.= \ l. 

is. Als wi:j dan 

verder voigens parQ 2.10 te werk gaan, zouden wij als schat 

tJ.ng voor 0-
2 vinden: • 

. ' 



X _ X • • 
I,. 

Dr:zc schatting he:)r_~ft echter een be2~tiaar. Als WJ_j dE steek

proefwaarden als btochastische variabelcn opvatten, blijkt de 

v(::rwach·t:1_ng. van _-?-
2 n:1.2·t gelijk te zijn aan de variantie a-.:z. .. -• 

Ee:n d:-;11 gelijlce scha·c·t:ing noemt men onzulVF.:r Eng~: biased " 

E(Jn cons:=-.(_-uentie hi(:.rvan is, dat het gemiddelde van dt? schattin-

gen 
., 

5-:. berekend groot aantal steekproeven van n waar-

nemingen;;, , d ., 1n e rege.L 
,. 

~ niet goed zal benadereno Wij kunnen 

aantonenJ dat geldt: 

• 

~ 2 l 
,· c- - 77-' er. -- _;, -..... 

n 

Dcz2 formule kan worden afgeleid; met behulp van de in dit 

hoofdstuk behandeld2 eigenschappenw Wij zullen dat hier niet 

doen en volstaan met enkele opmerkingen. 

A 1 s "r? ::: 2 , b 1 i j ic t u :1• t f o rmu 1 e 2 . 14 2 dat· 
2 " 1 -~ s 1 e ch t s _J_ er L is ., A ·1 s w i j er du s s ch at 1c en 

2 

de verwachting 

door de .s2 van 

r3tc::ekprioeven van 2 waarnemingen, zullt=:n w:i.j in het algemeen 

wordt de veel te kleine waard;n vinden~ Naarmate n toeneemt 

fout mj_ndcr ernstig; J_mmers als n aangroe:Lt, convergeert 

van 

,r, - , = 1 - -'- naar 1 ~ Door een kleine wij ZJ.ging kunnen WJ. j ech-
,n n.. 

ter sen schatting verlcrijgen die oak voor kleine n bevredigend 

1.s, Als wij namelijlc dr. verwachting van 

I,. 
5 := 

2. 
5 =:: I 

'11 - / 11-1 i. ::I 
X. • L 

_x 

bepalen., vinden wi.J UJ.·c Eigenschap 2 en formule 2" 14, 2 ge

makke li Jk: 
I '/.. 

s :::.· 2 2. 
5 = ~ .. 

2 
De verwachting van 5' is dus voor iedere ~ gelijk aan de 

geschatte grootheid ~ 2
0 Een dergelijke schatting noemt men 

zuiver Eng,: unbiased ~ 

Men mot~t zich door de term zuivere schatting niet laten 
• 

misleid\:_n Het feit; cla·t een schatting zuiver is~ houdt slechts 

in, dat men door veelvuldige herhaling van het schatt.Lngsproc~d~ 
• 

een~reeks waarden kan verkrijgen, waarvan het gemiddelde in de 

regeld~·t veel van de geschatte grootheid zal verschilleno Een 

enkele waarde verkr:gc1'1 met een zuivere schattingsmethode be

hoeft dus helemaal nie·c gelijk te zijn aan de geschatte grootheid 



c;n niet eens een vr~:-:j 11auwkeur1ge schat·c·.1.ng daarvan te zijn. 

Alu x. een r3tochastiscl1.f= var1.abele • 1S _, ' " "11 k " 1.t3 een wi e eurige waar •· 
·• ... 

'+-) 

nem1.ng daarvan reeds 0:en zuivere schatting van x, het gemiddel---
df..: van 10000 waarnern~t.i1g~~n t~chter ook en is~ zoals wij gezien 

~:en zuj_vere schatt J.n[~- van cr'l x ; ... s'- berE::~cen<.1 ui t 10. 000 waarne-• 

mingen J.-~ g,f~n zuj_ver2. maar in het algemeen wel een veel nauw--

keuriger· schatting Dit neemt nog niet weg, dat men 3 zo men te 

le ie zen h(: e f ... c ·tus s E;n r; c.:11 L'.;ui ve re en e en on~~1..1 j_vere s chatting, ge -

baseerG op evenveel 

geeft aan de zuiver8 

• i·: 8 a1,.,ne m 1 nge n, 

~;, c 11 at t in g ., 

in het algemeen de voorkeur 

-
,, 2 

lct.1nnen berekenen, moeten wij dE~ som X, (~ __ y_~ 
1..=I '-

b e p a 1 e n ; d ·,_ t 1_ s d e 

steekproefwaarden 

SOffi van de kwadraten van de gereduceerd~ 

paro 2o9 c Door gebruik te maken van een 

::_r:; aan de eigenschap · van de variantie 

van een verdel·ing.9 lcu11ne11 wij het aftrektcen van het gemiddelde 

vermiJden Er gel0t namelijk: 
'YI 1. 

l'fl ..,., 
2 l. l ,· l X. 

L. 2 14~4 -:x..... _-;x. Jl.. 'i1 :x:,. L X. ,. :: I .. -- - • 
• (.. • " • (. '-=I ,.. ::: I (. -= , 

W i J b c.: \'I 1. j z en d 1· ~ z e 1~ o rmu 1 e a 1 s v o 1 gt : 
~ 

.,., 
.., . -

_2. 
)C.. t- )C. -x,._2 - 2 X. z. X.. + 

\. _ 2. 
L X 
i: I i. = I 

• '- -:: I ' 
• t.:I '-

-
2. - - _1 

?C. -· 2 X.?1.X. +-n -X. = • 
i.:I (... i,::I 

,. 
X 

• 
t. 

V:>orbef?ld: Gegeven z1.J de waarnemingen: 

· l.!-4 1 • 3 5 ., .... 2 3 , -13 ; · 8 ; -; 12 .9 - 27:; +4 0 0 

2 
1!-Ji j berekenen s' ale vo lgt: 

• 

Waarnemingen x, Kwac1raten 
.. 44 1936 
· · 35 1225 

• 

·-23 529 
·-13 169 
"" 8 64 
-l-12 14~-
..!r·27 729 
+40 1600 

11 
J: . :x.. = -44 
I - l t. .. - II 

C. 
'X- - ;£. • 

1. a 
2- .2 x . - X • .. '"" :: I - • • 

l =: J (.. 0 

I 

19 3t6 _ -J> 

'X • t 
= 8 _J_ 

1 . 

............. , schatting van de 01:,reiding <Y gebr .......... ..+ me11 gewoon k de wortel u~lt 
I ,,,r') -·~ 

.. Uit het feit, de 

dat .t 
s' een zuivere schat·ting is van o- 1 volgt niet dat • s 

' een zuivere schatting van .~ is~ Daarvoor zou moeten gelden: 



s • ==- <T en dus : 
• 

.s 
I l. 

= er =-

of • 
• 

2 \?, p ,2. 
'""s' :: C.. s _c..,_s = o -

Dit zou dus de varian•tie van s' gelijk was 

aan nul. en dat dus ., 

geschattc grootheid 

c~ (=; s chat t 1 ng 

0- Dit is 

niet h£t geval, er ~:al gelden: 

s' ster::d.s gelijk was aan de 

in het algemeen natuurlijk 

'O .1 
s '_ ....... s 1 > o v-r a E.l r u i t v o 1 gt : 

s' < ,2 1 f 
S _ 0- 0 : s' < er . 

J 

Als schatting van de spreiding geeft s dus j gemidde ld 

over Gt~n groot a[111.t2J~ s·teekproeven, in het algemeen te kle1.ne 

vJaarden Di t ge ldt clan a fortiori voor .s j aangezien: 

s = 

. O_p_&aY.~.D:: 
2,14 .. a Is 

J 

5 

1'1 

_L L x.. 
11 L::I c. 

Vglt formule • 

een zuivere schatting van 

e en zui vere s chat ·ti rig van :x:. 
1 ? 

'1"J 

:.c en is _j_ ?-
..,., c.:I 

2 0 14 "b Vcrandert d(:} \i-Jaarde van s',. in ons voorbee ld als alle 

steekproefwaarden 1nc:;·i.: 100 vermeerderd wo11 den? En als alle steek

proefwa8rden met 100 i1urden verme~igvuldigd? 

2., 14 c Bereken gemJ_cic1t::lde en variantie s ,2. bij de volgende 

reeks waarnemingen: 

20,15;19,95;20,40;20,16;19,98;20,03;20i12;19,85. 
Opmerkj_ng: Men kan de berekening aanzienlijk vereenvoudigen 

... --"' V ,----......,;...... 

door gebruik te makcn van het feit, dat alle waarnemingen in 

de omgeving van 20 liggen~ 

2, 15.Stardaardis erin g van een s tochas t ische variabele , -· _______ , _______________________ _ 
In paro 2012 Eigcnschap 7 hebben wij gezien, dat als ~ 

een constante is, gclc1t: 

CL :x:.. 
2. ~ l 

= a., u X. -. - . 

Indien wij nu voor ~ 

variantie van 

I 

0- X 
kiezen, vinden wij, dat de 

' 

gelijk is aan is dan dus eveneens gelijk 

aan 1 Indien dus een stochastische variabele gadeeld wordt 

door 

·bele ' ,. -. 

haar spreiding, gaat zij over in een stochastische varia-
• 

met spreiding 1~ Het delen door de spreiding, noemt men 



' 

standaardiserE:n,de verlcregen stochastische variabele noemt men 
•-•.--··---~· ......... . 

een g~s~ary~~§rg1eeor~£ variabeleo 
In paro 2.9 hebbon wij reeds gezien, dat men een stochas-

• 

tische variabele kan 

ting o, door haar ·cc 
verwachting. Bij dj_·t 

overvoeren in een variabele met verwach-

r0duceren, d,wQzO te verminderen met haar 
.. -- . 

reduceren verandert de spreiding niet; 
• 

indien men een gereduceerde variabele dus door haar spreiding 

die gelijk is aan de spreiding van de oorspronkelijke variabele 

deelt 3 verkrijgt men e:~~n gereduceerde ~n gestandaardiseerde 
I 

variabele, die e8n vorwachting C en een spreiding 1 heefto Men 

kan een willekeurige stoc astische variabele x met verwachting 

en spreiding ~ dus reduceren en standaardiseren, door over 

te gaan op de variab8le 

== ~---A 

De overgang van x op~ komt overeen met een verandering 

van het nulount en van de schaal van het co~rdinatenstelsel. -

Door het reduceren wordt het punt, dat corrsspondeert met de 

verwachtJ_ngswa:1rde l1et nulpunt .. Door het standaardiseren wordt 

de spreidj_ng de schaaleenheid. Het zal blijken, dat de keuze 

van ee dergelijke schaal bijzonder pretJdg is bij normale verde

lingen en bovend1en van belang is voor de definltie van de corre
latieco~ffici~nt. 

Men kan de waarnemingen x,) ~ .... ., x..,, van een steekproef even

eens verminderen met hun gemiddelde x· .en delen door hun sprei-
ding 

met 

• een n1.euwe reeks waarden: :f.,. .. . J t1 
I J-n 

-;(:.;_ - X 

s' 
) 

,..., 
waarvan het gemidd~lde o en de spreiding: , ~ 1 

71-I i.:::1 'j'-
gelijk is aan 1a Wij zullen dit toepassen bij het aanpassen 

van een normale verdcling aan een aantal steekproefwaarden. 

Opgaven: 

2.15°a Als x een binomiale verdeling heeft met parameters pen 

, welke is dan de bij x behorende 

1 gereduceerde variabcle? 

2 gestandaardiseerdG variabele? 

3 gereduceerd e en gestandaardiseerde var:1.abele? 



C) 15 b ,., . .,_ ' -t, x 1_s een sJcochast:i_sche variabE:lc-: met verwachting 1 

t;n spr~-: _,_ding 2.. Gcgcve11 zijn de volge11.de 10 waarnemingen van x.: 

-: 0., 20 j ;-Q, 1!-4; +3; Ll-6 _; -:-~~, 80; -1, 00 j Jr1, 68 j ·l-2, 6 2; +0, 80; +2, 96; 
-t-~::; 10 

1 Lej_c1 11·.i_r:~rui t de,' 10 t3·ceekproefwanrden af van dt'.; g.ereduceerdc 

t.=:11. ges·tc1ndaardiseer<:·:t~ variabele behorc;ndc b1j x . 

~-~ Reduceu1"' en sta11ctaz·rcJ.iseer de steekproefwaarden met hun eigen 
,,,..,. , · m ~ d ··1 ~ ·, c., c· r...~ n s pr ~ i· · "' 11 g 0 i..; ·. (:. t'~ ..1. : ' c c l~ . . . 

I 

• 
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3 De Normale verdt~lingo -
• 

N (o 1) -verde:lin~., 
I a, ppr.::n 1 r e a 

Normale verdelJ_ngen zijn verdelingen, die door reducering 

en standaardisering van de variabele overbaan in een bepaalde 

verdeling, die wij hj_er aanduiden als de N 0,1 -verdeling. Volgens 
• 

de definitie is de N o, 1 -verdeling zelf ook een normale verde-

ling; dit wordt weergegeven door de le·tter Nin het symbool o,l; 

de ciJfers Oen 1 corr2sponderen met het gemiddelde en de spr~~-

ding van de verdeling. Een normale verdeling met gemiddelde en 

zie par" 
3 2 . 

' 

De verdelingsdichtheid van een 0,1 --verdeling wordt gegeven 

door: 

-- J e 
2 - J._ X. 

2 
,. 

V 2 ll 

Hierin is~ een uit de meetkunde bekend getal: de verhouding 

tussen omtrek en miCdelliJn van een cirkelo Het getal e is be

kend als het grondtal van het natuurliJk logarithmenstelsel~ 

Er geldt~ 
IL = 3 , 14 1 5 9 26 5 '-' C O 0 

e 

Men ziet aan formule 3., 1 Q 1),. dat de N(o')1 -verdeling symme•• 

trisch is tao.Vo O 1mmers: 

• - I -
V2Tl 

e 
i 

-.L )! 
2 

• 

Hieruj_·c volgt daJc het gemiddelde van de verdeling inderdaad O is 

zie par, 2~5 . Hct is iets moeilijker om aan te tonen, dat haar 

spreiding 1 is; dit zuJ.len wij hier niet doeno 
-

De verdelings:ft111.c·t-.i_e van de N 0;1 verdeling wordt gegeven door: 

-,,,. 

X, 1 
_.Lu 

I -(! 2 .. 

-

tabel aan een aantal voorbeelden toelichten. Bij al deze voor

beelden stelt x een N(o.,, --verdeelde stochastische variabele voor~ 



• 

a Zoe 1{ op : x =~ 2 . 2 5 . 
-

Oplossing: Men zoekt in de tabel het getal in rij 2,2 en kolom 

5; men vJ_ndt 0122., D: 1_·c zijn d~e eerste 4 decimalen van de ge

zochte kans . Er ge lc1·t d.us P x : - 2,. 2 5 ===-o,o12.2 • 

b Zoek o~J: 
-

Oploss:i..ng: Er geld·c: p X 

.. 

c Zot:~ic op: X. <..:: - I, 6 7 . 

+- p x. > I:. 0 + = I . _. 

I-Cl,1423 
. ~ riJ 

.x. = /) 0 _ = 0 

1,0, kolom 7 

Oplossing: De verd<.:J .. ,.11g is symmetrisch 1c .. o oV O zie figuu ...... r 3,, 1 

Er geldt dus: P :x --=-1:,67_ -

P'-x > t,61 _ o, D L, tS. 

i Het streepje onder de 5 be

'--4-----·-·---'-------...a..-
() 

Figuur 3,10 Toelichting bij voor

beeld Co De tweezijdige over-
•• II u• 

schriJdingskans is de gearceerde 

oppervlakteo 

d Zoek op: P x > 
-

Oplossing: P x .: > - o':) - 2 = 
-

e Zoek op: 

Oplossing: 

2 x 0,01SO:: o, 0500 .. 

f Voor v'lt:lke x. is P x ::> x_, •·· o., o, ? 
• •lilt 

Op 1 o s sing: P ._- x > .2 ~ 3 2_. = o, o Io 1 . 

tekent, dat bij afronding op 

3 decimalen voor de derde de

cimaal het dichtstbijzijnde 
' 

oneven getal moet worden ge-

kozen; dus hier: 0,047 en 

niet 0.90480 

-1-

--

De gezochte waarde van x ligt dus tussen 2,32 en 2,330 Bij 

lineaire interpolatie vindt men 2,327; volgens nauwkeuriger 
tabcllen is x== 2.,32 6. 

? • 

Op 10 S S j_ ng : p X > X ' _ = ::::- 2 p X > X · -- 0, I O • 

Dus P . .:x. > x. == o, o 5 . 

Volgens de methodf= gevolgd onder f met lineaire interpola••# 

tie vindt men hierui•c :x: =1,6'-,S. 



◊P,rP,~~~-ing. De hier geg0;ven voorbeelden houden verband met het 

bepalen van overschrJ_jdingskansen voor het toetsen van hypo-

--
x <. x.__ de linkseenzijdige overschrijdingskans van x .. De 

tweezijdige overschrijdi11gskans van xis de kans dat x een waarde 

aanneemt die minstens even ver van het gemiddelde van de ver-

de ling hier: O afvv"i Jtct a ls x ; deze kans is hier dus: 
-) 'f p als x > o en 

p x > - xof x L + x = 2 P x > -X als -
In de voorbeeldcn a,b,c,en d zijn eenzijdige overschrij-

• 

din . :<a11.sen bepaald, in ~voor,beeld e .een bNo:z1jd1ge O\ACTst ........,"dingskanS1 In-0-e.vuor-
,. . ~ 

bee10.f:.n f Eh .::J-g · 18 g::zocht' naaJ?- een __ waar.,de van•.x met e??gBVen ·~cntsee · -~. -ad-ige., 

resp; tweez\j · -e (J;erschr1j·dingskaY1s. Men lette eroj) , .. d·at bi j 0 c;gc.;ven 

tweezJ..:Jtiige ~ o.verschri Jdingskans 2 wa)arden van x behoren; b ij de 

leans O .. 1 O b·i ·jvoorbc;e ld dt-.: wa arde n: ~ · .. 1, 645 en ~ = · - 1., 64 5 o 

De overschrijdingskansen worden gebruikt als men wenst na 

te gaan of een bepaslde waarneming al dan niet afkomstig zou 

l<unnen zi jn ui t een N ( o:, I -verdel ing C> Men toe ts t dan de hypo

these, dat een stochastische variabele x, waarvan men een waar

neming verricht heefJc ~ de verde ling N ( o, 1 heeft, waarbi j de over

s chri j dingskans als criterium gebruikt wordto Bij verscheidene 

toetsingsmethoden komt de bewerking uiteindelijk neer op het 

toetsen van een dergeliJke hypotheseo Dit is bij een voldoende 

groot aantal waarnemingen ooa. het g~val bij de tekentoets en 

de toets van Wilcoxon~ die beide behandeld zijn in de Cursus 
Toegepaste Statistielr Ib 

Opgaven: 

schrijdingskansen van x = 0~84; 2 3 34 en - 3~00. Rand de uitkom
sten af tot in 3 decimalen nauwkeurig, 

3o1.,b Bepaal tevens de linkseenzijdj_ge overschrijdingskansen bij 

de bovengenoemde waarclen van x . 

3.1~c Bepaal de tweezijdige overschrijdingskansen voor x=o en 
X. = - 3,L,9. 

3~1od Benader zo goed mogelijk de waarden van x met 

de rechtseenzijdige overschrijdingskans 0,10~ 

2 de linkseenzijdige n OJ05~ 

3 de tweezijdige tr 
0.,01. 

' ' ' . 
• j ' ,. 

. . . -. ' 



' 

• 

Een N ,~ verd(:ling is, zeals vermeld j_n par. 3.1, een nor

male vGrdeling met gemidc1elde 1-,,4,- en spreid.:1.nf~ (f en kan door re

ducering en standaardiscr1.ng van de variabele herleid worden 

~to ·t ee,n N o:; J -verde ling., Overs chrijdingska11s en e. d. me·t be trek

king tot een N ~,if--verdeling kunnen dus bepaald warden met be

hulp van de tabel van de N o, 1 -verdeling .. \nlij geven hieronder 

enige voorbeelden: 

a Bepaal 

OJ?.l.?S s i,1?-g: 

x > 3, so als x een N" '-f,So ; o,5) -verde ling heeft. 

-
X > 3.,So == p _-'-t,SO > 

0,5 
3t~O- '-/,SO 

" 
0 J s-

waarin een N O~J-Verdeling heefto Wij vinden dus: 

p I - > .2, 00 == o, 2 • 

b Bepaal de tweeziJdigo overschrijdingskans van x =-0,50 bij 

een N -- 3, OD ;2,ov verdel:1.11.g., 

Oplossing: De tweezijdige overschrijdingskans van x 1s, zoals 

wij gezien hebben, de kans, dat x een waarde aanneemt, die min-

s·tens even \er van haar verivachtingswaarde hier: - J,00 af-

wijkt, als x. hier: -0,50 o In dit geval wordt dit dus de kans: 

p x >-o l 50 
\. 

0 

:,_ - - s,so -
• ...... ''r 
• 

1)50 • 
' 

':J = :x. +- 3 - I) 2 5" --2. 

X c:::::::. 

I 
' I 

l 

- 3 00 ) 

_,./ ,. 
I 
I 
I 

b 

5 -:,50 

- 0,50 
.,I 

' " =v ' 
2._.S D 

zic figuur 3o2 

Figuur 3.2 Toelichting 

bij voorbeeld b~ 

l 
+ I:, 2 5 

Bij reducering en standaardisering van de variabele gaat deze 

l{:ans over in de twr-eeziJd:i_ge overschrijdingskans van de waarde 
' J_ !j > 

== 2 p 

/ 2 5-
,) 

,, 

> 1,2s = 0,2112. 
-



c Bep a al lJ i j e en N( 1, 2. -V(::rde 1 i ng de 

zijdige overschrijdJ_ngs1(ans 0,05., 

I 2, 

3.2-3.3 

waarden van x met een twee-• 

N(o:,1) -verdeling en dus heb--· 
,,,. 

overschrijdingskans 0,05 

vgl. 3 V 1 vraag e I> D,.··: gczochte waarden van x worden dus ge-

vonden u1. t: 

+ X, - I I, 9 6 (, u ("' X. -2,,92. en - - I . -- .... • r. J -1 I 

:tJ 
·•!.1'· ,, 

::x: 2. - / -I- t., 9 6 dtlS X -J- y 91 , • 
I- l 

01Jgaven: 

3 <) 2 ~ a x j_s normaal veJ:c7.uelc1 met verwachting 1,37 en variantie -----·-• 

1.,44. Bepaal: 
• • 

1 De linkseenzijdige overschrijdingskans van x:o. 

2 De twcezijdige ovcrscl!rijdingskans van x::: 4. 

3 Dewaard(~ van x m2t ecn rechtseenzijdige overschrijdingskanc 

0.,01. 

1!- De waarc1cn van x m0.,c een tweezijdige overschrijdingskans 0.,001 . 

• 

3 ~ 3 C Eni g,e '.~ ~dlga~,n,s C h8,'LJP c 1: ... v.8:,D- I .9,e_ ,9-,9 ~m,a l.~. v.~.~.a.~ 1 i r:ig 0 

Als .x een N ),)-vcrc1eling heeft en a.. en e, zijn Qonstant2n, 

d~an heeft z == a_ x + e, vo lgc11s de eigenschappen 1 en 2 pag o 32 {.=n 

6 en 7 pago 46 de verwachting ~~+C en de spreiding 1~1~ GE~ 

geldt nu: 

Omdat :x: een 

: a. __ ~ .~.C: . -(aµ +e) 
/af v 

+ ~-r . ; 

er 

• 

- b- -c 
U"' 

heeft zowel 
dat i - t £. een N o:,, -verdeling DaE1rui t volgt 

heeft en dus rz normaal verdeeld is. Wij 
er(~, 

~ 

v1.n"""'en 

hoeft , 
.~ 

N a +e} /a. a- -verd2ling. 
' 

Voorbeeld: 

a,< 0 • 

~-c als_ ;c_ -C 
O' (r' 

een N(o.,, -verde ling 

dus: 

heeft a.x+e een 

Gevraagd: de rechtseenzj_jdige overschriJdingskans van 't. :=o,~2. ale) 

'X :: - 1 x +-Li., waarin x N(-1.,2) verdee ld is. 

OP.~?. f?.s ~.n.~: 
X ;;:- - 2. '-' X + 4 :::: ( - 2) ( - I) +- lJ = 6 :,. 

. CJ( X)

Z heeft dus een 

X > 0:>?>2 

t 

-2 .er x)== 1x2:::: 4 .. 

N/6,4)-verde 1 i ng. Dus: 

= p. ~ > 

_ 1_0~07 &::ro,92.:22 .. 

- ,, '-t 2: 
. 

'£;I : N 



Eig2nschap 2: Als x en x onderling onafhanl-celijk normaal ver-
---- ·•· .. - -~-.......,;;;-- .....,;;.. l - Z. 

deelcJ. zijnJ dan is ook x,-,.z2. normaal verdeeld. 

X +X """"+ 
1 -2 1 

.x. is N o 3 -ver·cle2ld 
.;;._{ , Voorbeeld: 

.x 
2 
is N -1, Lt f t 

Bepaal: )CI + X2. .>- 0.-.J ., 

= P ':-J2 O+I _ p 
J 5 LI> 0,1 = o:J 1;2.07. 

Wij zullen eigenschap 2 niet bewijzen., doch onmiddellijk 

overgaan op de consequenties ervan. 

Door combinatie van c1e eigenschappen 1 en 2 kunnen ,wij ct,2 

verdeling vinden van iedere lineaire combinatie van normaal ver

deelde grootheden. Wij vinden dan de volgende eigenschap: 

Eigenschap 3: Als x ...... , . .,:x:. onderling onafhankelijk normaal -,, ;-, 

verdeelde grootheden zijn, waarbij xt- een N ",°7, -verdeling 

heeft; dan heeft 

'1.. - a, X 
• • a,. constant 

• ,.. ::: I (. I,, 

' 

een normale verdeling me·t verwachting: 

• .. 

en spreiding 

• 
l. t. 

a er. 
i.::::1 l c. 

De uitdrukkingen 

vorige hoofdstuko Uit 

voor _ x. en cr- z 
; a•-

e1_genschap 1 vo 
zijn reeds afgeleid in het 

dat de grootheden ~.x. 
t.. c.. 

alle normaal verdeeld ziJn; door herhaalde toepassing van eigen

schap 2 volgt hieruit eigenschap 3o 

De belangrijkste toepassing 
... het 1 d t geva , a x ........ ~ . )x alle 

I ..,, "l"r 

be n en d at a = a. = . . . . . . . -= a_ = ..L • Er 
I 2 ')'} ,, 

met 
• 

11 i:I t. 

van eigenschap 3 hebben wij in 

dezelfde N ~,~ -verdeling heb 

geldt dan: 

z = en 

In dat geval geldt dus., dat ~ een N a' .,vn -verdeling heefto Wij 
vinden langs deze 

nemingen uj_t een 
weg 

N 
de verdeling van het gemiddelde van n 
.o- .... verdeling. 



Voorbeeld: 

Gegeven de volgende 5 waarnemingen: 

2~95; 0,91; o,49; -0,62; 1,13. 

Gevraagd: de tweezijdige oversdhrijdingskans van het gemiddelde 

van deze waarnemingen, als aangenomen wordt dat het onderling 

onafhanke 1 i jke waarnemingen ui t een N o, 1 -verdeling zijn. 

Als de~waarnemingen afkomstig zijn uit een Nro,1-verdeling, 

heeft x een f\( o, I -verdeling. De tweezijdige overschrijdingskans 
'ff 

van 0,972 wordt dus: 

... 0 0 3 ,-... ::, .. 

Opgaven: 

3 .. 3 0 a., Geef de verdeling van .x - x en van 4 x - 3-X; - , als x en x. 
1 -z , · 1 1 - l 

onderling onafhankelijk N ,, -verdeeld zijn .. 

3o3vbc Gegeven zijn 5 waarnemingen uit een N ~,' -verdeling: 

0,02; 1346; o,4o; 0,69; -1,30. 

1 dat de rechtseenzijdige overschrijdingskans van het gemiddelde 

van deze waarnemingen juist gelijk is aan 0,05, 

2 dat de linkseenzijdige overschrijdingskans _van het gemiddelde 

van deze waarnemingen juist gelijk is aan 0,05, 

3 dat de tweezijdige overschrijdj ':1;;skar1s van het gemiddelde 

juist gelijk is aan 0,05~ 

Geef in ieder van deze gevallen tevens aan voor welke waa~

den van - de overschrijdingskans grater en voor welke zij klei

ner is.dan 0,05n 

3o4, Centrale limietstellingo 

In de vorige paragraaf hebben wij gezien~ dat een lineaire 

combinatie van~ onafhankelijke normaal verdeelde grootheden 

zel:f normaal verdeeld is o Men kan nu aantonen., dat dit bij be•~ 

nadering onder bepaalde niet ernstige .voorwaarden ook geldt voor 

een lineaire combinatie van onderling onafhankelijke grootheden 

met een willekeurige verdelingo Dit is een consequentie van de 
centrale limietstelling 3 een van de belangrijkste stellingen van 

de wiskundige statistiek, die wij als volgt kunnen formul,s:---:·:: 

-A_ls __ x ~x :.··· onderling 
I 2. 

tie van 

• 

• 

on~~~.~ri.~c~ 1 i j~~, ~ to_,9..!18t3 ~}-s ~h~,a ,gr9,9tpeQ,~.nv,, .. ~~i,,j,Q '. 

da;;i .. ?~!J-Ve~g~e~t ,,, .Y,O~ar .. :14':°,,,., Si~ ,_,,yerg~ 1:.~ ns;~.~¥..r~9 ... ~ 

' 

X. - • 
-- __________ i. =-==~ ::=1 . . "' 



naar de verd.elingsfunctie van een NC), -verdeling. Er is aan 

dezG stell1_ng nog een ex·cra voorwaarde verbonc1en, die hierop 

neerkomt, dat de staarten van de samenstellende verdelingen 

niet te dik mogen zijno Deze voorwaarde is in ieder geval ver

vuld, als de samenstellende variabelen verdelingen hebben, die 

alleen waarden aannemen, w~lke in een begrensd interval liggen° 

Indien een stochastische variabele beschouwd kan Wo~den 

als de som van een groot aantal onafhankelijke stochastische 

grootheden, zal zij volge11s de Centrale limictstelling dus bij 

benadering normaal verdeeld zijno Dit is bijvoorbeeld vaak het 

geval bij waarnemingsfouten, die optreden bij het meten van 

physische grootheden. GausG heeft hiervoor onder bepaalde on

derstellingen reeds afgeleid 3 dat zij normaal verdeeld zijno 

De normale verdeling 

genoemdo Toch is het 

worcl·c j_n verb and hiermee we 1 de '' foutenwet ?! 
• 

gevaarlijk, zonder nader onderzoek, deze 

'' f outenwe t '1 bij a lle mogc J_ j_ j1<:e s oorten van waarnemi ngs.fouten 

toe te passeno De voorwaardcn nodig voor de geldigheid van de 

Centrale limietstelling ziJn voor vele soorten van fouten niet 

vervuld en het is in ieder geval zeer moeilijk te veriI'i~ren of 

bepaalde fouten samengesteld zijn uit een groat aantal onafh~~

kclijko stochastische variabelen~ Indien msn een essenti~el ge

bruik wil maken van de normaliteit van de verdeling van de waar

nemingsfouten verdient het aanbeveling dit eerst te onderzoekeno 

Wij zullen hier niet ingaan op de methoden waarmee dit gedaan 

kan 1A1orden., 

Een voor de toepassJ.11gcn belangrij~ gevolg van de Cent.r,ale 

lj_mietstelling is, dat de □ om van een groat aantal stochastischP 

g1,,ootheden bJ.j benadcring 11.ormaal verdet'ld is O Indien x ..... _ .... ::x. 
. IJ J ~ 

alle dezelfde verdeling hcbben met verwachting ~ en spreiding 

c, , heeft volgens de Centrale limietstelling 

a-Vn 
een verdeling, die voor~. ➔~ convergeert naar een N ~' -verdeltng. 

Voorbeeld: Wij hebben in hooI'dstuk 2 gezien dat een stochastische 

beschouwd kan warden als 6c som van~ onafhankelijke stochast1sche 

grootheden xi, die allc dczelrde verdeling hebben. Deze verde-

-- • 

X . .:: I 
I,, 

-



• 

• 

D2 verdeling van: 

-- X - np 

'>'1? (J_.p) 

zal dus voor voldoend 

ling moeten zijno 

grate n bij benadering een N{o,1 -verde-
• 

Hct kan misschien bevrcemding wekken, da·t een discrete ver-
.. 

doling als de binomialc, h:1.er benaderd wordt door-een continue 

normalc verdcling~ Men mo8t hierbij echter bedenken, dat de 

waardon die x aanneemt op afstand 1 van elkaar liggen, doch dat 

groter is, doordat de sproiding van de binomiale verdeling 

waardoor x- n? gedeeld wo1,,a·t om 

11 voortdurc1nd aangroe it O A 7 s "Y1 toeneemt, kri jgt dus de gere

duoeerde en gestandaardiscerde binomiale variabele ~ steeds 

meer een continu· karakter, Wij komen op de benadering van een 

binomiale verdeling door oen normale nag terug in paragraaf 3e6o 
Uit hct voorafgaandc volgt, dat ook het gemiddelde x = 
'n 

, :...- x_ van onafhankclij1cc· stochastische 
'Y7 i.. ::. J t. 

var j_ ab e 1 e n :::x:. ......... ., x ,., ,., 
met doz~lfde verdeling bj_j benadering nor-

maal verdec~:ld zal ziJn en wcl heeft X-L':'-. n 
V Pl I a 

bij benadering een 
er 

N 0,1 -verdcling. Dit batekent, dat het gemiddelde van e8n 

grate steekprocf van n onafhankelijke waarnemingen uit dezelfde 

verdeling bj_J benadering normaal verdeeld iso Dit geldt, zoals 

wij in de vorige paragraar gezien hebben, exact voor een steek-

proef -uit sen normale v0rdeling 
Deze eigenschap van het gemiddelde wordt in de practijk oak 

zeer vaak toegepasto Op grond hiervan kan men methode~ die strikt 

genomen allecn gelden voor normaal verdeelde grootheden, dikwijls 

ook toepassen op steekprocvcn uit verdelingen) die niet normaal 

zijno Men moet hiermee echter ook voorzichtig zijno De nauwkeu

righ0:1.d van de benadering hangt namelijk niet alleen af van het 

aantal waarn~mingen, doch ook van het karakter van de verdeling 

waaruit de steekproef gcnomen wordto Vooral als deze verdeling 

sterk asymmetrisch is, zaJ_ een groot aantal waarnemingen vereist 
, , 

zijn voor het gemiddeldc daarvan redelijk normaal verdeeld iso 

Bovcndien is het mogelijlc, dat de verdeling niet voldoet aan de 

door ons ni8t geformuleerde voorwaarde voor de geldigheid der 

Centrale limietstelling. 
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3.4-3~5 

3 .1!- Q a<) Laat x een stochasJc::i.f3che variabele zijn met een binomiale 
• 

verdeling me·t parameters~ en . Geer een benader1ng voor de 
k X ans dat.=. meer dan 0;01 van p afwijkt·voor de volgend€ gevallen: 

~ = b , . 
p 0,5 

p 0,2 I I 
0 , 1 r 

0 , fl 

3 o5 Combinatie van onafhan1<:eli 'ke toetsen. 
Eigenschap 3 behandcld in paro 3.3 en de Centrale limiet

steJ_ling vindcJn een bclangrijke toepaesing bij het combineren 

van onafhan1{c·lijke toetse1·1e Wij zullen deze n1(.;thode behandtlen 

aa11 d<2 hand van een voorbecld, ontleend aan c1c rtElernentaire 

sta·tistische opgaven met uj_·tgewerkte oplossingenu, Rap s 158 

van hct Mathcmatisch Ccntrum van Prof.Dr J. Hemelrijk en Ir Do

ralJ_en Wabeke opgave 48 o \·Jij maken hierbij gebruik J.Tan de 

toc~..,cs van WILCOXON oVoor de beschrijving hiervan verwijzen wij 

naar hoofds·tuk 8 van de Cu11 sus Toegepaete Stetistiek I Rapport 

s 120 0 

. 

Wij vermclden hier allci_n enkele hijzonderheden, die in de 

Cu1-,sus Tocgepaste Statis·cicl{ I niet behandeld. ken.den word.en, 

omdat de daarvoor vereistG theorie nag niet uiteengezet was. Alsde 

van Wilco:::~on berekeno. v101,,dt ult een stcek1Jroef van men een 

van n waarnemingcn, geldt, onder d~ hypothese O , dat deze steek

procvc?n afkomsJcig .zijn ui·t dezelf..ie wh-verdcling: 

en 

= 1 m n 'Yn +-i"l .,..., • 
1 

; ... 
Formule 3o5o1 geldt algemeenJ formule .5.2 geldt alleen, 

indien er in de steekprocvcn g2en gelijke waarnemingen voorkomen; 

de ~J~acte formule voor ~~ ~ in het geval er wel gelijke waarne

mingcn voorlcomcn., hebben v,r:i.J behandeld in par. 8 .8 van bovenge

noemde cursus., 

Verder nadert, als men~ beide toenemen, de verdeling van.U 
onder H

0 
tot een normale verc~eling o Di t wil dus zeggen., dat voor 

voldoend grote men~: · 

-- U - l '>'n o/i 

er U ·. 
. . 

• 

bij benadering N O~/-verdc:eld is. 
. . . 

. . • ,l 

·. . 
. ' . ,' . ' " 

. 
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• 

• 

Wij hebben deze eigcnschappen reeds in paro 807 van genoemde 

cursus toegepast voor dci berekening van overschri O i ...;-y ans.e-n ~ 

Er werd daarbij nog een zogenaamde continu!teitsoorrectie toe-

schrijdingskans van 

- I 7Y1?1 
l. 

a-{ll) 

doeh~an een Quoti~nt> waarbij de absolute Waarde van de teller 

½ lager was; in de N o, 1 -tabel c. ,.,. zocht. De betekenis hiervan 

wordt in par 306 nog toegclicht. De a£leidi ~en va.n. ~ z~ s el

lingen zullen wij hj_er niet geven. 

De opgave luidt als volgt: 

Door een bepaalde wijze van preJ;)arereQ rnethode /!. ho.c.pt een 
tex·tielfabrikant zijn gsrens e.t.e.r ~ te mal,ten dan z.ij .zor er 

toepassing daarvan zijnc Om dit te o e~zoeken ve~.a~ _1gt hij 

van twee soorten garens 3 die hij se\'tOa.nlij~ in..gro _ ev-eelheden 

produceert een partij rnet en zonde.r -epass.ing van met·i1ode Ao 

Vervolgens past · ij . "tr!e.k.1)roeven <I..>--.,...... de zo verkre.,g.en garens. toe 
en ~~.ij vindt de volgende numerieke 1:e1 ....... u:tts.ectru.... in een 

of andere sterkte-eenheid : 

Garer1soort 

• 

13.93'(' 
12.966 
12,10 
13:;20 
11;,40 

12J97 
13,62 
12, 5J+ 
13, 1~1 
13,57 ,, 

II 

1~,46 
10,69 
10$19 
'10,34 
11.,79 

1'1,52 
12,63 
10,59 
1'1,64 
11.,70 

zon.v.er A • 

met A 

• 

• 

0.,05 na: Ga met bel1ulp van ecn Jcoe ts met onb.etrouwba.arheid o1,_ .= 

of de garensoorten I en II verschillend in sterkte zijn 

of de fabriicant er wijs aan .doet methode A in te voeren of 

a 

b niet .. 
0-loss inr.-: 

a· Met de toe ts van WilcoJcon toetsen wi j de.: l1ypothese /-/ , dat 
0 

de garens I en II even sterk zijno Deze toets voeren wij uit zo-

wel met de w~arnemingen der trekproeven van de met A behandelde 
J 

_als de niet met A behandclde garenso Dit doen wij, omdat wij van te 

voren niet weten of A invloed heeft of niet; als A invloed heet't 



' 

• 

13,20 13,37 
II II II I II II I I I I 

dat een II v66r een I staat; men vindt dan: 

5 + 5 -I-5 -; -3 -:-3 ::::: 2 3 · 
Volgens tabel 8qII van de Cursus Toeg2paste Statistiek I 

is de linke~ kritieke waarde van de tweczijdigc toets van Wil-

coxon bij LA 

zelfde cursus is dus de rcchter kritieke waarde: 25-2=23. Wij 

concluderen., dat zonder l)cl1andeling met A garensoort I systema-., 

t1seh sterker is dan garensoort II~ 
Wij passen nu ook a~ toets van Wilcoxon toe bij de met A 

behandelde garc11s., De naar opl,{limmende grootte gerangschikte 

trelcsterktcn worden: 

10>59 11,52 11,611- 11,70 12,54 12,03 

II II II II I II 

Me11 vindt hierui t I)== l.~x5-:-1:<:4 ... 24 

12.,97 
I 

13.,41 

I 

13,57 13,62 

I I 

Ook in di t geval moc:t dus H0 verworpen worden. Weer vindt 

menJ dat I systematisch sJcc1"1{er is dan II 0 

Wij concludcren dus dat zowel voor de behandelde als voor 

de niet behandelde garens de hypothese: de garens zijn even 

sterk, verworp8n moct worfcn ten gunste van de hypothese dat I 

sterker is dan II, behoudcns een onbetrouwbaarheid 0,05. 

b Wij willcn nu 

van de garens geen invlocd hccft op de sterkte. Wij hebben reeds 

geconstateerd dat I en II verschillen en kunnen dus de waarne-
~ '' d · A'' " t 1 ; t t mingcn zoner nie a o cen s eekproef beschouwen en evenmin de 

de waarnemingcn 1'met A'' o 
1.:.Jij zullen dus. de toets van Wilcoxon af-

hebben dit hieronder gedaan; B betekent: zonder A~ Garensoort I: 

B . B A B A B B A A A 
~ ~ , 

Wij vinden nu, als UJ het aar1tal keren . is, dat een A voor een B 

staat: : U = 3-l-2= 5 

Op grond hiervan kan 
• 



• 

Gart:nsoort IIo 

10,19 10,34 10,59 10,69 11 1 ~-6 11,52 11,tS4- 11,70 11-979 12J63 

A B -·~ A A A B A B B I , 
J,) 

3 --~ 3 X 1 =t) · 

Op grand hiervan kan H
0 

evenmin verworpen warden~ 

Voor de garens I En II kunnen wij dus de hypothese, dat toe

passing van rncthode A g~en invloed heeft op d8 sterkteJ niet 

verWE.: rpen,. \le 1 oons tat c rE1n \-Ji j J da t 
,, 
in beide gcvallen de toet

dan haar verwachtings-I 

singsgroothuic1 aanzicnl1.t.j1c lager is 

waardc: ½a5 5=12-½ vgl. 3o5o1 Q De vraag is nu, of de combina

tiG van b~j_de rt:sultaten nict kan leiden tot vcrwerping van de 

hypo these ' " l.> 

D~ h1crvoor in aanmcrking komende toetsingsgrootheid is 

== ._., :r ..,_ , aJ.s L cl.c [-(roothcid voorstE·lt verkregen bij 

garcnsoort -
-·-- ..;:....- 0 Me11 kan de 

icene11, als rr1e;n c1E; VC::rdelJ_ng2n van _::::::_ en :::_ afzonderlijk kent 
:I II 

en gebruik maakt van het felt, dat b0ide grootheden onderling 

onafhankelJ.jlc zijn~ vJiJ zullGn d·it hier niet doen, doch gebruik 

maken van ~en bcnaderingstncthodc, die berust op eigenschap 2, 

die eun bijzond~;r gGvaJ. is van eigenschap Jc 

Het is bGkend, dat de toetsingsgrootheid U van Wilcoxon 

onder de hypothcsc 
(} 

een symmetrische discrete verdeling heeft 

mits~ zoals hicr het gcval is 2 er geen gelijke waarnemingen 

voorkomcn C Als~ ~n n, de aantallen waarncmingen van beide 

stcekproevcn, toc~nemcn 1 nadcrt, zoals verm~ld, de verdeling van 

d8 benadering door 

middel van uc)n normal~ verldciling nog niet erg nauwkeurigo Als 

2 oak exact normaal v~rdc~cld zijno Nu~ enU slechts bij be-
:r Ir 

nadering normaal verdeeld zijn, zal dit ook voor V het geval 

ziJno Het blijkt, dat de normal~ benadering voor V veel beter 

voldoet dan voor en 

verwonderen, aangezien uit de Centrale limietstelling bekend is, 

dat· zelfs de som van een aantal willekeurig vcrdeelde onafhanke~ 

lijke stochastische grootheden bij benadering normaal verdeeld 

• 

Wij benaderen hier de verdeling van V = U + LL onder H dus met 
• :z :a: (:) 
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• 

cen normale verdelingo Wij mo~tcn daartoe nog verwachting en 

sprciding van V kennen. Hiervoo~ geldt; 

- ,. 

dus er V 

Wij zoel,cen 

s cl1.ri j c:i i ngs k ans 

-

--

• 

nu in 

van 

CT V 

+ 
" 2x...Lx5xS_25 zie 

I -JI 2 

u 
-w .- .r = 2 x L x S x 5 x ( s -1-S y• t = '-I s ~ 8 .3 

-- J[ ,,.. 

de ·cabel van de N 0:,1 d.c.' tweezijdige over-

-- J :J 9 • 

De tweczijdigc overschrijdingskans wordt: 
• 

·· 2x0.,0233=0,o47. 

I als bij garen

soort II b.leek., dat het vaker voa.rkwam, dat een met A bshandc:ld 

gar.en sterkcr vi8S dan 8Cn ni~C;t met A behand\.,ld garcn dan orngl:-

1{8(.:l"d;i vcrwci,pc:n wij H tL!1 :::~:unstc van de: hy1:)otl1c.sc c·1cit rr1ethodt... 
0 

A de ga~ens stcrker ma8kt. Hct is dus aan te Paden methode A 
• J 

in te voeren. 

Oprncrkin 1: lndiE.n het :1.nvoeren van m€1 thodc A grote kosten mEt 

zich meE!brcngt, verdiBnt hct wellicht aanbevcling e0n grotere 

prosf te verrichten om mc 1c grotere elligh-eid tot een concl·u
s ie te kunnen komeno 

' 

Opmerking 2 t I}e hier 1::.ehanclulde met ,.,. , kan wor)den gebruikt 

• 

voor de CQmb4natiB ~an willckeurig veel toetseno Indien men 

bj.jvoorbeeld niet met 2 maar met n ond.erling vt:r•schillende garen
soorten te docn heeft, en bij soort i, s teekp1'iocven met -YY1. en n. 

waarnGmingen warden genome11, 

van Wilcoxon wordt b0rekend, 
dtJ con·11Jinatiemethode: 

• 

• 
• 
l.-1 - L, 

met vcrwacr1ting: 

en variantie 

-

(. <.. 

waarbi j de tol: ts ingsgroothE id U.. L-

dan wordt de toctsingsgrootheid van 

1·11 ?1 
• • 

l. .. 

afgezien van gelijke waarn~mingen ~ 
• 

. ·-



De methodc kan oak word~n to8g~past voor de combinatie. van 
:l ) .J d a r1 d (.: ·:- (1 .. ·._.· ·i-- (\_; \ Tc'-:l n 1 ,.l i" 1 CO '·" .. On - 1·~:: '·•' ·n '10 0 rb ;:) e 1 d h ·i er -a 11 c1. c.~ r1 c ·c o (; L: s c r1 J _ u _ . v -- v .. v -" " ~ - ..., 

. 

v an z u 11 2 n \AJ ~1. j i n p cl r ., 3 .. , . ) '..> c: h Ei n d e 1 e n ., 

Opgav 12n: 

voor m= n::: 5 gc;geven is? 

3 5 1-1 Com1·,·1·· n('.'.' ·:er bj J0 11-··)l= vc>orbccld van dC::: garc.:ns de toetsen voor 
• " ',' 0 ' !,.,,, '- i,_; - '--' 

h (; ·t v (:; rs c h j_ J. tu s s t..: n cl C: gar 1_. l~ s o or t c, n I e n I I , v o or de g e v a 11 e n 

zondcr A en met Ao 

3 D 5 ., c . V c ro r1 d 1 _ rs t c 1 J c:J. a -'c cl(:. gar c n f ab r i k ant d c· s ·t e r kt e pro E:-: v e n 

ook no.g bi.tj (;en garc::nsoor··L: III hes ft ui tg8vourd met de volgende 

r --· s u 7 J._ ,..., t - n ° C ..,..Get c " 

Zond~r A: 10,31; 9J87; 10,03; 10,12; 10,45; 9,98, 

mE ·t A : 10, 08; 10, 1 1 

(; 10., --15; 10; 5 0; 9, 9 3; 10, 4. '1 • 

Gana: 

of garcnsoort III in s·tGrkt~ vcrschilt van garcnsoort I en 

g:arensoor.,c II., 

2 of bij gar0nsoort III ell; hypothese v~rworpen kan warden, dat 

method~ A g~cn invlocd hccft op de sterkte, 

3 co tn b i r1 e , . 1,. c,l c_ to <::: t s G ·n v o o 1~ h c:: t v E: rs c hi 1 tu s s (_.: n s t e r kt e n., v E r -

lc1,.,eg(;n met (·:. r1 ~::011C}t.:;r C1L rr1:..:-'c}·1oc1c A bi j de 3 ga1'l(.=nsoorten o 

.9P.tD,.~r.l-~ir,t,s;: BJ.j (:L:n onbe:trc)l,l\'Jbaar~heidsdrempul O, 05 zijn de kri

t ~i_ e 1c e w a a rd '--3 11 v c11--i cJ c t vl .. <3 1: i :] d i gs t o e t s v an W i 1 c ox. o n v o o r rn = 'YJ = 6 ; 

/" 

3.0 Normal~ v2rdclinY als bcnaderin~ van discrete verdelin-6no 
1J1lij h<~1)1)011 in par. 1 "6 g(]zien., dat men uit practische ovsr

w C: g i_ ng 1:? n v a cl le c1 i t,=; c r· c: i: L v (-.: r, c·1 c 1 i ng e n door co n t in u e: b is n a de rt , Di t 

gescl1iedt vooral in de gcvallcn, dat men discrete verdeling8n 

nodig heeft, die ni~t getabellecrd zijn en slechts ten kostc 

van omvangrj_jkE1 bGrekGningt;n vLrkregen kunnen warden~ Bovendien 

zijn d~ benadsrende continue verdelingen dikwijls veel gemak

kolijker hant8Lrbaar dan de corrcsponderende cxacteo 

Een groot aantal discr~tc verdelingen kan goed benaderd 

wordcn met bchulp van ccn normal0 verdelingo Dit is dan meestal 

een gevolg van het feit, dat deze verdelingen asymptotisch nor

maal zijn, hctg~en wil zcsg~n, dat de verd~lingsfuncties van 

dezc verdclingen naderen to·t de verdelingsfunctie van e£n nor

male verdeling als een of mcer parameters van de verdeling on

bcperkt aangroeieno Dit is bijvoorbeeld het geval bij: 

• 



• 

De binotni.ale verdclj_11~_,, 

crroeit 

als h8t aantal cxocrimenten ... aan-
• 

b ,:; 

2 D c v e r cl'* 1 i. n g v an (1 c Jc () c t s ·_i_ n gs g root he id 

cl(:_, hypo th t:: s e 1--1
0 

, a 1 s c.1 '..~ om v a ng v an b e id E' 

(j_ van Wilcoxon ondt:r --
st~:-- c kpro1;:;·v E· n n1 en -r1 

aangrocitJ 
3 D~ v~rdeling van de sam van n onafhankeliJke stochastischG 

groothcdtSn als rr aangra~ :i.t o 

In al d0zl.: gevallE~n ~.);.::11adcrt men de cliscrc;te verdcling 

steeds met ~en normalc vcrdcling, die hetzclfd0 gemi.ddeld~ ~n 

d ·· z · lf a·, c:. s-pr ~-:. i· d 1· ng h · · rrit)_ e c. c ·c t::t;;' 1..,, 

Als vocrbeeld gcvE.:n itJi.J hier de benadEring van e,:,n binot'niale 

VL;rdcling met 11 =10 en p=·~O;) 4 .. Een indruk van deze benadsring 

he;bben witj reeds verkrcgcn uit fig .. 1 c6 op blz. 12 .. Voor dt.ze 

binomiale Vbrdeling gcldt volgens hoofdstuk 2: 

:X. _ 'Y? ? - I C) • 0 J '-/ = en 

x) = 

Als he·nadt.:;ring 

,1 f ( I - f) ==w I O • 0, Lt • 0 , 6 :-, 1. > t.., = I> 5 I-; 9 .. 

wij nu de kans ~x~3 van de binomiale verdeling willen benaderEn, 

kunnen wi j ni~t de OVi;:;rc c11komstigE· kans van de norma 1 e vercJt ling 

ge uiken, want dszt .. is s·tcuds O, omdat de normale Vt,rdt-_.ling 

continu is .. tlij kiezE.n daapom de kans, dat de normaal verdet.:ldE: 

variabele,hicr aan te gcvun met~-' een wa2rde aanne8mt in h6t 

in~crval ~ 2·½,3{· ·• d~WoZ~ t~·cn intePV<1l v.an de breedti2 1 waar;van 

3 h u t mid de; n i s , W i J b c 1J,a c1 l~· r ~ n _ ~ P .x ::: 3- ½:. b in om i a a 1 v c rd e c~ 1 d 

- ·-
Dez e la.atstc kans kan gl.,w.al<:kt::litJk trer-GkGnd 111ordE.:n met c1t:: tabel 

van r1€ c:i ls y (:: (;n N (o> 1 -variabE:le is: ..,, 

• 

·W• --~ 

0 p an a 1 o gt;· w i j z e k c-=t 1·1 tl1 l... 1·1 -p x_ = 1 :i • • • • • • • • ;P ~ = 9 b (; n ad e re n .. In--
diE:n men wi 1 bere iken (::a·t de.::· som van dE.: bc:naderende whn 1 " is, 

En 
-

deling hebben wij gEgcvcn J_n tabtl 3aia 
r11 • .. ·1 ., • . l '3 I ,... 

) ~ ,: ~~ ' ~) '..:,_., ~·- -· ~- ~J -

B ., . d R i ,.,1 . ·, n-1 ., ,..., 7 ' ·v .. , . r r'.J 1-!I n o· I .,...., /1 0 · C;nact._;r~·1ng van t:S' _ l 1. ... , .L _1_,_.i, _,_\;_. i...: 1....i~ ..:..._.iL:S t 1
• ~. 1 .) 

a a ng G ·p a fJ t e no rm a 1 c· v (:_: 1'") c~~l c l. ~i. n g )\! 4 j , 1· j 5 4 9 
• 

• 

. o 1 2 3 4 5 6 7 8 

• 

l) X.. ::10 ffif; t 
·-· ""' -

binomiale ver-

o.,4 r·.~ ~ . .. ,..::1 " 
1 I ~ l ' . Ji,, • ...., , ... , .• ,,, 

•. 
I • 

9 10 -------+----.. __ ... ,.. ___ . .., .. , ... .._.. .. ,.,_ ------t-------+-------...... _ -- ,._,..__,_ .. , ........ , .... .._., ___ ~------··-" ---··---. . t ·••··.•·. €Xac 0., .....,, 

0,012 

o, 

0,041 

0 ~ 002 (), ()00 
. 



• 

D\.., 

no m-1 a 1,-.. 1 ... -1.. C '(,;.; 
. --

-
.x< 3 --. -

..:..7 4-

0 b" ~ d b" ·1s l.J E:.: l-

D (, s Om v a n <J. c., o v E.: r c c n kc; rr1 :=) 1c -_,_ is c~: k r-1 n s (: n b i j d t ~ no ~r, ma 1 <:.: v e rd e 1 i n g 
-- ... ~ - --· 

/'\ --.., I 
J - • / ~• ,J r · · ·' / 

-- I 2 .. -~ -~ - - -
bcnaderc1 

-
Evi.;nzo word·t P :x. -2 3 tenc1r~;_,;r·c.1 (~;loor _ o In het algemeen 

• 

word t d c :_ i 11. t,,c s (~_; t~' n z i j d ·J_ g ( .. o v c~ rs c hr i j d i n gs k E.1 n s v an x b i j d E b i no -

miale vGrdGling bcnaderd door d~ linkseenzijdig~ ovErschrijdings-

1-c ans v an x. -1-- j- t.) ~1 j (j E 11 or r11 <::1 ]_ c v t: rd e 1 i tig 8 n d. c rec ht s e en z i j d i g e 

ovcrschriJdiogstcans van x lJJ.j de binomiale v~rdeling b0naderd 

door do rcchtscenzijdigc ov~rschriJdingskans van x-~ bij de 
--

~: S X -·- --
De t~rm ½ di~ hicr optreedt wordt continu!t~itscorrectie 

<-

genocmd 5 omdat zij voortkomt uit het feit, dat m~n een discrete 

v e rd c 1 in g b c~ n a c:t l:. r t door c .. ; n c on t in u 8 .. 

De continutt8itscorrcctie bij een tweezijdige overschrij

dingskans kan m0n dir~ct uit h0t voorgaand0 afleiden, als men 

bed.____nkt., dat zi,j stE:ccls c.,c1.1 som is van csn ruchts- en eE:n links

eenziJdigc ov8rschrijdingskanso Bij symmetrj_scht verdclingEn kan 

men als oenvoudigc reg8J. g~ven, dat men als bcnadering a~ twee

zijdigc ov~rschrijdingsl{ans volgens de normalc vGrdcling gebruikt 

v an c e n Vl a a r cl 1
::.: ;) d j_ c -?~ d :L c·~ h ·t~ c r b i j r1 E.i t g e rn i d d c .1 d c v a n d E-' v e rd e: -

ling ligt dan de w2::1rc1l., ½raarvan tnt:?n c:lc twcezj_jdige overschrij

dingsl{ans mo~t bcpalen~ 

Vo orb ~-- e: 1 d : }:) c-.. n a c1 e r l) j_ {j c·1, _: t c) t::: t s v c?t n tv i 1 c o x o r1 d C! t we e z i tj d i g c 

dater in de stcekproevc11 gl:Cn gelijke waarnemj_ngen voorkomeno 

Oplossing: Volgl1ns du forn1ulcs 3a5,1 en 3a5a2 gcldt onder 
)-/ 

0 
" .. .J'l/ ;;;. __ _I_ • I O . I 2 ~ 1) () 

-· 1 C. 

fJ:: -== . I . I (> . I 2 . 2 :1.> =: 2 3 {) 
l 2 

• a- ll ~-
,,._.. __ 

-

1;Vij gebruiker1 als bGnadcr:Lng dus een N 60; l~>ll -verdeling O 1flij 

bepalen daarbiJ de twcezl.jdige overschrijdingskans van de waarde 

gt:: rn J __ cl. d c 1 ci e dan 9, dus 
vindcn, dat dcz0 kans wordt: 

-
= 2 3., 3 2 9 



In hLt algcmeer1 zal men de hier b€schreven -0ont1nu!teits-

correctie toepass£n, a l f1 l"'L 1. ~ t f~:: c:l a t o m d e b e r1 a cJ c-: r i n g v a n d i s c re t e ~-

v er c1 c 1 i ng e r1 , w a a r b i j d \_: ~✓ :J r '.J. o t) C1 1 c? vJ a a r c1 e r1 a a r1 n e e mt , d i e o ·p a f -

stand 1 van elkaar ligg0n, Als de afstand tussGn de opeenvol-

• 

b.v. c is, dan wordt eenzc~lfde continutteitscorrectie ter grootte 

van -½c toegepastc Er zijn cchter ook veel discrete verdElingen, 

waarbij tussen opeenvol6endc waarden geen constant interval 

ligtc Dit is bijvoorbccld hct geval bij de verdeling van de 

toGtsings.gro.oth~id van \1~i_J_coxon, c1ls witj te doen hebben mE:t steek

procven, waarin groepen g~lijk~ waarnemingen voorkomen. Het is 

in dergclijke gevallen veel mocilijker om een goede continutteits

correctie aan tc geveno ~Jij willen op de complicaties, die bij 

dergeliJke onreg~lmatige verd(:lingen kunnen optreden hier ver-

der 11iet ingaano °v'Jij mo<:;t(Jn E'Chter waarschuwen voor het gebruik 

van de normalG benadering 

groat he id van vJILC;OXOl~) 

voor de verdeling van de toetsings

in het geval, dat in de steekproeven 

eon groep gelijke v,aarncmingen voorkomt, waartoe het grootste 

gcdc:elte van hct waarne.rr1ir1gs..t·i:+ateriaal beho.ort .. Toepassing van 

de norm.al..e b.ena-d1crin& kan cla1'1 tot _g_eheel verke.er-de con-clu.sies 

leidcnq 

Op aven: 

3.6 .. ao W.elk.e normale vc1~-;(_.lt;J.ing kc1r1 als benE1rJering gebruikt wor

den llOOr dE: bin.cxni.2lc,· V£.~r1(J.(::J_1_r1g rnet 11:= IC) en?=- o:, __ S ? Bereken 

hierbij de exacte en c1c bt::1 .. 12c1c::r·de wac1rdc voor P X-:;; t1 J voor 

-
J o 6 " b , We 1 k D no rn1 a l (~ v c::: r· c:l c~ 1 ~J- n g k an a 1 s be n a d. er in g 

van x:::2. 

gebruikt wor-
den v_ de som van 10 onofl1ankclijke variabelcn, allc homogeen 

verdeeld tusscn Oen 1? Gccf de benaderde waarde voor de twee-

bij deze verdeling. Welke 
• 

continu!teitscorrcctie zou. U hier gebruiken? • 

3c7 

In fig~ 1o5 op blzo 11 hebben wij een histogram gegeven 

van de schedelbreedten in Engelse duimen van 1000 studenten 
uit 

gctckend~ In dcze paragraaf 

voorbeeld uit8enzetten hoe , 
proefmateriaal aanpasto 

willcn wij aan de hand van hetzelfde 

men een normale verdeling aan steek-
• 



principe van c1,.~ 

g e mi d d c J_ d 0:. c:: n d e s p r c.: j_ c1 j_ n g v c3 n d c 

zeer t2envoudig: 

ve1'"ide J. i ng ui t de 

men schat 

steek-

de sprt:iding guli_jk zijn aan de geschatte waarden° De bereke

ning~n, die hi.crvoor r1odi_g zijn, vindt men in tabel 3.II 0 

In het gc~nocmde voorbeeld was de steekproef ingedeeld in 

klassen na2r de gemeten groothcido De grenzen en de kla_ssemerken 

van de klasscn zijn in tc:11)cl 3oII resp., aangeduid met . en X;_·. 
(.. 

b -· g ri ·, n ° d {.·~ k 1 ,.::) ,·-, ("~ ··· 11 ,,., 1:_; ~ t; v ,;;.;: Ct .:) 1:) 1-...; I 

van de 

en 11~, 

klasse, behalve bij de 

waar x. op een a.fstand 
(... 

ge 1 i jk a an cl~~ he lf t van cl c ~.)re e cl t e de r overige kl assen van de 

b o v c 11 - re s p i) on d t=~ r gr c n s [; •~:; 1{ o z E.:: n i s o 

Wij berl1ksncn nu uit de steekproef de grootheden ~ens' 

zeals aangegt;v2n bij de ·talJcl" Dit zijn de schattingen van 

hct gemiddeldc resp,, a,:: rJ·1;)r1 <~ id.ing van de verd2ling c \/IJij gaan 

nu na wat de verwachtingswa2rden zijn van de aantallen waarne

mingen in a~ klaascn, a}s rn8n te doen heeft met een steekproef 

van W<1a1,..ncmingE;n u~LJG E~cn r1ortnale:; verd<Jling met gemiddelde 

x::: b.) o. 15 e·r1 E;lJr(:iding, 5'=0>2c)/2 ., Deze: verwachtingswaarden aan-

g c du j_ d m <:~ t vi , 1:> c r e k <:: n c -c1 '\AT :.i_ j a 1 s v o 1 gt : 
- • 

').) -. --
(.. 

I () (') {) 7:) q 
0 ,.· .. , 

• 
{. - J ------- ~?; 

.J s' 

w a a r in ~x. e (; n N ~; ) s' - l. rl t1· 0: 1~-~ 11 
-1 -

N ~,-verdeeldevariabele voorstelt. 
r_· 
(... --- -- DC, -· voor de laatst 12 _-,..oc, " Men vindt -• • 

~ - I ~ 

d~ gcrcduceerde ~n de gc~fJ-~andaardiseerde klassc-grenzen . - X 
l. 

v. ,, Van 
(.. 

5 
de v. 

' 
z~jn gccn decimalen opgcgeV(ln 3 omdat deze, guzien de onnauwkeu

righoid van de g~gcvcns, wcinig bctrouwbaar zouden zijnQ Tenge

voJ.gc hiervan wcrd het tota[tl niet 1000 doch 9990 
• 

Indi~n wij de kolomm0n ·n . en v. 
~ (.. 

V e--. r g ,-.. 7 .J: J'. i ,,.. , , n 
. I:::.' ..... - l"\.. C :; zien wij grate 

• 

versch1llen, zoals reeds blcGk in fig~ 1"5. Men kan zich afvra

gon of dczc verschillen op c0n duidelijke afwijking van de nor

male verdelj_ng wijzeno Dit kan voor een uitgebreid geklassifi

ceerd steekproefmateriaal als het gegevene ouao onderzocht wor

dcn met de chi-kwadraattoe·ts voor aanpassingo Een behandeling van 

deze methode zou hier ech·tcr te ver voeren; bij toepassing ervan 
komt men tot de conclusic, dat de steekproef niet uit een nor-

worden .. 



• 

• 

Ta,~, 7 --:i I I 
- k) 1: ~ . L j " ---

van de schc:1 c1clbree(Jta11 var1 1Ci()0 studentcn 

• 

de; frequentisverdeling 
ui t Cc1mbridgE o 

2. ~~ -5: ,> :r , · ·,r ,..., Jt V , "'f1 n. -·''', I'• ' ! 
. -~ • • L I.. I. i.., s' ~ 

_No. l~eJ__.:,_l_.-+----!---l·-+------t------------.J~-~ 

,.. -
~ 

I 
"'f 

7 
8 
9 

10 
11 
-12 
1 :, 
'1"+ 

5255 
5,65 
5,75 
5,85 
5.995 
6,05 ,... 
C.)_,15 
:S !I 25 

6,45 
6J55 
6,65 

·6,75 
• 

5 !J 5 · · ; . , => .· . , 

5,7 

5;9 
6,o 
:. / J 1 
6 2 1 1+ 2 8 : :. o , ~- 5 4 5 8 ; 4 8 O , 9 ~- 1 5 6 

6,4 37 23638 1515,52 1,93 50 

6,6 12 522,72 

6e8 2 J '1':) 6 92.,48 CO 0 .., .) :J 

; 

Totaal: - 1000 6061)5 36782J23 1999 
Toel:i..chting: 

f'.1 
. ,~ bovongrcns van i ... l-<:l<Jf3SL': 
i 

X . ... 
(. 

-~05= klassemerk,dQia de waarde die men aan alls waarne-• 
I., 

• 

i: \ r.l--1 

n. ·· aantal waE1rnerninge~n ~1_11 i ~ klclSSc ''-' 
" 

:x: : -= s c h ~ t t in g. v a n h c~ i~ r:r, c..: rr1 "J. c.:l cl ~: ~- 1 c1 c; d c: r., v c r €~ i n g = .:.. = , _<- I. ; 
· -t;;,.1. , .•. 1000 

d O i O he t t o t a a 1 v an c1 c"; 1-<: (=) ·1. o r1-1 n ~ ·x~,- g c~ d E" e 1 d c1 o or 1-00 O .,. du s x = 6 :t o 6 2. . 

s' .. schattJ~ng vc.n de Sl)J~1 <.=iclj_r1t; clc·r vc:rdcling. 1tJ1.j gebruiken hier-

j de f'-c>.rm:u.l cs ~:: .. 11.1 ... 3 l:; 11 ( ~~ , 14 .. 4 e· n vi nd t; n: 

\).= 

' 

--

aantal 

._._,.... _____ -~----- __ ...... ..__ • '"=•=~ ... - .. ---- Uj 
,_...:f lJ '. ""t 

999 ~;_/ ,._ ,._ 99') t;;/ ,_ L 
-·-

lP- •- "' $ I W .. It;;_.., Lio>"'" I ,.,. • :!!. ,.,~-···-~----.__ -

() _., 0 L1 0 ft c9 o> = C>) 2 0 I ')_ . 
q 9· (} ' 
.,; . I 

-,._ 

klasse volg~ns aangspaste normale 
veri<leling zj_\~1 tE~kst 

De voor1~1ac:11n~3·te:· af1 v\T~Lr_J1:::i.ng, die de stsek1)roc.:::;f t .. o "v" de aan

gepaste nort11aJ.e vc:rc.lcJ.ing V1:.:rtoont, is h(:t I(::1.t., dat zj_j te''spitsrt 

is. De klasse No 6 is V8el te zwaar bezet, tcrwijl de naburige 

klassen No 11·;5,7 8n 8 te wc:inig waarnemingcn bcvattenp Hierdoor 

is de verdE.: ling duidc li jk s che ccf geworden, war1t ho ewe l het gem id•·, 

delde van de steekproef in klasse No 7 valtJ is de klasse No 6 

aanzionlijk st0rker bezct. Een dergelijke afwijking zou men ook 

kunnen cons'catercn door bereke11ing. en toetsing van het 3e moment 

van de steekproef. Ook hicrop kunnen wij hier niet nader ingaan. 
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• r 
" ,, . 
• 
0 
[j 

( 
;,_ 

:1 
,. ' 

j 

! 
l 
• 

I 

' 

':..'aar·den van 

1net 

·- .. -·-·~-.... ---.... ---· --· --

~O(, 0 1 2 3 
--- ·-

/'\ /' ' 50()0 4S60 L1r 9 20 488<) 1 ,' i 
. ) ) -.., J -

'.' ? 1 4-602 4562 4522 4483 
4090 ' ' '1 4~~07 4168 4129 • • 

' I , . ? -.. 
, .. -·· 3821 3783 3745 3707 f ' 
' • I . ? _) I ,. • 3,~46 3409 3372 3336 . ' . 

' • ) J··:-

,. - "' C1 l- J050 3015 2981 f I lo', 3(J(_)J "-' ,, ) I 

I ,. ' . -er --0 h I"'\ r'"'] ,; l 2 r7(;9 1') h 7 r.: 2643 ,, I 1..1 ") L '- V ' •,_, ~- r --

{)' 7 r) i 0Q c... t. , ( 2389 2358 2 32r7 
0 c, 

t l.) 2119 2090 ~~ (J 61 2033 
() C't 
V ? .,/ 181+ 1 1814 17t38 1 r{62 

1, 0 158r7 1562 1539 1515 
1 , 1 1-;57 _) 1335 

~. ' .. 1314 1 ') (~ •') (_ j L 

1,2 1 1 5 1 1131 -1 1 1 2 1093 
1,3 0968 - 0951 0934 091 C) 
1,4 I 

0 ("i 1" (") 
() \,_} () Or/93 ()1r78 0764 

1,5 0668 0655 0643 0630 
1,6 0548 05)7 0526 0516 
,.1 0446 0436 0427 04. ·18 
1.3 0359 0351 0344 0336 
1, 9 0287 0281 02r74 ()268 

f) 0 ,_ ' 0228 0222 0217 0212 
2,1 0179 0174 0170 0166 
I') 0 0139 0136 0132 012C) (,,. :_ -· 
0 3 t_ • 010r/ 0104 0102 ()099 
0 4 ,_ • 0082 0080 {)078 (;075 

2,5 0062 0060 0059 0057 
2,6 0047 0045 0044 0043 
2, r7 0035 0034 0033 0032 
? 8 002·b 0025 0024 0 --, 0 3 t,~) ,_ ...... 
2j9 0019 0018 0018 OC) 1 r-7 

3,0 0013 0013 ()013 ()012 
3,1 0010 Ol109 0009 0009 
3,2 0007 0007 0()()6 0006 
3,-3 0005 0005 0(.)0 5 0004 
3,4 0003 0003 0()() ~ 00()3 _, 

-- -

voor 

4 
' 

1 
2rr 

·-

4-840 
4443 
4052 
3669 
3300 

29,~6 
2611 
2296 
2005 
1r736 

1492 
12r-71 
1075 

C. ;J!.:11 

09() 1 
074-9 

,~61(~ 
l.) 0 
0505 ........ 
0.4()9 
0329 
()262 

0 t') ') r-7 L. \.. 

0162 
0122 
()096 
(;0 17 3 

0055 
0041 
0031 
0023 
(){J 1 6 

0012 
0()08 
0()()6 

00(>4 
00()3 

-·--- ,--.--·--•--·-· 

5 
-

4301 
4404 
4013 
3632 
3 ~~ 6~-

2C) 12 __, 

2578 
2266 
197r7 
1711 

1469 
1251 
1056 
0885 

lr4,,;....,,, 

or735 

0606 
0495 

~ r . ..,;;,, 

{)4. o 1 
0322 
()256 

0202 
0158 
0122 
( I / t '09 ~ \..I . "i· 

0071 

0054 
0040 
0030 
0022 
()016 

0011 
()()08 
0()(16 
0004 
()003 

• 

• 

..,_ I IQ? jfii 

e 2 

~--.. - --·-

6 

4761 
4364 
3974 
3594 
3228 

2877 
2546 
2236 
1949 
1685 

5· .. .-=-

1446 
1230 
1038 
()869 
n701 '-.) ('__ I 

0594 
04E35 
0392 
0314 
0250 

0197 
0154 
0119 
()091 
0069 

0052 
0039 
0029 
0021 
0015 

0011 
<)OOE3 
0006 
()004 
Q()f) 3 

,./ "--

ex, . 

7 8 9 

4721 4681 4641 
4325 4Clf:C: ~~ .) ~,_) ti- 2 I~ r-1 
3936 3897 J[s 59 
3557 3520 3483 
3192 3156 3121 

~843 2810 2776 
2514 2483 2451 
2206 217r7 2142> 
1922 189ft 1867 
1660 1635 1611 

1423 1 Lir O 1 13 79 
1210 1190 1170 

1003 0985 1020 
0853 1J838 0823· 
0708 0694- ()681 

0582 0571 0559 
0475 ()465 0455 
0384 03r75 0367 
0307 0301 0294 
0 2411. 02_"39 0233 

0192 018,8 01 tS3 
0150 0146 0143 
0116 0113 0110 
0089 008r7 0084 
0068 ()066 0064 

0051 0049 0048 
0038 co 3 r·1 0036 
0028 0()27 0026 
0021 0020 0019 
0015 

I- a, ,,.,, 

()01 t+ 0014 

0011 0010 0010 
C>008 0007 0007 
()005 0005 0005 
0004 0004 0003 
()QtJ 3 0003 0002 

• ..,_ =1,a 1 ~-.., 

• 

Een 2 bet eken t, dE1t bi j f~1,f .. r 1 or1 c1i1·1L::. r1<:tc11·· l1et di c r.tt s bi j ge.legen· on even 
cijfer af ger·ond n1oet vvor·den ~ 1~en 5 vvc_):r:·dt nE:1.a:r:~ r1et (Jic11.~bsbi j zijnde .. •-eveii:' 
ci j fer c.1.f ger on d" ~-.......... , ... 
1 Sa1nengesteld 1i1e_.G bel'lulp van~ ' ' 

Tabel 1.5 ui-t~ :1 Tec}1niqueE.; of~ f)-t;atis-cical AnaJ.ysis;, var1 de ~)'"tatistical 
Resear·ch GroUJ?, Colu1}_1bia U11i versi t)r, 1947. ;: .. 

Tabel I uiti 
aer·ivatives··o T1·1e ar1nals of the c0Ir1putation laboratol:'"'y 

Press, 19:::>2c .... ····· .. -·.• ,.,> 
• • -<' 

•. - •,. '.¼. -,.>'°•! ,-,·, ·.' •• ,-,., ·:·.: 
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l 
' 

Correla tie 

correlatie. 
7 r I : r11,aaa1r nr 1 

-78 · 
4.1 

met de covariant1l 
V8n 

In P a r ., 2 c 12 he b be n w i lj k e n 11 i f3 g ,:·: r11 a a k t 

twee s i mu 1 ta an v er d s E 1 d r:: ;3 1c, ··1 c; J:-:l c:~: i:. ·li :Ls ch e v a r ·1 c.1 b e J. (:~ n x e n l..f , - -:::, 
Deze was gedefinieE:rd a1.s c1e ver1.·-1(~_-:'C'. 11··".1.•;:-_1_.ng •· ht .., t w - ~ -~~- van e ~ proauc .. 
dc:r gereduceerde variabelen., Wi_ J 1·1c:~:)ben daar reeds lat~n ~-L·~n "'-- L_(_ l;, 

,.. ,... __, 

zijn" 
Vo or e e n d i s c re t e v e rd e 1 in g .? ~,,! r::1 c_, 1., 1) i j _-?; d ~: waard~;n 

't.lV 
-n 

en 

Th 

lJ. '1 -
" 1 .., ., 

\ 
r - ,,..__,,,,, 

I o 

~ij J( X ~- ~) -- - - -• • , 

f. ;: I J :, ( /,. 

J 
r -waarin _ is, 

l.,d •·™ L - j 

zal zijn, c1ls 

grate waarden van x in het Dlge::t·r1(:,211 :J:epaard gaan met grate 

waarden van 

Immers een grate waarde 
1·x~· tr.·_.1~.-.·nt :-tY"\_ hL,·,t "Y.C.cht,· .. ··.r.;i -:/· C ,·1 ... V_0 n·.. 4 1 .-1 ,·. n grot··· .. ,.,.._r-c:::."'t .JI , .... ,v.- T•J'-"'r,yy-'.',\, • . ,.,,,·1 --or t ~ n v~···· t-. ,._, ~ u.1 .l \,;.. ..L '--- " .:..wJ y( . • ., 1 c, ~ t:,• ~.1. ~ e v, 0-ci...1. -._t \.i- 1, ,. •• 1. ..,,...,. i - • . :x (..; '- , i 

L,. -

x ·gspaard::.rIIE;t ·cen· l{le:tne 1r1aardc van bt ... t(_k(_nt in. et· r\.:-c1:l1Jc:~~-rJ;~1.d vc:1r·1 

een product van twee s·I:~l;rl-c i1t?gatieve factoren.!i dus 001--<~ 

eer1 grc_)tc positieve bijdrage to~ c~:~ som., Evenzo ku11nen wiJ ir1--
. - ~-,,. ~ ,-~-' 

zien., dat -x g sterk ntgatief zal z1Jn 3 als grote waarden van 

x in he t a 1 gem e e n g c p a a rd g a a r1 111 r~., ·t 1-{ 1 e in e w a a rd c-? n v an y <:\ r1 

omgf .. keerd., 

De hier beschreven vormen van ofh2nkelijkhcid van~ en H 
.l 

no em t me r1 c or re 1 a t i e °' De c ova r i 21 ·n .le ·J_ c v an ~ e n Ji i f.3 t?? en ma a t 

voor hun correlatie; als .. ~lf snrE ekt men va11. C 

positieve, 

cc)rrclatie is 

solute waarde 

VoorbeeldEnc 

sterker 
" .) 

positief -;f ncgatief 

grot8r ifs .. 

c or r ,:_:· 1 at i c ~ DE 

naarmate d2 ab-

Grote rnensen plegen in het c1lgc;\iiE:en zwaard:::r te zitjn dan 

kleineo .Als 

een persoon.9 die aselect gekozen ·,_;3 u1_t een rnensenpo1)ulat1E::: s 

d ) I d bcVa de Rijn te Keulen, En ~: tJa~(.rs·can. 

De waterstand van 

te Lob th nadat het 

naar Lob -t11 ·vcrplastst heefts z-jn pas -· water z .ch van Keulen 

t~ef gecorreleerdc De en bet a a 1 t J ·'- s posit 1 .. Elf . 

" 

gecorreleerd met het inkomen etco 

. . 
. . . 

' ' ·! 

. . . 

' . '· 

i 



• • 

Een negatieve correJ_a·t:Le bestaat b .v. ·tussen dt) bewolk:ings ... 

gra2cl en h2.t aantal ur~::~:·1 :,:,,.-·)i1·i·1(_[-:;c:r1.i.jr1 per c1cit.s vvaargenomen; bij 

V(:le ·1andbouw1)roductl~t1 ·t1~t;~,,:-.~0.:11. de t1(J~:!VE:E:0 lhE:.1cl c.l.1e in ec~n ja[rr 

gc oogs t word )c en d E.~ 1;)r·i J ;:,, c· ·t~ c 
' ME: t naclruic z i J 

s·ynoniem is mE·t afhE.tnl,( :7. 1.::~.:r1(:~·~1.d; twee gr<·)otl1E,c1f~'n kunnen stc::rk 

afl1011k(.:litj.k van t::lkc1c)r ~,~..:.,Jrl_. zond(:r duicit::l:·, __ ·1lc gE·:correleerd te .. : 

z j_ j n r A 11 (:; gr O O t~ he d ,:~ n . ., (_·:i ~i. ,:: C t·: n z E:: k E r E=~! p e r i O d ]_ C i t e it Ve rt One n ·' 

zoals de ·l~e:.tnperatuur., c1. (Jl1·12;(:t van winkels; h(··.t ziekteverzu1rn 

v an a r b e j~ de r s c· . d z u ·11 \:: ·n :L n h (; t a 1 gem e e n a f 11 ,J n k e 1 i j k z j_ j n 

van de tijdj b v het uur va11 de dag of de cla·tum van het jaar 

i11Jc1arop ze worc3,.·n waarf~'-t·1'.~•t!1\ 11, Men ve.:rv1z:1chJc: :Ln et~11 E:tn1ac1l lc)g· .~ 

re tcmperat11r~n om O Ullr 

~L n Ju 1 1 d f1 n _1_ n DC:' c (:: n1 b t.: r . 
. r• ( ) ... 

'. l. ffi(;D 

1~ uur, (.: n '-1·--- /'"'••- re l \. I r.:1_. I;,; . 
I..., .• t cm p e r a tu r 1·::: n 

eventueel c,.¥1 corrElatie vindt 

mc::t de tijd l1a.ngt c."c11·L~. 1., <: 1 :r van d'._: pt::r1<)d,· .. \AIE1 (_rin mend,-~: WC:ic;r-• 

n:·:mingcn verr_1_cht., Dt: t, .. (-1•l'i)~;1..,atuur vertoont ,_;._,.;:11 posi tie VE:: corr,t~-

1 a ·t i e me t d € t. i _j d i_ n d c_} . ., c_~ i-1 ·t e 11 du re n ., t:: e n n (:; L:?1 a t 1 e v e i n d €: n a -~ 

n1~J.dc~i.E!gure11.; de (:1.aggc:::mi_c~~c~~ ·_i_c:1c•:r1 ·v,3n de:.; t(::mf)era·Luur vertonen E:c·n 

l) (.) f:3 j_ t j_ Eve corr e 1 at it: m c. 1l~ c~~ '. . 1
C ··1 .J (J i r 1 d 1. • :1 c: n -'c (~~ ; 0 c. n n E::· g at i Eve i_ n 

c1:-. he:rfst, 13~~~chouv-1t n11:::1·1 .:.c:l1t,:r E:-en gl::·hE.;.lc:; dag~ of een gs·h t~J. 

j cl a r .,, d an z a ·1_ me:.: n g c e n c .-_) r r· t.: ·L Ei t i E· v El n b t~ ·t , .. l{ cJ 11 J. s v ind t: n ; d : .· i::> 1 ..... 

r :.:_ o d. c n v a rJ. 1;:_) c> s i ·t i e v E. c C) r r· ... -'. 2 t :Le z u 11 en d an o. (·: period E.: n van 1·1 t_: •.•. 

g a -;:: i e: v 2 c o r r (_; 1 ;_;1 
1c: i (:: c o t11 fJ ;.::. 11. ~-:, ~: r c n 

D ,:.. t 1' J. c•:i c, v a r i" a b e J (··· ;_.J , ~ ·1 ·· . · r t '-' ; l. u - - ' .-~ \. ' - .. '-· ,4-* 
in dl~ voorafga~nd0 voorbecldLr1 

n J_ 2 t s t o c h a s t i s c h t e z :1_ J ·l· ·1 ; <3. 1. t J. s a 11 c ~ n ht; Jc g E:' v a 1 a 1 s d t.~' 1.Al a ~1 r -

n em in gen v e r r i c ht w o rd. , . ·[·1 • .. ~) -~-=) ·t i j d s t i pp e n d i (.,' fJ. s c 1 e c t: v t) 1 g 8 n f3 

c c n o f; an c3. c: r L: w h · ~ v <2 r c1 t: l .L i.1 !?~ g E; k o z en z ·1 J n c A 1 s d. e w a a rn em i ng s 

is c1c~ t1jdsvariabel~ 

n i c, ·c s .le o ch as tis ch . M (:.: n 1.,,c c, ·L1 J_ n d ~--- r g c: 1 i J k e g 0.: v a 11 c n to ch d c~ t t..-' r -. 
i f 1 ,. . l f i I i .. 1 d I I b t11 ,_; 11 a f h a n le c· :L J :e , g e c2 C) r 1~ r~ c c: r e n z o g e r u ~1. tc e n om he t v e r 1.) c~ r1 d 

.Jcussc.:n di'.:~ stcJcl1astische <_:11 dt-_ niE~t stc..")chastJ.sche grootheicl tc. 

kenschetsen, De stocha;:;:;·t:1_::~-che variabele ~ ·J.s 21fhankelit,jk van 

d c.: n i e t s ·co c 11 as t is c l:1 c:: v El 1.., ·,. c11) c 1 e x !) a 1 s d G v :.:·rd e 1 in g van ~ n i E~ t 
,.; 

yoor 

ticf 

a 11 e mo f~ e 1 i j k G w a c1 r c1,., 11 van ~ d e z t: ]. f d t. 

g<:3Corr2lecrd 

.v' • 

• 

P ''.J Cl .. L -"-· u . 

aanncemt naarrnat~ x to0n~~r11·tc Als madt voor cen dergelijke 

correlatie, l-can men ec:n a·1.1alogon van de covariantie definitrf:.n: 
' 

wiJ zullen hier niet d:i.<:=-~)·~~r op ingaan en in d~:: volgendc pa .. 

ragraf~n all82n de corrclatie tussen twe~ stochastische Vi 
. ,. - . 

' . ' ' ·- .-, '_ ·-t-- -:_··," .·'. . . ' . . 

bolr:;n °rJr.;schc)uwcn ·~ De d8clr:1.11. bchand~·ldE: theorJ_(:J ka11. echter zond:@:~I 
,--.,.' ,., ,.,". •-' .: • ..... · _. .' ·"' . ' c~•--

, • • ' - . i· 
•,' . ,· . ' ' 

grote moe il i jl-chf::dE:n 001,c rj1Jg.__1s te ld word en voor de cc~re.1:~1;:fe 
- . -- . ·: : ... -- --~-- · .. - ----(-:-':_-;_-::_·~,;:_;:',-.iY)-Ci:-:\~;:::;. 

·t l,l s s en e en s JG O Ch a s t i s Ch L' t..) n e en n 1 e t s t O Ch a s t :i~ s Che va·lit"~;):~\~:[ii1l~: 
- - , :-'•·· -. , ,;.·,-.-,• ..... -,'. .. ,, .. ,_.._,..,,,¥u-.,i.":·,._::-----·•c--



De 
--· 

hu11 correlatie. V., door cen ~1ch2[1lveranderir1g de 

ri 7 ·i 1"1 c-r i--• v . '. n ·c· u ·· : 1- ., 1 
_,. "'k." - - L J.c_:, '-' _./ ,,,, _, . -

11 · · c:1 .. · '; · · n - tY1 · · • 1 l '·· '- '· L, ( \,.,,;' l: l l.' L f; 

··r ... r·:r•not· '.' -' j.,. -. ._..,, :; ,. 

t (. TAT 1 · · · ,· · ·1 
,.,: V'w ". t . .J :~·: ~1 .;_.I, L _$ 

r -i an·:- i l··, d O Or r; .. ', ('~ ·10 r f-., ·1· '
1 

I ·: ·1 r: \ . ,·1 ·v ;:~ n X c-· n 
,..i,.,.. .._.. V __ _,, \_. .. ~ ,_, " '-' - U , . '- -

1 
: -~-" '- -~ - ... _, 

""' .. .,. .. _... -

c C 1n a a 1 W ·1· J' Z · o· · 1 i'"\ o· 
,.) ✓ - - ,_ t.:) - . t J. b · • t \r - r ··1 .,,.. 7 , · r t n .L (., .I • •• • ,_ , L 1. , .. L ,_; . ., 

t ~-. t_; 

T r .- l 1 ,.. t':"2 v a r J. •"'I b · · 1 -· · "'1 d · .. · · · f f ·- ·- · · ..i ,., ___ , !\. c c _. (_.l • ""; __ t •: L e c. c) r r 1 ._: 1_ ~-i c .l 0~ c~ o c:. · J .. c ·1. c. n t~ 

p~ (_; b r u i ic t m c 11 <) o k w c: 1 1·1 ; ~ -l~ f:~ ::,/ ti 11J <.J ( __ ) 1 - -~ zondcr 

Er geld t c1t1s : 

.. ) --

Dez-.~ n12at is nu 15 

. - _,. ..--.- 2. 

·-

- .,,,,. 1 

-· .,. ... ., ----- . -
'-' ~ 51 - . 
6-(~) er(~) 

Ctlon; men vcrkriJgt 

l-· 1 . . 1 .. 
; < ~ • . .. .. ......... .. 

o(x er( ':J) .> (> 

er gcldt~ 

LI 0 ...:::::. :x:. X T" .::;, --·-- --- ... _ --- --- •,o--~--••,.,.. ~ --er( :x) a-( <j) 
}: ~--&_ .. 

(J ]. ( ;&.) 

dllS > 
(J"(:J.f) <r( ?J) 

• 1 • • .. 

0 .<:::, 
... ., ... 
2:.. ----

er( :x:) 
2. ti') ':) 

,L ) 

.. - . -, ::; . . ... .., ... 1 J •. .,nf-. . . • c <') r r c a l, J_ 1._.: c 1_, e: r _J_ c i l;· l -~ l.• 

.. -:s, 

1.,1. 2 ,:) 
0 O , __ 

-r-, 

l~ 'lCl'lZO 
• 

lS 

~ 

o-( ~-) 

,, ' (~ <• . - 0 ·- ld t . ·I . • . ' . <..., •. l-.J gc, a 

.. -,> 

~ ::::0. 

o-( ~) 
7· .. . 7. .-,r l .. k 
~_; .l (.,J g 1...· ..... J Gl (_1 ll. . : ·• 1 als: 

r ..,. 

-- 0 - . 

- • 

.., 
(, 1 l ,.: 
·- \.....1. i .) 

-- 1 J 

..:::::: + 1 . 

1-\ls me11. x ui tze"'c C (_ gc 11 'j J ste-llen Z<JWC::l als 

g ".)an Ct o Indien men x 
0 

J 

. ' ' U .... -- ,...,. .- ✓ -
1 l .,t'I ,.._ V .t.....J ~ \.I 

4 ? ,:.) 
0 ,.,_ 0 4-.... 

lijnen, d ·1 r:• 
., .... '-"' 

zijn l1ct 

L-E::n da lcnc1c; 

door de oorsprong _ 

rechte lijnen door 

lijn voor, doWoZo 

ecn liJn, waarbij dG v12srd0n van afnemcn 11aarmate x toeneemt, 
' 1 . S ·c G. t: lijn vooro 

W i j Z l C' 11 d ll S , dat f ~1_11. absolute wr12rd~: n1aximaal gelijk ,. 
lS 

aan 1, en dat dGzc waard~; Dllccn berEikt wordt, in gevallen dat 

de verdeling geheel op ecn rcchte lijn geconcentreerd is. Omge-
keerd kan men bewiJzcn. da·t 

.I 
• 

steeds gelijlc is aan 1, als -de 
. ' !' 



V C r d. \. ;' 1 ·.1 ' n g g e C Ol'l C e n t r '' t .· 1~ ( ·"'. 

' -' . --~ , ,. f,. __ 

,, / ,.. n · n ,,,, !..'", 

c.~, t .-. at· 11 ,,.., ··,1 ·1 .L· ··. l.. t US· c:-. ,..1 ;J C:1 ; ,_ l ' ,, . · . • j \. u , ·. l . 

vo lg E. nd ,-. 

'{_1 
= d. C X 

• -----------~---.,_ ---~•-·-

,-,, r.~ 

' 

~- ·" 2. -- X 

~ 1 ii 
' ; 

o, -~ ' -- • 

,..._, .2. 

4 .-) 4 3 ,, -®' QI_... 41) 

' '"" i ' < ~ 

' I ' ' 
. ~11 k - 1·J d' . . . ' . -

. , " • • ·"'' 1'1~ .. ,'"· . ' , _· t- l .... · ,~/ .. ii ' ,, I ' ........ _ ! \ . ,_ r 1 ,.A.J l '"' . c. ur J_ g \._.. . . .1 .r I. . .l i,,... n . , . ..~ 

It1 
.,..... - - i r ,,...-.. . - . ·1 . d (,J t g l.: " ('.A . '-. 

..... ,., 
h ' 

' ·• 
' ' ' ij '-• Cd 

X. 

.,,,,.,. 

= -~----~ __ }/__,. --' = 
'f:> ,...,_. 2 
L, --

ot-- > t). 

t. 9:..-- ,_ - 1 o( < 0. 

D,-, 
C "'J r111. d c::: c or r (: 1 a t J_ t: c C) ~..: ff ·.i. c 1. c n t is groot, 

clc 

absolutl; 

vc rd.c J_ J.ng een ., i ' ' ' ---. .L. . . r ·. .. . --- . . . ' i.J v \ .. • , » _, conccntrat1e van .'.'I ' , ( ' i I ,~ •· ,..,, w a a rs c h j. j n l i J ic •·-
. .. , ..... , .-, d " J J _ n ~- '-' .Juur L, 1 i j n v c: rt: ()O "i·1 ·i.~ • 

Voor .i.r1 a~ r)ra~t··1 ·,l·~ '."''lnn·~n t~ '·· . v • \. . . \ l L, 

V·l ·.JlS met voord(·el va11 f 1 . .. k l ' ( : (;' ' - . , !:'I ' :i ' • orrnu _ L:;·~ .)ru1. me .. {t..:. r1 .. 

., 
CiC 

" . ,.. 
V .. , r i a n .,_ 1 ,-. 

(:..! C L ~- C ) 

l l_ 3· V b 71 , ~ . o o r e e ··- Ct e 11 o 

Voorbeeld ---------1. 1Jli j 

nale v:.:; r c~ ~ -_,_ i ng : 
p JC. - 5 ~ -- - .) -
p X - 2 4 --- ,) -:, 

---

• 
i. ·.: / 

Wor,.,rl .I-. .,.. L 

-

·) 

1- ' ..,,. . --, 
1),,{~: LI 
; ~A """"" t7) . ., ,.;,, 

• ' -:: } u 

,, , 

-x.·· 
" . -·-

4, 1 
!l, I 

is analoog aan de f'<_Jrmule 

•:.·iv<:; re: <2nkorns t 1_gc: 

berck<:::n::n . x u -t-:; bij d {_ v o 1 g l_: n d <: 
-~ 

3 - J - • 

Lt 

6 - ~L - • 
1 -

p .x - 1 '1 ::-3 - .L • - > - 4 

t') 11 ? Lt1 ~._ ... \rc:)or 
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. 0 • 

-s 
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0 
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. t c:., l, 

-2 
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J: ,,,,I • • 

i " ,1<j voorbec: lc1 "1 

--

;:; I . 3 -+· .J_ • 6 + . i.._ . 3 = 4 .L . 
4 2 1-t 1 

-· I . A 
.tl 4.1 

..,.. I 
' ·-1 

- 2 + 2)( b - 4 ¼ ,._ 
..,!.. l 
' --

"-I 
I+ 1) ( 3 _ L, f = 

--

1;) as s e 11 : 

t X. C 

,._. 

DUf3 X --

Aangezie;n 

I 
l..1 

-1.I.L +·.L 0 
'-f 2 2 . ( - 1, ' I ) - 0 • :t -

' d :._·;· o 1\.,.. ~ 1 ;_~~)· w J'·_ j .t:1.• o rn1.l1 ·_1 .·. w-in · c:r1 \0 J:1. J _ 1: ,.( _ .. _ _ 

I 
I ( ;,-- / _; 

4 
+- ·1· ( __ I 2 

•··• r} J, . .L - - 9 ~-'12- -· 

,... ,.., 
1.../ ---.I 

~ 
X (_ Lt .::::. () 7 . 

--
cr(;f:).cr(:1) 

·- , • • - ""' -.,, ._.,·,i 
, .... ~ s._,,,,,, ... , is 

' 

C" • c· '1 / ' ... l 
.;....,i .. .. d ::i • 1 ., r! us , o. D i~ 2S c; 11 ':I on g €: c C) r r c:. t: 1: r (: ~~ .1. tj n , t.... o c 11 n :i. t · t; 

ona fl--ia n1-ce 1 ·i J le; de pu111:,:_:-;:1 ·vo:r1 tTif.~i1 immt;_,rs g;cur1 1~; .. ~•chthoc·kj_g r,::10:::1 tt::l .... (3 

UiJc he·t fc~1.Jc, d2t d('.'. Ci:,r:l"(:~l_at·.LccoefficiUn"t i'llwl:l. is, kan ffit.:n <:,l1J["1 

n j~ E.? ·c c o 11 c 1 u de r c: n ., d a t c} :~ i) 2 f-, c ho u w d E' v a r :L ,:J 1:) o .1. . i i on c·1 f hank e 1 J_ iJ tc 

I'":" ·1 J n ~ -· . " 
' , 

\AJij he b 1J c..: n d a ,:..· r ;) 11 ,. 

vJi J lcunn~ n di t voo r~_-,,. c1 J. d o,_:)k z ie n a ls 1.:.: (:; r1 b 1 i: zonde r gt:·v al 

V[1n een twcG,-c1imensic>11riJ.c Vi.::rdl:ling, die syrnn1r..:·crisch it1 ter1 ()11.,. 

ZJ.chte van (3811 lijn evei11J~1.Jd:1_g aan eon der C-Ot)rdinaatassen 

l i., l 11 -
i ..• 

·c :Le van x. en 

X := - 2. 

Q t ···· E' O:i c, !.,,.) t ·~,~ 0 

"' • ' .. l 1 .. . "1 - ·~ T - . d't h t __ tlC,t..1 .. \.~n ..1.. t: zal de coverian~ 
n , 1 ·1 r;, ·1· J n 

\ .... ~,,,, - .... LJ • Laet de simultane verdel1ng 
' . . ; . . '. ' , 

., 



• 

van-~ en ~ lJ, v sy·mrr1~Jtr i.'.:1t:l1 L-:ijr1 ten opzich·tt: van de lijn x::. (.:,, 

<::: v ,. · 1-i 1t-1 j_ j d 1_ g 2 8 n d { 1 8 s . I-11..: t s y·m m E:· t r i c pun t v El n he t punt ( -x. > Lf 

- - - J 

dus 1-1(~tzclfdL. Zij nu.. u_ == c. _ x , dan geldt dus: 

u --.......... 

= C ·is, dus is 

ll. - u_ 

IiJ.cruit volgt: 

-- • 

Ui t de cc,mbi t1at iE: v3n 4 t 3., 1 ~~;N J~-~3i.2 vo]gt dat 
• 

. WiJ hebb8n hier dus a~ vols~~na~ stelling bcwczen: 

Als d0 simultanL VL.rCl(::ling van x E.:n ------------•-,r•,..,;-11;4 ¥ iFJlbl Lil f A It I II. 41 

.... .,,, 
X .. 

- ,. 

t En 
Ill sq 11 ;: 

opzichte van een liJn cvenwijdig aan sender co~rdinaatassEn fu -----------------------------------------------~--
a~ covariantie, dus ook ds correlatie-coGfficient van x en~ 

gulicjk aan nul o 
FI I lilltCTsq t 

Vo O rb r-; G~ ·1·· d '.J ~ W7 l J' b ' ' C, C ·i- OU w n n' ::, t g ( . .' V a 1 V rs n f . ' 0 • ,_ L w • C: i...) l j . '··-' . . C "- C (:t .t. 1".::> 

genumtnf. rd 1 s .. (J 

HiE:.r gc ldt: 

- ,. ~ ,_ 4 

X = 

'=-' :: 3 ) 

2. 2. 1 1. 2. 2. 
'j :: ~ S t- 4 ;- 3 -t- 2 f I = II ,. 

-- 1. 
L.f ::::. 
✓ 

2. --(7 :1 2. 
X - c, x ;:; II - 3 -= 2 . 

De simult2.nE verctc.·11_11g van 

11 t.1 t v o 1 g c n di:. s ch E, ma : 

--+---·--·--·•" -~ ____ __.., ______ ___, 

10 15 •-:)o L 

- --i----------1-----,.-------t 
4 () 

')' ,,. 12 20 
' ' - -+---+------+-----------+----

3 3 '12 15 
,.- - ··+----+--·---+----------+----+------1 

2 6 8 10 
- ' __ .....,__ ___ , ----;----+----------+ 

1 I')' 
f'. -- 3 

3 

4 5 

4 5 

in 

' 

(.; en k ru i s ; d E:' l a at - c 
. 

sten ., Wij vindtn 
• 

zodoende 1t_•·• 
• I • • ,.-, ,· 
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- - ,I •aw• 11 

X 

:::: _j_ . 1 
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r ,.,.,, ,.. J,r/1 

""V' ' 'P ~ c. - :: Bf 

--
.L 
2 

- I 
- - 2 :, 

= - I • 

4-
:i.s hit r dus Dit washier 

n22rrnatl:- dit een hogere wsard8 

is j zal g e:i 1·_1t17_' 14 .. d •=· l d 1 r l 1 · ·, ·7 ' ·. l' r7 ·L J .. '1. 
_
1 

\ \,,,,., \,,.... It\.. _ __. ..... ---" _:. ( "· ,, ~ t ,-. 

Voorbe·E.:ld 3: 
hct volgend~ verband 

b _ ... ,t,__,.....it <I 

C ' :> <:.t ,_, " 

.. ...z -~- 1- 13 + 
• 

' l C• 
U; ., d ' 0 ;_ 

.ic: nic 1., 

in de volgende situatie: 

Dit zou zich b,v. kunnen voordocn 

variabele x stclt e~n stroomsterkte 

van 8Cn electrischc: stroom voor, die ~en b~paalde stochastisch£ 
,:, '""rl' r:it i" Cl T.T(J"'"l,;.,) ·;-11- ~ td/ .•. • .. i: .. 7 JL-~ 

V (_...,., c.' - C!, '\J - V ., .. ;, u l, ~.,.J -- .,. 

.) 
de wijzerstand van een galvanometer 

v o <) r w a a rrr1. c e d 1,::· s t 1,.., o o t11 v,; :.:) 1 .· c 3 t g em l; t c r1 ; e r ii or· d t a El n g e no me n , d E1 t 

lineair afhangt van:~ J doch d8t er bij dt: mGting nag eLn --
z L 1{ (~ r c: door u..,. \tJ e e -:·1 g 0 J; ~- \'" c . r1 1. r a c:: r n c, m ·i n g ['. f out op tr (: e d t , d i c n i e t 

afhDngt van c1.e 

wordt dan dc)or 

1-Iet VtJrb2r1d tussen 

de geda,~ntt3 

':f , X. El:1 CL 

4 . 3 .. 3 geg2vc·n ,, 

Wij gc:,an nll d(~ 

en L.t.. , "vvi j ""vi nd8 :1: 

\ 

v c:1 r J _ 8 tl. -t ~1_ c:1 v c:1 n y ti i t d ru k ken in d i e v an x 
' 

Dus: 

en 
r-r 
~ .... 

'-. ... 0 

Lr; --. '. '- (' -, '.".. ,.. ... p,.; ..... -- ~ 

2 

-, _..,....... 
~ 

... -
t/ - LI -
:J ' :J 

• 2. 

t .. / :;:
::, 

-- +""'."'\ 

-' 

·i· /13, + u . 

,;- fl ,. .,,. 

2.. 2 - 2. -- ,,. - • ... , , •• 

.2 o< X +- u o/ X u.. • • 

1 t ' r- .. -.... -.- -
cl~. ·S L,t;,: t 12 r·rn 

-~-
- c~ 
l.0 uchter O omdat x en u onafhankelijk 

zj_jnc Er geldt dus: 

a-' 2 ) ~---'j I - • 
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Dit resu·1taE,t wc1s ~)•·l·: c1irect c:·-f tt~ leicAen uit Eigenschc)P 

8 van par .. 2 1;~. 

Wij hebben nu de var antic van de metingen van de galvt}no

metc.r gE-:splitst in 

l:"1 f; t 1 ·1 n E-~ a i r· r:: verb and , en C:; t de s t r CJ o n1 s t t~ r 1~ t E' (:: n e e n c om p one n t 

cr2.. u afl{omstig van de 1t1E1arnerrtingsfout '° 

U i t 4 3 . ~. ku n n en v·T :1. ,·J Even e e n s a f 1 e id e 11. : 

Dus: 

... 
01 : 

en 

-- . ~ ,..,4, r ... 

; 

,...... I 

( X l{ 
:J -

--

,r .. .1. 
X + 

.-.,,.,,. r ·• 

?C.: :f 
____ _....;c; ____ ,_ 

rr(x).cr(y 
..I 

er( ':J) 
• 

a- ( ?C_) 

--

,...... rt/I 

--

- ... ,.. _.; l. 
::x... . .. -··· 

- cr(x - -
er ( <j) 
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.. 

In verband met 4~3.5 geldt dan: 

zoda·t tens lot·te: 
.2. 2. 

d-. 11 (x 

2 
lL = a-

--

o( 2 rr.2 
V X -- J ---

2 
<T (_~) --- ··- I -

, 

2. 
• 

'\fJ ~i. j Z le r1 (JU S ; 

met·ingen te vii ,.
1
Jten 

van de variantie in de 

is a2n h<·t verband met de s trooms terktt: en 

• 

,:::: en frac tie I -

i J_ lus treer l.· dlJ.S 

J.. 
Ct<:: vr1riantie van de 

het vcrband dater bestaat 

mcetfout; dit voorbeeld 

tussen de correlatie-

co~ffici~nt en de mate ,~oarin de simultnn€ verdeling van x en 

~ om fen rechtc lijn g€concentreerd ism 

De studie van een ver1Jand Vf)n de vorm 4q3~3 e n v an me t:' r 

gecompliceerdc relaties v2n dezelfde aard vormt een belangrijk 

011.derdeel van dt· wiskunc11.ge statistiek, wclk2 bekend staat ols 

de r~gressi~rekeningc Daar1n wordt:n o.a~ methoden gegeven om 

de co~ffici~ntend en - J de variantie van u e~do te schatten, 

als waarnerringen Van~ 8n de corresponderendL~ waarnemingen van 

gegeven ziJnG Wij zullen op de regressier2kening niet dieper 
• 

ingaano Uit het voorafgaande kan men wel vermoeden, dat decor-

r;::latieco~ffici~nt een belangriJke rol zal spelcn; tussen de 

corr<~ lat ie:; · · en ds regrt·:ss ~i~t1rekening bes taat dan ook een nauw 

verband9 



Opgave: ----
4 , 3 Q a . Be rel{ en de co r rt: l a ·t ·_1_ f_;_ c o t t·· f i c i en t v an .x.. en 3 b i j t we e ·

di mens ion ale verdelingen; waarbij dE whn v2n de drie punten 

A, Ben C met hierond~r gegeven 

3 
l~ 

5 

A ·· · 1 , 0 

A -·1.90 

A ··1 0 , 

A ·-1, 0 

B O, ·-~ 2 

B 0,0 

B O j '1 

B 0.,0 

C ·1,0 

C O, 1 . 

4 4 P ....., Ct c ·i' n c.'1' .:; r·1 d , ma ch , '1 .~ ;.J- o llW 
c .. a 0 1-.) l t.... .1.. t. . ... 1 .... \ ... ~ , • 

·"' _ _____ I t J I IP 

.. ' 1 "" ZlJn: • 

v-Jij gevc::n nu Een u~i_·cvoerJ.ger voorbeelc1; ontlEend aan EE~n 

' C' t'" t' '11 a r ·t i k e:: 1 v a r1 J D S I TT I G i t1 J ·c a • is i c a ,. 

~Jij bsschouwen twc~c cJr1derdelen A en B van een machinej die 

i11. SE3rie wordz.:n vervaardj_gd.,, A bt:vat een as.;, n1et 

, die mo8t passen in een boring B met 

voorgeschrt-vcn 

voorgeschrE:ven d i_ am E: ·t E r 

diamr:.:ter 0 D.aardoor J_s o,:>l.,c een voorgeschre,1en spe 1 ing 

1Jepaold,, 

Inds practiJk zullen dL diam0ters van dt: onderdelenl 
-' ,., 

G l ...:: 

, docl1 

eGn zekere variatie vErtonc no Wij beschouw8n daarom de diamt~t~r 

van A als een tJtochastiscl·1<-~ groothE id ~Gd€ diameter van B als 
~ . 

e en s to c 11 as t J_ o c he g r"l o o -'c 11 l: ~1- c:·:~ {_r G W i J on de rs t c 11 E n , d at de ond<:.:::rd~· ··· 

len gemiddeld zuiver 

In d at g e v a 1 1{ an men d C:: ::~ 1J r E 1 d ·1 r1 gen v 2.. a_ e 11 er 2. 

bcschouwen voor d€ nauwkeur1.gheid van de machines, 

dElen vervaardJ_gen. Dezc: nauwkeurigheid zal grater 

mate de spreicl~i.ng klc:::·:i~t1c;1--. :Ls vglo par 2.,'1'1 ., 

!J j/ - .) ......, -er - . •..• , .. 

als mate,n 

t,, e r z l J n , n (-~1 ,:1 r -· 

Bij d(·:· construct,ie van de:: machine, wactrvan A en B ondt:;rd-:,

le11 z i j n , z a l he t on s n ·.i. t • ·c i. n d E.:. e er s t e p 1 a ;:-3 ~ s int e re s s ere n C) f 

deze ond~rdclen zelf nauwkc~urig vervaardigd warden, maar wel of 

de: v0orgcsch1,,,evEn speJ.J_ng ....., behoorlijk wordt 1Jenaderd o Bij E:;E·n 

willekeurig paar onderdclen A en B, zal een speling optreden 5 

die beschouwd kan word£n als een waarneming van een stochastische 

groo-'cheid cl = ~ - Ci- ,, De.~ spreiding u 2 ol van cl zal men dan 

lcunncn beschouwen als ee11 nauwkeurigheidsmaat voor de speling; 

imtners er geldt steeds: cl = •• A :0 

... ,. - zie for-

mule 2~8@3 De nauv'fl·cE:::1..lrJ~gheid van speling zullen wij 1'pas--
,, 

s J~ng noeme:n.:1 de pass ir1g ~,_s beter naarmate u d kleiner is 0 

' •• -• - .- • - •· ... ~ .... -- .. llA!t, .... .., .. 

1'1 Je SITTIG, Over 

Statistica 1 1946 
tol:~r·onti.es en passingen in de machinebouw 3 

. . 
' 

. 
' ' 

. . ' - . 
' .. - '' 

.. t . 
' -· , _, . 



Voor ~ ol - geldt de volgendc formulc: 

r-

a. --- . --

zijn a- 2 ~ · 8t1 
·-

... l J?<r(a.. }o-(·· JI:), 

voorstE·lt .. 

grootheden, die be-

paalc1 word~n door dE~ 11;,.·:11\"llc. _ _.ur1gheid, wac1rmL;~: A En B afzondtr-

lijlc vervaE1rdigd wordt:~11 5 (-_·) 1.s ee11 n1a,:~t voo1") clE: corralatie 
) 

die tussE-.=n a.. e11 _,;.. a2:nwcz:1_g is. DE:z, corrclatic: hangt af van tJt:; 

wijze waarop onderdelen A 8n B g~combineerd worden. Zoals wij 

gezj_en hebbcn in pare 4.~?. is ')=O als Q-; er1 .tonafhankt.::iitj1< 

zijno Indi\..·n men steeds bl~i_ndeli.ngs E.:er1 A trel<t uit een grate 

part j_ J van de zc ondi:::· rc1e J. ::11. c:n e vt:·neens b 1 i nc1,;::,11 ngs e en B u it 

een partij ond0rd8len Ben deze combineert, dan mag men onder-

stellen, dat ~en. ona~~rling onafhankelijk zijn en zal dus 

1 ., 
gc 0.2n: 

2. . 

a-- cl • 

Hct blijkt: ~ ' 
Ul"C c1a L: men dE;- u ( cl) kar1 verkleinen, dus cit: 

p a s s in g k an v ll r b E::· t c r E:: n c1 o or po s 1 t i \:_; f ·t (:_: tn n let: n . Di t z a 1 11 c, t 

geval zijn, indiE=·n ~ ir1 l1c.·i.: algE.::meen grater\., i·Jaarden aanneE:tnt 

naarmate de door~ aangc~nt~,mcn waarde grotl;Y, J.s, dus indien n1 1:n --
a a n gr() t ere as s E1 n 1. n he ·t a 7 g e rr1 c c n gr o t e r E ~) 1:> r : : .. ng e r1 to E: voe gt 0 

Di t l,{ an b O v , b C:: re i kt v\JO 1~ c~l c: t1 li o or de on de rd c? l ,.; n A <::' n B t t: s or -

.lee ren na ar r1un res pc c .,c ='- c..:vt: J_ i jke d 1 ame t e rs ,1 J. vc,re ns ze t e c (:rr'i-

b inc reno Het effect van eon dergelijke sort6ring is v~rrasscnd. 

J6 SITTIG heeft dit toegclicht aan de hand van een voorbeLld. 

Hij onderstc?lt daartoc, da·t er a. ::::: a-

-- 2 2 
= u 

--

I -

is , Dan g e ldt: 

v~rder ondersteJ_t SITTIG, dat men de onderdelen sorteert in 

twc e k 1 ass en rnct a ls cr~i. ·tc1,.,j_urr1: di a met {Jr grot <~r of kle iner dnr·1 

het gemiddeldco Men combincert dus steeds assen met diameter 

gro·ter respo kleiner dan d met boringen met diameter groter 

rcspo kleiner dan , doch men gaat.overigens aselect te werk~ 

Indien nu~ en~ beid8 normaal verdeeld zijnJ wordt de corrc
latieco~ffici~nt van~ sn , zoals SITTIG bewijst, gelijk aan 

2. ~~ 0!64~ waarna uit 11-.11-.,3 volgt: 
T[ 

in plaats van er Vi_=- J, Lt I cr... 1:>ij niet sorteren. 
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Bcscr1c)uwen WJ.J dtl verznn1,_:1.~1 .. ng van allc mogcl::t..Jlcc stcekproev2n 

vc111 11 wa2r11<1m~i.-r1gcn bcl1orc.:t1cl.c bij dezc li"de ·t:vJ0c~dimens ionale ver

dcl infs., dan zal ~ over C:.(;;Z(:3 VZo E:en waarschij11lijkheidsverdE3ling 

l1e1J b(:1n.. De ZE: wh--verdc 1 i 11g :i_ s van cl ie 1·1 r1 ard ;i 

schijnlijk dicht bij f zal komen te liggcnJ 

groat~ moct zijn, opdat ~ met een bepaaldc: 
.. - .. 7 

( 1. :::-.. ~-· IV'_ ,...,, e '""'r T,.T a,. r · :::,• u · <.. L, _; t: vv · c:l --· ... 
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c::; n b c:: t 1,, ,.-,1..t 1.-,1'..:) c1 a r he id~::; int c: r -

,· -- n c:C (?11 r1ndcr concludcrcn 

I :1. de pr a c t ~i. J l{ J_ s 1 ·:1 
, ~ ~ v o o r 3 1 v £1 n b c: 1 o r1 f~ c1 n1 de h yp o the s ~.:. 
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on c1fha 1-i1.c 1:.: 1 i jk zijn en c1::it 

groothed~n b0stnato 

correlaticmnnt ~)esprl:lcen, W8ElrIDCc. 

c·) n 8 f h a nk e 1 i j k z i ,=1 11 lz a 11. t o e ts ti r1 :; 
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t VJ e c:: c1 i m E: n •-
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i.s volgens hl:tn 
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J 011.gcns Ctuidcn wij 
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tJI Ll r;, .. ! ' 1 .r 5 r7 '1 '10 "-·' . . L - '- .~ 

\,Tl' J. ( J 
r, ' .. \._,/ .1. 

V r r• '1 ,.., ·. 1 t S (\ 1'"" a·-. .__;; V\I ( t t ,, I -~ 1 J, ; ) 
• 
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6 {) g 8 C. -

"1 9 6 ' -.. 
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,.,. · ,,,. u ' t d ·"' t 3 t '.'.') -· 0 '=" l , • _ J.. i . m (_ r 1 C'. (_. __ 

wiskund(; 

J 

5 
ll 

' 0-

~I.et s b 1 i j k t v [1 r1 

voor muziclco 
D a a r ·to c 1) (} s ch o u t\T ;..:; 1·) ,,.r ·L J allc paren jong~ns 

1.n di t gt.:val ~· o 10, 9 
die wij ui t dt~. 

V .... ) r Zam,;., 11· ng lr1 l"'1 ~1. 1:· n VO rt~"·· ·1 I.:,; C C ~ · .\. L .I.. l. ·...; .• ll\~.,; t 45 paren ¢ 

l1.0t getal +1 of .. 1 t o e a 1 n a a r gt.· •-· 
long a~ rangnummtrs van a~-~ p82r voor wiskunds en muziek ge

lijke of tcgcngcstelde volgorde h~bbena Zo vcrkrijgt in ons 

V()<Jrbeeld hi2·t pac1r AB he ~.I gt;tal -1, omdat 7 > 4 doch 5< 7 1~s, 
ev~nz_o krijgt het pa~1r AC h~t getal +1, FH -1, CD +1, etcc 

12 Mo G.. KENDALL, Ran1,cc ::)r:t'lc:: lat ion method, London 
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V ··1 •. , • )'i ... _, L • l .. J. 1
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Jongsns: I F J H G 'i\ l) 
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\,J j~ s lcunde 1 2 

.. , 1~ 6 8 5 '( 9 ·1 () ~, -
t1u ~ :t. el{ 8 9 

.... ) 7 4 1 s 'J 6 10 ') C __., ,.,,. 

\·Ji j .,c c J. 1 (~ 11 d an ~i. 1·1 : •. . . ·1 :::: o t s t"' r i j 
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*' ,, - ~ ~ . t 1 .. l.J c .. i a 

Hun aantal word~: 

p 2 -:- 1 -t- 5 -!- 1 .' - 3 -1- 4 + ;~ + 2 .. L 1 _.. ',:, 1 .. 
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De wij 1 . . . ,1 (' i d j
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r- 0 " . . l . " - . 
L .•. i 

Indcrd2ad ~,_s P ~- Q t J_ '] 0 L 8 8 .~ 

S -- 1:, 

Het is d.~·~zc~ S d:i_c; \·J:;_~J c1ls maat voor c,lc; cc)rrelatic r1ad,~1,., 

\A1011s en t (; l) e r1 choui/-.TE: n.. Pi. J. l (~ 11
'-:: erst kunnc r1 WJ. J o:JrnE: rken, d at S :~ 1·1 
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Als alle paren c·e1·1 • ·1 haddE.n gehad, W8S S - 1+5 gewE.cst; 

dit is het gc;vc1l bij voll<ornen tegcngest;elde rangschikkingc~11, b .. v~i~ 
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407. 11oets gclJascerd op a~ rangcorrelaticcoUfficitnt 

M~t du r~1ngcorrel2ticcotfficitnt van KENDALL kunnen 
-· wi :J 

1) J. J 11 c t~ v o or lJ c.. ~. l. c1 ,1 c:·: n ~ > c '. r I) l~ " 6 d E.: hypo the:· s l., H,, to e t s c n ., d (.-, +-.... ,., 

lc11ndf:., Als }-/ 
0 

lijk van d2 volgordc 

1 C 
- 1,..) , • .,, 

' ' 

1. r1 1:·1. __, 

volg~ns h0t criterium muziek on21~-

D ~ ' ldt · ~ ,. ,, 1·c ~e · . ook 1nd1cn eon t::.J 

v a11 be ide rangs chi kki ngE:·t·1 geb Eis c-:.> e rd is op w a i:.lrden van een rii e .. c. ---

s ·tochas tis che variabeleQ 

hebben ziJn wij in st33t 

these te berekenen. 

die wij aan onze hypothese ~ gsgeven 

verdeling van S of~ onder deze t1y·po-

Laten wij dit toel_~ch·ten aan een zeer eenvoudig voorbeeld, 

wa2r de rijen bestaa11 t1i·L 3 rangnummers~ On1dat wij de volgorde 

1.n de f·?ersce rj_j onaf·r1an1cc~litj1{ c1nderstelle11 van die in de tweede 

riJj kunnen wiJ de volg<)rd,: in de eerste rij constant nemen~ Wij 

l1e·b1)en ctan d 4~~ vc)lgencle m,'.)ge litjkheden: 

1 2 3 
1 ? 3 ·-

#1 2 3 
3 2 

1 2 3 

2 1 3 

s -r-1 W D .,,, 

) 

s h IP' -1- 1 

f-1 

r:) ., 
c.. -~ , --

2 3 1 

"1 2 3 
3 1 2 

1 2 3 

3 2 1 

s ,-1 

s ··· 1 

s .... 3 -



I~ r z :1_ ~1 r1 in tot a a 1 6 r·i 1 o t?; e 1 ·i J k 11 e d E~ l1 } di E: a 11 e on de r de h :), p (> -~ 

)...,
0 

e\ren 1tJaarscl1J_ ,i.'1.:: i .. Jl< ziJn .. vJiJ vindE::11 dus: 
·-~' - ·7 L) -p --,) p C 3 s c::'. J 5 3) t I -·I 

' r 1 --_;) - - ..1 - - - - = -- - - ..J ·- -- - -'_,,. - - - i 
6 - 4W 

•• ~:S ' 
; -• - _, 
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- ., 

- ., --;) r-r. ~ 
,,.. ,,, ' r --- ) 11 . 

_j_ L ,.._ 

1 L ·+ J 
' l... .. I I I ·- - - ----J .... 

l, l,- - - -- -, .. WO 0 -- -· -- L - -- 3 - ·- - .. 1 - 6 ? • - .. _ j -.I _, 
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Volgens a~]_-~'7 elf~i·•~ 
\.1 t-) ·~· .... ;.. .._ t,, 

• 
1, 1., , ;"' ,,,.., J pie t·J .. ,lv ,_ . kunnen WlJ ook bij grotere 

waarden van~ de wh-verdeling var1 S of Z o·pstellenq 
-·-

' I -f.. 
' • 

, 
I ·--- .. , 
t, 

BiLi deze verdelj_nf';C:11·1 ziJn de lA1r1r1 v2·n waarde11 van S kle.ir1f2r 

naarmate ziJ verder van o verwj_jderd zijn; J.ndien de beschouwde 

gro<::,.1cl1eden gecorrel(?erc1 2:~J.tJn~ zullen de ver van O verwijderde 

1.,1 a a rd f_': n v a r1 S v a i-c e r C> 1:) t J: I'.: t~:: tj 1.1 ., E:~ 1·1 \if E~ 1 d e f) o s i t J_ e v e w a a rd E:? n b i ,_.) 

lJosi-'cJ.Eve en de regatie,rc_ .. , '"lC:12,rden bij negat:i.t?VE' correlat-i.e" vJ•i~J 

verwerpen f-/ 
C J 

Z()dr2 de l{ans op het Op -t"Yl c"l·n J. ~.: .i ': 

van de gevonden of een verder van S 0 verwiJderde waarde, 

c1us c1e t1,teeziJdif?;e OVE;rscl11·:LJdjngskP:ns 

g. c:, 1,ro z e. n o nh ✓.,, t ro lJ r,.,b •:::i •:-i r· l,..., f •• -. c·~ ·~ (-1 ,- , mp e 1 , b w ~1.· J. __ ,;;,.., 1; ~ _ 1-., e ..... _ v~ (~t c:i ! .1 .:: L .. L o .l .1. • ...:::: • • 1.x , __ 

niet grater is dan de 

hebben in tabel 4cII 

de zc)genaamc1e 1 ... ritie1cc·= ~~·\JcE1rder1 va11 S gegeven 5 bij 4 verschillende 

is ontleend .~-:: .. 1n l.N"aarden van oZ 

e:en publict1ti,::3 . ..,.J , { , i ... ,. 1, ~' _.. .,, t,.._ .. j._ ~J "-- ; ( .... ..._.; ,.. ,,. .... J - - ✓ 4,._,,,.i. tl \ · De absolut\:; 
, -

zijr1 als daar aangegEv2n 

bij 10 S 

t ab e 1 4 -- I I 'lo'""]···_ .-J: d E' CJ'1'l - o· -;- c 1 ,'.- •• ~ _ ... .: : __ -, .., . l.J ,..i 1.J L, ..:..:; onbs~rouwbaarheidsdrempel oL.. .. - 0 ,1 (', 
J I ) 

nog gelljl< aan 'J ,.,1 ":-'\ r .r·· I;,.. .• 
~ ,...- <ii" .,J.....# '-' 

- T ... 1·· ~ ·1 -. 1 .·.· ·r1 .. ,, 
\ ~- , · l , ••· I t· _., 

'- __,, ..l... , .... - '- ., - -- ' .. ""'i _, 

waarde ligt tussen r :) ' i 7 ( · ,lf· .- -~ 
"'" . . •. -J . 

verworpen wordenD 

• 'II- - "' - •• Ila ""- t II - .... - - - .... .._,._ 

v·211 S ·ts - sytnmetrisch ten op--
01 .. - c.. , 

en H 
(). 

de gevonden 

kan niet 

13 L. Kaarsemaker en A. van_W1jngaarden, Tables for use in 

rankcorrelation, StatistJ_ca ··r (1953 p. 41-540 
•-tJ •• 



rr~bj•:; i i1 II ,,, ./•' .... ,. ,..... ,._,_._ 1., ----·•-------
Rech·ter kri tie1ce w a a r cl (:: 1·1 v a n - ----
rangcorrelatie·toets. 

·n d 0,01 ' J -ex -
I 
' 

Lj. -
-

5 ·- I 
6 15 I 

I • • • 

7 19 I 
8 22 l 

9 26 I 
-· '"' 

I 
• 

'10 2g i 
l 

I -
I 

11 33 I 
l 

12 38 
13 44 

'14 47 

,...,, .-. "") 

l l ( • ' ! ) , .. 
, $ ~-- (_ 

, 
' 
. 

• 

,, 
• 

( ?7 
' 

• 

31 
36 
40 
l 

I 

! 

1 () 

1 ':.~ _,, 

15 
., ..... _ 

1U 
,I"'~- ,..~ .. , . j . . ,, l , 
t • ... ~ . .._,/ 

t )l'"'.:1 
{_ ( 

3 

tweezijclige 

0, 1() 

I 
I 
' 

6 

8 

1 1 

13 
16 

18 

'~3 €,.,. .. 

-.,-, 

• 

~-

I 

I 
' I 
' • 
[ 

I • 
• 
I 
' 

l 

I 
I 
l 

! 

,. • ----+----------+----------<i' 
15 53 
16 58 

17 64 

18 69 

19 75 
I 

• • 
__ ...,, ... , .......... .. -. ,_., -· 

20 80 
,_,_ 

• 

49 ~-1 35 

50 
t:. .• 

C 5l.5 

. 
.._ 

63 
r;7 
- --··- -
7 

,-•, 
• I .,,-
'-·· 

I 
I 
I 

1 
l 

I 

l _r 3 (: ,tt t) CJ I ~~· 

5n ,. 42 

53 45 
i:::r-~ 40 '".) ( ...,, 

• 

c:. ("\ I 52 \) .•-' • - ii.,__. • 

., 

\ 
( 
l 
f 
• 

I 
• 

l 
I 
l 

t 
' ' 

,........_._ 

I 

De tabel beva·t c}.· ::J_r:.:inste v,1aarde S 
(:>( 

1 ., c· k • • 
,... •· '" 'l r ., C~ .L e u a n ci a t 1 ~--

---. 
' 11emen" waarvoor ., 

-

c· ; .,.,. ··, I ---· .- , _,/I _.,_ - ...,.,/1'\ 
... ! -·- • 

CXJ 

Indien wij bij dezelfc~ 1? waarde van n, S = ➔·25 vinden, 

ku11nen wi (.i f/(
1 

b ij . c>( = 0 2 10 (_,i ... C1, 05 \Ve l vervvc::rpen; t11en kcin 

d n 11 bes 1 u it en.? da t de ()l1{·1t? r1 ~~<)Cl1 te grootl"1ectE,11 posit j~e f gecor1~f:: ... 

leerd zijnu Bij een \T c:111 S - -28 kan men H verWE)rpen 
(,) 

bij cl. besluit dan tot negati~ve 

c or re 1 a t i <:: (. 

Wij hebben hier de -~weeziJdige vorm van de toets gegevJn. 

M (_: n 1,e an d E: s g ewe n s t o o k t:.; s n L~ J_ j d i g toe ts e 11 , a r1 a 1 o o g a an he t gee r1 

geclaan is biJ de te1{ento(~Jcs e11 de toets van Wilcoxon in de 

cursus Toegepaste Statis•tiek Io Tabel 4.II geeft ook kritieke 

de rechts e(?nZiJdige toets, mits men de opgegeven 
, 1Jaarden van 

waarde11 van 

c1ige toets 

~ talveerto De kritieke waarde11 van de links eenzlj-
• 

zijn het tegcngestelde van die van de rechtseenziJd1S 
. . . 



Voor alle waarden van n ziJn de verwachting 

spreiding ~ van S onder de hypothese H beken_d en 
'~' 

5 ~ 0 -·-

,-~---•-•> K---•--,--•-----
11_ 7 0 

I o o L. J , 21.z s·> -- -·· 1'l. ( "f7 - I " T' / . 
I 8 ' . 

Bij ons voorbeeld n. -- 10 is dus: 

u= ;i- . J O. 9 . 2 s :-
--.... -·~-
J 2 ,:.,~ 

' ' ,,.) 

5 en dE2· 

we 1 is : 
• 

Strikt genomen gelci•~ c~ezc formule even2J_s tabel 4.II en 

o 11 z e b e wt:. r j_ ng ; d 8 t (~l <'; 

olleen indj_en er gee11 

voorl{omen, dus indien 

V(:1,,ctc:1.~i r1g van S onder H E;ymmetrisch J.s 
0 

2; c J_ j ___ 11 ~ e vJ a a rn em j_ n g E:: n i 11 c1 (:: s t e e kp roe v e n 

er !~=ccn par~n zijn, wanraan bij de berel{e-

nJ_ng van Seen nul mo,~t v1orden to~gekendo De sfwijkingen zj_jr1 

E.:chter van v1einig bet(:::lcc:11. 1 .. fJ zo1.ar1g dE: grot::·::) ·n van gelijke W£-Jclr·

nemingen relatief klein zijn 

Ond2r de ze rt::s tric tie 1cctil ·t(:vens \vorde11 8 a11ge -'c oond:; dat .:i -·- J 
' 

\rJ ac1 rd en v a 11 11. <:.) 11.c1e r }·-I 
(} 

N { o:, 1 · -· 

kan men de tweezijdige overschriJdings-

ll == ·--·-· --- ~ 

IS( - I 

a-· 

11>Jaarir1 1 S/ de abs o 1 u t (:; 1·1 a i:.:; 1"tci e: van S en de tcrr11 ~· 1 een con ti nui-

tc:itscorrectie isc Daarnn bcpaalt men met een tabel van a~ N(o~1 __ 

verdeling d(! tweezijd1_gi:-: ov2rschrijdingskans van u O Men vindt 

z(1doende biJ ons voorbet:}~lc.;_ S -3; <T = 

dus volgens de tabel van de normnle verdelj_ng. 0,860 

r11 en ·1-c c:1 r1. cl c z (· b e n a c1 1-:: 1"' :i. r1 gs t'n e tho d E.~ o o k g c~ b ru :,_ k e n om de t o e t s 

toe tc passen voor waarden van~ en van n >10 die niet in 

tBbel 4oI voorkomen@ Me11 vcrwerpt dan ~ zodra L.~ Indien 

me11 bvVo bj_tj n ·- 30 vind~c S = 80 en men toets·ttnet d-- 0,05 ti\Tee

zijdig,, dan berekant men: 

t8 

---~-- == '=-443 .. 
s4j 4 



• 

De tweezijdige overscl1r1jdingskans hiervan wordt volgenLl 

de --vc::11 dc;J_ing O, 149 .2;: <):;(~)5.. kar1 c1U;3 11.1.ct 

verworpcn wordeno 

Opgave: -·-·--,,-• .. _ 
1~ 7 ··1 • • • 

0 0 t... Cl Pas de rang corr· c:: J. ,:i L ·1 e -4 t (J E t s toe:: op cl t: re s u 1. t ;:1 t c n v a r1 

op g av c 4 o 6 o a on tJ E:.} tr o u v·J 1J ,~·: ,· .1--i he :i. c1 s c1 re rn p E.~ 1 ~. ~ o , C) ·1 " Gt' e f c1 e b (. •-

1--i ad er :i~ ng voor d t= twee z j_ J. c~ ·i. r~,~e ove:rs chr i .J· ~:1 ·1nr:1.::31c.o 11s ., 
<.. •' "- 1..,., 

4 o 8 . D a 1 in g van he t g c, b ci or~ ·t e c j_ tj fer en fr act i 1..; de r ,j on gt:· n s : c~ -

boorten" 
• 

In tab u 1 l~ .. III :1_s x r1et c:1::=-1 nt al gc boo rt 211 per j a ar in Et1g,.: -

J .. a 11 Ct c:: n W a 1 e s ~'- n de J arc·; 11 1 S; 10 -1919 
• 

c:1 an ·t cl 1 j o r1 g c n s - g c b o r t l~ ·1/~1. ·L 1~:; ·t he ·t t o t a 1 e a ;·1 n t ~7 ~l f!, e boo rt e n i r1 

c1 c ~.:: e ~1- .f de j are n ., 
• De rangcorrelatieco~f1 fj_ci~nt tussen x en~ ber~kenen wij 

r.11s volg·t: 

------:-------------~--------
X 

Jaar 

1910 897 10 0,5098 5 
I 
i 
! . 

881 
I' ) 

! 95 I ·J 1911 d I I ...J ; 
I ' l 

873 6 
i 

99 6 1912 
I 
I 

I 
1913 882 9 93 ·~ . , 

'j 

i -· 

1g111- 879 7 87 1 
I .,, 

1915 815 5 
I 

97 l I 

I '-r· 
' 

1916 786 4 ·119 9 
l 

668 1') 108 ' 7 1917 c.:. 

1918 663 1 l 117 
(", 
() 

1919 692 ~ 0,5145 1c1 _,, 

Rangnummers: 

11aar x: 2 3 l} 5 
,-

7 8 9 10 t) 

8 7 10 <:} 4 6 1 3 f'') 5 na.ar y: ,,.. -_.., 

2 ? 0 t 0 _t,. 2 + 0 + 3 I 1 -1- 1 11 p + + T • • 
i l -

7 6 _1_ 7 ' 6 I 3 + 4 + 0 + 1 l 0 34 Q + -- .... • • -1- j I j -• 

S=P - Q 
, 5 4 '{ 6 - 1 4 + 3 -t- 1 .... . -23 

r 



• 

• 

H:t.erin zcJu men een E1r:i11,~ijzing kunnen ;~1.c:n voc)r £E:}r·1 r1cf;r:-• 
' ·cic:::ve 

van de:; j ongc~ns geboor·t c.:n ~i. 1.1 E1:1ge 1 and 

gc~oorten En het perunag1~ 

Ln W,'~l_er1 .. I-Ii~.t is c~ch.ter 

grooth£·!~len_te besluitet1 

6 or re 1 2 t i e ._. · t us s en -. t we E: 

1 t ,, II 
co rrr3 a l.E=' 

Eng c ~ s1Jurious correlo·t:~1.<..11.l ,. Hc;t ligt~ vr:lr)r c.:(; l1Dnd dE gec(Jrt-

stateerde negatieve corrcl2t1_e toe te schr1Jv0n a2n: 

1:~ Een sterk negatievc cc~rrelatie tusscn d~: rcboortecijfers· 
e 11. cl c ja F.: rt 211 en van d c, 

logsjaren 1911~ - -rnr~.1-\t, ,_., ~-A L, dus reeds verworp~n 

biJ cPn onbe·trouwbaarh21dsdrempcl 0,01 

2e Een zwak positieve corr~latic tussen g,~11ocmde jaartallen tn 

;, ·':) ·1. "") C 8 rd e tr .r r· C Z 7 J' d l0 g ,-::-i r~) 1 7 [ ' r ,-, Ch r .:: J ... d -·1 n g S k 8 yl S r.., \..:, L c, . ·-, ,Jv ~ . -- ....::.. \.,. V ..... ; .. ·, .I.. -- .. .') . t. is 

· ·) C' I' u n a g -. L- ~- C t;; 

8 CJ. o 

J ·c C::D 

zicn van factoren, 

''.'7 .,~ . . . . ·i · r · C. v L 1 ( _ I.., 

. ' .. - c:;J .. , w,..., rirgenc)rn"·V"'\ ,-·1--othec::i .... n vr:i,-,~ : ~' l,.; .l.. ,l c cl c:;. · " . t:... t .l l':.:, •· • t._J ·' .l c: c:1 L 1 

· 1 d ·, -~c)ms kun11c11. v'J .. Lt..1 dergJ:E~lijke i;.··1c~l1 .. r•c-.cte corrc1r.1-1.nv 08 ZlJno .....,_ 

I a g ... _ V ~'.) ·1 11. on~ L ""· ... 

gr ""' -. ·r•, .• , ,,,.., 
(~Jl. ~•l; .1 

71ud8n wij kunnen splitsen in dl t e s -~) 1 i t s c· n .. 

j 2ren 1910' ~· 1914 en 19"15 · · 1919,. Men vindt dan voor de, 

S O '· (~'. ... l 11 .... t (. (.""'I - . l)o 
0 -- ·- L. !J 

d c c1 t:; e: 1 gr o (= p e n van c or r · ; J_ cl ·L~ i e n i c t s over g c 1) 1. t.: v 2 n " 

Opgave: 

dus 

11. 8 a v c·:• r ·-i f 1 ,") e-~ r de re s u J_ ;.:, c.1 )c E: n v ci n de r a r1 g-~ C; 1) 1~ r c 1 a t i e t o e t s c: r1 I • o , o ~ - • -· I..._;; 

opgegeven ondcr 1e en 2e~ 



Combinatie van rangcorrelati~toctsen. 

Wij bespreken de me·bhode van het combineren van rangc<·)1""re

de '1Banke1~s-• latietoetsen aan de hand van cj_jfers 

c7 e·t)O sits 1' 1J i j de 11Bank ,~f :t~11gland 11 op 

191~5 zie ·tabel 4oIV. 

bet r<::: ff" ende 

de Woensdagen van het jaar 

Er zijn economischc redenen om te verondcrstellen, dat 

deze bedragen in de loop van iedere maand gcleidelijk stijgen, 

o rn a an he Jc e ind e s n e 1 D f -~ c:: 11. em en .. Di t e .f f E3 c 1
t~ z tl 11 en w i j n ·1. E~ t 

gemakkeliJk vinden door (G rangcorrelatictoets toe te passen 

op de cijfers van een geheel ja,~r tezamen, omdat de rangcorre

latieco~ffici~nt niet gevocl1g is voor periodiciteit. Wij heb-

si to-1)edragen ma and voor n1aE:ind afzonderl1jlc lJE.:rel<:end zie, TabE'l 
11· C IV 0 

Het blijkt, dat ds S van Kendall in 10 van de 12 maanden 
I 

posj_tief iso Indien wij ~chter de hypothese O toetsen, dat 

he·t c1eposi tobedrag onafl1rinlcelijk is vat1 de \.Jol~nsdag in de mar:tnd, 

waarop het word.,c waarge11.()t11c~n, is de overschr·ijd1.ngskans overal 

groter dan 0.,05o 

Wij kunnen toch ·tc)t een duidelijke conclusie komen, indien 

v,r j_ j de toe ts er1 comb i nerc.11 ,:_re) lge ns he t 

lJehandeld isQ Wij zoudcn daarbij als 

principcj dat in par. 

toets1.ngsgrootheid dE. 

som van de gevonden waarCe11 van S kunnen nemen~ In verband met 

het fcit, dat de grooth(;dC)l1 S niet alle uJ_t hetzelfde aantal 
waarnemingen bt;rekend zJ_j1:1 verdient hf?t ·,:>n1 ·tl-1(:r.)rE:t ische, hit:.)r 

n i e t '.. -n a cl c1 r Jc. <:; v E: r rh e 1 d t: n., 
• 

cll.s r. 
(,,. 

• .. J 

C -·1 r-:-, n -l-- \ir .... "t "1 
' • \_. I c ... L KEND¼.:L·L·; voor 

(: 
ct (: ~1- tn a a r1 d wordt onze toetsingsgroot 

heic1 
• _.. . 

J -- I., • • 
' 

L :: I 
(, 

Nu geldt onder de hypothese 

hj_ eru it vo lg-'c : 

J-i v o or i e d C; re i. 
(., l, = o, 

• 

dus: 

T = o . 

·verder 1s onder de l1ypothese 

i s .. 
l)t1 - ; 

• 
- <... c.. 

l 5 · ·_ 
(. 

w:*1.:.:o1: :112111,-. 

2..71 t 5 

,,_ 1 
9 

• 
(.. 

(_ 

f l 2 1 - r,_ · ormu · ·e· ._, ,~ .. C. "' ,_ 
' -

' 



-100-
4.g 

t:Bc1111,ce:rs deposits 1
' biti de 11 Dank of England'' op de Woensdagen 

van het jaar 1945 in millioenen Engelse Pondeno 

• 

Woens- Woens--B ·1 Rangn~ ( .. ! 
,..._. -n ::i Rangnll s en l J::) e Cl r a g e r·1 cc.rag ' 

dage11 /_) dagen 
• 

3 Ja11 o 251 5 4 Juli 251 4 

10 fl 222 L~ 11 t I 219 2 

17 214 2 6 18 211 1 2 ! , . ~ I I -' •• 

2 11- 208 '1 
6 25 ~~29 3 

1 
J J • • 1 l -10 ':2 

I 
, 

.,, 

31 I t 215 3 

7 F~:br o 177 1 1 Aug" 221 3 
14 T I 184 2 l 8 f t ~~03 1 

21 197 3 ' 6 15 ~~11 2 -1-
,,-

fl 
., L~ • 0 I r r 

• 

I 6 1")1) 208 LJ- ·'- 1 22 227 4 ' c__Q I l I 
j Jf -t· 

10 
29 IT 238 5 

7 Maart 204 2 5 Sept(> 215 1 

14 4 
I 

191 1 I I 12 219 2 i 6 -·-r 1 't 
._...,_ 

' I 

? I 

21 218 I 3 _\_ 
.. _ 

19 t") l.1 8 3 1 f ! 
! 

I • I I C 1· -r· 
3 I 

\ 
1 

00 219 4 26 279 4 l 

c.. u i I t T 

L~ 18~3 
I 

April 2 3 Octo 233 3 
11 11 185 1 I 10 I I 212 1 

18 
I 

l+ 1g1 3 I _1' 17 232 2 
,·· 

b 1 l l • 
l l T -. -

' -
25 230 lJ. I 

2 24- 242 4 6 - . ! ' t I ' ! t •°1'--.iv l L lo I 

3 • 
I . 10 

t 

~? l.l-4 
• 

3 '1 
I 

5 ' I r r • 
' ! 

2 Mei 192 3 r7 Nave, 221 2 

9 ff 176 '1 14 f f 
r)r 5 c_ 'c:. 3 

16 I r 185 2 + 4 21 218 1 ' ('"\ 
! J 1 -i- C. 

23 ~~19 ,--
I 4 28 250 4 1 '.:) -i·· f 1 

- . 

j 10 t I ·3 I I 
' 

I 1+ 30 212 -
I I 

' 

6 181 
I I 

Juni 1 I 

5 DecQ 219 2 

13 201 2 l 6 12 ~~17 1 + 4 Tt -,- t I 

20 211 3 1 I r) 

I i 
_1_ 19 229 3 + c... 

I 't 3 
27 262 L~ 26 274-' 4 rt 1f 

Voor n_ = 5 geldt cll1s: 
(., 

_. IS - I 
S. '-, - b , 

pr __,. 

l,. 



(; 11 vc) c)r 

2 ( - . 0- 1:. -- (.. 

2 - •. ;-
9 

// ·. ---··-·-- -
4 .. 3 

// 
5Lr 

I11.(:1 i en wj_ j nu v (:· rc1 c r ·_i_ i.1 ()n z E3 get o e ·ts t G hy-1J o these opnE mt: t1 .. ? 

d c1 t de bankers. -depos i ·ts ~I- 11 c1,:~ ve rs chi l le r1c.(.:.1 r11a and en o nder 1 i ng 

cJ n a f h [:1 n 1-( e l ·1. j l c 

J.1. 9 J_1 
l o o r 

rn a r:1 r1 d E:111. tn 2 t 'i? . -= Lt , 

vJ :i_ ,:J Vi ·r1 CJ. C n ~ 

Dur:~ l c• 
.... -· ~.) 

011.d c~ r t·1 c: 

'-

-

--

·1,) j _ J 1J e r 1 a cl e r :L r1 g t:: e n 

dur, T er ....;..~ = 3.? 1i-4-
9 

c:i c· hr ·i ·1 c7 ··t' n r.:t s·· l;; a~ nc:' .J -
t . ..> . - , .. " • t-. ~ ~ i-..) 

\ • ..I ~~ 

c1ar1 

cl11c~ ~.. ,:::, 

o· ,-.1 ·1 ,..:) ·t " t.-::' ~"" ,.,_ \ .. t Q 

+ 

rn . _-:' r ., d us ,..-,-.t ( I - I 
L - J .7 V {,,.,f... - 6 en 8 

- II - .. - - ... 

(} -- ,, -- ,,I- --

2.7 
• 

3°5 
··1 . I 

N( o., r -VE?rdc.:: ling hebbE~11., vJJ_ ,J vonden ~ ; ... 6, 

~ 11.: .. <::r·::)_:.,J b€]hoort een twc=.:t;ZiJdige over

wij kunnen dus de hypothese. ver-

vvc:X'lJE:.~11. 2 da·L l1(~ depc)~)-i_t,_: 1 ~1 ~,·:1oflhar1keliJ'k ziJ11. van de datum Ct 

• 

-

Ui·t de gevc)11c1c.:1·1 vvac)r(:lc~.: v ::.·1L--:t ·7- 1Jli {jkt 5 dat cir )J~1.1--inen dE1 maar1dcr1 

(~; C: n n e :t. g i r1g j_ S t O t € 811. ;~; ·c i. J g c:,; n C1. Ve r 10 0 p o 
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1 

1 

2 

3 
5 

7 
10 

13 
14 

17 
Grafische voorstelling van twee-dimensionale verdelingeno19 

Continue twee-dimensionale verdelingenc 

IIcVerwachting en spreiding. 22 

2o1o De verwachting van een alternatieve verdeling. 22 

2~20 Voorbeeld: kruis en munt. 23 

2o3o Tweede voorbeeld: een verzekeringscontract. 26 

2c4. De verwachting van een discrete verdeling. 27 

2c5o De verwachting van een continue verdelingo 30 

2~6.. Eigenschappen van de verwachting van een verdelingo 31 

2o7o Het b·egrip verwachting bij twee-dimensionale verdelingeno34 

2080 Consequenties van eigenschap 30 37 
') 9 C:..a • 

Illa 
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3o2o 
3o3o 
3o4o 
3a5o 

De 

De gereducEerds variabeleQ 40 

Het tweede moment. 41 

Variantie en spreiding. 44 
Eigenschappen van variantie en spreiding. 46 

Conse~uenties van eiger1schap 8c 48 
Over het schattcn van variantie en spreiding van een ver-

deling. 52 

Standaardisering van een stochastische variabele. 55 

normale verdeling. 

N 0,1 -verdeling. 
• 

N 3 ~ -verdeling. 
Enige eigenschappen van de normale verdeling. 

Centrale limietstelling. 

Combinatie van onafhankelijke toetsen. 

58 
58 
61 
62 

• 

64 
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Het begrip correlatieo 
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-· •• Oplossingen der op aven in rapport S 1. , 
9.u~sus,. To_ege·pa~ te St at is t iek II~ 

I I I ii I I I.IF tr t J I t , t IEI I 11&1 C ISiUJl 

1. 4. a 

Blz. 7 

1 .. 5 .. a 

Bl -7 9 
.. ~-- ..,J C, 

1~5.b 

Blzo10 

X 

0 

1 

2 

3 
1.t-

5 

X 

0 

';) 
··-

3 
4 

5 

11. 4 n . "" 5 
., 

p X :=t X p X X 
- -

4 r· 5 C! •• .. • 

5p ... 4 
r, 2 t'") 3 6p l.. ' 10p C .. 

• 

4 4 p 5IJ 
c:; 

·, "1 :) 
L'".., 

p X X F X 

0,168 0,168 

0, 360 0,528 
i 0,309 o,837 f 
' 

I 
0.9132 0:;969 • 

l 

0,028 0,998 
0,002 

f(x 
·1 --------·-- ----·- __ , __ 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
l 
l 
i 
I 

I 
l 
I 
I 
I 

- FcxJ 11-----_,;.__----i 

l 

! 
• 
! 
l 

f(x f(x.) F Jt'.) ___..:.~..:.----- -- - -~---·-.. •·"'-------... --........... _____. ___ .. __ ..... -· --· 'x 
1 

_ ___:,.._......_.L-...--•-... -· = ., ... _ _.. _______ ,,., .. 1 .... - i---_.;._-

0 1 

1 

2 

3 
4 

0 

Als O & ::,r...c. 1: 

Als 

f(x)= X 

f(~)-1-

• 
) 

• 
) T(-.::c) = I - .L {2 ---x.)2 

• 
l. 

I .... F ( x) .:: o, os .. -.> ::x: == l - ..L · 10 = I~ 6 6'. 
ID 

Volgens de errata moet de opg2ve luiden: 
p 2 . Q X * -- X -~=- ~. +- X. ::::: 0 ., 9 (9 .. 

Aangezien de verdeling symme 1crisch is t.o.v~ x., geldt: 
p 2 -./ ◄:, X _c:~ + -v-7 / p . ....,.. , < I') ......,. -.f 

- .,.A.. ' ---- • ; • _,,..___ J = - .;.-..,....._. :;:t: ~ - ....,A- \,.,# 

P ~ > -:x. ...:-0.,01 of 
W: ii -= , ..•. 2 P :x. > x ..... = o., 9 & .. Dus 

%. 
.., - """'·· .- 0 01 ,;,( ..,4., .· ' .k ' ' ., 

X -::: · 2 _ ...L. 2. = I, 66 .. 
IQ 

' ' 



• 

1 ' 9 0 8 

B 1 z, 18 

101008 1 

2 .. 4.a 
Blz o 28 

2.40b 

B 1 z D 30 

Blz031 

1 . 

x+y 

x-,r 
u -5 

kans 1 -3-
• 

x-y -5 
2 l-cans 31 

3 

-4 

2 
~ 3~ 

-4 

3 

• . 

4 

-3 

3 
3_ 

-3 
~ 

Ji 

5 

-2 

I 

-3r-. 

-2 
... 

3~ 

x en ~ zi J11 ,:,nafhc1nke 1 ijk, 

v.1aarbij geldt: (";)G) = I 

= Q 

·6 

-1 

'10 
3~ 

'-} 

voor: 

voor: 

7 

0 

b 

0 

h -
3 :-

• 

8 9 10 
• 

Jt " l ... ~ 

• 

:X:. < 0 .en X > I • 

-2-

11 

4 

2 
~3J 

12 

~en~ zijn E·fhankelijk, want de grenzen van het gebied 

wat.;.:rbinnen f(x.,i; >o is zij1--i niet evc~nwijdig aan de coe5rdi-

naatassen. 

xen ~ zijn afhankelijk beschouw de verticale doorsneden 

door de pyramid€ ~venwiJdig avn de co~rdinaatassen ·) 

a lgemeen: /)1 p . 

Ja; 2.ls x de w21c.:rd.e x.::J:;.o eanneemt, neemt zij ')Ok de waarde 
(. 

_ x. aan met d,:;ze lfc1e kans 5 d0 corresponderendE: termen in 
(.. 

de uitdrukking voor ~x vallen tegen elkaar weg. 
-

f(x) = I 
h-o... 

dus 
dus 

(x) = 

- 0 -
a.<.: .b < 0 

"""----•- - !..."l... > < l 1 .,.,_, ,._, ..... .-~~-,..,_ = $ 1-' 

- a. 
b 

Dus 

A B o.,;:...-----
_b 
b-

-

:x. = J_ (a-;-.b). 
1. 

:= 0 

voor a... . ,,. . 
• 

voor :x. < a.. 

(J = 0 
+ 

(J_ ::: (Jpp . tF-o..p. A BCD = 

= ..L A B. B.C -t- A D = 
2 

;;: ..L - a.. -t- .b) - a. 
2 b _a.. 

h()og·te . 1 a de ()pp. van een driehoek met bas is .... a.. en 
.b-a. :, -

hoogte - a.. ; 
.b -GL 

L a..1-b) .. 
1. 

. . 



• 

Blz c 3~!. 

2~6.b 

Bl2~~33 

3 - -

.. 
o<a.<b W()rdt r5_=-o,;,~dE~ 

.b - a.. Fin r::venwi jd ige z i j den 

opp., 

h 
van een trapezium met hoogte 

.b -a. 
en ;, , 

Nee; dE: nieten worden r1J.et met ,f~ 1000,,-- verh:>ogd .. 

ax.+c 

X = 0 · .) 

-- ......, Cl.X +C::: a.'t.x. +C ::::Cl,..;,... +e. 

a.. X ::= 0 • 

> ..... ( X + c) = C _; 

(a.. r b). 

Blz.,33 fa~ls 

dus 
;~~ ym me t r J_ s c t1 v er d E'; ,~. 1 <3 1. ~-~ i~~ e 11 · ; p z 1 c ht E: v £) n :c -= c g e 1 d t~ 

"X. = (! . 

2.808 

?..1108 

Bl z o 46 

B lz. 48 

2013,a 
r3·1z .. 51 

2~13,,b 

Blz .. 51 

die 2J_le symm8tri.sch ziJn 

form u 1 s ~: ~ 1 0 .. 1 . 

t 

x = t opgave 2.4.,b • 
• 

• t . ··, & V . 

opgave 2 .. 104,a· 

a- 'l(x) = 5 formule 2 .. 11 ~ 2 · 

X::-~~+ 
In gevc:l 1: 

In geval 2: 

• 
.) .._(x+~ = I . formule 2.,7 .. 1 

--
... 

,,- 1 X 1 
V = 0 ; de steekpr0ef omvat d~ gehele populatie; 

x' is dus niet stochastisch meer. 

<51( :x::' = _..;....9_00 __ 

100. 999 
<Tl X.) . 

•" a-1.(Xl --- .. . . '"" .. 
'l'Y1 

Los dus 1n op uit: 

Bij 

Bij 

?1 :::: 5 00 : I 
m 

bij mappels met teruglegging. 

J 900 - ------
100. 999 

_ 50Q 
- a o p ;; I l A,!~ I, I :Oil I I 

500.t,99 

.l. ::::: __ 2._0_D __ 
m /JO(). CJ9<J 

dus 

"Dus 

., Dus 

11'1 ::: II/ 

7nz<J99 ~ 

11-11 :rt:' 3996 • 

• 



-4-

• 

• 

2~13°c Als de spreiding van a~ gewichten d2r appels ~ is, en de gemid

Blz051 delden vsn alle wa~~rncm1ngen in gevallen 1,?,3 en 4 warden voor--•· 
g ~steld door x ~ .) ..,,,,_. J 

I 1 
X J 

3 

er X --I 

IT (x ) --2 

CT( X --3 

I er - 0.,2.240--
V20 

..L . ..L a'= OJ 2 2/; u -4 6 

_J_ • 1000 - S (T = o., .2 ..2 j a-
Lf s. q 9 9 

10 oa - 2 a v = o.) 21 J 0-
2o.q99 

formule: 2A<13.6. 

tweemaal formule 2.13.6 · 
• • 

formule 2.13.6 en 2.13~10 

formule 2.13.,6 

De vierd0. methode is dus d€ nauwkeurigs~e, doch het verschil 

met d,·-_ andere metl1c>dcn i_s nog ger·1.ng .. 

2.14.a Beid~ sch2ttingen zijn zuiveru 

Blz. 55 

2 .14 Q b In het eerste geval niet, in het tv1eed€ geval wordt s'2. met 

100000 vermenigvuldigd. 
8 

• • 
J .,. 

0)01c12. 

2 .. 15 .. a 1 

B lz., 56 
X._'Yl?. 2 X 

Vrnp(i-p) 
• 

- , . , 

2.15ob 1. De wa(:_rnemingen van 
O'(x) 

B lz. 57 

Blz ~60 

3 . 1. b 

B lz .60 

2. 

- o,4o 
+ 0,34 

0 t'i8 /j /''.') ") 
- J 1'.:.:, I , r: .) 

--+- 0,81 - 0,10 

1,606 :. l. r 0835 - ¥ = ; s - c__J 

De 

:X:. - X 
C. 

s' 
- 0,97 
+ 0,05 

0 men vindt: J 

- 0,81 

+ 0,70 

+ 1j28 

- 0,56 

0.,200; 0,010; 0>999 · 

0,800; 0.,990; 0,001 . 

, _A .. - . "! /: . . 

worden: 

0,90 

+ 0,98 

+· 0 J 83 

+ 0,94 

x. - ' c,,, 

:l. 

- 1 

~t- O, 55 

8 ·"" 1 , 1 

+ 0,34 

; men v1.ndt: 
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• 

3.1®c 1; 0,0004. 

Blz~60 

J.1od 

Blz.60 

Blz., 

3.3.a 

Blz. 

3.3.b 

Blz .64 

3 .. 4. a 

Blz .67 

1 1, 282 . 

==-1,645 .. 
• 
' 

' 

3 X -· 2,575 • 

~1'.i~tie is 1...,411-~ s·or12idi11g 1e dus 1,2; ~ is- N(o,1 -v ...,.... .. • .. eld~ 
p p :x.. 0 14 < '· 3 7 I),., 127--JI a,. • - -- • 

I,, 2 
0 2 p X. .> ,_ p > ";- I II 31 D, 02 8. L. -

~ -- :·: ....... " -;+>At 

I~ 2.. 

3 p p X - I J 3 f 0., DI .x '-1, 16 - =- , 
' t > - • I> 2.. 

4 Noem de te bcpc:1lt·=311 wa( rd•~:n x, ~n .x..
1

., dan worden .d-ez: ge
--n ui t : 

~ :x !. ~ '~3 t_ 
1 ... 2 

p -~-&-·. -_1 ~-~_.l..... • ~ o.,. (),(J, () s 
l, 1 

of uit: 

X -I 

't~ -I 

~ .. ~. ~ I> 3. 1. ::: + 3 ., 3 
I, 1 

~1 
• N(o,V.2 • 

N 3X J • - • 
1 

·= )l wwwa I I< . 

.. 

~ . '"' ·- -l. 

'f 1. t= 3, l -I S -- > 

··De ovePschrijdingskans j_s grater dan 0,05 als 

• 

> -0 48~1 , - " 

2 Ana loog : :r oj 99 o; ovc::rsch.l--iJdin.1
: skans grater dan 0.-- . als 

~ < o, 990. 

P x. ~ 0J1.s4 = S -= 0., 0 .2. 5' . ,,.,,,),-

p -= '<' (), l 5" '-t : p . · ~ ( o, 2 5 4 _ "">- ) 5 = 0, 0 l 5' ... > 

De overschrijdingskans is grater dan 0,05 als 

-0 623< , 

. X > I~ - ~ P' r::; (),OJ,.,' 
-

I 
: _ IJ·., 6 l 3. 

= /.> 1.31. 
2. 

: N(o,,·-verdeeld '~ · 

Bij toepassing van een continu!teitscorrectia zie 3 6 .. ' . . . . . . ' . ' . . ' par "' .. ~ · · .... ·. 
kiest men : . 

' 

,, 

0,) o I 11 - O.,S 

'"')'1 p(i-p) 

. . . ' -· . 

• 



. 

. , 

J.5.b 

Men vindt: 

a Zander continu!teitscorrectie: 

n 
p 

0,5 · o,84 0,046 

0,2 ·. 0,80 · 0,012) 

0,000 

0,000 

b·· .Met continu!teitscorrectie 1 

D i.: 

n 0 
10t::: 

0,5 0,9? 0,046 

0,013 

0,000 

Men kan te werk gac:Jn op E'en wij ze ana loog aan 11:-et _,_.en in par 0 

1. 9 over de verdE: 1 ing van ~ + !:.\ is gesc 

B.l z;.._ 7e:. • ova rs-ch~ i jd ingskane w:ordt O, 001 ... 

, 

,. 

1 Zander A; 

v~~gca l ijking ver1 I et1 III: 

dan III .. 

te ;.I s terker 

VergeliJking van II en III; sterker n III. 

2 

Met A: 
Vergclijking van I en III: 

Vergelijking van II en III: 

U = 3o> ll ; I s terker dan III" 
"t'. 

lL = 30> U.. ; II s terker dan III. 
"i 

l t t f Vergelijking zonder A r::n ''met A'1 bij III: l/. = 13 

de hypothese kan dus niet vErworpen word,:·n . 

' .... u .,. - , :r :.;; a 

= cr ,_ ll.. 
r 

• 

bl:z.71 .•. 

Nu is: 

l _ l .· · · - · 

rr(.V.) 9,'-' 
TweeziJdige overschrijdingskans 0,0444. 

Conclusie: methodc A maakt de garans sterker. 
' '' ' ' ' 

' . . . '' ' 
" . ,.: 

.. _:·,,'·,, '._ 
' • > ,' ' ' ' 

. . ., ' ' } .. 
' . ' •' ., -.. ' 
',,,_ 1, . ~ ,'. '' 

. . '' · __ -_..- : 



3,6~b 

Blz Q 75 

-7-

• 

De normE1lE vc:rdeling met l = np = s t n er= .. 'Yl p ( 1 _ p) = 2, 5 = 1, s tP 1 _ 

--
_ 10.q.B.7 -

f .1. 2:>.l, 

p ::x: = 4 benaderd 

-
Analoog vindt men~ 

P x > 1 exact - J ---

- .x > 1 benaderd _ 1 _ P 

1 P :x:..c.-: 2 exact 
-

2 P x < 2-l benaderd =- 2. P 

• 

• • • 

O.:; 9 L1 9 

10 
'-{ 

4 f - 5 

I., S<.91 _ 

-:: -·-·· 0, 3 I I, 

t-s 
l.,S6'I _, 

f 
L ..... _ 2.z -S = 0.,lllj. 

J.356} -

'X. =: J 0. I ::5 Blz. 45 bovenaan en Eo Ilg., 4 blzb 37 
2 

Blz o 1+5 bove11aan en Eig. 9 blz .. 48 

Dus is de aangepaste normale verdeling : Nfs~ 

-

= O., lOS .. 

• 

" 

)_ p > 
~ 

9-5_ = .2 p 
V-f - -

> 4 >3&1 << ojooo4. 
-\ 

::1: N( O:, 1) -verdf·e ld 
...) 

+1 • 

-. -L .. --1 . J -½ . 4 ... 

s -69 . L= 

13G12 

O . 5 

::-) 3 
-

26 

-, 
l • • .. -~. -
I . ;) .. ,_ 

-- - o, 88 . 

Bj , d = - J o, 01 is c1e linker kri t ieke waarde --44 vgl .. tab <I 4 .. II . 

B"lzo97 Er }_S dus negati,:~vE C'>rrelatie .. 
-------

Normale benadering: 16,39. 

J 4:11490 Dus overschrijdingskans << 0,00040 

' ' 

. ' 

' > 

, :· 
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Errata bij de cursus To~gepas·te Statistiek II Ra~port S 155 

Hoc,).fdstuk I 

Voe t t 1 2 11 • k t11 noo:; rege _ VeOa: Ul oms; moet zijn: ''ui tkomst 1
~ 

Vraagstuk 1c5eb. Punt 4 
P_-x ~ ?,<;. ~ +.x-J-= 0)9/J 

moe-t zijn; 
p 2- .x: ~ ~ ~ + X: 1 -= 0, 9 8 

12 Fig. 1ofu~ Onder histogram binomiale verdeling toevoegen: 

n = , o ; p ::: 014 . 

15 Regel 14 v. o o achter 11 vertonen' 1 toevoE:gen :. 1'of niet geleide-

1 ijk verlopt:n'',:, 

20 Regel 3 V .. Oo De zin: 11 I11 dat geval$.o8811. dey-as'r moet vervangen 

warden door: ''In dat geval zijn dus de niveaux van overeenkom-

30 

31 

32 

37 
40 

42 

s t ige pun ten van he t bE·rglands chap ir1 twE:e doorsneden evenwiJd ig 

aan de x -as evenredig O Dit geldt mutatis mutandis ook voor twee 

verticale doorsneden evenv.Jijdig aan (Je (/-as .. 11 

Regel 2 vcb., laatste gedeelte,, Er moet staan: • 

. ~ .1· •'en/of (y) nul is en'' 

Regel 4 en 5 v,,o., 1jcle hoofdstukken 11 moet zijn ''het hoodstuk1
' $ 

Hoofdstuk II 

Regel 

Titel 

RegeJ~ 
t i 

f f 

t ' 

l l 

ft 

14 v"b" 

pare 2o5 moet zijn~ 
11 De verwachting van een co11tinue verdelingo 

9 V .. 0 o laatste woord: clis-

7 VoOc 
t I 1 f 

~ dus .. 

6 V,,O., 
T I t1 ::, ... Cte r, 

I 

6 het begin: X • 1 ;b,· .:xt,· VoOo aan -
I. +oO 

5 V .. 0 o laatste formule ~ X =' ..;c (x)dx 
-Xi 

4.v.oc laatste woord: gemiddel-

Regel 14 v.b. '1geschiedt 11 moet zijn 'lgeschied''. 
' 

rt 

.In fig. 2o4 moet het vlakdeel ·t;ussen de parabool., deX -as en. 

de lijn . ~ .1 gearceerd warden. 

46 Formule 2.12.2 11 a a:x = a,,rr·~. 11 moet zijn 

r1 cr a.. ~ ':.! I a I er ?!- . 11 



Blz. 

-50 
• 

51 

61 

67 
69 

72 

77 

• 

r:i .... C -

Regel 14 VoOc formule 

Regel 2 v«>b,, 

Hoofdstuk III 
,, 

Regel 7 v .. bv P 

' . • 
. ' 

.If-~
m (IV-t) 

-

• 

, 

t\ 

· ~ 2.00 .... moet zijn ·p 

-
1 
• m n (?n -,. 71 + 1 ' 1 

z. 

• 

' . . Al·,, .. G 
'lplf I $ I • 

/Y '"'' t. 

I\ 

~ ~ - 2,0C) 
-

Regel 

Regel 
11 V • 0 • '' 

9 V. b. tt 5 -t 5 -t· 5 + 3 + 3 ~ 23 '1 moe t zi jn: 

5 + 5 ·l- 5 + 4 + 4 ,.,,,. 2 3 I l o 

r, en Regel 

Tabel ) .. II Totaal laats·te 1{olom moet zijn: ''999'' 
Regel 12 v.o. Haakje toe te voegen achter de uitdrukking onder 
het eerste wortelteken 

Tabel normale verdeling regel 2 

moet ziJn ''__, = 0.,00 0,01 3,49'1
" 

Hoofdstuk IV 

• 

0 1 00 Q;, Q 1 . 3, 09 Ii 

78 Regel 2 v .. o .. : ''De belasting., die en betaaltt' moet zijn: 

80 

81 

83 

84 

86 

90 

'
1 De be 1 as t i ng , die m E· n be t a c. 1 t '1 

" 

Regel 4 v .. b" 11 eventueel st schrappen. 

Regel 7 v. b. Lees: ''te ae·len d 1:)or de spreidingen_van ~ en ti '' .. 
'' 

.... -
Regel 3, 4, 6, en 7 Vab. 
tY 2 c It 

In de forrnules '' c 1' te vervangen door 

Regel 13 v.,o.,, 1?u 1
' moet zijn 1'u' 1 

.. 

Opgave 4.3 .. a 2 te lezen: 1'A -1,0 B 0,-2 C 1,-4 '' 
Regel 15 v.o. 11 a 2

(~) en 0" 2(&>) r, moet zijn r• erg. en er~ 

Regel v .o. - . *
1 n1oet z·ijn 1

• a'{:? 11 

Rege 1 6 v & b.. '' onbetrouwb a.:. rhe ids interval 1• moet zi jn ttbetrouw-

baarheidsinterval t i 

Voetnoot: ''me.1chod 1
' rnoet zijn 11 methods 11 

92 Regel '19 v.b ,1 

11 0rn da2rbij te kunnen ber')ekenen'1 moet zijn 
11 0m Jt. daarbij te kunnen berekenen''., 

93 Regel 7 v .o. ''waar't moet zijn i'waarb1j''. 

98 Regel 11 v.,o. ''fiet'' moet zijn ''feitt1
f, 

'' gropp '' moe t z i jt1 11 groc:p '' , 

101 Regel 2 v.b~ moet zijn: 
•. l . . .. tl 
10 v;b. moet zijn: er _ 

. 

Regel 

12 v.b. moet zijn,: <r T .. .: a; g 
• 

• 

--5 v.o. moet J, <I .,,., .... . ' 

4 
Lt " .l -: ,A QAO 2, t, ~ ~ ~ . 

.... 




