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1. Inlelding

In dit hoofdstuk zullen wi) enige methoden bespreken, die
gebrulkt kunnen worden bLLi,; het oplossen van voorraad-problemen.
Gellgk vij vele andere onderwerpen uit de Operations Research,

wordt men ook hicr peconfronteerd met het probleem om in een  con-

Crele situatlie op grond vaon regevens uit het verleden en ver-
wacntingen voor de toekomst op een verantwoorde wijze een be-
slissing te nemen.

be wiskundlge oplossing van deze vraagstukken bestaat hierin,
met behulp waarvan het maken

dat een criterium wordt opgesteld
van beslissingen op een ondubbelzinnige wijze kan geschieden, Bij
net opstellen van dit criterium zullen enige veronderstellingen

gemaakt dilenen te worden, waaraan, naar wij zullen aannemen, in
voldoende benns

verleiden tot wen

dering 1s voldaan, Verder zullen wij ons niet laten

discussle over het al of niet aanvaardbaar zijn

van deze veronderstellingen, omdat het slechts de bedoeling van

dit hoofdstuk is inzicrnt te verschaffen in de WilJze waarop men

voorraadproblemen kan oplossen, Aan de hand van voorbeelden zul-

len wi Me Tnoden bespreken.,

3
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2. Ecrste voorbecld )

Laten wi) eens aannemen, dat wii telast z:ijn met de bepaling
van de voorraad-politick van cen groothandel in grondstoffen.

Voor de eenvoud zullen wi; in onze beschouwingen ons beperken

tol', dle 1n willekeuripo grote hoeveelheden

w

tot ecn socort pronds
Op vastgeslelde tljdstippren kan worden ingcekocht. De behoefte aan
deze grondstol Ts niet constant ¢n vormt dan ook cen onzekere
factor in onze beschouwingen.

wanneer €r op wen gegeven ogenblik pgeen voldoende voorraad

aanwezlg 1s, Ttreedl c¢r In dec verkoop stagnatie op, hetgeen zeer
nadellg 1s, omdat wij dan met de allevering van de bestellingen
moeten wachten totdat er weer r@mdmﬁ T'l'en worden ontvangen. Wi j

’’’’’

zullen bij de behandeling van dit voorbeeld aannemen, dat deze

achterstand blj voldoende =aanvocr direct kan worden opgehcven,

Er zijn derhalve twee scorten kosten aan voorraad~vorming ver-

tonden en wel 1s het bedrasijl nodilgy om €én eenheid grondstofl

1) Eliezer Naddor: ad U congiderations in a d
m&thematiC@lmodel_ofinventcr%a Operations Research Group
of the Case Institute of lechnology Cleveland, Ohio.



in voorraad te hebbaen

het feit, dat m

. . . - . . »
heid te welnig in voorraad heef't per tigdﬁéenh@yj(iﬁkKRWﬁagt.

tiidscenher1d, terwlijl de schade ver-

oorzaakt door N Op Cen gegeven moment €en gen-

Men kan C@ beschouwen als cen bococte, welke de klant ons oplegt,
te laat af-
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wanneer wi) een eenheid grondstof cen T1jdseenneld

Fnerzijds zullen wij trachten een eventucle achlerstand op
te heffen, terwijl wii aan de andere kant ervoor willlen waken,
dat onze voorraden nict te groot weorden, In onze voorraadpolil-
tiek moeten wij aan deze c¢lkander tegengestelde verlangens op
cen zodanliege wijze tepgemoet komen, dat de totale kosten aan de
vocorraad-vorming verbonden minimeal ziin.

Doordat het stecds slechts mogeligk 18 op van te voren vast-
gestelde T1dstippen i% (&1ﬁﬁALH&) bestellincen Te ontvangen,
jdstippen. W1lj geven

5 de

ontstaan er tijdsintervallen tussen deze T
ct 5 de voorraad (¢cvt. tekort) aan in het begin van het m =

¢

tijdsinterval ¢n mct de voorraad aan het e¢ind van dat inter-

val. Onder b, verstaan wiy de

de : w * ﬁ ,
van de m=— pcriode werd ontvangen, terwljl met r

hoeveelheld, die bi) de aanvang
wordt bedoeld

het aantal cenheden hetwelk in deze periode verbruilkt wordt of

70W Worden als

QanNwWezZlg was.,

Wij verkrijgen nu de volgende betrekklingen:

cn derhalve ook

R = S 4 b I I £ ) (34)

e ST - ¥1 oo T i

%

E%}lﬁ dus de voorraad, dic overrlijft wanneer wl] een eventuele
achterstand hebben opgeheven of indlen er geen achterstand was,
de som van de restant-voorraad van de vorlge perlode en de afge-

leverde bestelling b .
Wanneer ecn op T1Jjdstip fh gedane vestellling onmiddellljk
wordt ultgevoerd kunnen wilij €rvoor zorg

van de*n@§ periode geen tekort aan grondstoffen bestaat. Aller-

e TN

en, dat er blj de aanvang

cerst zullen wij nu dit speclale geval gaan bekil jken, Later zul-
len wij dan een vaste leveringsduur 1in onze beschouwlng opnemen,



Ons probleem luildt nu: Hoevecl grondstoffen moeten wij op

PO d
het tijdstip fﬁ inslaan, opdat ale kosten voor de noa
periode zo

kKleln mogelljk zijgn. In deze paragraaf zullen wi]
5 _aannemen, dat de vraag tijdeﬂstenpcrledewcanstant_lﬂa

Om deze kosten te berckenen zullen wij twee gevallen onder
scheiden:

K‘g o ;%1% ﬁé

B EH e ?M = 0, dan wordt de gemiddelde voorraad ge-

steed

cenoefte door de voorraad kan worden gedekt, m,a.w.

, - .
éw (Pm ¢ ) o i}i’"? I I~ (5)

Z "

en de daarult voortkomende kosten btedragen:

(s _ 1 pr i:;, (6)

F 2 "
De waarde van S _ I 1s geligk z2an het oppervlak A

. 20

in fig. 1. :

CéEn periode

- 3 . . -,
gedurende

Vo ldoende voorraad

., De behoelte kan niet gehecel door de voorraad gedekt worden

A

m.a.w. r, > S en R <o . Ir is gedurende cen periode d_
; t

cen positieve voorraad en vervolgens een tekort, Als wij

wederom aanncmen, dat de vraag gedurende deze periode con-

stant 1s, dan is de gemiddelde voorraad gedurende d

7
celijk aan + S en het gemiddelde tekort tijdens d, LR j

Z Tn
en de daarult voortkomende kosten bedragen:

gm Ci_3 Cﬂ ‘3 ;. dzCz_ . (7)




cn ven fipg. 2 ziin resp. gelljk

. Bovendien gelden voor qh en

T
leg@mm* rlmgan;
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waaruit volegt:

Hafrn,

<. % ﬁ»i: ?

i § — " _— g ;

3 ey T \
) ¥y £y

™
%

E i
"* _ﬁh-_.‘%;
- CEL Py T e
{ o EET e -+ R kt ]71 . i
(T s gy, - g Te .
* canlinkive . FOFNWME  Weeoam pgnebar . & iede A T LTI "N UB s e e A A s M N et L e B T N AT S i B o I g P v NN T
L]

3

De bpetrcekk] kosten aangaf, gaat

dan over in:

(10}
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petol i$3 n.a. W, de behoclt® aan dc
dan bereikt (10) zijn

Wanneer r,

grondstol in de

minimale waarde voor:

en wel bedragen zi) dan:

et W

Hiecrult LLliJjkt daot cen veorraad kleincr dan de behocelte optimaal

‘ . y 22 7 L . . wd . | . - T -

kon zijn, Zoals wij weten 1o > de voorraad, die overktlijft na
~ i h

]

opheflfing van de cventucle achterstaond, e te bestellen hoeveel -
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Voor het geval, dat de vraap in e¢lke periode gelijk is, gaat

(112) over in:

»""Jﬂ :
Eﬁ - mg,,:m%w_m - ( /l ﬂ b )

PN g p o m e ey S T S g o g o S . |
Jnze voorrnad-politick is optimaal, wonncer wij er voor

zorgen, dat cr ann het eind van icderce periode ¢ cen tekort is
van:

o
. 4
S A -1 (114d)
' f

Veelal echter 1s £ peon gegeven getal, maar cen stochas-
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tlache grcotheid, die dus ecn Wansverdeling bezit,

i

Ons prablaam lutdt doan: Hocvececl prondstoffen moeten W1, Op

.

het tigdstip fﬁ inslaan, opdat de verwachting van de totale
kosten voor de ﬂ@? perliode zo kleiln mogell ik 1s. Immers deze
verwachting zal nog afhankelijk zijn van de nog te kiezen begin-
voorraad § .

Voor het geval datde verdelingsfurnctic FY%*)QLH kKang-dicht-

heid f(f;} Lezlt, knan de verwachting van de kosten als Vo Lt

worden ultgedrukt:

C(S )
i

Deze betrekking word den metl tehulp van de uitdrukkingen

o’

(6) en (10).

W1J zullen nu onze beginvoorraad zo kiezen, dat de verwach-

ting van de te ﬁWﬂMﬂi%ﬂﬂk{vaYh L{fw )ﬁ minimaal wordt, m.a.w.

f‘z

voor de gezochte optimale waarde ﬁﬁ van h%1maét relden:

LC(5) (14)
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Na een welnlg rekenen blijgkt betrekking (14) gelijkwaardig

(15)

'
Aangezien men kan b@wijgenﬁ dat

M(S, )= F(S )




cen monotoon st anctic 1 van 3 iz 2 ondubbelzinnilg
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1
tepaald, De funct: extremum en aange-

dit ecn minimum zin. De optimale te bestel-

1len hocevecolhedc
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ssing van het vroaagstuk bestoant nricerin, dat eééen criterium

F= Y rimkde ¥

O ee
wordt oppesteld met Lehulp waarvan het maken van beslissinge
O

ondubbelzinnlge wijze kon geschlieden, Bili) het opstellen van

dit critcerium zullen enige veronderstellingen gemaakt dilenen

N T

tce w@rﬁkwagsﬂwuvzﬁuw r&gxﬁawLJ cullen aannemen in voldoende be-

cen vergeli jking, dice S dmpliciet revat en wasruit S bepaald
meet worden,

¢ hierbli) pemaskte veronderstoellinpgen lulddenc:

Festellineen worden direct afocleverd ¢cn een tekort wordt

e
na ontvangst van <en nicuwe zonding dircct opgeheven,
D

& PR N T Ty ™ w cq o B -5 ¥ S b S . AR 1 ( L ’ | hany
2 behocfte per Tl jdsecnheld is podurende cen periode con
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Het 1s ook mogpell gk cen criterium op e stellen, als de

zullen dit verder-
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varliabtele jﬂﬁﬁ%ﬁ dirscrete verdeling volpgt, Wi
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op in cen algemencer goeval laten zien.,

In dit mecr alrpenene gevol wordt nict verondersteld, dat de

Yy

bestellingen direct worden ofgeleverd, masr dat de leveringstil jd

k perioden duurt. Men moet dan cop het tijdetip © cen bestel-

n - K
ﬂ de .
ling dooen voor de n — periode en men kan dan slechts op lanpgere
het tijdstip ¢ C
-

weet men nilet hoe groot de behoeften zulleon zijn in de tussen-—

©

terml jn invlced uitoefcnen op de voorraad, O

liggende perioden, Het 1s dan ook nilet uitgeglet@r, 42T op het
tijdstip ¢, blijkt, dat cen op ¢ dane bestelline te klein
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was om het tekort op te heifen, waardoor =, negatleve waarden

eling geschicdt dan als volgt,

aan kan nemen, De behande
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_ | ,, 4 B ..
Ter controle berckenen wi ool nog C74) en L (4 /) ; Waarvoor wilj
zullen vinden:

e, 7 i )
C(6) « 2 250 O (27

W1J hcbben dus cons probleem opgelost, in de veronderstclling dat:

i,
.

ics F(x) en G(y) bekend zijn,

a) do¢ verdelingsfunct
b) de afleveringstijde

constant z1.in,
c) de boehoefte per tijgdsecnheid gedurende cen periode
congtant 18

.#'}
- S - ,"*“ w " o . - o o Ty Ha IR * { T 1 h 1 . ' T -
d) dc¢ woorden von de constanten 0 on C, bekend z1d Jn.



3. Tweede voorbeeld 1)
3.1. Inlelding

In dlt voorbeeld zullen

fis

met de voorraadpolitiek van een
papler 1s voor ledere

van de nodige voorraad kan zonder

De prijs ¢ per eenheid

srootheid, masr zal nasr wij asnnemer

De vraag

waarmee wij nu
volgende gedaante: "Hoeveel

moment inslaan als zowel

voorraad bekend zijn".
Is de prijs relatiefl hoog

genelgd z1iin een
grootte 1s afhankell ik van de

voorraad en de opslagcapacitel!

Ook nu zullen wi] trachten een criterium

behulp waarvan wij op

2ing kunnen komen,

In het vorige voorbeeld

welk criterium het sllerbeste 18

criteria met elkander verge
Ook bij
dienen te maken en wel

bleem zullen

ode 18 onafheonkelljk

perioden.
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Zoals reeds eerder 1s vastgesteld zal de te bestellen hoe-
Veelheid,b, cen functie zljn van de aanwezige voorraad S en de
op dat ogenblik geldende prijsC , met andere woorden:

b — f < S ; G) (/l>
Uit onze inleidende beschouwing volgt dat elk re&el inkoop
voorschrift f(SJC) moet voldoen aan de volgende voorwaarden:

e f(S:G) is ee¢n monotoon niet stiljgende functle van S encC.,

2e f(S y C’> + S L M , als met Mde maximale voorraadcapacitelt
wordt aangegeven.

Stel dat wij het inkoopvoorschrift maal hebben toegepast
en dat wi]j onder Sn*’l verstaan de eindvoorraad van de (f1-1 )de
periode. Indien met b, wordt aangegeven de hoeveelheld Te bestel-
len grondstoffen aan het begin van de nde periode en C,  de grond-

stoffenprijs is in de nde periode, dan kunnen wi]j voor betrekking
(1) schrijven:

f :Sn-'\’cn) (2)

Wanneer de behoeft aan papler per perlode bedraagt, dan

geldt:
Sn:: Sn-—-« i i<8n-—~'\’ Cn> - d (3)

Immers de voorraad aan het eind van de 1 de periode 1s gelljk
aan de restantvoorraad ES‘}&_‘E_‘“_W,g , vermeerderdmet de hoeveelheld be -
stelde goederen}:}n en verminderd met het verbrulk QA .

Voor een gegeven waarde van S is S cen stochastische

-1 K1
variabele, omdat het een functie 1s van de stochastische varia-

bele C, . Later zullen wij aantonen dat éneen kansdichtheld

k (én/ Snﬂ) bezlt. De stochastische variabele Sn heef't echter
ook cen onveoorwaardelil jke kanadichtheld;, welke wi]j zullen aan
geven met & <_;_S__,n\) . De gedaante van deze kansdichtheid 1s af
hankell jk van de grootte van cde restantvoorraad Sgop het tijd-
stip, dat het inkoopvoorschrift voor het cerst werd toegepast.
Nu kan men echter bewljzen, dat W, (S ) vVoor cen groot aantal
inkoopvoorschriften vn voor hoge waarden van ¥l nadert tot een

kansdichtheid & ( Sn} dic onafhankelljk 1s van Il en S Hoe
groter men I1 dus kilest hoc¢ minder de kansverdelingen in de ﬁde

periode van elkander zullen verschillen. In ons voor:

beeld zullen wi]j deze kensvirdelingen a.n clkander gelijk stel-
len.
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Wij zullen nu de verwachting opstellen van de totale onkos-
celijkstelll
gerechtvaardigd is. Vocr de eenvoud zullen wij in het vervoilg
VOoOorY S en Sn resp. S en S.,} schrijven.

1 -1
De verwachting van de voorraadkosten en

ten voor een periode, waarvoor de bovengenoemde

lingen worden resp. gegeven door:

D — h(S,l) W, (S*\)

1

een van(C onafhankell jke verdeling

Wij zijn nu in staat om voor een

bereke

de verwachting van de onkosten te

verschillende inkoopvoorschriften met elkander
te verklezen boven een alternatieve.

Hetl voorschrift met de laagste verw

3.2. De bepaling van de kansdichthel

In de vorige paragraaf hebben wi]
jf(S,Cﬁmonotcon dalend 1s met betrekk
ven 5 en g 1is ook 51 , zle (3), een

t, dat C geschreven

C , waarult veolg

dalende functie van S;cn
C =

Voor ecen waarde Ei’
Wanneer Sq 4 Sf
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waarvoor men met behulp van Sq = S+ f(S,C’)w‘aook kan schrijven:

k (s, &S(‘-I”P(d .4 8
(8,/S) ST (5.0 1 (8)

C
Met behulp van de tactiek [ (S,C) en de kansdichtheid P(C)
van de grondstoffenprijs is dus de voorwaardeli jke kansdicht-

neld van voorraad 51 tc bepalen. Aangezien de kansverdelling van
S gelljkgesteld 1s aan de verdeling van S,‘ , moet de voorwaarde-
1ijke verdeling ®(9) van de voorraad voldoen aan de volgende
betrekkingen:

u(s,,)m[kCS,‘/S)w(sus (9)

w(g)ds="1 (10)

O
Behoudens enkele uitzonderingen is het mogelijk een kans-

dichtheid W(S) te vinden, die aan deze beide betrekkingen
voldoet. Met behulp van de nu verkregen kansdichtheid &)(S)

Kan men nu de verwachting van de totale kosten berekenen.

3.3. Het opstellen een inkoopvoorschrift §(S5,.C)en een

bepaling

WiJ zijn tot op zekere hoogte vrij in de keuze van ons
gen, dat {(8,C)

inkoopvoorschrift. Wij moeten er alleen voor zor

een monotoon dalende functie van C en 8 is en

Omdat bpl] cen
niet 1 NgEec haaid
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De eindvoorraad van de volgende periode wordt dan gegeven
door:

61':-“: S‘*’(M“ S) 56“4 voor 9 1 (13)
Sﬂm (M“’O e"G voor O 4 4 (14)

Met behulp van (13) en (14) kan men direct zien, dat de
eindvoorraad S,‘ altijd groter of gelijk is aan nul. Uit (12)
volgt, datl men de maximaal toelaatbare hoeveelmgei;d ™M - S bestelt
als C=01is. Men kan in plaats van de factor J' e dt ook e€€en
staart van een andere kansverdeling gebruiken,® bij voorbeeld:

O K tgz_
m___?.:..m[eé dt
\/'YT )

[

(15)

3

¢
of '? vt e 4t

]

&

o

C

Deze factor bepazlt hoofdzakelijk de grootte van de 1nkoop
enn derhalve onze inkooppolitiek.

Met behulp van (12) vinden wij de volgende betrekkingen:

Voo
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waarbl] tevens moct gelden voor (21)

en vocr (22)

(23)

Ter contr8le kunnen wij nagaan of K ( 5.,/3) voor iedere S
cen kKansdichtheid is en dan plijkt:

o ' S,~ S +1
Jk(ﬁ,/S)ds m‘l‘“g”j“‘"> ésﬁ-;:-:ﬂ S >

[~ M~
S, d S, _— L 4
| k(8,/8) ds= j(ﬂ-ﬂ" 1g =1 S

k(&g/s‘)is dus inderdaad een kansdichtheid.
Volgens betrckking (9) moet nu gelden:
O

o(8,) = [k(s /8)w(8)ds (9)

J
Uit (23) volgt dat ) m. S <L S +1 % Mm'l en voor

(9) kunnen wWlJ dan schrijven:
4

| w S) - S 41
w(S“)::; {Mﬂéﬂ.ﬁm +ZJM,W(S)&S

. (M-1)

My

€N voor 64%\"--‘“"2 '
~1
]
m(S,‘)mZJW)Js 1 z‘[w;m(s)gs (26)

s (M=) (M -8/

De bepaling van W(S) 1s nu verder een wiskundig probleem.
De lezer wordt niet aangeraden LQ(S) Te berekenen, omdat dit
een T1jdrovende bezigheld zal zijn. In het algemeen zal men

(S ) metT benaderingsmethoden moeten bepalen.



