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Bij zeer veel bedrijfsproblemen wordt men geconfronteerd 

met de vraag, hoe een of meer regelbare productiefactoren 

gekozen moeten worden opdat de opbrengst van het productie

proces maximaal 1s. Vaak is men hierbij in de keuze van de 

oplossingsmogelijkheden beperkt doordat er extra voorwaarden 

zijn, waaraan in ieder geval moet warden voldaan. 

De in het eerste hoofdstuk behandelde voorbeelden kunnen 

met klassleke methoden warden opgelost. In het tweede ho.fd-

stuk zullen wij de lineaire programmering besp 

techniek van meer recente datum. 

en, een 

... 

Wij leggen er reeds nu de nadruk op dat de theoric z io.h 
• 

niet zal beperken tot de mathematische statistiek; ook andere 

de len van de 1,~iskunde zul len ter sprake komen. 

1 .. Voorbeeld, ontleend aan de landbouw 

Wanneer men een stuk land ter beschikking heeft en dit 

wil bebouwen, zal de keuze van de producten afhangen van de 

netto opbrengst in geld, die de verschillende gewassen op

leveren. Velerlei factoren spelen hierbij een rol, o.a. de 

opbrengst in hl per oppervlakte-eenheid, de prijs, die men 

per hl ontvangt, de spreiding in beide voornoemde factoren, 

b. v. ten gevo lge van het weer; ver'der de bewerke 1 ijkhe id van 

het product. en de invloed van vrucht·wisseling afwisselend 

verbouwen van verschillende gewassen brengt meer op dan het 

voortdurend telen van een bepaald gewas . 

Het is uiteraard niet mogelijk met alle invloeden tegelijk 

rekening te houden, aangezien het model hierdoor te ingewikkeld 

zou worden. Dit neemt niet weg, dat wij kunnen trachten de 

onderstellingen zo reeel mogelijk te maken. Het vo•rbeeld 
"1 . 

wordt twee keer besproken; de eerste keer zonder rekening 

te houden met spreidingen in de oogstresultaten, terwijl dit 

de tweede keer wel gedaan zal warden. >e beschouwingen worden .. 

gegeven vorr tarwe T en haver H. Voor meer dan twee 

gewassen kunnen analoge methoden gevolgd warden. 
_,_,__,,_ ________ ,_, 

De stof is gebaseerd op: C. HILD~ETH and S. REITER, On the 

Choice of a Crop Rotation flan, hoofdstuk XI in Activity 

Analysis of Production and Allocation, 

Tj .C. KO)PMANS, Wiley and Sons 1954 .. 

ender redactie van 
• • 
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1~1. Bespreking zonder rekening te houden met spreidingen 

W~nneer men de invloed van toovallige factoren buiten 

beschouwing laat, houdt men a.lleen rekening met de gemiddelde 
1,)pbrengsten~ Ver·der ner,1er1 v-Ji,J aan; dat het lctnd homogeen is 

en dat bij een bepaalde bebou,qingsmethode een bepaalde bewerking 

van het land hoort. Ook onderste1.len wi.i voor de eenvoud, dat 
-· 

hd hf " ·1 no C e ""'an, ... 0 8 • '\1 "'.')""i r-. ~ r:) "L Cf'Q· e ;·· _,. , (.:t u ....1 C . .. ,, (.,.~ 1 ! L, C.i. C., t::) 1 • , nc)(:;11 cle 1A.1·ijze van be1.1erken van 

la 4 " l ::i ,., 1A't , i f.... •· ··1 res ltar-,t Slech.J_(-. · n cl. 8 n g e w a :3 ·1 n v . o e <·1 l ·i e e _ o 1-) r.-1e :i · .L n a. n c 1 e e ._ u . a o ~ . v ~J 

de o pbrE~:r1gs t ::)er c~ f!.[)e rv la kte -eE~r1 }1.e id r:'?ri cle pr:l. j s p<~ :r hl s pe len 

d11s nog een 1_--io l .. 

I)e aang:(::geven 011lossj_11.g[;1neth(_)(.lC:' kan oo.k worder1 toegepast 

op de w1.nsten~ waarbij wj_j bovengenoemde beperkingen natuurlijk 
. t "' h t l b 1 ·• , t d .. -. d ..., nie oo, oeven e m8<en; ewerK1ngsKos en e~ . z1Jn an a1 ver-

cl i u c C) n t e e r1-i .. 

1~1 .. ·1~ Het ecnvo1~digste geval 

Beperkcn wij ons verder nog tot hct geval, dat geen vrucht
~vir~:::1c~l.ing iflordt toeger)ast, (iClG (:l.at. C1 b) iecler stuk van het te 

bebouwen 121.nd. E; teeds hetze lfc1e 1~~e1iv2s '\"lord t getee ld, dan is men 

alleen nog vrij in de keuze van de fractie) van het land, dat 

met t~rwe zal. warden beza~id; het overige deel is dan bestemd 

voor haver Wl.j nemen aan dat het land 1 ha groat is en dat rte 

~Jp~orengs t r:)er ha voor tarwe t·.t .... 1' 11]. bec~l1 ... aagt en voor haver a .. , .1 h 1 o 
,, A. 

• 

Df~\ \rerkregen opl')rengst k1J.ni1t:.:n vJ·L j rriet beh1J.lp van een 

re ch t t.1 o e k i g 8. s sens t e 1 f:~ t-=: ·.L a 1 ;3 \ 1• o ]_ gt 

·v- r,..,e I'~ -, ..... ✓- a , ... 
-'l...-1 - - .:, l:.1 " _.., i. - 1..") 

in hl van de tarwe -r-e ,.,:1 r~. 
...... L) t·" C ha 're --ri l l .t t .• V .l . L , 

in bee l'-.::l t 1rengen Q Langs 

~etten wij de opbrengsten 

zodat de co~rdinaten van 

ieder P_.L,1nt in het. x x -vla.1{ de o·l.f:;br;eng.,sten in tarwe ~r1 
1 • 1. 

haver a ange ,,en 1"Jannee 1,.., er n 1. leen ta ri-Je \-Jord ·t ge tee ld, dus 

~ =- 1 , da11 corres1Jondee·rt hiermE":e l1et. punt op de x -as 
1 1 

met coordinaten. 

haver verboL1wen 

0- , () 
11 

1 ,{-... t ne l, oun , .. 

waarde van 1 behoort een 

. Even~~o correspondeert met alleen 

2 

11unt 

o :> a. op de x ,, - as . B i j e 1 ke 
2. 1. ,r. 

, geJ.egen_of) de verbindings-
lijn 

dat de 
··,, ; r.ne n c1 c hr i j 1· t hie l'"' v o o r 

1 l.. = A 
co~rdinaten van dit punt zijn x1~ en 

of 

men alleen wanneer een deel van de cie driehoel-c 
1 

oogst vernietigd wordt. 
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a.,.2 --3 1 
1-~ 

0 x
1 

(T) 

fig. 
Opbrengsten, wanneer op een fractie van het land steeds 

tarwe verbouwd wordt en op de rest steeds haver. 

De gemiddelde opbrengst per ha geschat uit een reeks 

voorafgaande jaren hebben wij van tarwe a hl en van haver 
11 

resp. 

Uiteraard wil men x zo groat mogelijk maken, wat in het 

geval 1 zeer eenvoudig is. z is een lineaire functie van~, 

die men ook kan schrijven in de vortn 

waaruit direct blijkt., dat men ~ = 1 moet kiezen., indien 

a. n a.. p > o en A== o , wanneer a h a. p < o 
11 r1 - l l 2. 11 ,-1 - 1 2 2. is. In 

maakt het geen verschil, hoeveel 
; 

men van het ene product verbouwt en hoeveel van het andere. 

Men kan dit resultaat ook zuiver grafisch afleiden door in 

de grafiek van figuur 1 ook nog te tekenen de lijnen 

P x + p x = ......... J waarin ........ een willekeurige constante voor-
1 1 2 2 

stelt zie fig. 2 0 Een dergelijke lijn stelt opbrengsten-

combinaties x, x voor, die hetzelfde financiele resul-
1 2. 

taat C oplevereno Naarmate de afstand van O tot de lijn 

1 1 .2. 2 

waarde. Verschuiven wij de lijn AB evenwijdig aan zichzelf 
verder van_ af, dan 

opbrengstJ dus grater 

wanneer deze lijn zo 

juist een punt met 

wordt de constante, d.w.z. de financiele 

en wij zullen het beste resultaat bereiken, 

ver mogelijk van_ verwijderd is, maar nog 

1 2. 
gemeen heeft. Hierbij kunnen zich 

voor verschillende waarden van p.., en p
1 

drie gevallen voordc1en., 

welke geillustreerd warden door de figuren Ja, b enc en die 

• 
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:x:,._ (H 

B 

0 

" ' ', P1 :x:1 + ?,._ x.2 == C 
' ' 

fig. 2 

' 

A x. (T 
1 
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Grafiek voor het bepalen van de beste ~ op grand van bekende 

opbrengsten in hl en prijzen par hl. 

• 

resp. leiden tot de keuze: alleen haver a, alleen tarwe b 

en alle combinaties zijn even goed c . Het is niet moei · k na 

te gaan dat deze gevallen corresponderen met resp. 

en 

X (H 
2. 

X (H 
2. 

1 

.. 
..... 

' ' 

0 
• a 

...... 

' ' ' ' 

~ ~ (T) 0 
1 1 

' ' ' ' ' ... 
' ' ' ' ' ' 

6 

fig. 3 

' ' ' ' ' 
.___ ____________ .~ 

(}, 
1 

Grafische bepaling van de beste ~ met lijnen evenwijdig 

1.1.2. Toepassen van vruchtwisseling 
• 

Het in 1.1.1.gegeven model is weinig realistisch, omdat 

geen rekening is gehouden met het feit, dat de opbrengsten 

verhoogd warden door het toepassen van vruchtwisseling~ een 

bebouwingsmethode, waarbij niet steeds hetzelfde product 

gezaaid wordt op een bepaald stuk land. 
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Daarom zullen wij nu eerst het geval be~ijkan) waarin men 

wat de vruchtwisseling betreft, kan kiezen tussen 1 voort

durend tarwe, 2 voortdurend haver, 3 twee jaar tarwe en 

vervolgens een jaar haver en 4 een jaar tarwe en daarna twee 

jaar haver. Wij gebruiken hiervoor achtereenvolgens de nota

ties TTT, HHH 3 TTH en THHe Of men de wisseling doet plaats

vinden door het stuk land in zijn geheel eerst twee jaar met 

tarwe te bezaaien en dan een jaar met haver, of door het stuk 

in drie gelijke delen te verdelen, en op ieder deel met een 

ander stadium van de cyclus te beginnen, doet voor het onder

havige probleem niet ter zake, omdat prijsschommelingen, 

spreidingen in de opbrengsten en de bewerking van de gewassen 

buiten beschouwing zijn gelatenw 
In onderstaande tabel zijn de experimenteel bepaalde 

gemiddelde opbrengsten per jaa.r per ha opgegeven voor de 

verschillende methoden. 

Tabel I 

Opbrengsten in hl per ha bi
1
j verschillende bebouwingsmetho¢).en., 

orra 1 I ;;rr,11t1PlbF S: 11 ::r• IIPE! llbll &% TI pr I··-~· t ...... IS I pf p J:St1 ■ltP ,,111 I ··- Lll 

bebouwingsmethode 

TTT HRH TTH THH 
• 

tarwe a11 0 a13 a14 
; . Opbrengst 

haver 0 a22 a23 a24 
\ 

' 

Evenals in fig. 1 kunnen wij oak nu in een grafiek 

uitzetten wat de resultaten zijn, wanneer ~~n van de vier 

I'enalve ........ TT T en L/ HHH zijn nu nog gegeven rY, TT H en 
'1 l. 3 

• 
' 

• 

' • 

I 

\../<

4
. TH H .. Passen wij op een deel van het land TTT toe en op · 

hlijft tot de vier genoemde vruchtwisselingen kunnen er geen :. 

opbrengsten bereikt worden, die zowel meer tarwe als meer 

haver opleveren 

van de gebroken 
dan de~·resultatenJ 
lijn 

1 3 

• 

voorgesteld door de punten 

in figuur 4. 

' 

• 
', 



X (14) 
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0 

IJi(a.. a. 
4 14 :, 14 

fig. 4 
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• 

Opbrengsten, wanneer vier wisselende bebouwingen toegepast 

ku..nnen warden. 

Voor iedere combinatie van de prijzen p
1 

en p
2 

kunnen wij 

weer nagaan welke vruchtwisseling of combinatie van vrucht

wisselingen het vDUI=·deli:6 st is. Grafisch geschiedt dit op 

dezelfde wijze als in 1.1.1., nl. door de rechte p
1

:x..
1

+p
1

x
2

=

constant evenwijdig aan zichzelf van Oaf op te schuiven, 

totdat er nog «juist een of meer gemeenschappelijke punten 

zijn met de veelhoek _ ~ __ ~ . 
1 3 'f l. 

Wij merken op dat in problemen van dit type het beste 

resultaat blijkbaar steeds verkregen wordt bij een van de 

hoekpunten, d.w.z. dat combinaties van verschillende wisse-

lingen niet in aanmerking komen. De 

is het geval ~ waarin p x +- b x 
~ 1 .,, ,- 2. 2. 

enige uitzondering hierop 

constant evenwijdig loopt 

met een segment van __ ~ 0. (3, • 
1 3 4 '). 

In 1c1.3 zullen wij daarom combinaties van vruchtwisse-

lingen buiten beschouwing laten. Dat dit niet meer gaat, 

wanneer wij ook spreidingen in onze beschouwingen betrekken, 

zullen wij zien in 1.2. 

Algebra!sch kan men de beste bebouwin3smethode vinden door 

de 
..,:> 3' 2. 

met elkaar te vergelijken. Men vindt dan dat voor 

> 
a...,1 - a..13 

TTT de voorkeur verdient. Voor f1. < ... ':l&a .. kieze men TTH, 
P,._ a...,., - t\ a 

wordt, dat (9.. THH meer gaat 
4 

• 

tenzij ~e verhoud.. . F'1 zodanig 
.~ . ':.· -,s; 

o~leveren. Op de?··1· · e wijze kan men inzien, dat de grens tussen 

de mogelijkheden, T en THI-I ligt bij • 

. 

?. ,17► ale -. I 

P2. 
:,i enz. 

2 Hierbij is aangenomen. dat a,11 - a.13 > O 
.. 
l.S • 

• 
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het 

da.t 

Hoewel 

model, 

het 

dat 

bovenstaande reeds een verbetering inhoudt van 

in 1.1.1. is gebruikt, is het toch onbevredigend, 

van tevoren vastgesteld wordt, welke 

toepassen~ Immers, men zal steeds zoeken 

welke het meeste opleveren. 

wisselingen men kan 

naar die wisselingen, 

In het geval, dat alle mogelijke gemiddelde o,brengsten 

per jaar per ha, verkregen door allerlei verschillende vrucht

wisse 1 ings -sys temen., \'"oorgeste ld l/Jorden door een puntverzame-

1 ing, b.v. een kromme, zoals getekend is in fig. 5, kan met 

de reeds behamdelde grafische methode beslist warden welke 

opbrengstcombinatie 

bepaald worden door 

het voordeligst is. Meestal zal 

het punt E, waarin een rechte 
constant, raakt aan de krorr1me • 

X (H 
2. 

P X +p JC ::C 
1 1 :1. .2. 

"-

0 

fig. 5 

deze 

b X +- F X ,-1 1 1 2. 

Bepaling maximale opbren,...,.st bi egeven productiekrornrne 
r.--

Gewoonlijk heeft men echter niet een volledige kromme, 

maar kent men slechts de opbrengsten -. bij een beperkt 
(.. 

aantal vr1.1cr1twisse l ingen. Iv'Ier1 kan dan door deze punten een 

kromme aanpassen., vervolgens weer het gunstigste punt E 
bepalen en dan, hetzij de vruchtwisseling ~. kiezen, die 

J 

• 

dit punt het beste benadert, hetzij trachten een nieuwe wisse-

'"' .. 
Fl' M 

ling te vinden, waarvan de resultaten dichter bij E liggen dan 

de tot nu toe bekende. Overigens is het natuurlijk niet uitge

sloten, dat bij nog niet onderzochte wisselingen punten behoren, 

die liggen buiten de aangepaste kromme; toepa.ssing hiervan zou 

dan nog gunstigere resultaten opleveren. 
3 In een artikel in Econometrica heeft C. HILDRETH erop 

gewezen dat dit aanpassen van een kromme niet steeds de beste 
methode is. Zo kan het bijzonder lastig zijn een goede kromme 

aan te passen wat tengevolge kan hebben dat het berekende opti

mum ver verwijderd is van het werkelijke optimum. Het is dan 

beter zich te beperken tot een vergelijking van de discrete 

moge 1 ijkheden, die men reeds gevonden heeft. 

3 C. HILDRE ., Economic implicatJons of some cotton fertilizer 
experiments, Econometrica 23 1955 88-98; zie ook uittreksel:43) 
in G. DEL~ E en J@ KRIENS,. Qverzicht van een aantal artikelen 

f 1 • · over Operations Research'', Rapport S 167 Ov5 van het Mathe-
mat isch Centru.m. 
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Tenslotte willen wij nog opmerken dat men een kromme, 

zoals getekend in figuur 5 niet moet verwarren met de gebroken 

lijn van figo 4. Daar stelden punten van de verbindingslijnen 

en ~ de <)pbrengsten voor wanneer op een deel 
1 3 ' 3 t; 4 l. 

van het land een bepaalde vruchtwisseling werd gebruikt en op 

de rest een andere. De punten van de kromme behoeven geen re~le 

betekenis te hebben, daar wij niet weten of zij alle bereikt 

kunnen wordenc 

1.1.3. Invloed van andere factoren dan vruchtwisseling 

Behalve het aantal verbouwingsmogelijkheden kan ook het 

aantal factoren 3 waarmee rekening wordt gehouden uitgebreid 

warden. Wij zullen dit illustreren voor het geval,dat gekozen 

kan warden tussen TTT, TT H, THH:, HHH , waarbij wij dan tevens 

onderzoeken hoe de keuze afhangt van de vereiste hoeveelheid 

arbeid, gereedschappen en meststoffen voor de verschillende 

wisselingen. In tabel II is aangegeven hoeveel de opbrengst 

is per jaar, per ha en verder hoeveel arbeid, gereedschappen 

en mest&toffen per jaar> per ha nodig zijn. Ter vereenvoudi

Ging van de volgende formules behandelen wij de laatste drie 

factoren als negatieve opbrengsten; de a.. van de regels 3 
c.. J 

t m 5 zijn dus < O. De prijzen dJ.e men per 

resp<\ betaalt, 

positiefo 

geven wi j aan met p1 t m Ps 

Tabel II ..... 

eenheid ontvangt, 

; deze f>i., zijn alle 

Opbrengsten en investeringen per ;aar ~er ha 

bebouwingsmethode 

TT11 rlHH TTH TI-ll{ 

prijs 1 2 3 4 

tarwe p 1 a11 0 3 13 8 14 

haver P2 0 8 22 8 23 a24 
• 

arbeid P3 a ~1 a'= 2 8 33 ~-:4 .. 

gereed- ' • 

a44 P4 8 41 
r-, 

8 43 schappen 0 42 

mest-
P5 8 52 8 53 8 54 stoffen • 

• 
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Bij deze gegeven~ 

j -de met t1c)c1e; 

Tl. 
J 

Het verschil tuasen •• 

Ci€ 

het financi~le resultaat 

5 ~-- a (>. ·- ✓-.,...., ___ - . • • 

t~ = 1 '- j (. 

)
. ,✓ ,.., 

- .tt' ~1e mr:ti-,ode i" ,~ -(. 1 ., LL "-• 

5 
;;· ... .. a . . _ a_ 1 p. . 

t., .J '- L l. 

- y -

7T. van de 
J 

dus 

3 

~Janneer geldt () 2al ml~n de voorkeur geven aan metl1ode 
e, --

/l. 
J 

f.'1t; ~:: t kuncl j_ g k an Ml ,:.~ J l,..l 
l ~ J '"'""' • 

-·-I( . . 
) 

• o methode J zal worden gekozen. 
,· 1 .··. v ..... r (·1 -~ 1 i'· .; k ... n ( .. ,,. 
1 ... t; r-:; t_:_.., t, - J . I. LS 

V ") o· r c~ .4.- • :i l 1 ,., Y'l !:) ·1 c·, F r.:.: r\ '- ;.i Li t.. . . .. t L t ('., .,:::, :"; -.,;... 1. r1yperv ·1cJk een 5-d1n1en~:ionale ruimte, die 

vJ·lJ de 11 pri; 2:er1ruimtet1 zouden kunnen t1oem{::nJ i~1aar•in langs ,·.le 
11 0111 rk z •••rue m s s ••• ,111.u_,, u 

assen de cc,~rdinaten b o 1·1 > .•. . ) I 5 uitgezet zijn. Dit vlak verdeelt 

de rui.mte: (ius .1L11. t 1/'Jee rle·len; ].i.fst 11(::t punt metals coc5rd~1_naten 

de vijf pri,jzen uit tabel II 

k i es t me r1 me t 11 o c1 e j j l. •ii:~- t l'l e t~ f) l1 n t in r1 e t an cl ere dee 1 , d an k i E ~3 t 

b 1. n at i E-1 s ,, ,1 n de 1+ n1 e t t·.L o d e n . ,~ j_ J v er c1 e 1 en d e '' pr i j z en r u ~L mt e 11 i 11 

,, ./ 

vier del~n; binnen ieder deel l1eeft een van de methoden de voor-

keur. Men lette wel op het verschil t11ssen de hier gebruikte 

mE.:·etkun(.:l=LsE' vc)c,r~,:_;ta llinr~ l::n die van de vorige paragrafen, waarbiJ 
maar opbrengsten, uitgezet 

t1ar·111eE::r de 1'pr:Lj;:1,,~~nr·t:im"l~E·t 1 rr1eer c1an twee E~n in icdcr gev,:il 

wannt:Lr de~:~ meer dan drJ_e dimensies omvat, kunnen haar eigen-

0cha1Jpen n•iet meer c·l L1~c-.1 ct. 1..,1i t een figuur worden afgelezeno 1.n 

veel gcvallen is het echter mogelijk het probleem te benaderen 

door een ander met minder dimensies. Men zis t1iervoor b.v. het 

in voetnoot 3 aangehaalde artikel van Co HILDRETHG 

Laten w1.j eens asnnemen dat bepaaldE prijzen stabieler ziJn 

dan de and~r~; wij kunnen deze dan b6schouwen als constant€nq 

3 4 
.,. 

O"ver in 

T[__ a._ 
J 1J 

\ at p__ + a ._a /J p +-
1 -1 lj 2.l 2. 

5 
. , 

Cj _ Ct = 0 

s S' 

e. . .;:: :- a P 
J i:::3 i.j i. en Co:.- o..eP· 

'1.. (..=.3 C. t. 

bekende constanten z1.jn. 
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V. 1· .k. ,. :r·, ;'~• '.;;;, ·i J 1 n c:r t · 1 ... ·:. \.. ·- C 6 stelt een recl1tc voor in een plat vlak, 
1 r ., ~ .., .1 k , t prl ,J Z{;DV ,· a J m £2 t p 

1 
e n p

2 
a l ~-.: c (-:, c5 rd in at en ~ W i j z u 11 e n E: E· n 

en and e r met e en v o orb (~ t:: l c.:l t: C) E: 1. ·i c ht e n .. 

' l 

Wij 

-'· a· r"J I . · ' ' i I,-, l 
V 'I "-

--~ ,-... ~ - --, r·-4 _...... _ .... .. , h 
t-:i r.,.; .i.. • e l-; ,_,! ~:; C L 8 pp t. 11 

t·1·1 e (--• t ~-· t· I'" f 1") u·- n I ·:, ',·.,, ' ii ,,.,. 
..,,. ...... , ,,.t'->, .. ,. 

-

tabel IIa. 

·n ' ·1 .,.. r· ; ,· 1- .. . • " 
' /~ •. ' I • I ; i - ._.4. f .• ,I .._,,, . ._ ..J.- _ '-"4,_ 

: r' , -- · -,., .i .. ,,. ··- ··i· · 1 f'~ · ·-I l ' ; ' ] ·-., L ,.. ' ' V ' ' - , l 
..J,,. .I., • . \....- \.,... . ...._ .-i, - -- t . - ·, \.' -l ' 

'· 
per l1a 

bebouwlnrsmethode 
( -

,·r"' r1··· •T 
,L . 

I ..... ' . II 
i : 1. · 1 I ; 
f i.,,i 

l 
1 

I 
I 

. r·· . ·1 -
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paald warden door voor f en b beide nul te substituereno Is 
1 ,- :t 

1· ( 1 guns tiger is dan ,I ( J. .. In het ''prijzenvlak'' ontstaan 

op deze wijze vier gebieden , . .' ( ,· .. 1~ 2~ J, '-I J waarin voor vaste 

1~ 2., 3, L/ ,· 
• 

levert dus de l -de methode een gunst1ger resultaat dan elke 

andere methode zie fig. 6 ~ 
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fig .. 6 

Bv~.P .. ? ~ ~.,08 ,. :: ~ \~. ,· ,d ~ ., 9 e ~$ ~ ~' 00 ,met h,9,? ~ 

7 t9 9 10 11 11 pi 

met behulp van cen 1'prij~envla}c'1
, 

5 7 :St =•• IL I ! ti' 7 t Pi ■ 111 JO I $ it •••• 7 • • I I l b 2 b # 0 1 4 J I$ P 

Dat de gebieden, behorende bij een bepaalde methode samen-
, , 

hangend zijn en dat steeds drie lijnen door een punt gaan is 

niet toevalligo Beide eigenschappen kunnen warden bewezen. De 

laatste is zelfs zeer eenvoudigJ immers als geldt 

en 

dan volgt door aftrekking 

0.. -
'11 = o., 

\ 
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wat betekent, dat een punt 1 iggende op Tf14 :ir. a en 7r23 = 0 ook ligt 
• • 

op rr: 13 =- o. Voor iedere t, J 
, , 

en 7T kt. :;: o door een punt 0 

In gevallen~ waarin het niet mogelijk is het probleem 

grafisch op te lossenJ meet men de betreffende p-waarden in 

of deze 

functies positief dan wel negatief wordeno 
Passen wij deze berekening toe in het gegeven voorbeeld, 

waarin wi j voor p , Pu en P~ 1A1eer k:ie zen, de waarden opgegeven 
... ~ i l J 

in tabel IIa en 1)ovendien p 1 de vvaarde 20 heeft en pl. _ ... 10 is, 

-rr:
3 

beter dan 7T 
1 

en tenslotte rr
3

'1 > o , zodat -rr3 ook de voor

keur heeft boven -rr~ en dus de beste methode is, een resultaat, 

dat ook volgt uit figuur 60 
Het voorbeeld kan nog verder warden uitgebreid 3 door meer 

factoren en meer methoden in rekening te brengen. Het enige 

gevolg hiervan is 3 dat het aantal rijen respo het aantal kolom

men van tabel II vergroot wordt en de verschillende formules 

meer termen gaan bevatteno Ook kan men dezelfde vruchtwisseling 

gaan vergelijken met verschillende bemestingen, of dezelfde 

vruchtwisseling op verschillende soorten land, enzo Bij al deze 

wijzigingen blijft de methode echter essentieel dezelfde en 

vinden alleen kleine veranderingen in de formules plaatso In 

alle gevallen moeten de verwachte opbrengsten echter bekend 

zijn, of anders van te voren geschat wordenc 



Het belangrijkste bezwaar, dat men tegen de in 1.1.gegeven 

oplossingen kan inbrengen, is het overal verwaarlozen van afwij

kingen van de gemiddelde oogstresultaten. Het staat bij voorbaat 

vast, dat allerlei factoren, die men niet in de hand heeft, zoals 

de weersomstandigheden, de grootte van de oogst be!nvloeden. In 

dergeliJke ge,Jallen is l~et onJt1ist alleen te letten op de gemid

delde resultaten, omdat dan ook zeer lage opbrengsten kunnen 

voorkomen, wat soms niet tc aanvaarden consequenties heeft. 

Om nu afvJijkJ.ngen vr1n c1e ffemiddc:lde oogstres·ultaten in onze 

beschouwingen te betrekken, vat t,en \\Ti,:} de oogs tresul ta ten op als 

stochastische grootheden, waarvan wiJ de verdeling kennen. Het 

financiSle resultaat zal dan evenee11s een stochastische grootheid 

zijn, waarvar1 de verdelingsfunctie uit die van de opbrengsten volgt, 

Acht men nu een financi~le opbrcngst beneden een zeker bedrag eigen

lijk onaanvaardbaar, dan kan men biJ voorbaat stellen, dat de kans 

hierop een bepaalde waarde niet mag overtreffen. Gezien 

het probleem zal het in het algEmGen nict mogelijk zijn 

zorgen, dat bepaalde kl8ine opbrengster 
voorkomen. 

"~ t' i . .: 7 
i . ._i;L'l;_._ -

de aard van 

er voor 

Onder alle mogelijk~1eden, die door de gestolde voorwaarde niet 

worden uitcesloten kunnen wij nu diegene kiezcn, welke de verwach
ting van de financi0le opbrengst 1naximaliseert. 

Op welke wijzt m~n te werk kan gaan voor het geval, waarin op 
een deel van het land jaar in jaar uit tarwe wordt verbouwd en o 

het overige stuk voortdu1~end t1aver, zullen wij uiteenzetten in de· 

paragrafen 1.?.1.en 1.2.2 .. In 1.2.3. onderzoeken wij het probleem 

a 1 s vy ru c i1 t w i s f ~ l:' 1 i n g i..; 11 t o e g e p o s t 1 c l.l n t1. E.: t1 t\7 or c1 6· n • 

1.2.1. ¼iskundige formul8ring van het probleem 

De opbrGngst l1·1hl C➔ Ein tc1ri,,1s, wi1nneer het gehele land hiermee be-

grootheden aan., dc1t ze normaol verdEcld zijn met bckc:ndis 9.:,crr1icl

delden en bekende spreidingen, welke wij voor tarwe, resp. haver 

aangeven 1ne t ,,1-1,
4 

en ~ , re; sp. /1.,,i 
2
_ en a;_ • Doordat de meeste toe val-

. ' 

lige factoren zowel de tarwe als de haveropbrengst zullen betnvloe-

ook de onderstellen wij 

bekend uit waarnemingen in 
--- ------------

S:y·m·bolen voor stocr1astiscr1e rzrootl12dtn warden steeds onder--
streept om duid~lijk onderscheid te maken tussen deze groot• 

heden en de waardcn die ze kunnen aannemen. 



normale 

verdeling~ waarvan alle vijf parameters gegeven zijn. 

Bezaait men nu een fractie A van het land met tarwe en de 

rest met haver, 
• 

dan is de opbrengst 

en die aan haver geli.jk 881'1 1-...\· x .. Geven -:..1ij evenals in 1.1. 
2. 

de verkoopspri:Js per hl san met p
1 

resp. ?2- , dan is het geld-

bedrag x , dat men ontvangt, i1anneer een fractie ~ met tarwe 

bezaaid wordt, gelijk aan 

+(1-A b :x _ ,-2. :2. 

Nu is ecn 11.neaire combinatie ven normaal verdeelde stochas

tische grootl1eden oak weer normaal verdeeld, zodat wij de verde

ling van X volledig kennen, wanneer gemiddelde en spreiding 

8rvan berEkend zijn. Uit formule 1 en de gegevens omtrent de 

verdelingL ~·- -·n y: l_. _..; 1 
. ' 

\l \) .Lot : 

1 ;- 1 - ). ?,. 
' 

en 

Z 2. 2 2. \.t 2. 2. 

't 1 -f 2 1 1 --

Wanneer wij geen ~xtra eisen aan de uitkomst 

is het problecm l1etzelfde als in 1.1.1.: kies ~ zo, 

3 

opleggen., 

dat de ver-
wachtins ,,an de opbrengst zo groot mo~elijk is, d.w.z. maxima

liseer 2 als functie vnn~. In de practijk zal men dit zeker 

niet blinde1.i.ngs doet1, omdat het mogelijk is, dat een hoge 

verwachting van~ gepaard gant met Een zo grote spreiding 3 dat 

men den ondanks de ho~e verwachting een flinke kans loopt, 

betrekkelijk klein~ waarden van~ te vinden. Zijn de conse

quent 1es van ontvant,ste11 kleiner dan eE=n bepaald bedrag 'lAf on

aanvaardbanr, dan zal men eisen, dat de kans hierop niet grater 
mag, zijn dan aen 

waarde., welke er 

klein getal . WiJ krijgen dus een nevenvoor-

als volQt uitziet: ....... 

• 

Deze voorwaarde kan tot gevolg hebben, dat wij beperkt 

warden in de keuze van O Wij moeten daarom eerst nagaan uit 

welke ~'s er gekozen kan warden; de verwachting van de ont

vangsten kan dan over de niet uitgesloten 's worden gemaxi

maliseerd. 
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Voor de eerste van deze twee stappen voeren WlJ een n1euwe 
,....,;I 

variabele 1. in, de gcr~duceerde van~: 

.,.., ; 

(J 
'"L ..... 

die d"llE~ nc)rm2r:l vcrcicc:ld it:: met gf-r11idde lde nul en spreiding 1. 

< ..... ·-
' 
' 

, - 1' 
UJ -- (J 'LV -

- ';l 
7) 

• 

Dar1r z' N(o,1 v0rde0 ld is en ..,J van te voren wordt gE-kozen, 

kunn~n witi in een fractielentabel van de normale verdeling 

aflt:zE:n WE.:lke it•!c)crclE:n van u.r' bij gegeven asn 8 voldoen. 

Wij geven de waarde, die~, met een kans overschrijdt aan 
I 

met zit f j.f~. -1 N2armcte ,_ kleiner is J is grater, 

• 

fig;. 

De overschrijdingskans bij een norm2le verdeling. 

zodat de \-voarden van w' , diE voldoen aan 8 
door de ongelijkheid: 

-
• 

gegeven worden 

l 

Vervangen wi j hierin w door 

en c-h. de gevonden ,>Jaarden 2 

moet voldoen aan: 

-
en 3 

.. in., 

en vullen wij voor 

dan zien wij, dat 

1 -·-:--;~~===i====-=-=·=~=--====-=======::.:· =·-==---:-=·=·~-· •==·-=-===-·=-=· =-==-=--.. -
12. 2. 22. 2. 

1 1 ,_,. 1 · 
' 
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Om de voorwaarde beter te kunnen doorzien schrijven wij 

- I; 

+2 "Wp'f 1 - f>,. 2 

of 

• waarin 

-
is. 

' 

2. 2 
2. -i- P,_ 

0 > 

-?-, ?2 

2. 2 2 
+ P. er~ 13 2. .L 

.2 
2 + ?,. 

2. 

2 
2 +-

• , .. ,1, 

Db grootheid ~, die wij in ans probleem kunnen kiezen~ moet 

dus voldoen aan een on;elijkheid van de tweede graad. Wij wijzen 

erop, dat tot nu toe geen snd8re onderstellingen gemaakt zijn 

dan die van de normaliteit en bekendheid van de verdelingen van 

x 
1 

en x2.. t=n het bekend zijn vc1·n de prijzen p
1 

en P2.. • 
M6n kan het wiskundigt probleem: -X maximaliseren onder de· 

voorwaarde 12 algemeen oplossen. Wij zullen dit bier niet doe11 

en ans beperken tot dE bespreking van een aantal speciale ge

valleno 

1.2o2. Oplossing vnn hct probleem in een aantal speciale gevalle~ 
If 11 ,r I 1 11 5 71 b IL I it f t ISi I if ., I Ii~··,, I ••r: i It L I t 1 1 1 I; i J; Ill a t it •• $ IUI q Ii Ail I ti 7 ; I t ! I I • I L ,. I 7 i I :, u;;f I I Id i Ca 1 I N i¢ I 2 

1 

a en 
I 7 t•ti IQ 

De opbre·ng1st in geld vJanneer men het gehele land van 1 ha met 

tarwc bezaaid l1.€eft, bedraagt p
1 

x 1 en wanneer men di t doet met 

l:1aver p2 -x.~ o Zonder moei te is 

verdeling l~-&1zit en p
1

x2.een f\l p1 ...... 
1

)p
1

0-,_ -verdeling" Als dus 

2 Hierbij is uitgegaan van de re~le onderstelling dat 

en dus >o -J~S • 

< 1 
2. 



t:-•tl --b J i / 1 ·- , .. 2. 
, 

ling2r1 van 

en Ou= O 0-. 
J 1 1 I i 2 

P x. en ox. 2an 
1 1 12 1. 

is, zijn de waarschijnlijkheidsverde

elkoar geliJko Hier is men wellicht 

r1~eneif,\C1 tE: dcr1ken c1nt het er· niet rr1ecr toe doet of men tarv'1e 
(,_ ~- 1_,.. 

of haver, dan w~l !~edeeltelijk de ~cin en gedeeltelijk de and~r 

znnit. Toch is dit niet h~t gEvalo Men kan dit inzien door de 

Vt;r1c1eling van '"'

Vc)or iE=dcre 

• • 

,y . -- -_ _. __ 

tt; o·r1d(:r~z10Eken voor Vt.:r·schillende 

waarde van~ bLdraagt volgens 2 

2. 2. 
=nu 1_2.J.i 

G 1 ( 1- f 

en b"lijft dus een functie van 

waarden van 

de verwE.:1chting 

over in 

Men kan dG overgeblcv~n vrijh~id nu gebruiken om de variantie 

van 1 ✓:o ~,::.root of zo k·lein mogc li jk te maken. In het eerste geval 

speculEcrt rr1en C>P ecr1 L;E.er l1oge opl)rengst, in het tweede geval 

m2akt men de kans t)p cen slucht resultaat zo klein mogelijk. 

Wij st0ldbn ons op het voorzichtige standpunt en dat betekent 

dus 
2 :, t " . a-l ~ 7 C., .... Wlu . 

:l 
moEten minimaliseren. • 

Dc;or differentlnti~ van 
--

tna al c:• ~ '1 .: i A l.) , __ . V O O r :::: .. t5 • • c. optima le oplossing is hier dus onafhanke-
,._ 

0n ur-; 1v1v:lJ r1c)emE:n deze oplossing daarom uniform opti

maal. E8r1 duid~liJk~ illustrati8 wordt gegeven door fig. 2, 

waarin voor verschillendE waarden vBn ~ de cumulatieve verdelings

functie F x) van xis getek8nd. Zo lEest men direct uit deze 

-1 -.1. 

0 

l 
' I 
' • • 

-·-----_,,, 1•-·-•-'-

~ P1 _IA 1 = P1.?,. 
fig. 2 

. ,. 

De cumulatieve verdelingsfunctie van~ voor verschillende waarden 

van A 4 

figuur af, dat de kleinste waarde van 

van w bereikt wordt w; 
voor 

< P1 -t 

<I minimaal 
't. 

0 

lS. 

voor een bepaalde 

bij die keuze van J\ 

waarde 

waar-
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De bovenstaande oplossing geldt oak voor iedere waarde van f • 

Wel bliJtt de kleir1ste varlanti.e die bereikt kan warden een 

functie van 

2. 
er 

'l.. -
';L l / 

~1-P n- ··1 f=> - .., ,., l +- . 
""-~ . i ., 

, gaat 
., 

over· in 

17 

1-I e t minim ur.i l i [: t d 1.J. :: · l r1 t!i e r n a c1 rm ,1 t e de \>J 8 a rd e van :) k 1 e in e r 1 s • 

Men kan dit ook z0 :~:eggen: do r twee verschillende pruducten te 

verbouwen, die niet op dezelfde wijze door de toevallige omstan

di~t1eden beinvloed worden, kunnen wi,j eventuele risico's verdelen; 

dit gaat de3 te beter, naarmate de opbrengsten minder samenhangen 

kleine11 1.s • 

Vergelitjken w·ij de hier f-;:,evonc1er1 resultaten rr1et die in 1.1.1 .. ; 

d an z i en w i ~J , ci a t c1 n a r v· o or 11 e t ts e ,, a 1 ,n J-l :::: r> ;ti v an de v r 1. ,j -
I 1; 1 1 1./ 2 

heid in de keuze van 1 geen nuttig gebruik kan warden gemaakt, 

terwijl er hier een uniform optimale oplossing is gevonden voor 

• 

l 2-
b Het geval waarin A , =P _ , doch ~ ~~?_~~---

,,, .... 

De verdelingen van ~x., en A ~ 2 bezitten nu wel dezelfde 

verwachting, maar Piet meer dezelfde variantie. Het bepalen 

van de optimale oplossing gaat echter op dezelfde wijze als in 

a • Neemt men aan dat 

P1 o~ = k ?1 er,_ 

de variantie van z is~ dan • lS --

2.1. \2. \I ' k) +(·1_.,., +1Al1---" • 

leze is minimaal voor 

1- k f 
---·-• ----,. 

k +i-2.kf 

wanneer deze ~ tussen o en 1 ligt geeft 20 de optimale waarde 

van ) ;;, in het endere geval moet men hetzij ,.\ = o J hetzij .A: 1 

kiezen. Substitueert men in 20 k= 1 , dan vindt men weer voor 

de optimale waarde van): 

Oak oplossing 20 is uniform optimaal, d.w.z. geldig voor 

iedere combinatie van wen • Het is echter mogelijk dat men 

zijn eisen zodanig heeft gesteld dater ook door de gunstigste 

~ niet aan wordt voldaan; m8n zal dan hetzij de eisen moeten 

verlichten, hetzij van het productieproces moeten afzien~ In 

gevallen waarin het minimum van 19 voor o ~- ~ ~ niet op 
• 

• 



-19-

de rand van dit interval wordt bereikt, kan men in de situatie 

verkeren dat zowel alleen tarwe als alleen haver verbouwen te 

grate risico's oplevert, doch dat het risico bij gedeeltelijk 

haver en gedeeltelijk tarwe verbouwen wel aanvaardbaar is; 

hetzelfde geldt uiteraard ook voor het in 1.2.1,behandelde 

algemene geval. 

c Geen onderstellingen omtrent gemiddelden en spreidingen 
J 71 Fl • J I I I I I I [ 7 1 q I b .a ,11 d r 1_ ii 1 I P I F S 11 11 P I a A ■ t I C f I' 

In 1o2.1. hebben wij reeds nangegeven op welke wijze de 

optimale ~ kan warden berekend. Deze is nu niet meer zoals in 

de voorbeelder1 a en b uniform optimaal, doch een functie van 

en vJ. De berekeninf:.~ is niet moeilijk, maar door het grate 

aantal mogelijkheden wat de constanten ;~., _B en ") uit 12 betreft;; 

wel vrij langdradig en zal daarom niet warden gegeven. 

Bovendien is het niet zekerj dat het berekenen van een 

optimale inderdaad weergeeft, hetgeen men eigenlijk wil doen. 

Immers de waarden van 'Lifen vooral die van liggen minder 

nauwkeurig vast, dan in 1.2.1.wordt gesuggereerd. De eisen voor 

w· volgen nog hoofdzakelijk uit nauwkeurig bekende gegevens, 

maar, drukt uit welke kans op een zeer slechte oogst men wil 

aanvaarden. Zou men door de verwachting van z iets onder het 

te bereiken maximum te kiezen de kans op een resultaat kleiner 

dan w aanzienlijk verlagen, dan zal men dit zeker in overweging 

nemen. Hetzelfde geldt, wanneer het bereikbare maximum sterk 

stijgt bij een geringe verhoging van . Men wil dus eigenlijk 

voor ~egeven ur in een grafiek zien hoe de samenhang is tussen 

en het maximum van-~ over de toegelaten ~ • 

Het maximum van -X en - hangen samen via de toegelaten 

waarden van Ao De verwachting van~ is een monotone functie 

moeite op te sporeno Als bij een bepaalde een verzameling van 

's toe laatbaar is 1 dan zullen de ze ,,\ 1 s zeker toe laatbaar 

zijn 3 wanneer men zijn eisen lager stelt, d.w.z. een grotere 

kans op een opbrengst kleiner danw accepteertA De verzameling 

van toegelaten ~'s zal dus groter warden of gelijk blijven, 

wanneer toeneemt. Hieruit volgt dat ook het maximum van~~ 

zeker niet kleiner wordt bij stijgende , m.aoWo dit maximum 

is een monotoon niet. dalende functie van 

• 



Oak uit ~en grnfj_ek zoals dis van fig. 2 kan men een goede 

indruk k~ij26n van het verband tuss~n _ en bij gegeven waarde 

vDn 'l"-·' • Door de v1~iJl1eicl in de kE'UZe van .A zijn er verschillende 

wo2.rden -- •') 

b t d -t 1 t . . .. h waarin lJ c)encn1~n e c~ ook ~% toeneem, waarin aus een ogere 
·-

:_- ti tn i.d.d c lc1 t: C) p lJ re n gE:- t ;~: a111 e nt:: o E.1 t rr1~ t e e 11 tsro t er r i i3 i co o In 1, i gt.1ur 

3 ziJn ~nig~ bercikbnre cumulAtieve verdelingsfuncties van~ 

getekend. DE snijpuntcn v2n de getGkende krommen met de rechte 
"'y- • ,, , )" c:;_· ,:. '"J -- r r::i r-i n 'no ---=- ')'root j ~ .;:i v-v r '-' t:: l (.1 <., . c . , ·•·- '-.~ 

is; aongezien ~ een symmetrischE 

vbrdeling bezit, vell0n medi2an en verwachting samen, zodat rnen 
,. 

--X sf ksn l2zcn uit d~ sni:Jpunten von dl krommen met 
F· i guur 3 j_ J. lustre c·rt 

loopt biJ to~nLmend~ 
F' ,v > l .<../ 

l 
I 

' ' 

daardoor dt1idelijk op welke wijze 

- - - -•---F L __ ., --•--~-· ---- - -,..., 
--·· - ·- . -

,•~ 

ver-

..._ -- ' .. 

1 - ......... ~ 

' • • ·-·••·• .... ·•···~•·- . . . . . . . . . ..... -~' .... ~ .................... , ...... ' ' .......... ~ ' ... ~ - ' .......... ~ ..... ~ ..................... ,,. ......... . 
·J ~ 1. • • 

' • 
' • 
• • 
' ' • . _.-: 

,,,,,.,· 

fig" 3 
De cumulatieve verdelingsfunctie von x voor verschillende waar-

den van A • 

Aan a~ hand vnn ~en voorbeeld illustreren wij tenslotte op 
. 

\D 

welkL; i1ijze t11t2n het btloop van max l z kan vinden als functie va1~ 
.,\ ~-

0 Hierbij moeten wij gebruik makcn van de in 1.2.1. gegeven 

algemeen geldende formul~s. 

Het is niet nodig nlle 

constanten afzonderlijk te 

in de forrn"Liles 12 - 15 voorkomende 

kenneno Het is voldoende wanneer de 

vol~ende verhoudingen en gegevens bekend zijn: 

Wij hebben dus 

0., 5 p 
1 1 

:.) - _i_ - z 

W:::0,35J=; 
21 

1 

P n er o a: en v.r ui tgedrukt in p
1 

:.,,.. , de 
l. 2 _, ,-1 1 > ,- 2- 2. 1 

~emiddelde opbrengst in geld, wanneer er alleen tarwe wordt 

verbouwd. De gemiddelde opbrengst steeds in geld van haver 

is dus minder dan de gemiddelde opbrengst van tarwe, doch de 



-21-

spreiding van de laatste is aanzienlijk grotero De opbrengst 

die wij behalve een kans .. J zeker willen behalen is 350 van de 

gemiddelde opbrengst, wanneer wij alleen tarwe verbouwen. 

Substitueren \\Tij 21 in de formules 13, -14 en 15, 

dan vinden wij 

2- 9.. 
::- -·¼ OJ 75" P1 ),t..1 ) 

1 
16 

1.. ~ :t 

22 

• 

Reeds eerder merkten w·i j or:i dat de ej_sen betreffende w en 3 

niet willekeurig hoog kunnen warden gesteld. Wij gaan daarom 

eerst na welke waarden van bi j c1e gegeven iv- bere ikt kunnen 

wordena Hiertoe schrijven wij voor1~1aarde (12 in de vorm 

:;.ii;,;.; 

,.-, 
voor A > o is di t een parabool met een minimum, groat ~ - -

dat 

is 

bereikt wordt voor A= - J3 2A 
en dus 1<:an er aan 

wf~nneer 
., -J, C - ......... > o 

4A 

. Voor 

25 

kleine waarden van ::;, 

niet warden voldaan, 

1 t 
is. Hieruit volgt voor de voorwaarde 4111:·~jt waaruit 

met een tabel van de normale verdeling kan warden gevondenJ dat 

> .. = 0;0212 moet 

nog een oplossing 

waarde die wordt 

zijne De l<:lei11ste ivaarde f-> 0 van f3 , waarbi.i 

mogelijk is, bedraagt dus 13
0 

= 0,0212: Pen 

bere i'kt voor 

-- 2.A - 2 () J 1 ! 75 
• 

0.,15 
• 4-,12 

kie st, 

lcri jgen 

-- 0 J 1 (;, 0225. -
zal iner1 een interval J\1 i A ~ 

en dan meet men dus nagaan voor 
vJanneer men /3 > /3 0 

van ~'s ter beschikking 

welke A de functie ~~ maximaal is., Uit --

o. /9 fl- + OJ '1 S #\. ) f 1 _.1-1- 1 

leest men af dat dit het geval is voor de grootste toegelaten 

waarde van A. Groter dan een kan deze waarde nooit warden, om

dat ook aan o ~ A ~ 1 voldaan moet zi jn. Het heeft daarom geen zin, 
- --

w aarden van te beschouwen.r ~1aarvoor de bovengrens ~i van het 
,, ., 

iR dan een o De waarde p 1 van p , welke 
- ... - ... .... ... 
3 Men kan achteraf laten zien, dat A voor alle in aanmerking 

komende waarden van p inderdaad > O is. 
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ber1oort bi j >.. c-i.-=- 1 vinden wi j door in 12 >. = 1 in te vullen; het 

linker lid moet dan nul warden. Men vindt op deze wijze ~ 1 = 

OJ 0968 o Het inte1~vaJ_ ,,an. r, 's, waarvoor het gedrag van max 'l X 
). 

moet 1r1orden nagegaa11 is d1-1s o,C·212 ~ ~· :'S. 0,09~8. 

Voor de 1,,Jaarder1 C).5 1)2'12; 0,01•~; OJ06; 0,08 en 0 3 0908 van(3 

is dE~ gr()otste 1t-JoJ:tEJ_ vE,n /.>-. >-.1...-+- J:, A +- C -= 0 berekend, evenals 

de bijbehorenc1e \A12~arc1e \1a·n i_~;..: o In figuur 4 is het verband 

tussen max t_~~ en (3 gesc!r1.etst, vJaarbij \'\Jij langs de verticale 
). 

__ bij toene-

mende 13 stijgt v2,n C).,8(j5 r.,,/A. 1 tot f 1 /L 1 en dat alleen haver ver

bouwer1 nooit optj_rne1aJ_ j_s, J.11 tegenstE·lling tot alleE.n tar1t\1e 

verbouwen, wat de optimale oplossing is bij = 0,0968. 

Ander~ voorbeelden kun~en op geheel analoge wijze warden 

uitgewerkt .. 

"YY10.".X_ 
). 

... , ... 
1

1 
Ot) , 

0,90 

I 
j 
I .... 

l 
I 

I 
l 

---· --__.-t, ~ 

--·•----i---------··---- ➔·--·---·---~--- --•· ,.- ... \., ........ ~ --------.... J ·---••"-...... ----·-l-----~ 
(),. t) b o, D6 0:, 1 f) (1 

' 

fig. 4 

Verwachting van de opbrengst als functie van b ij optima le A • 

1p2~3- De invloed van vruchtwisseling en andere factoren ___________ ,. 

In 1.2.1c en 1o2.2c hebben wij ons beperkt tot de situatie, 

waarin wij een stuk land jaar in jaar uit konden bebouwen met 

het~:ij tarwe, hetzij haver, hetzij gedeeltelijk tarwe en voor 

de rest met haver. Het probleem kan echter ook opgelost warden 

als gekozen rnoet warden tussen verschillende systemen van 
vruchtwisseling. 

Stel wij v,1illen de vruchtwisseli•ngen TTH en Tf-lH toepassen 

en 1·.lu beslissen op welk deel van het land TTH en op 1t>Jelk THH 

toegepast moet warden. Wij kunnen niet meer volstaan met de 

twee stochastische grootheden, welke wij definieerden op blz. 

15, aangezien de verdelingen van de opbrengsten zullen afhangen 

van de methode van vruchtwisseling. Zo kan b.vo de tarweopbrengst 

bi ,j T HH minder gevoel ig zi jn voor toeva llige oms t andigheden dan , 

de ~~arweopbrengst bij TTH, waardoor de spreidingen ongelijk 

wor 1 len o Wi j moe ten daarom vier grootheden invoeren en wel; 
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)( t a 1'"1 \,.,r ·'.) opt!rengst in hl 1Jer j a ... r 'J .-, I' l1a 1:) i j TTH - _.,, ~-- 'lit.; . t: j ... t; . 
1 - .. 

)(1 
.... r r It ' t ' r ' t 

ft t f rt l f T 1-1 H 
- ' ' 

x, - haver Tf ft tf f T t f If 1 r tf rTH 
-

~4 
... 1 ! f i Ti I l f I I t l t f I I 1 TI-I H 
-

In hEt algeme~n zull~n de~ gerniddelden, spreidingen en 

onder·linge correlaties var1 x.,, ... , x l/ al le versch:ll.lend zijn, 

\~aardc)or wij in totaal 11+ verschiJ~lende cc1nstanten 1.,:1·,:1 .. jgen. 

Vooral over de correlat1ecoefficienten zullen veelal ge~n of 

alleen onnau,~1l-ceurige gegf:Vt-.:ns bekencl zl.jr1 .. Bij de methode 

beschrev€n in dE vorige paragrafen zouden wij dus, hetzij met 

on·betrouwbarE· schattingen, hl;;·tzij tnE:t Gxtra l;nderstellingen 

over de gelijkheid van correlaties e.dQ ~oEten werken. Daarom 

k an me n in de pr a kt i j 1{ 1) e t e r a 1 s -v o l. 1 ~: t~ t r3 i1v e r k g a an . 

Bepaal eerst de optimale ~ aan te geven met~, voor het 

geval, waarin geen vruchtwisseling toegepast kan warden, dus met 

de methode behandeld in 1~2.1. Wij zoeken nu de beste combinatie 

van vruchtwisselingen, waarbij de fractie, bezaaid met tarwe, 

gelijk is aan ~,. ~e risico 1 s blijven dan op de vereiste wijze 

ver-ideeld en bovendien \1ordt gebr'luik getnaalct van de ervaring dat 

door vruchtwisseling de gemiddelde opbrengsten grater warden. 

In figuur 5 is behalve de lijn G~'het polygoon van moge

lijke resultaten getekend, wanneer alle combinaties van bekende 

vruchtv,,1isselingen toegElaten zijn. De p1.,1r1ten ,· stellen weer de 

opbrengsten voor, wanneer ~~n bepaalde wisseling wordt toegepast 

en d2 verbirdingslijnen de resultaten bij combinaties van wisse

lingen. De gezochte combinatie wordt nu weergegeven door het 

snijpunt 3 van cr~'met het polygoon. In het getekende geval is 

dit l:lus: op een fractie Y van het land v1,,uchtwisseling 3 toepas-

sen en op de rest ~1/• 

H 

-4 

(v) 
,,,.,,,, 

./5 (1_ v) 

.::;, 

Grafische bepaling van de beste combinatie van vruchtwisselingen. 

Om nu inderdaad ieder jaar een fractie AJ van het land met 

tar\ve bebouwd te hebben moeten wij beide delen splitsen in 
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zoveel stukken als de wisseling phasen heeft en dan op ieder 

b.v. 
. . .. . ~ ~ . 1 - 'Y - 1 _.., 

tarwe verbouwd en men krijgt het onderstaande schema Tabel I . 

Tat;e l I 

Verdeling van het land, wanneer op een fractie Y wordt toe

gepast TT H En op het overige deel TTHH .. 

l . 

v ! y op fractie i (~4- op fractie 1-I , , 

l 
....... l ' 

' I ' ' ~ i I \ ........... ~ jaar 
4 ! i --, J a ar 

4 1 I'") 3 r::, 
j ' 1 2 3 5 I I : ,., I I '- I .., •. ,I 

frac t~le I 'I frac tie. , , • I 
, 

j 

I I 
i I 1 

' i , 
j 

i I i l ! l ' ' 

l 
I 

' ' 
l I I y I ' 1- 7' f1"\ H H T m ' T H T I rr, H ' 4 .J. I .l. • 

! I ' l 
, 

j 
3 i .L 

' ' I I 

l I j 

f ' i 
. 

1- ;) I I 
I \ I 

T rp H H T ' 

I , 

' 
.,,,.J ... ,, ,,,.., 

- I I Li l ... 
I I j • 

)) I 

l I ' ' ~ rr m I-I T T 
, 

J 
I 1-v I J.. 

3 ' H T T H H ...... f 

J 
- ' A{ I , 

- -

' 
' ' • ' I j • 1- v I 

I-f T T ' H l T I H H T T H I I 
I 
j 1 j 

J i I I./ I ' -i ' , ' 

Het is natuurlijk mogelijk, dat dit niet de beste oplos-
s1.ng 

.. is., omdat door de vruchtwisseling alle parameters van de 

vcrdelingsfunctiPs kunnen veranderen, maar men mag verwachten 

toch niet ver van het optimale punt verwijderd te zijn, terwijl 

nauwkeuriger bepaling meestal niet mogelijk zal zijn. Daar de 

spreidingen hoofdzakelijk veroorzaakt warden door de weersom

stand1gheden, zullen toelaatbare oplossingen, als geen vrucht

wisseling wordt toegepast, in de regel ook toelaatbaar zijn, 

wanneer dit wel wordt gedaan. Het is echter niet uitgesloten, 

dat dot")r de vruchtwisseling de producten minder kwetsbaar warden 

en in dat geval zou men hogere gemiddelde opbrengsten kunnen 

bereiken. Op de boven aangegeven wijze verkrijgt men echter 

snel een redelijke oplossing. 

Andere uitbreidingen van het probleem ontstaan, wanneer 

mer1 de bewerkingskosten., of de bedragen welke men voor zijn 

producten krijgt, als stochastische grootheden in het model op
neemt. Het zal dan niet steeds mogelijk zijn de oplossing te 

vinden op de boven aangegeven wijzeJ maar men kan het gezochte 

antwoord vinden met-de multiplicatorenmethode van Lagrange, 

zolang er niet meer dan een ongelijkheid 1s, waaraan de varia

belen moeten voldoen. Noch de te maximaliseren vorm, noch de 

ongelijkheid behoeft dan lineair te zijn. Als er meer dan ~~n 

ongelijkheid 1s, kunnen varianten van deze methode in veel ge-



-25-

vallen de oplossing geven~ l~ij zullen hier echter niet nader 

op deze problemen ingaang 
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In een fabriek wil men de vervaardiging van een legering ter 

hand nemen, welke minstens een bepaald percentage koper moet 
bevatten. Om het voorbeeld eenvoudiger te houden, warden aan de 

legering geen verdere chemische of physische eisen gesteld. 

Voor de fabricage kunnen verschillende grondstoffen gebruikt 

warden, welke men ook in willekeurige verhoudinsen kan mengen. 

Men vraagt zich nu af op welke wijze de legering zo goedkoop 

mogelijk gemaakt kan worden, terwiJl toch aan de gestelde eis 

is voldaan. 

Laten wij aannemen, dat het product minstens 18 koper moet 

bevatten en dater vier grondstoEfen zijn, die wij kunnen gebrui

ken. In tabel I is opgegeven, hoeveel procent koper in iedere 

grondstof aanwezig is en wat de kosten zijn per ton . 
• 

Tabel I 

Percentage koper en kosten van de grondstoffen .. , ______________________ .......... _____ _ 

< 

grand- percentage kosten kosten per% 
stof koper per ton koper 

• < 

A 5'1 4o 4o 0,78 51 
• 

B 41 1 20 20 1,82 1 
• • .. 

< •• 

< 

l 24 D ! 14 24 1,74 1 --
.. .. 

E 36 30 30 o,83 31!-
< 

Uit de vierde kolom kan men aflezen, dat grondstof A de goed

koopste bran van koper is. 

Geen van de grondstoffen bevat 
grondstof~en A en E voldoen aan de 

Het percentage van Ben D 3 die per 

is echt~r te laag. Daarom ligt het 

wij door het kiezen van een mengsel 

... tin, •1• ■ I ... -- tll.,1, - - --< < 

precies 18 koper, maar de 
< 

eis minstens 18~ te bevatten. 

ton goedkoper zijn dan A en E, 

voor de hand na te gaan, o~ 
< 

van enige grondstoffen niet 

De inhoud van de paragrafen 1.1 en 1.2 is gebaseerd op een 

artikel van N. WILLIAMS, An application of 

to the selection of raw materials, Applied 

1955, 22-31. 

linear programming 

statistics 4, 
< 
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een product kunnen krijgen, dat aan de eis voldoet en bovendien 

goedkoper is dan de grondstofI'en A en E afzonderl1jk. Om dit 

systematisch te onderzoeken gaan wij als volgt te werk. 

Wij gaan uit van grondstof A; deze voldoet zeker aan de 

gestelde eis, want A bevat zelfs 33~0 koper meer dan nodig is. 

Om een legering te verkrijgen, die goedkoper is, mengen wij A 

met het goedkopere, maar aan koper armere B. 

Ter vereenvoudiging zullen wiJ aannemen, dat men 1 ton van 

de legering wil produceren. Stel dat wij 1 ton legering, die 

18v koper bevat, verkrijgen door y ton A met 1-y ton B te mengen. 

Wiskundig uitgedrukt betekent dit, dat moet ziJn voldaan aan de 

vergelijking 

51Y + 11 1-y 18 

waaruit volgt, dat de legerlng moet bestaan uit 0,175 ton A en 

o,825 ton B. De kosten bedragen dan 

aan A: 

aan B: 

0,175 X 40 
0,825 X 20 

7 
16,50 

+ 
totaal: 23,50 

Dit mengsel is dus 40 - 23,50 

grondstof A. 

16,50 per ton goedkoper dan 

Wij kunnen op dezelfde wijze berekenen hoe duur een mengsel 

van A en Bis, dat evenveel koper bevat als D, respectievelijk E. 

Indien een van deze laatste grondstoffen goedkoper is dan het 
. 

overeenkomende mengsel van A en B, dan zal het voordelig zijn 

zoveel mogelijk van de gevonden legering door deze grondstof 
. ' 

te vervangen. -
De resultaten van de genoemde vergelijkingen kan men vinden 

in tabel II. In de eerste en tweede regel staat hoeveel A en 

hoeveel B het mengsel per ton moet bevatten om evenveel koper 

te bezitten als de boven de kolom vermelde stof. De kosten van 

deze mengsels staan in de derde regel, terwijl de laatste regel 

het verschil bevat tussen de kosten van een ton mengsel en een 

ton van de grondstof, waarmee dit mengsel overeenkomt. 

De legering van 0,175 ton A en o,825 ton B kunnen wij dus 
• 

wel goedkoper maken door grondstof E te gebruiken 3 maar niet met 

behulp van D. • 

• 
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Tabel II 
-~'CilFIM I II IPrP 

Mengsels van A en B met hetzelfde koper-

gehalte als legering en grondstoffen 

" 

legering A B D E 
18vb Cu 51% 

• 

14 36 Cu 11~0 Cu Cu Cu 
' • i l 

I ' 

hoeveelheid A 
I 

0,625 0,175 1 0 0,075 • I 
I • • 

' 

l '"loevee lhe id B 0,825 0 1 0,925 0,375 

kosten mengsel 23,5 4o I 

20 21,5 32,5 • • 
! 
' 

kosten grand- I 4o 24 • 20 30 stoffen • 

' ' 

kosten mengsel ' 

min kosten 0 0 - 2,5 2,5 
grondstof I 

• 
• • • ' 

E 

Daar een mengsel van 0,625 ton A en 0,375 ton B met een ton E 

te nemen, omdat de hoeveelheid A aanwezig in de legering, 

genoemd in de eerste kolom dan is uitgeput. Behalve 0,28 ton E 

bevat de legering dan nog 1 - 0,28 = 0,72 ton Ben de kosten 
.. .. Z1Jn: 

aan E: o,. 28 X 30 8,4 
aan B: 0,72 X 20 14,4 

+ 
totaal: 22,8 

Deze legering, die ook 18% koper bevat, is dus weer 23,5 - 22,8 

0,7 goedkoper dan de legering van A en B. 

Het is niet mogelijk een nog voordeligere samenstelling van 

de .legering te vinden. Immers D was al duurder dan het overeen

komstige mengsel van A en B, dus zekor duurder dan een overeen

komstig mengsel van Ben E, terwiJl wij A Juist hebben verwijderd 

ten gunste van E~ Wat wij nog ni6t aangetoond hebben, is dat een 

legering, die meer dan 18~0 koper bevat niet goEdkoper kan zijn. 

Het gehalte aan koper kan echter alleen hoger warden door, hetzij 

B geheel or gedeeltelijk te vervangen door A, D of E, hetzij E 
• 

geheel of gedeeltelijk te vervansen door Ae Tabel I leert ons3 

dat de legering bij ieder van deze substituties duurder wordt .. 
• 

Onder de legeringen, die men uit A, B, Den E kan maken en die 

minstens 18 koper bevatten, is dus de voordeligste: 0,28 ton E 

en 0,72 tonB. 
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1.2. Tweede voorbeeld 
' 

Iets ingewikkelder wordt het eerste voorbeeld, wanneer aan 

het gebruik van de grondstoffen A, B, Den E grenzen warden ge

steld. Laten wij aannemen, dat de grondstoffen Ben D tezamen 

niet meer dan 20% van de legering mogen uitraaken. De oplossing, 

gegeven in 1.1 voldoet dan niet meer, omdat deze voor 7 ~ uit 

B bestond. Wij trachten nu onder deze ext~a voorwaarde de lege

ring te vinden, die het goedkoopste is. Het is dan zeer goed 

mogelijk, dat deze legering meer dan 18~~ koper bevat, of minder 

dan 20 van de ~rondstoffen Ben D. Het verschil tussen het 

percentage koper in de legering en het vereiste minimum percen-

toegelaten percentage Ben Den het aanwezige percentage met 

Een legering, die volgens tabel I in ieder geval voldoet, 

is die, welke alleen bestaat uit grondstof E. Het overschot 

180; van de toegelaten 

marge aan Ben Dis niets gebruikt = en de kosten 

zijn 30. 

Wij onderzoeken nu of op een of andere wijze een goedkopere 

legering te fabriceren is~ die aan de eisen voldoet. Hierbij 

18 = 20 is. 

Omdat van de goedkoopste grondstof B de grootste prijsverlaging 

te verwachten is, mengen wij deze met E. Zouden wij y ton E 

vervangen __, 

koper met 

van beide negatief mogen worden, moet y voldoen aan 25y ~ 18 en 

100y ~ 20 en kan dus hoogstens gelijk zijn aan het minimum van 
18 20 

~orden vervangen. De kosten van ton van de legering bedragen dan 

aan B: 0,2 X 20 4 

aan E: o,8 X 30 24 
+ 

totaal: 28, 

-wat 2 gocdkoper is dan een legering alleen bestaande uit 

grondstof E, terwijl het percentage koper 0,2.11 + 0,8.36 

• 

' 

31 
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Een verdere verlaging van de kosten is niet mogelijk. De 
O; 

wel kunnen wij B vervangen door A, D of E, maar dit heeft 

steeds verhoging van de kosten ten gevolge. Ook vervanging van 

E door A leidt tot een duurder product. ~e voordeligste legering 
bestaat dus uit 0,2 ton Ben o,8 ton E en bevat 13~ meer koper 

dan de toegelaten minimum hoeveelheid van 18%. 

Wij zullen hetzelfde probleem nu formuleren in de taal der 

wiskunde. Hoe de legering ook is samengesteld, steeds kunnen wij 

zeggen, dat het een mengsel is, waarin alleen de grondstoffen A, 

B, b en E kunnen voorkomen. naarom nemen wij aan, dat een ton 

kunnen deze waarden niet willekeurig kiezen. In de eerste plaats 

moet voldaan worden aan de vergelijking 

1 

Bovendien moet het percentage koper minstens 18 bedragen, 

terwijl de totale hoeveelheid van Ben D niet meer dan 20 van 

de legering mag uitmaken. In formule luiden deze voorwaarden 

en 

Maken wij gebruik 

51xA 

en 

van de boven ingevoerde variabelen 
$ over 1.n 

14x D 18 

20. 

Alle variabelen in de vergelijkingen 5 en 6 kunnen 
slechts niet-negatieve waarden aannemen. 

De 

en 

De vraag welke in het voorgaande werd beantwoord, was nu: 
hoe mini-

maal zijn ender de voorwaarden, dat voldaan is aan de vergelij

kingen 2, 5 en 6 en bovendien alle ~ariabelen ~ O zijn. 
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In een fabriek kunnen twee soorten schroeven warden gemaakt. 

Bij de fabricage moeten beide soorten warden bewerkt door een 

machine, die de kop maakt en een machine~ die de schroefdraad 

aanbrengt~ Wanneer er voldoende arbeiders aanwezig zijn, de 

grondstoffen in willekeurige hoeveelheden tegen constante prijs 

aangevoerd kunnen warden, alle schroeven op de markt een afzet 

vinden tegen vaste prijzen, en ook de andere productiefactoren 

geen belemmeringen vormen voor het niveau waarop de productie 

zal plaatsvinden, dan wordt dit niveau bepaald door de capaci

teiten van de twee genoemde machines~ De productieleider zal nu 

nagaan, op welke wijze zijn fabriek de grootst mogelijke winst 

kan behalenG Dit probleem komt dus hierop neer, dat een functie 

de winst gemaximaliseerd moet worden onder bepaalde beperkingen. 

Stel dat een schroef van type I 3 cent winst geeft en een 

schroef van type II 4 centa Uit tijdstudies in voorafgaande jaren 

is bekendJ hoeveel seconden de op de ma-

chines 

tabel III. 

in bevierking 

Tabel III 

bewerkingstijd 

schroef op machine v~ins t 
" ' 

' 

M0 
l-

"' 
2 5 ') 

..J 
.. 

s ':2. 2 4 l 
j ? _,I 
' 

t. II • 
I 

' ' 
' 

Gedurende de periode, waarvoor het productieprogramma 

ontwikkeld moet worden 3 staan de machines beide 1 uur = 3600 

seconden ter beschikkingo 

tweede type warden 

... dltl HI ._ Clbd..., ta•--. .. ..,. 

schroeven van het eerste type en 

vervaardigd~ bedraagt de winst 

2 Dit voorbeeld is ontleend aan een artikel van McEo SALVESON, 

Mathematical methods in management programming, Proceedings 

of the conference on Operations Research in production and 

inventory control 1954 ,p. 23-410 
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Door de 

voldoen aan de voorwaarden 

en 

10 

~ 0. 

Ten gevolge van deze vier ongelijkheden kunnen wij de waar-

den 1 is dit ge-

illustreerd. Langs de horizontale as _is het aantal schroeven s 1 ., 

dat gemaakt wordt, uitgezet en langs de verticale as het aantal 

het getekende kwadrant van belango Verder staat machine I niet 

toe, dat het aantal te produceren schroeven voorgesteld wordt 

door een punt, waarvan de coordinaten buiten de driehoek OBE 

liggen; evenzo beperkt machine II ons tot driehoek OAD. Alleen 

arceerde gebied liggen, zijn dus toelaatbaar. 
X 

2. 

1800. D 

11 OD E 

Het gearceerde gebied geeft de productiemogelijkheden aan 

Als het productieprogramma wordt voorgesteld door een punt 

van EC, is machine I voortdurend in gebruik; machine II wordt, 

behalve in het punt C tijdens een deel van het proces buiten 

bedrijf gesteld. Besluiten wij tot het productieproces A, dan 

warden alleen schroeven van het eerste type gemaakt en is 

machine II volledig bezet, in tegenstelling tot machine I. 
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Het produceren van bijv. 1200 schroeven van type I is ten aanzien 

van machine I nog wel mogelijk, ten aanzien van machine II echter 

niet. 

Onder de productieprogramma 1 s, die uitvoerbaar zijn, Willen 

wij nu het programma kiezen, dat de winst zo groat rnogelijk maakt. 
Bij 

deze is bij een programma van 150 schroeven van type I en van 1100 

schroeven van type II 

voor ieder stel waarden 

x 2 liggen deze punten alle in een plat vlak~ 

I 
I 
l. 

I 
t 

1 
I 

I 
I 
I 
1 

figuur 2 
. a lll I !! tilt 

r 
I 

Winst als functie van het productieprogramma 

is van x 1 en 

0 C • 

Tabel IV geeft een overzicht van de coordinaten van de 

belangrijkste punten uit figuur 2. 

Wat met meest winstgevende productieprogramma is, kunnen 
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1.1i j 

het 

uit de figuur of de tabel direct aflezen. In ons geval is d1t 

fabriceren van 32'( scl1roeven 

een winst van 4909 bereikt wordt 

bedri jf~ zi jn. 

en beide machines voortdurena·1n 

Tabel IV 

Vlinst als functie van het """roductie iro ramma _________ ........._, __ __;_..;....;.._ -----·-----·-----

productieprogramma winst 

punt grootte ' punt z . 0' .. 
0 0 0 0 0 

720 0 A 2160 H 
.. 

0 1200 E 4800 F 

327 982 C 4909 G 

Deze oplossing hadden wij ook kunnen vinden op de wijze, 

beschreven in paragraaf 1.1.2 van hoofdstuk I. Daartoe tekenen 

wij in figuur 1 de rechte 

aan zichzelf op van oaf totdat er nog juist een gemeenschap

pelijk punt is met het gearceerde gebied. Dit punt correspon

deert dan met het optimale productieprogramma. 
Bet is duidelijk dat de winst nooit maximaal is bij een 

programma, dat correspondeert met een punt in het inwendige van 

het gebied OACE, daar men dan van beide typen nog meer schroeven 

kan maken. Het optimale programma ligt dus in ieder geval op de 

omtrek van het gebied. Bovendien kunnen wij opmerken dat, tenzij 

de winst voor alle punten van een zijde even groat is, nog ver

betering te bereiken is, zolang wij ons niet in een hoekpunt be-
• 

vinden. Wij vinden dus zeker het maximum, wanneer wij de winsten 

vergelijken in de hoekpunten O, A, C en E. 
In dit voorbeeld zijn beide machines in het meest winst

gevende programma volledig bezet. Bij andere waarden van de in 
tabel III opgegeven constanten is ~t zeer wel mogelijk, dat ~,n 
van de machines tijdens een deel van het proces niet gebruikt 

wordt. Daarom is het vaak gemakkelijk het aantal seconden, dat 
en 
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ongelijkheden 9 en 10 schrijven in de 

vorm van vergelijkingen: 

3600 11 

en 

3600., 

alleen ¼raarden ~ 0 kunnen Bannemeno 

Uitgedrukt met behulp van deze vergelijkingen luidt het 

probleem, dat wij hebben opgelost, dus: maximaliseer 

onder de de verge

lijkingen 11 en 12, waarin en 

slechts niet-negatieve waarden kunnen aannemen. 

Problemen als de drie hier uitgewerkte voorbeelden, waarin 

een lineaire functie geminimaliseerd of gemaximaliseerd moet 

wordenJ onder de voorwaarde, dat de variabelen moeten voldoen 
aan een of meer lineaire vergelijkingen en bovendien ~ 0 moeten 

z i jn, warden -~ i.Q~.~~P,~ .. PF,2gtz.~,t!l.m.e~.~ ngs prob~.eme n genoemd. De ui t -
werking van het tweede voorbeeld laat het duidelijkst de methode 

zien, waarmee deze problemen kunnen warden opgelost. Men zoekt 

eerst een oplossing, die aan de eisen voldoet en wijzigt deze 

dan net zolang tot geen verbetering van de oplossing meer moge

lijk iso 

Behalve bij het opstellen van optimale schema's voor indus

triele productieproblemen kan men ook voor een groat aantal 

andere problemen modellen opstellen welke tot lineaire program

meringsproblemen leiden. Zo bevat het tijdschrift 1'Journal of, 

Farm Economics?' vanaf 1951 regelmatig bijdragen met toepassingen 

op agrarisch terreino In paragraaf 3 van dit hoofdstuk warden 

toepassingen bij transportproblemen besproken. 

Voor verdere voorbeelden van toepassingen verwijzen wij 

naar de uittreksels in de rapporten 11 overzicht van een aantal 

artikelen over Operations Research'' I en II S 167 Ov 5 resp·o 
• • • 
' 

S 239 Ov 5 van de Statistische Afdeling van het Mathematisch 
Centrum. 
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2. Theorie van lineaire ~,ro rammerin s~roblemen en de sim lex---- _________ ...._ _______ Q,,~~~~~!.!.-..=:..:.:.....::~~::.!!!. --

me tho de 

In deze paragraaf zullen wij de algemene formulering van 

lineaire programmeringsproblemen geven. Het is niet mogelijk om 

de theorie in kart bestek volledig te behandelen. Daarom zullen 

wij ans hier beperken tot het geven van een rekenschema, waarmee 

de problemen kunnen worden opgelost en het zonder bewijs noemen 

van de eigenschappen van dit schema. 

In de vorige paragraaf beschouwden wij drie eenvoudige 

problemen, waarin wij het extreem van een lineaire functie wil

den bepalen, onder de voorwaarde, dat de variabelen die in deze 

functie voorkwamen voldeden aan enige lineaire ongelijkheden of 

lineaire vergelijkingen. Of de lineaire functie zo klein, dan 

wel zo groat mogelijk moet worden gemaakt, hangt af van het pro

bleem, maar is voor de methode van geen belang. In aansluiting 

bij de meeste literetuur over dit onderwerp, zullen wij in het 

vervolg aannemen, dat de functie g~ffi?~i~,~l!~~~,E~ moet warden. 
Wanneer men een functie wil minimaliseren, kan men oak het tegen

gestelde maximaliseren; het bovenstaande houdt dus geen beperking 
• in. 

Laat een 

de variabel,en 
• 

moet warden voldaan aan de 

• 

zijn, welke lineair afhangt van 

p 

constanten zijn. Gevraagd wordt voor 
maximaal is, wanneer 

ongeli jkheden 

+ a X mp p 

en x 1 ., 

De a' s 

groter of gelijk aan O moeten zijn. 

en b's zijn gegeven constanten. De a 1s kunnen zowel posi-

tief, o, als negatief zijn; deb's warden voorlopig alle ~ 0 

' 
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ondersteld 

een opbrengst voorstellen. De variabelen zijn hetzij hoeveelheden 

grondstoffen, die men b1j de productie g~bruikt, in welk geval 

de bijbehorende e's negatief zullen zijn, hetzij gemaakte produc

ten, in welk geval de bijbehorende e's verkoopprijzen positief 

zullen zijn. 
r1 " ., 1 t ,·,1Jn er n e meer clan tvJee x-en en bi jv .. drie verge 11 jki ngen, 

dan ~-en de paren 

als aangegeven is 

I 

I 
I 

x 1 , x 2 , die aan 2 

in fig. 1. vgl. ook 

voldoen, een gebied, 

fig. 1 in 1 .. 3 .. 

Toegelaten waarden van 

.fig. 1 

X X 1' ? 
voor p 2 en m 3 

zo-

Het toegelaten gebied is dus een veelhoek, waarvan het punt O 
; I' 

een van de hoekpunten is~ 

In het algemenc geval vormt het toegelaten gebied een meer

dimensionale generalisatie van een veelhoek; het punt O blijft 

hierbij een hoekpuntQ 

Evenals in het tweede voorbeeld van paragraaf 1 veranderen 

wij het stelsel ongelijkheden 2 in een stelsel gelijkheden door 

het u~ &, 6 , die het verschil 
m 

voorstellen tussen de linker leden van 2 en de rechter leden. 

Wij noemen deze variabelen, die dus altijd grater of gelijk aan 

O moeten zijn, verschilvariabeleno Het stelsel 2 gaat nu over 

in 
.... 

8 11x 1 + 8 12x 2 + ~ « ~ 

8 21x1 + 8 22x2 + 0 •c 

• 

+ a1 X p p 

+ a2 X + p p 

• 
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Er bestaan verschillende methoden om het maximum van een 

lineaire functie te bepalen onder de voorwaardendat de variabelen 

.?,- 0 moeten zijn en moeten \roldoen aan een stelsel vergelijkingen. 

Zij zijn echter niet alle onder alle omstandigheden te gebruiken. 

Wij zullen een methode geven, die steeds toegepast kan worden en 

welke dan ook in de meeste artikelen wordt aangetroffen. Deze 

methode 1s afkomstig van G.B3 DANTZIG en later aangevuld door 

A" CHARNES; zi j draagt de naam s.i~p,l,,~~m"e.~h,<?de,. 

2.2. De sim£lexmethode 
1 7 ii a I 1 ! I I : u : le ttrt ; 71 ;t ;; 

••o, 6 komen in de m 
vergelijki 

is het niet nodig verschillende symbolen te gebruiken en dus zul
len wij in het vervolg in sc hri jven 

= p + rno 

De vergelijkingen 3 zien er dan als volgt uit: 

"' 

• 

• 
0 

• 

+ .J..f 
• 0 • 

+ a1 X + p p 
• 

.. 

" 

- b 1 

.,_. b 
m 

4 

Ook de te maximaliseren functie 1 zullen wij iets anders 

schrijvene In 

slechts p. De 

coefficient O: 

De waarde 

, 

4· staan p+m n variabelen x, in 

overige n-p variabelen nemen wij in 

n 

z -
0 

zijn alle gelijk aan Oo 

echter 

op met 

5 

De vergelijkingen 4 en -5 behelzen dus het probleem in 
de nieuwe vorm: maximaliseer ~ onder de voorwaarden dat 

ver eli kin en 4 en bovendien alle ....;;...;;...;;;;;..,;;,.;,..;,...;;....;...__.;.;.....;..,_ ___ _ 

steeds hierop terug. 
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Het in 1.3 behandelde voorbeeld ziet er in de nieuwe vorm 
als volgt uit: 

maximaliseer zo •:. -r ltx + + OoX4 onder de voorwaarden: 2 
l + -r- X3 3600 6 

5x'1 + + X4 3600 7 

x1 ~ 03 x2 ~ o, XJ ~ 0., X4 ~ Oc 8 

Wij illustreren de simplexmethode nu eerst aan de hand van 

dit voorbeeldo Een stelsel x-waarden, die aan 6 J 7 en 8 

voldoen is direct uit de vergelijkingen af te lezen, namelijk 

3•000 Deze oplossing is wiskundig 

gezien toelaatbaarQ Practisch gezien betekent het, dater niets 

gebeurt en de opbrengst is dan ook nul O Wij noernen deze oplossing 

de rttriviale oplossing''; zij correspondeert met de punten O in --------------------=-
de figuren 1 en 2 van paragraaf 1c 

Ren betere oplossing ontstaat 

x 2 een positieve waarde geveno Aangezien de winst per eenheid het 

namelijk 4, onderzoeken wij eerst de situatie 

6 
en 7 moet voldaan blijven, zodat bij een positieve waarde van 

o e c o 3600 3600 

De oplossing is dan 

48000 Wanneer wij vergelijking 6 delen 

7 vermin-

deren met 2x deze nieuwe vergelijking.9 dan krijgen de voorwaarden 

6 en 7 de volgende vorm: 

2 
3 

1 
XJ 1200 9 

1200 10 

Zoals de triviale oplossing eenvoudig uit 6 en 7 kon warden 

nul te stellen 3 kunnen wij de nieuwe op-

lossing uit 9 en 10 nul te stellen. 

Wederom kan men nu de vraag stellen of een hogere winst te 

geven. Wanneer 
.., 

om aan en 

voldoen4 De winstfunctie wordt dus enerzijds met 3 vermeerderd en 

en verminderd, in totaal een toeneming 
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inderdaad voordelig om de productie 

vrije tijd op de tweede machine 

- , 1200 1200 3600 gevonden 

e = 3600 = 10.800 0 

3600 10.soe = 54.ooo 

vergelijking 9 met de nieuwe vergelijking vermenigvuldigd met 
2 

af te lezen: 
• 

2 
11 XJ - 11 X4 

- 2 3 
- 1 X4 

Deze oplossing is de optimale oplossing. Immers, wanneer wij 

waarde geven, dan daalt de 

in over

eenstemming is met het in 1.3 gevonden resultaat. 

Doordat de co~fficienten leden van 

6 en 7 positief zijnJ kan op eenvoudige wijze een oplossing 

gegeven worden~ die aan de voorwaarden voldoet. Daarna werd 
I' ,I' 

onderzocht, of door het positief maken van een van de andere 

variabelen, de winst verhoogd kon warden. Wanneer dat inderdaad 

het geval is, dan geeft men de betre~fende variabele de maximaal 

toelaatbare waardeo Vervolgens schrijft men de vergelijkingen in 

een enigszins andere vorm op, waarna het onderzoek op de aangege

ven wijze kan word€n voortgezet, enzovoorts. Deze stappen worden 

alle in het algemene geval, dat wij nu zullen bespreken, terug

gevonden o 

De triviale oplossing van het door 4 en 5 gegeven pro

bleem luidt: 

x .. 
l. 

0 
• 

i 
.. 
J 

1., ,,.,., p 

1, D • • , m 13 

De oploss ing is toe laatbaar alle ?- O onder-

s te ld zijn; alleen de verschilvariabelen kunnen een waarde > O 

hebbene 

Wij onderstellen nu dater een 

of meer van de co~ffici~nten van de 

/ ~ 

k ~ p bestaat waarvoor een 
-....;: 
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Het is dan eenvoudig om nog·een andere oplossing van= 4 te 

oeo •ot 

dan gaan de vergelijkingen 4 over in 

p+J 
b .. , 

J 

waaruit blijkt dat voor de overige x-variabelen moet gelden 

Deze oplossing 

is. Voor 

gelden: 

p J 

bo 
J 

is alleen dan 

~ 0 zijno Aan 

b . -
J 

de laatste eis is voldaan 

O is dit zeker in orde; voor iedere 

b ., 

e ~ •• 7 .,1 
0 a jk 

15 

e i o is 

wanneer 

moet 

.,,, 0, 

Wij kunnen dus 0 n1et grater kiezen dan het kleinste van de posi
b 

• 

tieve quoti~nten 0 

Wij nemen aan dat 
~ , 

dit minimum bereikt wordt voor precies een 
.. 

; lS dit j 

e 
b r 

a rk 

De bijbehorende oplossing 

x1 II • ♦ xk-1 • • • 

0 

voldoet dan aan de gestelde eisen. 

17 

b 
o, xk 

r 18 , 
8 rk 

b 
b. r -

8 rk J 

Dit is duidelijk af te lezen uit de vergelijkingen 4, 
wanneer wij deze schrijven in een iets andere vorm. Daartoe delen 

.. 
J r ver-

4 

krijgt dan de vorm 19 zie blzo 118 a 

Alle oplossingen, die voldoen aan 4 voldoen ook aan 19 

en andersom. Wij kunnen het probleem 4, 5 dus vervangen door 

het aequivalente probleem 19, 5 c De 

1 

j .... 1, .• .,,r-1,r+1,. o .,m komen alle in slechts een vergelijking 

Wanneer dit niet het geval is, spreken wij van ontaarding;_ 

hoe men dan te werk moet gaan wordt besproken in 2°2.5. 



voor en wij vinden dus een oplossing van 19, wanneer w~j deze 

variabelen gelijkstellen aan de rechter leden van de vergelij

kingen waarin ze voorkomen en de overige variabelen O kiezen: 
b r 

xk a ' 
rk 

X ., 
l 

0 

" J 1, o • o , r -1, r +1, o .. o , m 

ft 

l 1 3 o c ., k-1, l,{+1, .... ,p,p+r • 

Dit is juist de oplossingJ die wij hierboven hadden verkregeno 
Wij 

houden maken wij er geen gebrui·k van, dat sommige c 1 s O zijno De 

18 

en 

• 0 • + C b p+r r 

z1 
0 rk r 

of 

zt ... - z + 
0 0 

Voeren wij de afkorting 

in en schrijven wij 

z? 
0 

m 
C 

" 1 J 

weer 

m 

j-- 1 

p+j 

b 
9 

r voor ) a rk 

0 

vgl. 13 en 

c b n m 

+ I> • • + C 

0 

dan gaat 22 

n 

a 

m a r rk 

21 

22 

23 

over in 

De opbrengst kan dus alleen dan grater warden, wanneer 

ck - zk > O is e was~ o 

dan een variabele het geval is, dan kan men het beste met die 
is 3 noodzakelijk is 

Vervolgens wordt onderzocht hoe groat men deze variabele kan 

kiezen. De grens hiervoor wordt bepaald door het kleinste van de 

1 Is het verschil voor meer dan een index maximaal, dan kan men 

willekeurig een van deze nemen. 



a : -
21 

Q 

0 

0 

• 
II 

0 

8 m1 -

8 1k 

a r:--1.,. 
:: ~ - !t,. 

amk 
8 rk 

x1 + .•• + 

+ o•c + 

ar1 x 1 + . • . + 

a1k 
-3

1k 3 rk 

xk 

8 mk 

8 2k 

8 mk 
8rk 

a1p 

xk + ., •• + 

+ 0 •• + 

ark xk + o. o + amp 

-
8 1k 
8 rk 

8 2k 
3 rk 

aTP 
•• 111 11 

ar.k 

8 mlc - -
8 rk 

arp 

arp 

+ 

arp 

X p 

9 • • 

X - _...;.:.::. 
. A X 

8 2k 

+ 
1 -

8rk 

a mk x +x ---,.x 
p p+m ark p+r 

b -- 2 

• 
0 

• 

br 
8 rk·· 

= b m 

" 
0 

" 

-

8 1k 
-- br 
8rk 

8 2k 
8rk 

a 
. ~ 

19 
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ming van de vergelijkingen kunnen wij de waarden van de variabe-
. 

len, die in de nieuwe oplossing niet O zijn, direct aflezen uit 

de rechter leden van de vergelijkingen. Het resultaat is dan, 

dater weer m x-en een waarde ongelijk O aannemen, doch dat nu 

xk O is in de plaats van 

positieve waarde hadQ 

Als het nieuwe schema dezelfde eigenschappen bezit als het 

oude, kunnen deze berekeningen uiteraard ook daar weer op warden 

toegepast. 

De simplexmethode is een methode die deze gedachtengang 

systematisch toepast. Het is niet nodig voortdurend alle verge

lijkingen op te schrijven; men kan volstaan met tabellen, waarin 

de coefficienten uit deze vergelijkingen opgenomen zijn en waar-

den van h. Wij laten nu zien hoe men deze tabellen maakt en of en 

zo ja, hoe men uit een bekende oplossing een nieuwe, betere op

lossing kan construeren . 

• 

• 
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1. Inleiding. 

gebruikt kunnen worden bij het oplossen van voorraadproblemen. 

, 

schillend van aard zijno Men zou bijv. een voorraad kunnen beheren 

met de bedoeling om deze te laten dienst doen als buffer tussen de, 

niet op de minuut op elkaar afgeste~de, 1nkoop en verkoop. Vervol

gens warden ook wel eens goederen om speculatieve redenen opgesla

gen. Wat ook de beweegredenen mogen zijn om een voorraad te beheren, 

steeds zal men ervaren, dat op bepaalde tijdstippen de voorraad 

daalt als gevolg van de verkoop aan klanten, terwijl op andere 

momenten de voorraad wordt aangevuld met eerder of op hetzelfde 
ogenblik gedane bestellingen. 

De theorie, welke zich bezighoudt met deze problematiek, 
0ntleent haar belang niet alleen aan de veelvuldigheid van situ
aties, waarin voorraden moeten warden beheerd, maar ook aan de 

omstandigheid, dat menig vraagstuk zich laat herleiden tot een 
voorraadprobleem. Een ondernemer, die zich aan het begin van 
iedere maand of kwartaal afvraagt welk deel van zijn zojuist ont

vangen geld belegd moet warden en hoeveel in kas moet blijven ter 

dekking van de eventuele onkosten in de komende periode, ziet 

zich voor hetzelfde probleem geplaatst als de voorraad•• 1 

,I' / beheerder van een of ander artikelJ dat slechts periodiek kan 

warden ingekocht. Treffender wordt de overeenkomst als verder ge

geven is dat de ondernemer geld kan lenen tegen een hoge rente en 

dat de beheerder een boete wordt opgelegd, waarvan de grootte af
hangt van de achterstand in zijn afleveringen en de tijdsduur van 
de vertraging. Zo kunnen ook problemen, welke betrekking hebben op 
het winnen van electriciteit uit waterkracht opgevat warden als 
voorraadproblemen. Men beschouwt dan de toevloeiende watermassa's 
als klanten en de capaciteit van het krachtstation als voorraad. De 

hoeveelheden water, die in de bassins worden opgeslagen vormen dan 

de klanten welke wachten op aflevering van de door hen bestelde 

goederen. 
In het hierna volgende zullen wij steeds gebruik maken van de 

voorraad-terminologie om tot een scherpere formulering van de 
verschillende typen van problemen te geraken, zonder daarbij af
stand te doen van de pretentie een meer omvattender verzameling 

van problemen te bespreken. 
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verwachtingen voor de toekomst op een verantwoorde wijze een be

slissing nemen". De wiskundige oplossing van deze vraagstukken 

bestaat meestal hierin, dat een criterium wordt opgesteld met 

behulp waarvan het maken van beslissingen op een ondubbelzinnige 

wijze kan geschieden. Bij het opstellen van deze criteria worden 

veelal veronderstellingen gemaakt waaraan slechts in eerste bena
dering is voldaan • 

Wij zullen ons tijdens de besprekingen van de diverse metho

den niet laten verleiden tot een discussie over het al of niet 

houdbaar zijn van deze veronderstellingen, omdat het slechts de 

bedoeling van dit hoofdstuk is inzicht te verschaffen in de wijze, 

waarop men voorraadproblemen kan oplossen. 

Aan de hand van voorbeelden zullen wij de verschillende typen 

onderscheiden en de bijbehorende oplossingsmethoden toelichten . 
• 
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2. Het eerste voorbeeldo 

In ons eerste voorbeeld zullen wij aannemen, dat wij belast 

zijn met de inkoop van grondstoffen voor een grossiero Voor de 

eenvoud zullen wij ons beperken tot een soort grondstof., die in 

elke gewenste hoeveelheid op vastgestelde tijdstippen, bijv. op de 

eerste dag van de maand, kan worden ingekocht. 

De behoefte aan deze grondstof wordt eerst constant ondersteld, 

maar later zullen wij aannemen, dat de vraag een kansverdeling 

volgt. 

~anneer er op een gegeven ogenblik geen voldoende voorraad 

aanwezig is, treedt er in de verkoop een stagnatie op, welke zeer 

nadelig is. Met de aflevering van de door de klanten bestelde 

goederen moet dan warden gewacht totdat er weer nieuwe grondstof

fen ontvangen zijn. Wij zullen steeds aannemen, dat deze achter

stand bij voldoende aanvoer direct kan warden opgeheven. Uiteinde

lijk wordt dus aan iedere vraag voldaan. 

Het behoort nu tot onze taak om de omvang van de te bestellen 

hoeveelheden te bepalen. 

Indien de inkoopkosten voor een partij van de grootte q war

den gegeven door Q q = aq, dan maakt het op grand van de inkoop

kosten niet uit of men uit voorraad verkoopt of nalevert. 

Er zijn echter twee soorten van kosten welke wel de keuze 

van de bestelgrootte q be1nvloeden. In de eerste plaats de voor-

in voorraad. Deze kosten warden o.a. gevormd door de rentederving 

van het in de goederen gernvesteerde kapitaal. Vervolgens worden 

er boeten geheven van de grootte eenheid een tijds-

eenheid te laat afgeleverd. 

Enerzijds zullen wij bij de bepaling van de ordergrootte 

trachten een eventuele achterstand te voorkomen, terwijl wij aan 

de andere kant ervoor willen waken, dat onze voorraden niet te 

groot worden. In onze voorraadpolitiek moeten wij aan deze elkander 

tegengestelde verlangens op een zodanige wijze tegemoet komen, dat 

de totale kosten aan de voorraadvorming verbonden minimaal zijn. 

Doordat het steeds slechts mogelijk is op van te voren vast-

tijdsintervallen tussen deze tijdstippen. Voor de eenvoud kiezen 

wij de tijdsduur van deze intervallen gelijk aan de tijdseenheid. 

Met R0 geven wij de restantvoorraad aan op het pesteltijdstip, 

van het inter

val. Indien wij de ordergrootte aangeven met q, dan zal de voor

raad V na ontvangst van de order 
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V 1 

bedragen. 

De grootheid xis bestemd voor de vraag gedurende het tijds-

interval. Voor de restantvoorraad dan: 
, 

V - X • 

Bij een niet toereikende voorraad zullen de grootheden 
R1 en R0 negatieve waarden aannemen. Aangezien aangenomen wordt 

dat de ingekochte goederen direct warden afgeleverd, kan men er 

steeds voor zorgen, dat bij de aanvang van de nieuwe periode geen 
tekort aan grondstoffen bestaat. 

Ons probleem luidt nu: 11 Hoeveel grondstoffen moeten wij op 

het bes tel tijdstip inslaan,· opdat de kosten voor de komende 

periode zo klein mogelijk zijn.tr 

Om deze kosten te berekenen zullen wij twee gevallen onder
scheiden: 

• 

~. In de behoefte kan door de voorraad warden voorzien, m.a.w. 
De gemiddelde voorraad wordt dan gegeven 

V 

x ~ V en dus 

door 

V - ;x ..... 3 

en de daaruit voortkomende voorraadkosten bedragen: 

De 

waarde van Vis niet 

is minimaal als V 

voldaan aan de voorwaarde 

• 

4 

maar voor deze 

minimaal is, onder de voorwaarde x ~ V, voor x V. De minimale 

bedraagt 
~ ' .... ' ' ,.,. ,,, .... , ••• ,. ' ' .,,.. ..... .. ... _. ,,.,. ••• ,.... " '.' ,,, __ • ~ -· ,. ' > ,. 

fig. 1 

voldoende voorraad 

l 
1 

;x 
• • 
1 
i 
J V 

~ ~ ..... .-,._ ...... .... ...... _. ..... .... ..... ...... ,..,... .... •• ft' ........................ .._ .IM ._,,_ ...... ,.,. .... ..... .-IJJ· ( 

- . -

fig. 2 
-

te kleine voorraad 

l 
• • 
r 
I 
l 
: 
t 
r 

2. In de behoefte kan niet geheel door de voorraad worden voor-

positieve voorraad en vervolgens een tekort. Als wij wederom 
aannemen, dat de vraag tijdens deze perioden constant is, dan 

en de 

totale daaruit voortkomende kosten warden gegeven door: 



• 

- 205 -

betrekkingen: 

V 
X 

x-V --·-

I 

.. 
X . 

.. 

• 

e~ r 2 resp. 
•• 

I , , , ; , 

gelden de 
' I ' I ' ..•. · .. i,,~ '.. 

' . I . 1 

\ ' 

I 7 • 
' . . ' . ' 

' . 

Verwerken t'lij 

wij tenslotte 

deze resultaten in de p~trekkipg dan Vi·nd.en 
,. "t. .,,,·.~. 

' 

K rv) 2 \, ~ 
• 

De functie 

' 

totale kosten voor de 

v 2c + 
1 V-x 

2 ----··-------
• 

X 

• 

is minimaal als voor V geldt: 

V ---·-

Vergelijken wij nu 

• 

. 9 ·. 
• 

uit = direct, dat de opti~ale ~euze van Y 
gegeven wordt door 9 • Dit betekent dat een voorraad kleiner is 

dan de behoefte optimaal kan zijno Zeals ·wij ·weten is V de -voorraad, 
' • 

we lke ovei-:-~Jli jft na ophef.f ing van de even tuele ac hters tand •. De te 
. 

bestellen hoeveelheid grondstoffen wordt dus gegeven door: 

q 

Indien de vraag in iedere periode gelijk is dan zal, als ook 
C X . 2 

in voo:~s~(-:hc3.2 :JGr::o,2en :nnt een optimale voorraad V 

gestart wordt, de restantvoorraad door 

X C 
1 - •• 11. 

. ·, r 

Uit 10) en 11 volgt d~n tenslotte: 
• 

q + = s X • 

D:it resultaat konden w~j uiteraard verwachten. 

Veelal echter is de vraag x geen ge'geven getal., maar een 

stochastische grootheid., waaraan een kansverdeling· is toeg·evoeg·d .• 

Ons probleem luidt nu: Hoeveel. grondstoffe:n moeten wij o,p· 

het besteltijds~j_p inslaan, opdat de verwa:c·hting· van de tota]..e· 
k.osten voor de komende periode zo klein moge·Ji.ijk is •. Imm·e·rs o\o,k 



deze verwachting zal afhankelijk zijn van de nag te kiezen begin
voorraad V. 

Voor het geval, dat de verdelingsfunctie F x een kansdicht

heid f x bezit, kan de verwachting van de kosten als volgt war
den uitgedrukt: 

• 

V • 

+ l 
2 dx. 13 

0 V 

Deze betrekking werd opgesteld met behulp van de uitdruk
kingen 4 en 

dus aangenomen dat de vraag voor het gehele tijdsinterval 

weliswaar stochastisch is, maar constant is tijdens het t1jds
interval. 

Wij zullen nu onze beginvoorraad zo kiezen, dat 

ting van de te maken onkosten, KV, minimaal wordt, 
optimale 

dK ·v· 
av - v v* 

van V moet gelden 

o. 

de verwach

m.a.w. voor 

14 

Na een weinig rekenen blijkt 14 gelijkwaardig te zijn met: 

+ v* f X 
X 

dx 1111n 17 lPI 

+ 
Jc ! ill • 

2 

Aangezien men kan bewijzen, dat: 
• 

+v dx 
V 

een monotoon stijgende functie is van V, is 

• 

bepaald. De functie KV heeft dus maar een extremum en aangezien 
C co = oo, moet dit een minimum zijn. De optimale ordergrootte 
wordt dan gegeven door: 

• 

v* -

oplossing van deze vraagstukken bestaat hierin, aa·t een criterium 

wordt opgesteld met behulp waarvan het maken van beslissingen op 

1 E. Naddos: 

Science. Vol.2 nr 4. 1956, blz. 299 e.v. 
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Het criterium ziet er nu als volgt uit: 
• 

00 

M v* --- dx 
V* X 

• 

M V is een functie van Ven M V~ 
+ 

geeft een 

In dit voorbeeld hebben wij de volgende veronderstellingen 

gemaakt: 
• 

1. Er kan alleen maar besteld worden op van te voren vast

gestelde tijdstippen. 

2. Er is g~~n levertijd, de bestellingen worden dus direct 
' 

afgeleverd. 

3. De inkoopkosten zijn evenredig met de ordergrootte. Er 

warden dus geen kortingen gegeven. 
I & 

4. Achterstand in aflevering wordt opgeheven direct na iedere 

aflevering van de leverancier. 

Verder hebben wij verondersteld dat de vraag een continue 

verdeling bezit. Wij zullen echter in een later voorbeeld aan

tonen, dat ook voor discrete verdelingen op analoge wijze een 

criterium kan warden opgesteld. 
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3Q Het tweede voorbeeldG 

Laten wij om de gedachten te bepalen aannemen dat wi1 , "' 

thans belast zijn met het beheer van de champignonvoorraad van 

een restaurant. Door de eigenaardige geografische ligging van 

ons eethuis kan het slechts eenmaal in de twee dagen door de 

champignonkweker worden bediend. Nu is het met champignons zo 

gesteld, dat ook de houdbaarheid slechts twee dagen bedraagt, 

zodat dus steeds bij aankomst van de kwe\cer de voorraad moet · 

warden ververst. De behoefte aan champignons is echter van te 

voren niet bekend, maar volgt een kansverdeling van bekend type 

met gegeven parameterwaarden. Het is heel goed mogelijk, dat 

bij een overstelpende vraag de voorraad niet toereikend blijkt 

te zijn. In dat geval zullen in de gerechten blikchampignons 

worden verwerkt, welke in 11 onbeperl<te 11 hoeveelheden aanwezig 

zijn. De eigenaar gebruikt deze paddestoelen ongaarne vanwege 

hun hoge inkoopprijso De opgave, waarvoor wij ons eens in de 

twee dagen gesteld zullen zien, luidt nu als volgt: 

Indien gegeven zijn de inkoopkosten Q q van de verse 

champignons als functie van de bestelgrootte q en vervolgens de 
een eenheid blikchampignons, gevraagd bij bekende 

kansverdeling van de vraag x de optimale bestelgrootte te be

palen. 

Wij behoeven dus slechts rekening te houden met de volgende 

twee verschillende kosten: 
1. de inkoopkosten Q q van de verse champignons, 

2o de inkoopkosten van de blikchampignons ~-q C~, indien 
.,/ 

de vraag x grater is dan qf 
Het is nu eenvoudig in te zien dat de verwachting van de 

totale kosten gegeven wordt door: 

19 
q 

als f x de kansdichtheid van de vraagverdeling voorstelt. 

voor 

Als = minimaal is, wordt de bestel-

Indien K q een differentieerbare functie van q is dan geldt 
* q=q : 

}f 
q 

dy 

- C f y dy - 0 
3 q 

p ... " 
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Het linkerlid van 21 stelt de kans voor dat de voorraad 

niet toereikend is, terwijl het rechterlid gelijk is aan het 

quoti~nt van de marginale kosten en de vervangingsprijs. 

Het gevraagde criterium wordt in dit voorbeeld gegeven door 

• p - o. 

Indien Q q .. , aq dan geldt: Q' • 1 

is in dat geval monotoon dalend ~n 

• De functie M q 

O heeft slechts 
~ / 

een 

is een nadere precisering van 

f x en Q q vereist. 

In ons tweede voorbeeld hebben wij een situatie besproken 

met de volgende eigenschappen: 
> 

1. Er kan alleen maar besteld warden op van te voren vast

gestelde tijdstippen. 

2. Er is geen levertijd, de bestellingen warden dus direct 

afgeleverd. 

3. Er warden kortingen verleend bij grate orders. 

4. Achterstand wordt door noodinkopen voorkomen. 
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4. Het derde voorbeeldg 

Thans zullen wij ver)onderstellen, dat wij belast zijn met de 
inkoop van een speciaal soort dameshoedjeo 

Dit hoedje kan in iederegewenste hoeveelheid besteld worden 

op 1 februari. Tussen 1 februari en 1 juli is het in de normale 

verkoop, daarna verdwijnt het in de uitverkoop alwaar het met 

absolute zekerheid tegen een sterk gereduceerde prijs wordt ver

kochto 

Op 1 februari moeten wij dus beslissen hoeveel hoedjes het 

aanstaande voorjaar in de verkoop gebracht zullen worden. Onze 

keuze zal afhangen van de volgende gegevens: 

a de i nkoopkos ten bedragen Q q voor e·en parti j van de 

omvang q; 

b de verkoopprijs 

hoedje; 

C 

e 

.. in 

een 

geheel seizoen in voorraad; 

de verdeling van de vraag wordt gegeven door de kans

dichtheid f X. 

De kansverdeling onder e is uiteraard een benadering van 

de werkelijke vraagverdeling 3 die discreet is. 

Uitgaande van de veronderstelling, dat de vraag gelijkmatig 

over de periode 1 februari - 1 juli is gespreid, zullen wij twee 

alternatieve mogelijkheden aan een beschouwing onderwerpen: 
• 

1. In de behoefte kan door de voorraad worden voorzien. 

De voorraad is dan gemiddeld 

q+q-x 
3 I 

2 
X q - 2 

groat en de kosten worden gegeven door: 

+ 
X 

q - 2 

, 

als x .~ q • 

De inkomsten warden daarentegen gegeven door: 

q 

2. In de behoefte kan niet 
Op analoge wijze als in 

dat tijdens een periode 

door de voorraad worden voorzien. 

het eerste voorbeeld vindt men 

X 
wezig is en wel gemiddeld 1q. De voorraadkosten en 

inkoopkosten tezamen bedragen dan: 
• 
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X 
als x ~q. 

De inkomsten worden nu gegeven door: 
• 

als x ~ q. 

Met behulp van 23 t m 26 kan eenvoudig warden nagegaan, dat 

de verwachting van de winst gegeven wordt door: 
• q 

X 

0 

q 

* De functie W q is slechts dan maximaal voor q=q 0 , 

voor deze waarde van q geldt: 

f Q_ 

Ui t 27· 
q 

0 

xq 

en 

a -1 

volgt voor q= 

q 

X 

• 

qC 
1 

* q 

Het criterium wordt nu gegeven door 30 : 

. ... a 
2 - * q 

a-1 - X - f x dx - Q 1 * q 

indien 

0 

30 

0. 

In onze beschouwing werd tot dusver geen rekening gehouden 

met het verlies aan ''goodwill 11 door '1neen-verkoop 11
• Het is ui ter

aard voor het modehuis geen reclame als de klanten onverrichter

zake de winkel weer verlaten Q Het verlies aan '1 goodwill 11 is echter 

slecht te meten. 1~:e1 kan men dikwijls aangeven welk bedrag de 

eigenaar bereid is uit te geven~ opdat de klant een volgende keer 

zal terugkeren. 

Wij zullen deze kosten aangeven 

constante in een vorig voorbeeld gebruikt is voor de noodinkopen 

gemakkelijk rechtvaardigen, immers in beide gevallen probeert men 

het 1'ui tverkocht zi jn11 a.f te kopen. 

Aan het rechterlid van de betrekking 25. moet nu een term 
van warden 

• 
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Dit voorbeeld is een generalisatie van het tweede voor

beeld. Het tweede voorbeeld ontstaat uit het derde, indien men 

de waarde nul kieat. 



5. Het vierde voorbeeldo --

In ons vierde voorbeeld wordt aangenomen, dat wij geheel vrij 

zijn in de keuze van ons besteltijdstip. Om de gedachten te be

palen zullen wij veronderstellen, dat van een voorraad machine

onderdelen het beheer aan ons is toevertrouwdo 
Een hoeveelheid q van deze onderdelen is tegen de inkoopprijs 

Q q te betrekken bij de dealer. 

Vervolgens wordt verondersteld, dat slechts een eenheid per 

keer wordt gevraagd. Aan deze vraag moet worden voldaan. Later 

zullen wij een benaderingsmethode geven met behulp waarvan ook 

voorraadproblemen kunnen warden opgelost, waarin afnamen van meer 

d 
,,. / 

an een eenheid voorkomen. 

Aangezien de door ons bestelde goederen terstond warden af-

geleverd, zal pas een nieuwe bestelling worden 

niet meer aan de behoefte kan worden voldaan. 
voorraad 

. ., 

. 

fig O 3 
Het verloop van de voorraad. ------·---·------· ---

' 

opgegeven, 

zie fig. 3 
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indien 

tijd 

Indien q de hoeveelheid ingekochte goederen voorstelt~ dan 

daalt de voorraad van q-1 tot nul, in het tijdsinterval tussen 

twee opeenvolgende besteltijdstippen. 

per tijdseenheid, dan zal om de 

deel moeten warden verstrekt. 

onder-

Men kan nu eer.-.~ ,1lc:ig nagaan dat de voorraadkos ten voor het 

gehele tijdsinterval gegeven worden door: 

q-'1 c1 
a-1 1 q-1 ,J. 

• Q 

37 q-l - l W4◄ 1 -·· • 
ct o(. 

"1 
• 1 1 l. 

De inkoopl{osten bP~rqp~n wedcrom Q q , zodat voor de totale 

kosten K q gevonden wordt: 
• 

Q( a\ • 
.. ,: ' 



~ 

~q 
Aangezien zowel C{ ala Q q •. monotoon niet dalende 

functies zijn van q, wordt de minimale waarde van K q bereikt 

voor q---Oo Deze waarde van q is echter uitgesloten, omdat alt1jd 

aan de vraag moet warden voldaan en dus vinden wij q=·1 als opti
male bestelgrootteo 

\vanneer wij deze oplossing aan een nadere beschouwing onder

werpen, dan blijlct dat de optimale keuze van q niet afhangt van 

warden verleend 
voor grate orders. 

De hierboven gegeven oplossingsmethode is dan ook niet 

juis t . 

Men dient zich nl. allereerst af te vragen welk doel men 

met de inkooppolitiek tracht te bereiken. Daartoe kan men de 

volgende criteria onderscheiden: 

1 Van de optimale inkooppo·11tiek wordt verwacht, dat aan 

het eind van een zeer lange van te voren gegeven periode 

de verwachting van de. totale kosten over die periode 

lager zijn dan van elke andere politiek. 

2 Van de optimale inkooppolitiek wordt ge~ist dat de totale 

kosten in een periode of de verwachting van die kosten 

waar in een van te voren gegeven zeer grote hoeveelheid 

goederen wordt verbruikt, minimaal zijn. 
Men kan onder zeer algemene voorwaarden bewijzen dat beide 

criteria dezelfde optimale inkooppolitiek aanwijzen indien 
rr zeer groat 11 door onbegrensd wordt vervangen in de beide criteria .. 

Aangezien wij op ieder besteltijdstip aannemen, dat wij aan 

het begin staan van een period~ zoals deze wordt ondersteld in 

~~n van de beide criteria, zullen de ordergrootten steeds gelijk 

zijn. 

Stel dat wij onze overwegingen baseren op het tweede crite

rium en dat wij vervolgens twee alternatieve inkooppolitieken 

dan en 

De kosten warden dan voor de politiek s 1 gegeven door: 

en voor de politiek s2 door: 
, 

c1 
+ Q q2 ..• 



De politiek is te als geldt: 

< 
l ····- q 
2 2 

+ 

of na deling door 
• 

' < • 
l 

Uit 

dat voor een optimale politiek moet gelden: 
• 

1 q-1 

c( q 

is minimaal. 

Bezwaar kan gemaakt worden tegen het subjectieve element 

is echter onafhankelijk van N. Om deze eventuele bezwaren op te 
heffen, veronderstellen wij dat N--,oo. 

Schrijven wij vervolgens voor Q q : 

q b q + 

dan geldt als het minimum van k q 

C 

2cZ - * 2 q 

bereikt wordt voor 

o. 

JEq _ ... q : 

Het beslissingscriterium wordt in dit voorbeeld dus gegeven door 

* q -

Indien Q q is van de vorm: 

o. 

' 

dan geldt: b' q 
* 

o en vinden wij voor de optimale bestelgrootte 

q : 
• .. 

l 2oLC 0 
0 

Veelal is de vraag niet constant, maar een stochastische 
nu 

met een gegeven lengte gelijk zijn., onverschillig de ligging van 

het begintijdstip. 
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Behalve met de kansverdeling van de vraag x in een periode 

met gegeven lengte T, zullen wij or.~ ook bezighouden met de ver 

heid X wordt verbruikt. 

De kansverdeling van t volgt nu ondubbelzinnig uit die van -~ 
x. Intuitief voelt men aan dat £ t min of meer evenredig moet 

:X 
zijn met X. Immers, zo zou men kunnen redeneren, de lengte van 

draagt. Deze redenering is slechts dan juist indien de afname 

de 

// a steeds een eenheid groot is. Aangezien wij in het hierna volgen e 

oak afnamen van meer dan een eenheid zullen toelaten, kan het dus 

voorkomen, dat aan het begin van het tweede tijdsinterval meer 

In vele gevallen echter kan eenvoudig warden aangetoond, dat 
geldt: 

• 

lim 
X➔ 0o 

1 
X 

waarbij ~ de gemiddelde vraag per tijdseenheid voorstelt. 

In het resterende gedeelte van di~ hoofdstuk zullen wij ge 

bruik maken van de identiteit: 

C. t . -x 
X 

Indien wij thans de verwachting van de kosten berekenen voor 

een tijdsinterval, waarvan de bijbehorende bestelgrootte gegeven 

wordt door q, dan vinden wij in eerste benadering: 

l 2 2C 1q 
K q • 

• 

51 

De berekening van de voorraadkosten in 51 is niet helemaal 

correct, men moet nl. voor iedere eenheid apart de verwachting 
van de kosten berekenen. 

Vergelijken wij wederom twee alternatieve bestelpolitieken 

dan kunnen wij op analoge wijze aantonen, dat voor de 
optimale bestelpolitiek moet gelden: 

k q 

is minimaal. 

C q 
1 

20( q 52 

Het minimum van 52 wordt voor dezelfde waarde van q behaald 

als het minimum van 43 . 

Men kan eenvoudig nagaan, dat de resultaten welke verkregen 

zijn in het niet stochastische geval ook geldig zijn voor die 
situaties, waarin de vraag een kansverdeling volgt. 
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een voorraadprobleem be 

Er kan op ieder tiJdatip worden besteld. 
2 E ~ den · r ~s geen levertijd, de te bestellen goederen wor ·. · 

direct afgeleverd. 

3 Er warden kortingen verleend bij grate orders. 

In de hierr1a te t 1espreken voorbeelde11 zullen wi j de veronder 

Indien de levertijd constant 1s en wiJ verder aannemen dat 

tijdstippen va11 een vrachtbc)ot dan zal, als ook de gewenste order 
grootten gegeven zijn, de invoering van een levert1 jd het probleem 

niet inge\.tikkelder rnaken~ Immer·a men beate.lt de ge·wenste hoeveel 

heid goederen zoveel eerder ala de levertijd bedraagt. 

De moeilijkheden k:omen echter pas, 1nd1.en bij conatante 

leverti jd, hetzij de gewenste afleveringst1Jdstippen, hetzij de 

gewenste ordergrootten_, of" beiden var1 tevo.?"en niet bekend zijn • 

In een later voorbeeld Zllllen wi, j aannemen dat de lever ti jden 
stochastisch zijn. 



6. Het vijfde voorbeeld. 
lit ::t ,\:"tr JI SUI 

Het vijfde voorbeeld is een generalisatie van het eerste 

besproken probleem. In het eerste voorbeeld hebben wij veronder

steld, dat wij belast waren met het beheer van een voorraad 

grondstoffen, welke op van tevoren gegeven tijdstippen kon warden 

aangevuld. 

Zoals wij reeds vaststelden ontstaan tussen de afleverings-

de tijdseenheid. Wij zullen nu aannemen, dat de levertijd k tijds

n n-
na 

De restantvoorraad 

n
de periode wordt aange]1;id met R . n 

De behoefte aan grondstoffen in de periode 

aangegeven door x o n 
Wij verkrijgen nu de volgende betrekkingen: 

V 
11 

R n 

V n 

R -l- q 
n-1 L1 

V - X n n 

V --i- q - x 
n-1 n n-1 

R n V + q - X - X n-1 n n-1 n· 

• 

op 

de bestelling 

aan het eind 

wordt 

53 

54 

55 

56 

Doordat m~n enice tijd van te voren moet bestellen kan men 

slechts op langere termijn invloed uitoefenen op de omvang van 

de voorraad. de 
n-

behoefte zal 

n n-
dane bestelling te klein was om het tekort op te heffen, waar-

door Vn negatieve waarden kan namen. 

Uit 53 J 54 ~ 55 en 56 volgt onmiddellijk: 

en 

V n 

R n 

n-1 

n- i=n-k+1 

n-1 
V n-k + .. 

1.=n-k+1 

Wij schrijven nu voor: 
• 

q. + q -
l n 

n-1 

n-1 
xi 

i=n-k 



De 

de 

De 

en 

V k + n-

n-1 

n-1 

i .~n-k+1 

xi - Y, 
i==n-k 

X :.:- X 
n 

q. 
]_ n-k' 

n- n-
voorraad en de hoeveelheid reeds in bestelling. 

betrekkingen 57 en 58 gaan dan over in: 

V n 

R n 

X + q - y n-k n z - y n 

X - y Z - X - y n 

' 

som aan van 

60 

61 

\.\1 aarb i j 

Z def X 
n n-k + qn • 

De variabelen yen x stellen resp. de behoeften aan grond

stoffen 

periodeo Vervolgens veronderstellen wij dat deze variabelen resp. 

de verdelingsfuncties G y en F x bezitten. Het probleem luidt 

nu weer: Kies q zodanig dat de verwachting van de te maken on-n 
kosten minimaal wordt. 

Er kunnen zich in de 

1. De behoefte kan uit de 

z - y ~ 0 n 

de 
n periode drie gevallen voordoen: 

voorraad worden gedekt, m.a.w. 

en X ~ Z - y. n 

2. Er is weliswaar aan het begin van de 

maar aan het eind een tekort, m.a.w. 

de n periode een voorraad, 

om 

en y. 

afgeleverde bestelling op het tijdstop Q was niet voldoende n 
he:t op dat moment al bes taande tekort op te heffen, zodat er 

gedurende de gehele periode een tekort .. 
1S, m.a.w. 

z - y ~ 0 n en X > Z - Y n V o n 

In de figuren 4, 5 en 6 zijn deze 3 mogelijkheden aangegeven: 

' . ' 



. { . . 

; ,, 

··• ... Het verloop bi j pas it ieve begin- en eindvoorrade n 
. . - . . . . ' . . . . . . ' ·• ., .. , ..... , .. , 

• • • 
• 

•• 
• , 

·x 
r-r y L -n 

z -y-x n 

f'ig.. 4 n+-1 

Het verloop bij positieve begin- en negatieve eindvoorraden 

:✓~ -y n 

.... ,., ... , .... ,.,., .. ·- ··•··•···· 

• 

• 
• 
• 
• 
• 
• 

• 

• 
• 
• 
' 
' 
• 
' 

"C T . 
,-1 0 

·----'---~~--~-:n+~ 

y-z n 

n 

fig. 5 

fig~ 6 

y+x-zn 

t1+'1 

y-z +x n 

Ook nu berekenen wij eerst voor deze gevallen afzonderlijk de 

kosten-functieJ alsof de 

waarde bezit. 

In het eerste geval is de gemiddelde voorraad gelijk aan 

z - y n 

In het tweede geval is er gedurende een een 

een y+x-z . n 
De totale kosten bedragen dan: 

v\rederom geldt: 

r1 

- y 

z - y n 
X 

y + X ;. 

X 

• 

7 +7:Jy+x-z .... n 

z n 

en tijdens de periode 



De betret<king 

' 
,fy, "·-· \ 

•" ._ 

64 

- \ y 

X 

- 222 -

in: 

z n 
2 

X 

derd'~ geval is het gem1ddelde tekort gelijk aan 

-
1 x - '7 + y en de (j(;:1arbij behorende koste·n bedragen: .. '·"'n 

., 
I ~::~- X .... , __ 

De grootheden x en y, die in deze drie gevallen voorkomen, 

zijn echter geen bekende getallen, maar variabelen met een kans
ve11dellng. 

Stel nu clat de variabelen x en J_ een i{ansverdeling bezitten 

met die l1theden resp. f x e1:1 g y . De verwacht ing van de te maken 

kosten wordt dan gegeven door: 

K z n 

+ _i_c 
2 1 

1 + ':.:.C 
2 2 

z 

0 

z 
n g y dy 

0 

z 
n g y dy 

0 

0 

0 

z -y n 

z -y n 

z -y n 
X 

2 

y+x-z n 
X 

f x dx + 

2 

Deze betrekking is opgesteld met behulp va1ri de uitdru\{kingen 

63, 67 en 68 . 

wordt; zn moet dus voldoen aan: 

dK z 
dz 

z=z* n 

-· 0 .. ... . 

rni 11imaa1 

• 

Deze vergelijking blijkt na enige berekeningen gelijkwaardig 

te zijn met: 

* * O<) 

z z -y 
n n 

* f X dx dy f X dx + z -y I It JP' g y X n z -y 0 0 n 

- ---~=-
C,:-, 

c.. 
• 



De functie 

def 
-

0 

z n 

0 

z -y n 

is monotoon stijgende~ omdat geldt: 

0 

z n 
00 

z -y n 

f X 
X 

dx > 0 o 

z -y n 
z -y n 

f X 

X 
dx 

71 

Hieruit volgtJ dat de optimale waarde van z door de betrekking 
n 

69 ondubbelzinnig ls vastgesteld. 
n.,._::_1 

i=n- + 1 op het tijdstip n-
is, kan qn uit 

n-1 
z n 

i=n-k+1 
q .. + q 

l n 

warden berekend. 

Het criterium wordt nu gegeven door: 

z n 

0 

F z -y n + z -y n 

• 

01::? 

z -y n 

.... 

Het is ook mogelijk om na te gaan hoe 

is van de lengte van de periode 

grondstoffen. 

In het eerste . .. 

f X 

X 
dx 

• 

72 

73 

groot de verwachting 

geen tekort is aan 

.I ✓ 

aan een, omdat de 
voorraad voldoende groat is om in de behoefte te voorzien. In 

periode wordt begonnen met een tekort. 

z z 
n n 

0 0 

Uit 73 en 74 volgt: 

wordt gegeven door 
de aan nul, omdat den 

z -y n 

f X 
X 

dx. 

74 



Cl ' 
; 

•• 

0 J 

0 

75 

en 

• 

Vervolgens zullen wij een toepassing geven van de bovenstaande 

methodeo Hierin veronderstellen wij, dat de leveringsduur twee 

perioden bedraagt en de verdelingsdichtheid gegeven wordt door: 

1 3 -y 
o Y e 

X e -x 
• 

De kansverdeling g y 

2 3 4 

f>ig. 17 
5 

-y e 



De kansverdeling f x 

0 J 3 -

o, 4 .. _ 

o.,6 

···---------t-----+-----------~-------- X 
1 2 3 4 5 

fig. 8 

De verdeling van y wordt verkregen door te onderstellen, 

dichtheden: d en -n-1 

Uit g y 

h d 
n-1 

verdeeld zijn met 

rm• d 
n-1 

d n-2 

-d 
e n-1 

-d n-2 e - • 80 

volgt dan de gegeven verdeling. 

dat 

De vraag luidt nu wederom: Hoe groat moeten wij op het tijd-

en ook: 
' 

M 

0 

z* 
n 

1 -

V 2 ···· 3, 10 
n-

78 J 

-z* 
e n 1 

L 

81 

0 

q kiezen, als gegeven is n 

, 

* z -y n· 

z n 

x e-x dx + 

3 
~ 

7. •• n z 

}t-
z -y n 

z -y n 

0,95 

0,95. 

81 

e-x dx 



Voor 85 kunnen wij 

0 

2z n 4 u 

ool<: schrijven: 

u -
0,95. 

- ..... 

u= en 10 vrijheidsgraden, is 

van deze verdeling af te lezeno 

met 

tabel 

Wij vinden dan voor z : n 

De te bestellen hoeveelheid wordt dan gegeven door: 

n 9., 115 - 3.,10 + 2.,70 3,35 . 88 

Wij zullen nu eens nagaan of wij een gelijksoortige methode 

kunnen ontwikkelen voor het geval, dat x en y geen continue, 

maar discrete verdelingen bezitten met kansen resp. p x en r Y . 

Wij vinden dan met behulp van de betrekkingen 63, 67 en 68 
voor de verwachting van de te maken kosten: 

C z n 

z n -
y==O 

z 
_n. 

y==O 

y 

z -y n;;,_-

x=O 

X--z -y+1 n 

X z -yn 2 
p X 

1 - x- z -y 
X n 

y 
x- ·z -y+1 n 

x. n 

De betrekking 89 kunnen wij ook anders schrijven en wel: 

z z -y z 
n n n C :>::; '.) .> I -- X 

C 
"(:'"' .. p + 1 z r y z -y X r y 

2 n ·n 
0 x-0 yr•-0 z -y+12x y X n 

x=O 

optimaal .. 
lS, moet gelden: 

• 

z -y n 

Men kan aantonen, na uitvoerig cijferen, dat beide ongelijk

heden vervangen kunnen worden door: 

2 
p X 



waarbij 

def 

M z -1 < n 

z n -

y=O 
r y 

-Z -y n 

x=O 

C < M z 
2 n 

+ 
"I 

z -y½n 

functie van z ise n 

X--Z -y+1 n 
X 

X. 

een monotoon stijgende 

In verband met de 

niet geveno 

plaatsruimte zullen wij deze afleidingen 

In ons vijfde voorbeeld zijn wij uitgegaan van de volgende 
veronderstellingen: 

Er kan alleen maar besteld warden op van tevoren vastgestelde 

tijdstippeno 

2 De levertijd bedraagt een vast aantal perioden. 

3 De inkoopkosten zijn evenredig met de ordergrootte. 
4 Achterstand in aflevering wordt volledig opgeheven, zodra de 

eerstvolgende order toereikend is. 



7. Het zesde voarbeeldo 

zijn in de keuze van ons besteltijdstipo Om de gedachten te be

palen zullen wij veronderstellen 3 dat wij voor een dealer de 

voorraad machine-onderdelen behereno 

Ben hoeveelheid q van deze onderdelen is tegen de inkoop

prijs Q q te betrekken bij de fabriek. 

Vervolgens wordt verondersteld, dat slechts ~~n eenheid per 

keer wordt gevraagdo Indien wij niet in staat zijn aan de vraag 

te per eenheid 

en tijdseenheida Zadra een nieuwe order binnenkomt en de omvang 

van de order is groat genoeg, dan zal de achterstand terstond 

warden ingelopeno 

Ons probleem luidt nu: 11 Hoeveel en wanneer moet er besteld 

warden, opdat de verwachting van de koster1 op de 1'lange duur't zo 

klein mogelijk wordt?'' 

Om op deze vraag te kunnen antwoorden zullen wij de totale 

kosten in ieder tijdsinterval splitsen en toewijzen aan de diverse 

bestellingenD Wij zullen hiertoe in gedachten steeds veronderstel

len, dat de afgegeven order de laatste is en de zaak wordt ge

sloten zodra de laatste eenheid van deze order is verkocht. De 

kosten~ welke wij nu aan een order toewijzen worden gevormd door 

die uitgaven, welke het gevolg zijn van het feit, dat niet de 

voorgaande order maar deze bestelling de laatste is. 
In eerste instantie zullen wij uitgaan van de veronderstel-

ling, dat de levertijd T constant is. 
Onze bestellingen zullen dus altijd warden afgeleverd op 

een tijdstip, waarop de voorgaande orders reeds binnen zijn. 

Voor het berekenen van de kosten, die het gevolg zijn van een 

extra bestelling, is het dus niet zinvol de orders te onderschei

den, welke op het besteltijdstip van die extra order nog in be-

stelling zijn .. 
Stel X gelijk aan de som van de aanwezige voorraad en de 

hoeveelheden in bes telling. Indien een bes telling van de groo·tte 

eenheden zie blz. 217. 
Wij onderscheiden nu twee situaties: 

1 eenheid uit 
voorraad zijn. De voorraadkosten bedrag n voor 



95 

2 <T bes telling 
x 1 l 

te laat worden afgeleverd~ De boete 

wordt gegeven door: 

" 
96 

behulp van 95 en 96 voor de verwachting van de aan de bestel

ling toe te wijzen kosten: 

i=1 T 
+ Q q1 

waarbij G 

variabele 

de verdelingsfunctie is van de stochastische 

1 
Bij het opstellen van de betrekking 97 zijn wij stilzwij-

gend uitgegaan van de veronderstelling, die oak gemaakt werd in 

het vierde voorbeeld., nl.: 11de onvoorwaardel ijke kar1sverde 1 ing van 

de behoefte in een interval van geg:even lengte is onafhankelijk 

van het beginpunt van dat interva1'1
• 

Op grond van deze veronderstelling en het feit, dat slechts 
/ / 

een eenheid per keer wordt afgenomen, kan men bewijzen, dat de 

kansverdeling van de vraag in een vaste periode een Poisson

verdeling bezit. 

Voor een Poissonverdeling geldt 

in een periode van de lengte T: 

p i;ol,T ..,,; I 

ot.. t i - olT 
e ' t l .. 

voor de kans op een vraag i 

98 

waarbij ~ de gemiddelde vraag per tijdseenheid is. 

Men kan nu eveneens bewijzen, dat als de vraag i in een 

periode Teen Poissonverdeling 98 bezit, de kansverdeling van 

de lengte t van het tijdsinterval, waarin X eenheden wordt ge
-x _, 

vraagd een Gamma -verdeling is. Deze verdeling wordt gegeven 

door de kansdichtheid: 

-·" 

X X-1 - oL t 
Cl t_.,. e dt a 99 

Tussen de kansverdelingen · 98 •·. en 99 bestaan o. a o de 

volgende identiteiten: 



x+i 

T 

x+i- ., 
p j; oc..,T 

j=O 

T co 

0 j-x+i+1 

-x-1 p j _; oc, T . 100 

Inplaats van 97 mogen wij dus ook voor de verwachting van de kos
ten schrijven: 

1-·1 j=O 
p j j 0(, T 

i=1 
n n p j; 0(, T 

,, 101 

Stel dat wij op het moment, waarop de voorraad vermeerderd met de 

bestellingen X bedraagt., X > max 

twee voorraadpolitieken en wel: 

a 

b 

dan 

• 

zodra X = x 1 
zodra X ::.: x 2 • 

keus hebben tussen 

ten voor de politieken a resp. b gegeven warden door: 

x 2+i-j 
---- p j;~,T 

i=1 j~~o 
➔- C 

2 

1--1 j= 
-----p j;cx,T 

+ Q q · 102. 1. 

j-x2 -1 p 

Cl 

j; Cl, T 

De politiek a zal de voorkeur verdienen boven bin de beschouwde 

periode als de uitdrukking 102 ·. kleiner is dan 103 of na deling 

i~-1 j=1 1==1 

j-x -1 2 
p j_;oc.,T 

_____________ ....,_.....,.. ______________________ : ~ 

q2 
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q :1 X +i q1 1 j-x -i • 

p j;o<.,T 1 
j; 0(, T +Q p q1 i 1 • 0 J • 1 j 

. 

l x1+i+1 
--------------------------. . ;Jll Ii m, '/lt<H;i [ f lj.t 

104 

Aangezien de ongeliJ0 khe1~d 104 onafha k 11·k 1 a n e J s van e keuze van 

q,x, waarvoor geldt: 
• 

q x+i x+i- 0 q 
-x-1 j; ex.., T p .. 1 • 1 l J i .... 1 j---x+i-1 

p j; ex, T ·· + Q q · 

q 
105 

. " .. 
1s minimaal, de voorkeur verdient boven iedere alternatieve poli-
tieko 

Wij zullen nu de verschillende veronderstellingen op grond waar

van het bovenstaande resultaat werd verkregen aan een nader onder-
. 

zoek onderwerpeno 

In onze beschouwing zijn wij uitgegaan van een constante 

levertijd metals gevolg, dat de aflevering der orders dezelfde 

is als die van de afgifteo 
Indien de levertijd stochastisch is, dan kan het echter ge

beuren, dat orders elkaar inhalen. Door een vroegtijdige afleve

ring van een order kunnen dan boeten, veroorzaakt door een te late 

aflevering van een voorgaande order, worden voorkomen. 

Als gevolg van onze keuze van kostensplitsing levert de 

eerder afgeleverde order in zotn situatie winst op. Ind1en men 

deze winst in de beschouwingen wil betrekken gaat veel van de 

eenvoud van het probleem verloren. Men zal dan, bij de bepaling 

van het optimale besteltijdstip., rekening moeten houden met de 

tijdstippenJ waarop de voorgaande bestellingen zijn afgegeven. 

Men kan ook stellen, dat de fabriek de orders aflevert in 

dezelfde volgorde, als zij door ona worden afgegeven. Deze ver
onderstelling houdt meestal een niet meer stochastisch onafhanke 

lijk zijn van de opeenvolgende levertijden in. Dit heeft ten 
gevolge, dat wij eerder zulle·n gaan bestellen naarmate de achter,,,. 
stand bij de fabriek grater wordt. De waarde van X, voorraad ver 
meerderd met de hoeveelheden in beatell.ing, is dan niet alleen 

maatgevend voor de bepaling van het besteltiJdstip. 
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Het is echter oak mogelijk een voorbeeld te construeren, 

waarbij de volgorde van aflevering gelijk is aan die van de afgifte, 

orders geen extra informatie biedt. Stel bijv. dat een fabriek een 

constante tijd nodig heeft voor het uitvoeren van een order en 

neem vervolgens aan, dat deze goederen vervoerd worden per schip. 

Het schip zal onderweg verschillende stagnaties 011dervinden, welke 

onderling onafhankelijk zijn en betrekking hebben op alle schepen 

in de omgevingo Veronderstel vervolgensJ dat deze stagnatiee zcdFa 

zij zijn opgeheven geen nawerking hebben op het tempo van het 

schip en de schepen, die de plaats van de stagnatie nog niet hebben 

bereikt. Het ee11 en ander heeft tot gevolg, dat als twee schepen 

eenmaal op gelijke hoogte zijn~ gelijk zullen opvarene Als de 

stagnaties van korte duur zijn zullen de opeenvolgende levertijden 

weliswaar niet onafhankelijk zijn, maar hangt toch de kansverdeling 

van de levertijd niet meer af van de afleveringssituatie op het 

besteltijdstipo 

' Wanneer wij dit voorbeeld verder uitwerken en daartoe l T 

invoeren als kansdichtheid van de verdelingsfunctie voor de lever

tijd, dan wordt de verwachting van de kosten toe te wijzen aan 

een order in plaats van 101 gegeven door: 

( ... ) 
• b q1 x'1 +q1 

C 1 T dT 1 
0 i 1 ¢ 

0 J 

(>) 

+ 1 
0 

of 

i ==1 j---·O 

x 1+i-j 

T dT 
i 1 

+ 

p j; ex, T 

e:::,,c? 

q1 

" 1 .,. r 1- IF I'!" ' 

· j-x1-1 

0(. 

j-"··x +i +1 1 

p . j ;Qt., T .4+ Q q1 ' 

aag Van de .grootte j tiJ·dens de de kans op een vr . · · 

levertijd voorstelto 
De optimale politiek 

satie naar q en x van: 

q x+i x+i-

q 

q 
-

1=1 
...,.-.... ,... ,!,&§iW'IJI 

j=x+i+1 
·. j-x-i 
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In de tweede plaats hebben wij aangenomen, dat de vraag per 

keer steeds uit een eenheid bestaat. IIet gevolg hiervan was., dat 

de voorraad altijd de waarde van de kritieke voorraad, de voorraad 

op het besteltijdstip, doorliep. Indien men deze veronderstelling 

laat vallen, dan gelden de gegeven afgeleidingen niet meer. 

Wij zullen nu het vraagstuk in een meer algemenere vorm stel
len en wel als volgt: 

Bepaal een waard·e voor x en q zodanig dat., als men steeds een 

hoeveelheid q bestelt zodra de voorraad daalt beneden x,de ver

wachting van de kosten op de ''lange duur 11 minimaal is. Oak nu 

zullen wij aannemen~ dat de kans op een aantal klanten j in een 

periode van vaste lengte T gegeven wordt door de Poissonverdeling 

98 . De grootte van de aankopen door de klanten mogen nu echter 

verschillend zijn~ Wij zullen nl. veronderstellen, dat de grootte 

van de aankopen een trekking is uit een continue of discrete kans

verdelingo Ook nu kunnen wij bewijzen., dat 106 voor een discrete 

verdeling van de aanlcoopgrootten een criterium oplevert voor de 

optimale keus van q en x, terwijl voor een continue verdeling van 
de aankoopgrootten geldt: 

0 

g 
dy 

• 

g 

O x+y 

-z 
o( 

fo z;o<. dz + Q q 

-----------------------------· -- ;o"_ ... ____ . ____ ,, -~ .. ~ ... 
q 107 

waarbij fo z;~ de kansdichtheid van de vraag tijdens de levertijd 
voorstelt. 

Na enig rekenen vindt men, dat de optimale waarden 
x-

q voor de discrete kansverdeling mc)ete11 voldoen aan de 

ongelijkheden: 

1 

1 

q]f 

1 

xq 

,:SQ 

. 

i · ·x +1+1 

1 
xq 1 + ·1 1 "····x ·· +· 1· l%!•f4' ' ' 

Po 1; o<. c<: -..: 

1,1 .... 

C 
1 

c1 

Jtvan x en 

volgende 

108 

109 

1 
2 j--1 l==x +j+1 

1'10 
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1 lt" 
+ b 

]t" 
b q-1 q - -2 -x- }t- p . l; Ol ~ 'l.t:. ~ q q -1 q .ti. 

j ·"'1 ' 
,., .,~. : 

•• 

111 
waarbij Q q 

}t- v:. 
de optimale keus van q en x"''" de relnties: 

vinden wij voor 

en 

en 

1 
2 

}~ 
q 0 

1 
2 

1 
* q 0 

+ b t 

dv f"o 7 0 
r,J d 

If.,· -:s l::. ...L. , j :, """' z 

+ 

* q 

.i ; .. 

X +y 

..,f-_ 
bt ..... q 

* F X +y 

-

-

d-...... 
.( ,, -

ri 
t...· 

0 -2 
(X_ 

-·-=--c -l-(; 
1 2 

- 1111<:iltuq •· 

*· ..; ... 

* 2 0 q X +y 

71':. 
g .. ~ ,- 'U:.. 

1 .n;;" -F x~ +y · 

· 112 

fo ,,. • o£ dz r ,. , •. 
'-' , 

·. 113 

114 

dy -· O • 

,115· .., 

0 

Vergelijken wij tenslotte 46 en 445 dan zien wij dat ten 

ntochas~isc~e lcvertijd ee:1 extra term in 115 

>ii 

gevolge van de 

is bijgevoegdu Men zou ook kunnen zeggen de c.onstante 
.1f' 

c0 is ver
vangen door de grotere 

dy. 

Het is ge1na1{kel ijl{ in te zien, dat deze vervanging een verhoging 

van de optimale ordergrootte veroorzaakt. Immers naarmate de 

vaste kosten per order grater worden zal men minder vaak gaan 

bestellen en aangezier1 men tech uiteindelijk aen alle vraag moet 
voldoen zullen de bestelgrootten toenemen. 

In het zesde voorbeeld ziJn wij uitgegaan van de volgende 
veronderstellingen: 

• 

1° Er kan op ieder tijdstip worden besteld. 
2. De levertijd van de order ia stochaatiach. 
3. Er warden kortin,gen verleend 'biJ grote orders .. 
4. Achterstand in aflever1ng wordt volledig opgeheven zodra de 

.. 

eers tvolgende order toerei~<:end 1s. 

0 



8. Het zevende voorbeeld. 

Ook in ons zevende voorbeeld wordt aangenomen, dat wij geheel 

vrij zijn in de keuze van ans besteltijdstip. 

Om de gedachten te bepalen zullen wij wederom veronderstel

len~ dat wij voor een dealer de voorraad machine-onderdelen 

beheren. 

Een hoeveelheid q van deze onderdelen is tegen de inkoop

prijs Q q te betrekken bij de fabriek. 

Vervolgens wordt verondersteld~ dat slechts een eenheid per 

keer wordt gevraagd. Indien wij niet in staat zijn aan de vraag 

te voldoen, dan moeten wij noodinkopen verrichten tegen de hogere 

zodat wij steeds aan onze verplichtingen kunnen voldoen. 

Ons probleem luidt nu: ''Hoeveel en wanneer moet er besteld 

warden opdat de verwachting van de kosten op de 11 lange duur'' zo 

l{lein mogelijk vJordt?r 1 

Om op deze vraag te kunnen antwoorden zullen wij de totale 

kosten in ieder tijdsinterval splitsen en toewijzen aan de 

diverse bestellingen. \Jij zullen hiertoe in gedachten steeds 

veronderstellen, dat de afgegeven order de laatste is en de zaak 

wordt gesloten zodra de laatste eenheid van deze order is ver

kocht. De kosten, welke wij nu aan een order toewijzen warden 

gevormd door die uitgaven, welke het gevolg zijn van het feit, 

dat niet de voorgaande order maar deze bestelling de laatste is. 

In eerste instantie zullen wij uitgaan van de veronderstel

ling, dat de levertijd T constant is. 

Stel X wederom gelijk aan de som van de aanwezige voorraad 

en de hoeveelheid in bestelling. 

I11.dien ell{e keer een bestelling van de grootte q wordt af-

op dat 

mome11.t alle orders zijn afgeleverd. Immers de grootheid X kan 

slechts th/aarden aannemen kleiner dan q wanneer de laatste order 

is afgeleverd. 

Nu kunnen zich twee verschillende situaties voordoen: 

op 

het tijdstip van aflever1ng. 

2 Als _ is er nog voorraad op het moment 
=Xj ' 

van afievering. 

Is t < T dan za e ·. · ······ · e n e· · · v n ·.·· ·.·· o ·. er · - tijdseenheden in 
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voorraad zijn voordat hij wordt verkocht. De voorraadkosten be
dragen d-"~: 

C 1 

q1 

J_--1 

• 

0 , 

De noodinlcoopkosten warden gegeven door 

,r-x 
,Y 1 • 

·' of • 

• 

Is daarentegen t > T dan 
2C 

zullen gedurende een tijdsperiode 
van 

betaal~o 

eenheden lang voorraaGkosten warden berekend. De totale voorraad

kosten voo~ de ~ituatie t >T warden dan gegeven door: 
X4 

q1 

1=1 
t 
~ " .. _ 7 
~ 

• 
:J t 

:X1 

lAJi j vinden C.110 voor de ver;•1achti ng 

toe te t1ijzan aan een order 

q1 
'-C' 

dG(t ' t-T I x.., T 

1 1 
T 

-;-T of ~- < x1 • 

C>O 

1-
j 

of zo,:1ls ui t "lOO) voor i--0 na enig rekenen volgt: 

x1 q1 a +1 oa 
--1 ~·ex.· T' .L ). 

c1 + • p --- J-{."X_ J;. , / I 2 
• 0 j 1 J 

p j; oc;T + Q q1 

116 

p j; ex; T 

117 

·1~ nu na te kunnen gaan voor welke waarden van ~en q de 

verwa:;htir ... g va11 d8 kos·I.;en op de 11 lange duur 11 minimaal zijn., voeren 

wij eerst he~~ ~,ol~ende gedacl1tenexperiment uit. 
'-· 

3tel dat te fabrikant bereid is goederen te leveren tegen een 

op ti,jd aan de vraag kunnen voldoen en toch geen voorraadkosten 

hebben. Hij bouwt bijv. een groot magazijn naast het onze en eist 

van ens, dat wij alleen goedaren zullen verkopen uit zijn magazijn. 
Besc~ouwen wij nu een periode, welke eindigt met de verkoop van de 

verwachting van de 

kos ten \1 oor deze in orders gegeven door m K .· x 1q . Indien wi j ingaan 

op het voorstel van de fabrikant, dan bedraagt de verwachting van 

de kosten voor die periode 
c.: ?0 

m q + l. C 
J 4 • 

' J
' 

f 
l 
i 
If,_ 
' ' 
' 



237 -

Het voorstel is dus ~uns·cig als geldt: 

~tn q -:· 
• J= 

Jo X P J•,•oc.,•T - 1 118 

of 

-----·-·-----...- -- ~ •-•-1l>T "'"' 119 

Uit deze redenerir..g voJ.st dat wij slechts dan op het voor

stel van de f2brikant zullen ingaan als geldt: 
• 

-·- .. 
J-

-

min 
x.,q 

Ql... i=O 
•t•s'1 •••12$; -----------1.'-~x,~~-•1-•_.,_,.,-■ r-td-t-·iOn-1••-•1-t,e-D·-•1t-lsS_t'l_1ft-•-•-•••-•-l•-•- ,i~ -- c::>c,;, v= ••• "' " • · "7 V 4 o 

q ~· 120 

q 1\lordt cur; gevonden door het 

Tot dusver1 hebbc:1 ~1ij ve1 .. ondersteld, dat de levertijd constant 

is" Zonde1~ erg veel r:10A::te !c~.-~1 rl19n aantonen., dat bij een stochas

tis~he levertijd m~n de ui~d:~ukking: 

q 

t:'\ '"\ ~ • 1 
'-' -. . """"' .-, 

• 

+c 
3 

j; o<. 
j 

·. 121 

aangeeft 
op e13n vraag van de grootte j tijdens de levertijd. 

Verder ,~erd aanc:rom3n, dat steads slechts ~~n eenheid wordt 

gevr:r1agd door de klBnt. Indien n:l_et a.an deze veronderstelling 

word~:; vold3an en de vel,lengdc hocveelheid Gen t1?ekking is uit een 

cont~·-nue v0i..,delinc;, c1an dient men de uitdrul<:king 

0 

te mlnimaliseren naar q 

van de v1~aag t1jdens de 
z:-. :t: t ld :. ··~ e n q moe · ge • en : 

• 

+ z-
X 

' . . ' 

q + 122 

kansdichtheid is 

levertijd. Voor de optimale waarden 

- 0 123 
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oq 
-,. 0 • 124 

De uitdrukking 123 is gelijkwaardig met 

X 

p 125 

ot. 
.. K 

De optimale kans op noodinkoop moet dus gelijk zijn aan het rechter
lid van 125 • 

Indien wij voor Q q schrijven qb q 
met 124 : 

• 

Jt-C K - x1q l 
.z 2 2 - 2 q q 

x1 

f 
0 

z; ol dz 0 • 

126 

Vergelijken wij 126 met 46 dan zien wij dat tengevolge van 

de stochastische levertijd een extra term in 126 · is bijgevoegd. 

Volgens dezelfde argumenten als beschreven op pagina 234 leidt 

de invoering van een levertijd tot een verhoging van de optimale 
ord--.~rgrootte. 

In het laatste voorbeeld zijn wij uitgegaan van de volgende 
veronderstellingen: 

1. Er .kan op ieder tijdstip besteld worden. 

2o De levertijd van de order is stochastisch. 

3o Er warden kortingen verleend bij grate orders. 

4. Als de voorraad uitgeput is, worden noodinkopen verricht. 
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Het is niet mogelijk de theorie van de strategische spelen in 

waar 

deze wellicht toegepast kunnen warden. 
• 
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> 

.. 
302 

personen onafhankelijk van elkaar een getal aangeven en waarin 

de and6r moet betalen. Bij iedere combinatie van getallen 1s de 

som van de bedrag€n die beide spelers ontvangen dus nul; een 

spel wnarvoor deze eig6nschap geldt en waaraan 3 zeals in dit ge

val tw~e personen d€Elnbmen is een twee personen nulspel. Laten 
., . 

WlJ aannemen dat de ene spelBr I kan kiezen ait de getallen 1, 

uit de 
geeft aan hoeveel guldens II na afloop aan I moet betalen. Wijst 

I d 11s het getal 2 aan en II het getal 3, dan ontvangt I na af

loop f 1.--; wijst I echter eveneens het gcta~ 3 aen, dan ont-

vangt hij-f 1.--, m.a.w. hij moet II f 1.-- betalen: enz . .. 

T2;bei 1 I 

De winst:functie 
> 

' • 

II 
i 
• 

' 4 l 1 2 I ·=3 
. 

I i ,.,. . 

! 
< , 

' . I • 
l tj l I , t jj' 

Jf • 
• 

1 1 j ! :3 5 0 -5 ' ' ' • , i 

11 . 

fl 

4 f') ' ' fJ 1 2 I , ,,_ 
!, t:. 

• ' ' t ~ .. 
•• ' ' 

' . 
. 

3 r:1 0 - '1 3 r._ 
~. 

I I • 

l j . 

I8dere speelwiJze die I of II kan kiezen, noemen wij een 

stretegie. Wij geven de strategieen aan met x voor I en met y 

vo~r II; in het vnorbeeld kan x dus de waarden 1, 2 en 3 aanne

men en y de waarden 1,2 ,3 en 4. De functie die aangeeft hoeveel 

II na afloop aan I moet betalen noemen wij de winstfunctie; de 

notatie is M x 2 y, zo is M 1,4 ~-5. Een spel, waarin beide spe

lers slechts uit eindig veel strategie~n kunnen kiezen, is een 

eindi~ cf r~chthoekig BEel, 
r rq Ht12 1n: rt 1111r11111~ ... -,111::u1rr.e:•e: ta a,: 1 ·:; 1•:: Fil ••111Sir"111114111; li:tl _:a11;1_1:4;1,:; 

< 

De vrarg rijst nu of het mogelijk is redelijke strategie~n 

te vinden voor de deelnemera~ 

11/anneer I strategie 1 speel t, zal hij, afhangend van de keu

ze W€ lke II dc,et :3,, 5, O c,f -5 ontvangen. De s lechtste ui tkomst is 

dan voor I: -5. Als h1j het getal 2 kiest, is de slechtste uit

komst +1 e,n als hij het g,e·tal 3 k1est -2. t'iu zal I bealuiten die 

stratttgie te nemer1, W'Sarbij itet bedrag a.at hij m1n.1maal ontvangt 

zo groot a,ogel1jk is; hij moet dan het get al 2 aanwi jzen. In het 

algemeen kan men d,eze. ,atrate;g.ie. vtn,den doo,r ·eerst voor iedere 
, 

wa£.rde van x het mini.mum van M.x,»:r·•te berekenen en vervolge.n.s . 

• 
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min M x,y.·· maxi-
is. Y . 

Daarentegen zal II zich wellicht op het standpunt stellen, 
d2t hij het bedrag dat hi,j hoogstens moet betalen, zo lclein moge

lijk moet trachten te maken. Hij berekent dan voor 1eder van de ge

tnllen 1, 2J 3 en 4 de maxima van de eventueal te betalen bedragen 

er1 kiest dan die strateg1e, i\faarvoo1~ clit maximum minimaal is, met 

andere woorden hij kiest die strateg1e, waarvoor max Mx,y· m1n1-
x 

maal is. In ons geval 1s max M x, 1 • 4 ~ max M x,2: ~ 

1 en max 
X 

reikt voor 

mogelijke 

In 

. X ' X . . 
M x,4 • 3; het minimum over y is dus 1 en 

5 M. 3. A 
. . 

. . . . , lnwX: 11·. X 1 
X 

het wordt be-
Y•3. Men noemt deze methode, t1aar"bij men het maximaal 

verlies m1n1malise6rt de m1n1maxmethode. 

bet voorbeeld is max min 
Speler I ka11 

en speler II 

X y 
er dus voor zorgen, dat 
kan er VOOl., 

or.1tvangt 

I nitt □eer dan J 1.-- krijgt® 
Er kan dus geen strategie voor I btt1t:J:1n, die hEm een ho gE;, 1~e \11 inst 

g.arandeert d ~n 1· 1 -- ~zo···~~t-- f1·,uQ a 4,. , $ 1'1 , Jl · v- ._,.. ,.; <>,, • -._.. 

it. J 
d ··, mot~,., 11 j· k t; •· . c'.> ,;,; . ·. . . -

heid gcE:ft op t:en. w·inst [,);rct.:E~r .. <ic1t1 ,.J" 1. -- ook de mogel:ljkheid van 

E: E: n ic l t .. i ·r1 c r' <: w i r1 s t ~L r·1 l~t ci ti. d t; ~ Vo or I I !1. l-: ~l cl t:: r1 f3 j:i or t ge 1 i j kt o v e rw E g 1 n-

bezi.t_ - ,,. ~ j ; 
I • . \,,, , ..... ' l;J 

" 

X 

r·n i n tv1 · :;c , :r 
y 

., 
(1 E' str1 ategie~n 2 voor I en 3 voor 

. 

M xv de eigenschap·· ,t "' . , ,:, 

min m~:1x fv1 x,y 
y X 

is, kDn men op de aangegeven wijze dl1s r€del1jke atrategie~n voor 

de spelers construeren. Wij no~men de correaponderende strategieen 

V i1n· ·l;,,,,.·~ • I t:n II .. 

2. Het kruis of munt-apel 

Dat niet alle winstfuncties aan de relatle ·. "1 
I . v·o ldoen kunnen 

wij illustreren aan de hand van het kruis of munt-spel. De spelers 

leggen hi~rin onafhankelijk van elkaar een munt op tafel. Blijken 

be ide mun ten met deze lfde kant boven te l, iggen_, dan ontvangt I f1. -
van II, terwijl in het ;:1ndere g,eval II J 1.-- v,1n I ontvangt~ Be1de 

spelers kunnen in dit spel uit twee strategie~n k1ezen, nl. krula 
of munt bovenleggen. D€ winstfunctie is vermeld in tabel II. 
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Tabel II 

Winstfunctie in het kruis of munt-spel 
.?•1• :, 

II 
I 

K 

t 

K 

w 1 f 
' . i 

M ·. -1 , 
I I 7 !,[I q J\I ii b Iii i .11 ~::, I" ;:o, J•f; 1$\loli O! 01 

-1 

i 
i 

1 f 
JI: I.its" ti Jilt Cl Al All ,i 

304 

In dit spel is max min 
geldt dus: max min 

X y 
.. ·'. X y 

M x,y •-1 en min 
y 

max M x,y u+1 en er 
X 

M; X' y .,.' < min max Mx,y. 
y· X 

Wij bewtjzen nu de volgende stelling: 

Zijn X en Y twee gegevE,n verzamelingen:, zij f x,y 
eerd voor xEX en yEY en bestaan 
dan ia 

max rriin .p . 
X 

,,. 
,J. . i1 r;,,"I 

X y 

Bewijs: 

ma.x 
X 

rni n f x, y · ,, 
tJ 

,. 
r"n i"" rnax f X <-."°!fa --.:. I;,,!. ;;. ' 4 J 

y X 

y 

en min 
y 

' 

Voor ieder8 x uit X ~n iedere y uit Y geldt 

ffi3X f X,Y. 
y .... 

gedefini

max f x, y .·, 
X 

2 

Verge 1 i jke n wi ~J min r·x,y 
y 

·-· d 1 i.J« d t" <:::n rr1ox 1 x,y., .an z en w J, .,a in 

mi r1 f .x, y . ~ rr1f1x 

y X 

X 

14 \ .. 

het linkerlid onafhankelijk is van y en·het rechterl1d onafhan

kelijk van x. Bovendien geldt 4 voor iedere waarde van x en 
iedere waerde van y. De ongelijkheid blijft daarom juiet ala wij 

het maximum over x en het 1ni.nin1urn over y nemen en dus is 

max 
X 

min t,ix,y. 
y 

< rri1n max f · x .. v .. ,......_ , v 

Y X It,, 

Wij passen deze stelling toe op de winstfunctie M x,y. 

Wanneer wij max n1in M x,y ai1ngsven met 
.. X y 1 Y X 

ecldt dus voor 1ic:cl€I' spe,1 ciat ,1a11 de in stel11ng 1 ge-

met 

no~mde eisen voldoet 
. 5···· ' . . ' 

. . . . ' 

Dit wordt getllustreerd in figuur 1; I kan er voor Zo.·r· g· ·,e•·. n· · ·, :· -,_ ', 'i ' .. -~ _-; •·,; '(, . 
',. . . . . '. . . 

. . : 

'ki . . ' ' , . .·.··•····.·· .... ezen, . " 

, T 

dat de winst van I in ieder geval kleiner is 
• • 

-' . '· ' 

. . . 
. ' . - . . . . 

' ' . . (. 

· & .f 1g. 1 , Vo 
, 

c: " 
, 
. -'. ' 

.- ' . 

' ' . ,. . 
. ' ' . . . 

-· . - ' .-• ' . 
f • • • ' ( 

' . ' . , , ' 
.· . . ., . ' ' ' (,; ' 

'. ' . 
. . '-' ' "" 
:.· .. :1· . _,·.: 

Bedra dat I ontven t 
. . 

- .... 

• . i ' . • • '. ;, :' " • ; • ' • ' • 
- ' .... ~ ', . -, . . . 

' ' . ' ,, .. ,"' 

' . ' ' . " ' . ' ~;-~ ' . ,,., :·,·_(;',,,_! . ' ~- .. 
. . -. ' . ' -,. . . ' ' 

:·.- . "-~ '.>. ·i,,-
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In een rYeV'""il {'.") C, zoals het voorbeeld i 11 paragr,1af 1, 
spe 1. 

waarin A --a /)' 
G 

• lS :J 

letten 
G 
meer 

dit 

en het 

te 
min strate~ie 

'-- voor I 
v o or de min max 
dus nog -geen goede 

, \ 

1~t:n v2~r1at1e op 
eerst munt moet 
welke strategie I heeft 
tegiet1n, ... . aocn II 
stratt::gie kan 
l,cruis aan 

waarbij 
K, 

h:t.j 

ven 

.M,K 

legt, 

vangt 

de 

min 
y 

en M jvT ... , .... , • 

I ~ 
.iJ 

·1 
I • --

, 
7\ )J 

' ' " •• • 
I X ,;: \ -~ , ~"/' 

X 

Tv· r i· y· .. , .., ),,.. ·f-. ., .. i'""' ,., t · v 1,1 ,, ·t· . 
• ; ......... « -..., ...... ---1. i ., ·, . .1 \..., 

i 

~ " ' ' !""1 \ ) ' ' ·_ 'J - ' ? 

:'. \' ;'· ., ''0c,· 

i' ' ' ' ; ' 
' ' ' . ' .;. 

van het 111anneer inder-

voo:r'": I vaststaat dat II hem ka11 

nag niet in te zien, dat max 
·i 1 . 'k r " ., ,-··~ ,, ' 1· ·1' ' ., t.:' ' ., t:-J t•· • • • • • .... --- ;J.""'"'- ·v!ilJ .C< t r ~ t if,:;. cr.1.1:, 

b.} . .~1 """' Q , \:;,, ·1 0 __ ..:, . Hetzelfde ire ldt 
<....J 

type spelen hebben wij 

het '"'1 p . .., 1 ~) e , w;aarin I 

"\ 

I 
·•''"'' . 

• t ,1"' 'i'' ... ,, 
' ' \, , .. 

:r 

- _.,i"~. 

1 ~ 
,,.. ,.i .... 

"· f <'· 
~---1 "J " J "•;,·-· 
- ;, .. J ' '- . -~, 

-r I ' ... 

n, 
' ' 

~ ,-,.=· 
. ·~. 

/,._, ,J 'r 

-------•a •1m1 1 ;,re --

·n •-·, a:l --. t l C1 , , .. i hij g -~. 1•7 ie n e ~-,I ~ 

( ·i 
\ - , ~ ) 

,.;) } 

' - -' . 

,•1 f ·, ( r-' -...,. ''••,,A 

t: r1 

:[ ,. 

• I ., if'\e". ··-.., x· 
- : ' - l .fr 
" ' .. . -

J - 1•. • 

llit 

T.T) 
!'ii. J , 

'1' -' t ' . ' 

l" l 

twee stra-

hij 

-r--1 .. ~L . 
\ 

.l ... ~ "T. r l 
• 1 J I -.._ .. --·~ 

ziin '.',_,,,. 

bo-

, 

r·;1 ·L .. 1 r·1 r. - :.:,; r) e: .l rr: c t ~" p :L c, n 11.e rt.::: 11 --------------------------~-----------·---------------------
, ., Ldr-- --

' 
----i· -------· ------:i-----------r----------,. , l I 

l 
I 

' ' 
I , 

• 

j 
' 
I 

f 
' I 

i .. - ! 
; L \. } 

j, f'- \ ! ! ' ~"ll 1 , .. 1.5,,l) ., 
t ·1, ,l 
r 
' t • • X 1 

, 1 If I ll!I' S I .ulot I Ill" •rlllllll'III.I~ IFPJ! 

I 
I 
' 

- "1 

' 
' 

' l 
~ 
i 

j._ ---------------' 

I 

i 
i,-.,--· ,-·----------------;-,----------1 

' 

tie 

J 
~ 

lS 

van 

• 

In 
,;:Joor I 

D -- II 

i nf~e 1 ic. ri t -

speler'l 

steeds zi j r1 

van wc1t I 

is 

te 

daarom 

verberg:en. 

' 

'k ·1 1 n. n· .· ::::\ "'""1 
~-~~ .. ·,'-l4 

op niet ~yotcmq~1.•o~h,J 1,,1~7e.~ t;i O ~ lil<,.. .. "" . ..:;) ~-,~•"-· 11'!1 ~,!41 
6 1 

:e: lllil 1 1 , PIIUu mt IMll i 1 .:, d _ • 11111 J1W1 lJ 1 11ua a. ,,,, 1411 : , L "" aba11 I 1 •<lf 
411 Al 7 I I b 

hiertoe is 

een b P r::i r-1 1 rl .~:, € C.t c:i .. , C 

spelers kit::.: 

doch 
.. ~ 

71, J ... .J 

-· .~ / ' ·t··~ "l l ,,,,,., 
4 ".~ ¾,,, 

K ' 

' 

l 

' ' 
i 

1,,, : .. , Y'\ t~ ,'",,,,, . . ' . . ' . 

.. t i"'· C: r"'' . .. Ir\., ' i ' • 

.1 
' - ' j 

' ' net: 

r '" . "' ' ' ,. ' 
,.,, '" 

l 
l 

"' r;:;s- T' 
<14,,i i._.) 

1 I 

.. d , - "'" ·r: door ·-·..., .' ' .:· . ,,,., -,1 

" oo~c in 

II .. ,. 

€t1 

II 
~n ,... t· · .. ,1 t;· . ,' 

I 

,,;1 ' ' i ,,. 
-1.;.. ~-

t).f 

in een reeks 

II 

te 
spele1~. -H·"e t 

' 

de ar1cler 

11" ,t..;! t .. ¾,,l,J"'1" 
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• 

in een bepa2ld spel wordt anngewezen. 
Alvorens hier dieper 111 te zullen dit 

uitwerken voor 

kans me chanis r:rie 

de strategit~ 

het kruis 

op 

of munt-snel. ,, (18t 

wij 

I een 

principe 

zodar1ig 

kiest, 
!VI dus met: 

kiest, zodanig dat de 
M dus met kans 1- 0 
onafhankelijk van 

j 

kiezen o(_ ""' , de 

lYl en 1.I I K 1<:iest dat 

1-cx. 1- Als de 

de melde is., dan 1 .... s 

·'C::>J » ' .· '' 

lf'\Ok'• V·' .. ' 1n dit ~p·e1 w '· .. ,.L 

die 

dat 
h1j 
deze 

rn1nimea1 

kenen vooI"" 

c,ereikt. r•Jti 

en dus 

een 

0 

.. 1 

.. m !""-1 X l r·ri , - m· (,.,.I, ,, !,J. .l l 
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""' "' 
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' ;,,' ) 

.. -· - , 
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' ' 
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Evenzo zal II eerst max 
d ~ anig kiezen dat deze functie 

max'-" 
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' ex. , bepalen en vervolgens 

maximaal is. Uit 

-1 -
1-2 

2' - . -1 voor -1~ 0 

zo-

volgt 

in de 

min ol, .·.·· 
ol 

~--e lers via een 

vgl. 
&~ .,,_ ,,,,.. ~ .. • ... ~• . l •. ·. . . . . . k .h 1 ci nCj n,t:; """. ,an . s me 

gie~n K of M zij 1n een bepaald spel 

2b) • Voor di t nielJ.we spel waar, .. 

bepalen welke van de atrate

spelen, geldt dus dat 

max min : C>l, .·· .. ·· .. · = min max : ol, is. 
I'""(. 

.,_,e atrategiel:!n en ~ \1{:::n di t nie1..1we spel \iorden ge.~~,,ri5?.!: 
-~tr.a~ef!iie~n genoemcl van het ou<:!t: kruie of munt-spel, omdat zij., 

;Pi -· J•u:z I ¥11 I_ l 

tenzij ot. en nul of een zijn, ertoe leit1en dat d,e spelers soms 

K, soms M :epel.en. Door zo I n getr1engde strategie toe te pr1.ssen kan 

I de w1nstverwacht1.ng di.e r1ij ir1 1eder gevc1l kan bereiken, 1Jerho-

gen van -1 tot O; . . . . .• ...• II k d . . ,an '. .OOI gemengde stra-

tegie beletten dat de winstver\41:1,ch•tir~ Vc;tn I groter is dan nul. 
Hieru1t volgt dat iec\er·e gemengC:\e stratet5ie van I., d.ie d.e mtJgelijk

heid opent tot een winst, die gemiddeld grater is dan O, ook de 
mQgelijkheid lnhoudt v8n een winst die gemiddeld lager is dan nul. 

I ir1 gemidde ld 

m (r-.1 ~ 1 1 c-. .. Ct .J • 

optimaal noemen voor II. 

3. De hoofdste.llin"' vc1n dt: ~~·oe.lt;heorie: ----------- ·..,.." -------··· -------
Wij zullen in deze 

nulspelen onderzoeken wet 

van gE mE ngdf3 

w a c.:rui t 

..... , ""'1 , .. 1- . 

:.~•A" ,,, o or I c, o t i -
~ ~ -~-

is 

gemengde strategie ~ voor I is een kansverdeling op dE verzameling 
) 

x. Evenzo is str2tegie voor II een kansverdeling 

op de ruirnte 

nemen WiJ~ ~~.·.·n ~~t·: . . ~.v l~~ Y' qlo~•,tq €3 ~n~·1• a ,,~ 0 ·1· ·€l'e·m-e·"t 0 Yl ~ '\.,., _1 ~,.. A ~- t <l;,, '. ~}' A~ '~1" l ' ~~"' " ,hL lh . °¾tfU, . ~~ V • V ' .f ~. ;i. ' t ~ ,i "\..!# &, • 

Voor loJ)ig 

bei.,atten. 

De kans alome·n1 ~ y ~c•,r,7a~ ~n~•d··t· k··u·nn.e·n ~1 i ~ ~ '1,1 ~ 1 ,ii _el ~ ~ .;( ]/J!s t;:::1 ~ f\.,.' ~ ,;,,,~ £ 4 'if. g)I' ~f;#' ,£,_ ' . ' . . .- . "'l, !J!''tli ~ ~, 
,-~ ::1 n ~ a ngf e· -\.,._,at Ii,. i . ~¢ fu. . . 

ve n mE t ~ ( x en de 
' . 

y . Moet II, W~r·1·n~ 0 ~ r· ·x. en I•·r.~ V ,L:'.l ' . V V • ~ I# ~•- ,,,_ c; - w 

betalen, 

kiest het bedrag M:x,y aan I 
voor I, wanneer I de gemengde 

' 

~ p· · ·•"> ",) ·1 ·t u t:'I..< · . .. , gelijlc 
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M x,y 
X y 

X· 
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.10.· 

De spelers kunnen nu de te kiezen gemengde strategie bepalen 

an dan kiezen, waar-
~~, 

van 

, het maximum bere1kt. Hij berek:ent dus de groat-
heid 

. , ~ 

" .· 

1'· 

Evenzo kan II die , k::1e111,n, waar,1oor het rnaximt1m over minimaal 

1z; de biJ'behorende winstver'11achtir'1g vi1n I is dan 

··v·· ... . , 

' . . 

' ' :11., 

1 f""; .· 
!JI"" -. I -~' . . ,· 

. 

gaan nu n,a 
Daartoe voeren wi,j n•OS een nieuwt: r1ot(1·t: te 1n 1 

Ji Jf 

kans eer·1 

en strategie~n dua met kans nul. De winstverwacht1ng be-
, 

, , ~· , . ·, ·• 

f 111\ X • y . (, ·· .X ).·· T~) V a 
,/ff . ., ;fr • 'kf 

X V ~ ~ . ,r 
-, -, ¥ "14,J 

q r·• }-,, j""l -'If 1 .• '/ I .. ~ ~✓, ~ ~ { '"\? )""; ")· ,, .. , (] t~'} r· i··:rl £,,,, '¥Al 1 n; (';,t t· '\J £Ji x~iil,,t ~ c•"~ 1,,, t·· ,t n·· .· Ff' d ... ···· 4 ·e,.:::ii C'~ ,o r· '· r· 0 .s··. p O r" d .e· e~· rt# 
11,.,..' \..., ~ J. . .I.. ..L , J \i '- , I I-,, \<Ii " ,",, J I I • · v . ., . ··~·4 ,.., lf'W .. 1. . ., 0 , . !J,;,. . n (::( l J. .,L ., /Ill·. -. J., ,,. . '11,,.. . l . . w 

"""II' " /""--.,,, ' ' ~"""'~ 
\ .• ,.,} '¾.,$ ., 

f l'' , ~ i " ~ l ; ~> ·r·· . 1 .k d'. 1 i · ·· d 1 c., r r1 \1' 1 ·1 , j t" !,r i,J 'I ] I'41 , . rr ,,·:1 K .,~ n. , i-::i,, ,, ;,;:, r-· ,, a {::J ·. r1 ,r ~ 11 (') 0- -r, ,. , ,!/,;;i r1 r •".:ll , a· ·n, p "Ii 'f e-'" 'r .f , L"::i , : n CY , , 0 
'I.,_, -- • • • ,.l- .. ,~ t·"" ... - . c_,"' ,_,, :r. . .... .w '1il .... , • --- ""' - • 4 C:::• ·s ., _",,, . - ,.,., . , ,.,,, ,.. ,., L'!J ';/ .,Ji,, ._ ~ .• • .. c~ , - \,,, 

wij 

met 

Ji..,..,.);' . . '~)" ... ~ . _.,,_,, ,,-,,.,' "" . ~ . ' . ' -,t>/i!' ~,&' , • z,!" 
~· V 

met 

. .. ( x· . 
\ . 

X 

1 1 d ·1 .• WiJ~ bew .~zen ~e vo-«enae V - ~~ef 

voor I, respect1.evel1~jk 

en 

Bewi. ----s : 

max 
~ 

( 
\ 

) rt~ 
• 

"""' d ,,, ... 
( 

en n 
(Ji 

X 

Omdat deze betrekk1ng voor 

het minimum van ····.·. 

2 omdat 
worden 

-~ ••· )'· ' -1' • . ., . 
. ,~, ,' ., ~,- .~ 

( .. )·· ~ ·Y ~ \ ,• ,· ; .~ 

zij ook juist voor 
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, y · 15 

's . ,. 
een strategie y aanw1Jzen, waaruit voor 

iedere y vo ·1gt 

en dus 
min 

1 
, y 

Uit de 

min 
i 

combinatie van 15 en 

• 

volgt 

$:MM'!! m 1 n .,.,. I J · . . , 
y 

waarmee het eerste gedeelte van is bewezen. Wanneer wij voor 
de kansverdeling substitueren, die met kans 1 de strategie x 

aanwijst, dan vinden wij 

Deze 

min r"f x,y 
y 

betrekking geldt 
mum over x, zodat .ge 1{~1 t 

max 
X 

rr1 i r1 ,M 
:1 

• 

voor iedere x en dus ook voor het maxi-

= t11 c:tX 
X 

• 

Het linker lid 

lijken wi(j 
Het rechter lid verge

het mc1ximum van 
( \ . .. min ........ 

1, • op de verzameling x. 
Hieronder komen de ,, , 

verdelingen voor die met kans een een bepaalde 
x aanwiJzen. -,-, - , .t-. 1 t 1 t· --1 j ) 

l ) l. l, ~) e ' e 1{ e r1 ; l_-t Et t V c, 0 r·i f\ r rni n ...... • , ge -
1. / 

de f~unctie 
I 

mBximaliseerd wordt over een groter·e klasse van verdelingsfuncties 
in max min....., , 

X ·i ~- Q 

Het tweede deel van de stelling wordt op d lfd
. 

· e ze . · e manier bewe-
zen. 

Daze stalling zullen ·wij niat alleen. r1odig hebben vo~r het 'be-
. ' •- •, .. "' ,. ' 

rekenen van optimale oplossi I en, tnaar Wij k:unnen er ook net ge!¥ 
. . . . . . . . . . - . . , ' . ,, . 

. . .. . . ' . 

zochte 
··- .. 

, voldoet .aan. de vcor·waa.rden. genoemrl· ·1n iatell1ng 1 · en du.s 

is 

of 

· ·m·· ·ax•·· ···· .. . ' . ' 
·, ~. _' ·:·. -'_ .--- ':. ,. 

. . , ... 

min .· .·· .. 
. . ' . 

. . . 
-· . " 

. ' 

• '. ,.. ' . ·~ . • i ' i .· .·. ·· .. • i ... · .. • ' .• 

.' ' ' ' . 
' - ' ' ' . 

, ' .. ' . ' ' ' . 

' . 

-_ ' '~ 
' J • • • 

. ' •, . . • . ' 

. -- ' . . . . - ' 

. ' . ' . . ' ' 
, , f • • • ', ' ' ' ' " 

' ., • • ' • • ' ' " 1 ' 
' •• ! I • ' • ' ' , '" ' 

, : '• ' . • ' " • • ' . 1'·'" . . , . . . 
,•,,, . .,·., 

' 

. . •, . ,- . . i' ' 

,. . ', .... ' . ' 

' . . ., . 

' ',· ,· ,., ' 

same n met s te l.l i ~ ·2 vo! lgt hte,ru.it a,, bet re: · ·1 ng :.\ . , .. ·.··.• .. ··. ·.· .. ··. · ... · 
, , ' • . , . ' , I • - ·• • , ' 

.. • 
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. ,· - . ' . ,. . . . ,; ,, ; . . ' ' . , .,,.. ,. •, 

~ . . . ..-. . . <· '. '. . .. 
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Het introduceren van gemengde strategie~n is nu daarom van veel 
belang omdat men de volgende stelling kan bewijzen. 

Stelling 3: 

In ieder eindig twee personen nulspel is 

~n bezitten de spelers optimale stratcgie~n. 

Men noemt deze stelling de hoofdstelling van de speltheorie. 

Zij betekent dat de winstverwachting, waarvan I zich in 1eder ge

van kan verzekeren gelijk is aan de verliesverwachting, die II 

hoogstens behoeft te accepteren. Op grond van deze stelling kun

nen wiJ dus ook optimale oplossingen vinden voor eindige spelen, 

is er een voorbeeld van. 

Het bewijs van deze stelling vergt nogal wat voorbereiding 
en zal daarom achterwege warden gelaten. Duidelijke bewijzen zijn 

ender andere te vinden in de reeds genoemde boeken van Mc KINSEY 
en VAJDA. 

Tot nu toe hebben wij ons beperkt tot spelen waarin X en Y 

beide slechts eindig veel elementen bevatten. Men kan echter ook 

spelen bedenken, waarin X en of Y oneindig veel elementen bevat~ 
ten. Zo zullen wij bij de toepassingen een voorbeeld geven waar1n 

de strategieSn van I en II de punten uit het interval ~O - 1 

zijn. 

Onder bepaalde voorwaarden, die in praktijkproblemen vrijwel 
steeds vervuld zijn, gelden de stellingen 2 en 3 ook voor strate
gische spelen, waarin X en Y niet beide eindig veel elementen be

vatten. Wij zullen dit niet nader onderzoeken; op de voorbeelden, 

die wij geven zullen beide stellingen van toepaasing zijn. 

4. Voorbeelden 

1 Als eerste voorbeeld zullen wij ter illuatratie van de 

theorie, behandeld in de vorige paragrafen de optimale strate
gieSn berekenen van htat apel, waarvan de winatfunct1e opgef?,;E:1ven 

tegi~ 1 wordt gekozen. 
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Tabel IV 

De winstfunctie 
• 

I • 
' I 

II 
• 

I 1 2 3 4 I 
j' I I 1 

'1 I 2 -2 -1 3 
' 

~ -2 4 0 -2 
' . . 

Voor de twcede speler is een gemengde strategie een kansver-

dBling die voor ieder spel aangeeft met welke kans de strate-
gie~n 1, 

wachting 

tievelijk 

2 4 ~ . 
, 3 en wondbn g~kozen. Zij , - . weer de w1netver-

voor de eerste speler wanneer de strategie@n , respec
worden gebruikt., dan bestaat er volgens ste111ng 3 

. . 

max min -.-· 
7L ~ 11 . . 

Doordat I uit slechts twee zuivere strategieSn kan kiezen,· kunnen 

een waarde v., 

wij max min , grafisch bepalen. Volgens stelling 2 is 
7l. 

• min , 
'l 

..... min "--M 1,y 
y 

min __ ., , ~ , y 
y 

+M2,y(1-ac:: 

min. M 1.,y· 
y 

• 

De functie M 1,y ol + M 2 3 y 1-ol. is 

voor 

y 1 • 2 ol 2 1- oc. . 4 o,l - .,.; .. 
• • -

y 2 • -2 ol. + 4 1-c:6 -6 ,, , -
1 l loJ . c:..l.. + • 

y 3 -1 ex.,. + 0 1-~ ~ • - -• 

y 4 • 3 O,l t'.) 1-ol, ,1/.)1 tl 5 o(.. -- c::. .. , ; . 
• .. 

2 

4 

2 ,. 

-

19.· , 
' . 

In figuur 3 zijn dezE1 rechten geschetat voor het relevante ge-

• '..I\ 

waarde van oc het minimum over y aan. Het max1mttm over hiervan 

• 

( Ol~ ')') 

• 0 . ·.· . ·, - ,., .. ,,,,.., __ ,_,_,, __ ,,,. 
· :t..,.a, ·· .. ··.. ···• 

' •.' 

' ' 
• • ,' • .- ; ' C • , 

_. ,-_111 ,, :r . 
. ,. . . . 

-:I'·.·. .. •' " , . . . ' 

• 

. . 

- . 

' ' 

• /, ' ' .,, ' ' 

. ,r. , 
' . 

., _ _,._. _, 

. .•• .. 
. . . . . 

' , . . . ' . . . - ' .. ,J,!i,_ ' 
' ,-, . . . . ; ,:·•:,., . 

. . . .. . ' . .. . ' .· ' . ' . 
. . . ~ ' . '·· ' 

' . . ' ·. ~ . '' 
'" . . ·, . . -· ' ' . ' . . , .- . , 

. . ' ,.,,_ ... 
' - . ' 

· · ··_ · · ··Dd' · · · • · · · · ··._ · v· o·-o· r·· · · · · r- · -··•1 ... , · , · .. :.-,_ -2-_. .. ··, • .· -- , . ""' · ·· · · 
' • j ' " • :t '~ ' ' > ' W't', •- -· •. • w· ,,. , - . , , - , ... ,.~ 
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.. :--••;·,,,i, ' ·, ' 'I ,.,'· .. ,'J- ,./-. . ' .,_ ' ... ' 

' . ' . . ' ' _,,.- '' ', ., ·. <.· .• .... -, 
. • • ' • ' • ' « • • ' ' • . ' . . 

,_ , ,< ,' ' • • • ~-· ., 
. ·•-, . .. " .,_. ,,;·: 

._.,, >,,• I ', ''· 

., . •• '· • ' ' • ' • • . :. ' • '-; -.. ' .J - • .- ' ' ' 
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4c,t_- 2 -cl 
' 

2 • 
5 ' 

vit1den wij v 2 
llt.U4 - • 

5 
. 

Oak de optimale strategie voor II is 

ren. Immers voor ieders waarde van y 1s ~ 

geldt voor de optimale strat~gie )f'.. van II 

zonder moeite op te spo
en dus 2 2 

-V 

2 
• 

5 
, 

Anderzijds is de waarde 

een bedrag dat slechts 

2 * 2 
5,Y y > • IIPA 

,➔ 

" 
y 

d.w.z~ 

bereikt kan warden wanneer 
{"'\ 

voor iedere waarde van y, waarvoor c:. y > -
. , 

• 

• 

2 . . 
. -· , ' . ' ' 

2 

o 1a 
is. :te opt1male 

tabel V aangegeven spel. Dit is een spel waarvoor de optimale stra-

tegie voor II op dezelfde wijze gevonden 

Tabel V 
Vereenvoudigde winstfunctie 

II • 1 3 

1 j 2 -1 

2 -2 0 

kan. worden als in het icruis of munt-spel, Hat resultaat is dan 

~* 1 1 en 
5 

tabel het in 
4 

e 

4 
3 I••· . zoaat 5 ~ 

IV vermelde sp·el is 

o. 

de optimale strategie van II 1n 

•. . .·· .. . ~ 

Deze grafische methode vormt alleen een eenvoudige oplose1ngs

methode wanneer ~~n van de twee spelers uit twee zu1vere strategie
en kan kiezen. Uit de berekening bl1jkt ook nog det in dergel1jke 
spelen voor beide spelera een optimale strategie bestart, die niet 
meer dan hoogstens twet1 strategiet!n met pos1t1eve kan .. s aan,~1,1at. 
Het is een bijzonder geval van de volgende algemene stelling, wel-

ke wij overigens niet bewiJzen: 

In ieder eindig spel. waar1n I uit men II ult n zuivere stra-
- . . ' ' 

tegiettn kan kie,:en, 'bezit iedere speler een opt1mele gemengde stra-
. 

. . 

• 
' J .• ' • ' ,, • ,. 

k. · an· .. ·s· a ~~wi·· j··st .. . c,;r; ~.,I;. . J . . .. . • 

. . :- ' 

. ' ·l . , 

' . . . 

. ' 

' . . . . '· . . ' 
. ' . , 

. . . ' : . ; 

.,_ -: 
. ' . .. 

• ' - ,, • .L 

. . ' ' ' : . 

. 
• 

' . • l ,. 

. 

' 
' . ' ' . --,, ' 

. ' 
. . 

. . 

'. ' ·- . 
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2 Situaties, waarin twee mensen of maatschapp n tegenover 

st uc1e e rel door 
______ ...;.__,;,,_ __ ,,_ 

een twee personen nulspel., 

1.)eze situat1es zijn 0.,80 1:)8 

C1 p E' 1~ 2 t i c:) n t, J',. 1.··t ~ · ~- :vs 1. rJ 8 n c.=1 t he T he o r y o f Ga me s : a n 
ri r-J \l (-. . ,_ t ··1 n ., ' - ·i ""'x ,,,-·_ m- ,, "I . ' J f\ s A 4 C: 1 ·--.._ .7 5 ur-i 5 4 ,....,, - 5 4- 5 .. c- , .... ,, r • .. 1 '/1 1 ,.,) { ,cW-~, !J , ! c ~ .L1 _ ~ 1 ~, t _..,,, 

• • -... ... • . I..:) · • l e;··~•• J .; • ,, l c·J _ ,~ :, • r, • ~ • • ✓ 

en SpJ.+::lt;r1ec)r·etifJche Bel1E1n(~!lung eJ.nes Re\-clameprobletns., 

r~ i t t t: .L J. u nF~~ s t, J_ ,-:1 t l: f ·Ur~ r'la t he ma t 1 s c he, S t a t i s t i k 6 ..,__ 

B6tde schrijvers beschouwen 

bevinden, wanr1eer Pr op een 

l1et ge 11al, waarin twee concurrenten 

b<3paald ogenb lik een nieuwe po ten 

ti~le l{lant v0rschit.,1nt,, De etn, rllr Big heeft een goed rendereno.e 

zaE1k, de ancle1", l\1r1 Little verkeert 111 een slec,hte financi~le posJ_-• • 

tie en rr1oet, wil hij het hooi"lcl. t,over1 11,1ater nnen houden binnen een 
• 

bepaalde tijt:1 beslj_st ee11 orc1Er van d.e nieuwe klan.t ontvangen .. Mr 

Litt lE:- za 1 dus z i jn rec lamecampagt1e zo lnric hten dat zijn kans de 

nieui:.,.•Je kJ.ant binnen die t:l~jci tE' 1verwerven zo groot mogelijk is .. Mr 
Big c3.aarEntegen ove1~weegt, ,Jr,t een faillissement van z1.jn concurrent 

de alleent1eersch2ppij voo1'"lt herr1 zal betekenen e11 dus zal hij de kans 

dat f\1r L:J.ttle s1.1cces heeft, trachtE1 n te minimaliaeren. Zij zijn dus 

beidE p;etnteresseercl i1'1 d.ezclfde gel1eur1tenia: het al of niet kope11. 

van de l{lar1t bi_,j r!lr Little te:rwi,J:l de belangen tegengestel.d zijn. 

Hierbij is on,_ierste·1c:l r:1at het ~'Ir B),.g niet i11teresseert or 
clamepoliti~k tengtvolge heeft dat de klant helemaal niet 

.. " ziJn re --

koopt. 
lvien kan dE!Z€ si.tuE:tiE-~ goect ·1n·tc~r1 prete1"en als een strategisch 

spel en w(-=:l een twt::t:: personen nuJ .. spel. Voo1~ het betref:fende tijcls-
"" .. 

bestek klezen c1e schriljvE:rs t1E;t ir1te1:~v:3l ·•-- ()-1.-i. Verder nemen zi.j 

aan dat dE: weerst.:)11c1 tot kop€rl bij dt; klttnt, onafhankelijk van c1e 

aard van de reclamt:;cami:)agnes_, d.:>f) bel<e·n<je w:ljze afneemt in de tiJc1 .. 

en clat c1e wed.erzijclse activitf.:it c1e keir1;sen op succes vE1n de 

beiri"'Jlc)er3t. La£tt d.e kans CJl) succes v,:ior l)eide C'.!oncu1·1 renten gelijk 
~ .. 

ZlJD 0 t 1
. 

. 

. · ' . "' · .. ·. ~ ,· < :, • 
"' "' 

~i,f.ani1eE2r nt.l b·eide verkopers t}esl·1Jiter1 de kltirit bi:.nner1 de perlo

dan zuller1 

dn t,-., voor Mr Big, zo gun,s'tii mc,gel:ijk 'te kie.zen~ Zo zal Mr L:i.tt le 
,· 
~ . ,' . 

aan de €ne kant zijn bezoek zo last r~~.g:elijk: t,,illen kiezen, daar 
,'' . 

dan dat 
' . ', 'I : " , • ' 

het winst ---• 
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Gemengde strategie~n 

op het interval 0-1 en 
I 

bEeld strategie~n en 

• max min\. 
1c 

'1-A 

zijn voor beJ_de 

men kan bewijzen 

bestaan zodanj_g 
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spelers kansverdelingen 

dater ook in dit voor
d.at 

, • 

Voor de berekening van deze strategieen verwijzen wij naar het 
artikel van E. BURGER. 

GILLMAN bestudeerde dit 

zijn rcclame W€l beperkt tot 
pr,obleem voor het geval dat Mr Little 

,I ✓ 

een enkel tijdstip, doch Mr Big zijn 

campagne uitstrekt over het g6hele interval. Wanneer hij eerat vast

stelt hoeveel hj_j zal besteden, moet hij beslissen op welke wijze 

dit bedrag over het interval 0-1 verdeeld moet worden. Oak betref

fende de andere voorwaarden kan men andere, wellicht beter bij de 

prnktijk aansluitende onderstellingen maken . 

. 9E.~~,~,~~.,t?-~: Ind ien men het prob ·1eem op de bovenstaande t~ij ze 

formuleert, neen1t de kl ant niet dee 1 aan t1et spe 1. Deze benade1~1ng 

van het probleem is vaak eerechtvaRrdigd in gevallen waarin de 

klant uiteindelitjl{ toch moet kc·irJf:r·1l> 1-1.J.s deze benadE;ring niet ge

rechtvaardigd is, ontstaat e~n driE personenspel. Een uitvoerige 
' 

1ni:,rkts ~i tuot i.E: I) ~1erv1ant ,, aan de bovenstaande, na-

melijk ~er1 markt waDrop een verkoper een artikel bezit waarvoor 

men vinden in het bo€k 

' 

3 Hocw0l de speltheorie vooral ontwikkeld is met de bedoeling eco
nomische conflictsituaties te onderzoeken, zijn de meeste toepas
si.ngen te vinden in de krijgswetenschappen. Een reeks artikelen 

hierovEr is gepubliceerd in Operations R~search, het tijdschrift 
van de Operat~_ons Research Society of America. Zeer instructief 
is een artikel \,an o .G. HAY1~JO·OD Jr, Mj_ lJ .. tary Decisio,r1 :1r1cl Game 

Theory, J.O.R~S.A. 2 3 6 11'"'" 3· • 0 r· ):;>- c.,,. 
De auteur vergelijkt hj_erin dE·wijze van beslissingen nemen 

b l,, J'' n·11"' 1-~j t ':., ~ r 1 e :'• p /:.Jr .m r 1'' t::,::, q t;," (-,, ~ ,J.. ,::,·:i, ("'1 ""' 7' 0 ·i ~ g, ,~)- e· c·;;} ,·:"? £..i k .. A,,;i 1 1r1 (
1 d (') r1 r de ( 11 me -

·, i ,,, ; , \.. • .' ~ · U V \;..,., 'lt•wfi ~ ~ ,,,,.,..~# ... ,,..-t , , ~.,,R - -.,· -•. ,-m, ~.J ~~4 ,,., m.>7 - · -~ '\vi, .J •~,.. lw, ; _ 'f;,,,,;, ~'1!-1 · lo,,j,4 -~, - ~, , ., t. , 
. Ii... -- -.c ,.JI,,,., • , J J' 14 ... ,1 ~ 

rikaanse Gezamelijke Chefs van Sta\7€n tn(:::t c1e oplosf1ir1f~srntthotien 

van a~ strategische sp~ltheorie. In principe kan een bev~lhebber 

de situatie analyseren en zijn beslissing nemen op grond van het-
r, r·· ,~·- p ,.,,,, . ·. \,) . 

de instructies die act1.t:s mot;t u:i~tvoere:;11, wel.k,e gezi.i::n cle mogelijk-

heden waarover de vijand beschikt de grootste beloften tot succes 
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en staat bek6nd onder de naam r11zstim2te of the Situation 11
• A,1n clc: 

hand van twee voorbeelden, ontleend aan de Tweede Wereldoorlog la2t 

de schr1,jver zi(::n dat bi i d.e 1'J:i:stimate of the Situation'' en bij dE 
t.J 

speltheorie dezelfc1<~ overweg1ngE:1i1 gel~1ru11-ct wordeno De speltheori.e 

leidt in deze gevallen dan oak tot d~zelfde beslissingen als de 

door de bevelhebbers genomen besluiten. In situaties waarin beide 

methoden inderdaad dezelfde overwegingen gebruiken is de speltheo-
,. 

rie superieur, aangezien deze in tegenstelling tot de andere metho-

de een proc~d~ aangeeft om d8 optimale oplossing te berekenen. 

Ter illuatratie zullen wij het eenvoudigste voorbeeld hier in 

het kort behandelen. Het betreft de slag in de Bismarckzee. Een Ja

panse transportvloot moest in februari 1943 varen van Rabaul op New 

Britain naar Lae op Nieuw Guinea. en kon hiervoor gebru1k maken van 

de route ten Noorden van New Britain en de route ten Zuiden van het 

eiland. Beide zeewegen namen drie dagen varen in beslag. De bevel

hebber van de Geallieerde luct1·trnacht ·1.n het Zuid-\tlesten van de Grote 

Oceaan had de opdracht zoveel rnor~elij1< schepen te vernietigen. Hier

toe moest uiteraard d.e transportvloc,t eer~st 1'1orden opgespoorc1. Ver

der was bekend dat het zicht oo dE1 noordellj'ke route slecht was we-
~ . 

gens regen. De Oeall:Jeerde bevelhe·l)b·er l:;eschotl.V'.~1cl.e nu tv,ee mogelijk

heden: concentratie van het grootste gedeelte van zijn verkennings

vliegtuigen op de noordelijk~ route en slechts weinig op de zuide~ 

lijke., 

d 1 
,, ~, 

an e lJKe 

nodig om de vij

hoeveel dagen er be-

tabel als cit 

. 

' ,,, s J • ,, -1 1 '\ J,"\,W" J. •• -~ ! 1 ,"t !.,, j .. ~ 1 t i \,,,~ :➔-:·'~ 
.l. _ ~ .. --., ._. .,;J,., .. ,,,, ~.,,..,. ,,Ji.,_ ,!.. ., 'i f- ,. , · \\ "'- _ . ,, _ ,i % _\ , N _ , ¾. j➔-, 

- --•- _.,,, -~ .... ' >,, .... "' ,., ._. . '-~ 

:::::::::::::::::· ====-· .::::::::, :::::::::::::::::_-,.,,_-"""'_,,1u; .. _·,,,.,,_~-•=:.+i:.:_-,.:•_' w:_•:..-• ..... ·-•= .... nwi....,.,_•: _,,_,..-:•....,~ni.Ja-•,_• ;ir,-::'~-::-;_•,:',-•_: •:-:_~•J':,:•,:if 

1 

--------n-111111-U,p. ---

v'J a ari. t1 be 1 de 

route, 
. ' ""''lii W *~"'~·.;;, !JV <i- ' ;' ··'7!. , ,_ -. @' '1i ,;, JJ , · f ·' l ·-,; _,_.- ·1, 11 ' - k : "W •-. - k· ,,,,., l 1 1· ·_k_ .._ ('!·· "': ,,:;1 ,,,,. -~·-. ,, .. ~ ,,_ 

- , ., . ,, , . ; : , •~ ~ · ·.~ . , "OW , . , ;,; . · , -, . 1. 1 'I ,,_ ? ~ t . .l i e °'~· ·-. ~n .. ""'" J;. ·. t""' .. "~ ":'. ,._ ~,, '" ,l,,\. , . ,,,.t,, 

"'l " ·t i ' · ·. · · ·e· - ·h·· · ,Cl t· ~ w· -- · ·· ,,,,'!! ·• . ...,i, [,£1 # .. _ , . _ . . -,~ I t · ~" - • - "~ . ~ _. . , - -. , 1,,,,,_ ·1 1. ,r .. 

N ":") 0 r' a; an, •·. - t;., , .. _ '"" · . nt:t fl.-~-11 .·- - ,ii' • l;,.1 _ .. t.. ,,. , ... A. ""' (~ (,_J, · ' ~Wi•· - ~ ~ , . - , ·0 

• 

in 
••• 

• • 

I 
i 
j 

I 
' \ 
I 
' 

Dit 

' 

\ 
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enc Ook de verhouding van het n~men van beslissingen op grond van 

de 11 EstJ.mate of the SituE1tionr1 tot het handelen op grond van de 

vermoede plannen van de tegenstander komt ter sprake~ 

4 Als laatste vorm van toepassing noemen wij de zogenaamde sta

tistische spelen ''statistical games'' , dat zijn spelen waarin de 

natuur optreedt als "tegenspelet1 van de statisticus. Weliswaar kan 

de natuur niet beschouwd warden als een tegenspeler die de statis

ticus zoveel mogelijk afbreuk tracht te doen, maar toch verkrijgt 

men een beter inzicht in allerlei problemen wanneer men de situa

tie vergelijkt met die in een twee personen nulspel. Hierin laten 

wij de natuur de rol van de eerste en de statisticus die van de 
tweede speler vervullen. 

De statisticus behoert niet zonder enige informatie omtrent 
de toestand v .n zijn tegenspeler een beslissing te nemen. Als hij 
weet dat een bepaald kenmerk normaal verdeeld is, maar het gemid 

delde en de spreiding van die verdeling niet kent, dan kan hij hier

over informatie krijgen door het nemen van een steekproef. Wij be
schouwen nu de mogelijke waarden van de onbekende parameters als 

de zuivere_strategie~n van de natuur. Deze verzameling wordt aange
geven met .. !2 .... en een bepaa ld element c:rui t met w . In het zcjuist 

genoemde geval van een normal€ verdeling met onbekend gemiddelde 

1u en onbekE:'nc1e spre1c·,1n~!: er, vormen alle grepen _ l",41 r5 de elemen-
/ . 
ten van .. n_. Is 1fJel c1e ;.JDreic1:Lng bekenc.1~ maor niet .. dan bestaat 

L ~"' ,,iT .if 

' , ' . .., ........ 
..A ..L L 

• • 

11 ·· 1 ✓- - ··;J ,Y-_ 

.'"_? · C re 1.: c [;ctr~lle11. 

H~t resultaat van de steekproef geven wij aan met de letter 

z en de verzemeling van alle dcn1<1Jare resultaten ~et Z. Met ieder 

element w ui t ...n.. corresno11deertt een t)ep~aE)lde kansverdelinc::::: p z op 
~ ~ -~ . 

Z; zolang Z eindig of aftelbBur veel elementen bevat, geeft p~ z 
dus de kans aan dat het resu.l t,1nt z optreed.t, wanneer c1e natt1ur 

de strategie w sptelt. 

L r.:i ...., t d ·"'"" ( .. c~: . t statisticus kunnen kiezen uit de beslissingen a 1, 
.. ... , S ~rr1r=-n ~1 or~m~~n d•·c•z·ci ~o 1 • 0 ~7~n1?··11·,~1iry n B1~J ~·v·oorb 0 E~·1ct·· ka~-n A bestaan "···'""" """' • v ,, . . .• ,. "- ~ ~ -..-1 ~ v '-' ,..1lo,. ~ t -', _,, • ~ . . " •-"' ') .;. ~i • _,_, , "\.,,r; , 

• • • 

u·it twee elementcn, n~melijk a 1 , goedkeuren van een 
' 

11a1~tij goederen 

het steekproef-1., 1 l i P" r; r + ··t ·1'' ., l r· -~ 1- .,., ,..., n 1 ,::;· i ~l i n r1' 't ? a n t::n a., 2 1:<:eurer1 V8n (J, € . 1 c:.i. ll -·~ t • .1\,~l,~ .. ' c:i,.1 .· C. t .. 1 .g V" t 

•·-

resultaat z kiest de stntisticus een element uit A, m.a.w. aan ie-

der steekproefresulta2t 

kan nu bepalE:n gescr1ieden. 
¾.,.,,.; 

t1e statisticus 
Hij kiest dus 

een functie a, welke bij ierl~r element z uit Z een bepaald element 

C~t z 1 · t Ht is ~~el ~.·.·.,.oed mo~.~eli!,k dat de functie d u i t A a E1 n \\1 . J s . . e ·. .. (_. ... 

voor verschilJ.enc1e eleme1·1ten uj~t Z hetzel!~cJe elernent uit J\ aan~, .. 

De verzameling van functies a wa2ruit d~ stat1sticus kan kiezen 
""' ~ ~ "~ · - rw ... ; ! ~ t'i "'~ · 1~~ ff'P•, · - ;,,,. ·• ·; , .. t \f .•• """."· ·. _; ... :- /,. _ , .. ~--.-. _t;i:~-



de ingevoerde grootheden bestaan, schematisch aangegev~n. 

wE....O.. ... :,,. kansverde ling p z 
(0 

z E Z - M ~ • a€ A 

figuur 4 

op Z 

Het verband tussen .n...., Z, Den A 
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Het verlies dat mtn lijdt indien w juist is en de beslissing 

8 wordt genomenJ noemen wij L ~,a, de verliesfunctie. In de plaats 

van L ~,a schrijft men oak wel L ~,dz om het verband tusaen het 

verlies en de gekozen beslissingsfunctie d 'tot uitdrukking te bren

gen. De verliesverwachting voor de statisticus bij de strateg1e w 
van de natuur en de beslissingsfunctie d noemt men de ris1cofunctie 

w,d; hisrvoor geldt 

• ptu z • 20) 
z 

Vergelijken wij nu dit spel tegen de natuur met het gewone 

strategische spel, dan zien wij dat de ruimte X vervangen is door 

de ruimte,.o: van de onbekende parameterwaarden en de ruimte Y door 

de ruimte D von beslissingsfuncties, waaruit de statist1cus ken 
• 

kiezen. De functie M x,y die d8 winst voor de eerste en dus het 

verlies v~or d8 t,1eede speler aangeeft is overgegaan in de functie 
p 

• 

\
' G.) rt ' ... -

r ziJn dus ruiMttn van zuivere strategie~n. 

l1itr ln t:ef;enstelling tot l\11 x,y · toch de 

vc:)r~1 v2n een verwachtinc nann~emt, komt doordat een zuivere strate

gie v2n de natuur een kansverdeling veer het steekproefresultaat z 
\rastle,:t • ... } 

Ter illustretie 

middel van een steekpro~f vc:n 

bezitten. Het 3nnt2l dcfect1€vcn 111 de steekproef kan O, 1, .•• ,N 

is 

l 
I ( 21 .. 

men kan kiezen is b.v. 
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men neemt dan als schatting van de fractie defectieven in de partij 

de fractie, die men in de steekproef heeft gevonden. Ben andere be-

slissingsfunctie, clie 

z 

d z 
1 

men zou kunnen kiezen " 1S 

z-1 
N 

0 

voor 

voor z 0 • 

men lijdt is • Is bovendien gegevEn 

met het kwadraat van 
dat 

het 

het verlies, c1at 

versc.hil tussen de 

evenredig 

geschatte en de werke-

lijke fractie def8ctieven in de ~artij, dan is 

en de risicofunctie dus 
N 

w,d L t.v ., d 
z ... .,.o 

N 

z 

2 

N 
k u) 

ii! ; ' 

z 0 

z 
N 

2 N 
z 

23 

1-~ N-z 

k 2 N z l\J- z k kLv 
z-w:t-1 1-u) Nw 1-w 1-tu (..i.) 'l!l'F',11 

1r, '" 

1'J z z ., .. o 1'J 

Wij hebben hier bij het opstellen van de risicofunctie geen 
reker1ing gehouden met 

n"'t l_1 l 

de koste11, 

,1uis t, 
verbonden zijn aan 

wanneer de omvang van de 
het doen 

steek-
...... r--i -- . -. ..f·• 
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tot spelen " waar1.n bt:langen -~ van dt2 spe lers diametraal ling 

over 

tot 

niet 

elkaar staan., is 

de 

dit critErium hier niet zo goed en kan 

tegen

het 

men 

rr10-

zeer 

kan 

merlfwaarcl.ige conse que11t its leiden. Dit komt doordat 

aannemen dat c1e natuur tracht de statisticus zoveel 

gelijk afbreuk te doen , bij minim2xstrategie de beslis-
.. sing gebaseerd ongunstige 

voorbeeld kan dit verduidelijken. 

wordt op 

ter,AJ ~J. j l 

de meest 

Een 

van de natuur. 
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is en ~ lu 
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Behclve het minimax- en het ·sayes-criterium zijn er nog andere 
' 

beslissingscriteria voorgesteld. Een cr1ter1um dat in alle opztob-: 
. .. . ' 

,. ,. 

' , . - I , • ' . -, • ; 

ten bEvredigend is werd tot nu toe niet gevonden .. Voor ,ee,n verdeS'e', 
. . . . . ' ., . ' . . ' 

' ,, . . ; . . . . ~·. ,, ·,, 

bes pre king van di t prob leem verwijz6n wij naar het l;,~•:lt (lamttf'.,},;ll\~i,,,:, 
. ,, ·, '_,,,,,, . •'<· . ,,•'·•-•;·._,.,.11,···· -,.,.·--1,,-.1,. 
. , .. .-- ,.· ~': __ ,._.-·,•:_···. ,," .. _ -·; . ' . . .. · / ·,;--:·_./'::,:./';:,.; . .-.::;:-,'. ... : .. _,c:;'}',>j-_-}•;/:;·_-~-~~\i,: 

•/•·,.l: f•··- _ ..... ,. - ' . ' -. ,<· •-.·•,.-I,,\;«•:,,.· .;,-,,, •---,-'h,-,,·1•,(: 

Decision door R .D 6 LUCE and H. RAIFFA . 1957 ', ep:S"~fa,e 11 hootdfl'.tu:::::,i':'.'~p~: 
XIII. 
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rie is nog allerm1nst afgesloten. Voor het verband met en de toel)l8• 1

:
1 . . . . . . 

' . . ' . . '• .0 ~ 
.. ' . ' ' . ' . '' . ' '. ·_ ' ' 

singen bij de statistische theor1e en de stetiatische meth,oden, v,er- · ....... • 
. ' ' . ·., 

wijzen wij naar Theory of Games and Statistical I)ec:t.•1opa d•oor D-, 
' . . . .. ' . 

: '. ' ' ' ' .. ' ·. . 
l • , ' ,• 

BLACKWELL en M.A. GIRSHICK ··. 1954 •.··· • Vo·o:r dtt t,oepeeai , . :&,.ge,11 ''lcbede,n 
,' ' '. ' .. ' ., ',' . •· ·,,, ' ., . ,,., ' .. , . 

. ' .. · . . . ' . 

' 

in de sociale en economisohe 1,1etenscneppen z1j nogmaala ver1taz:en · 
' 

naar het boek van LUCE e'n R,AIFFA. . .. 


