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1 o Inleidin,~., ·-
Gaandeweg is de wiskunde als hulpwetenschap doorgedrongen in 

,,elerlei von wetenschap en practijk, gedeeltelijk is het 

oroblerr1en ver-.. 
bonden~ a1.r1:ebra, 

~,,) 

pr£:1ctiscl1e 

11Jorclen als routi1'1e-

middelen cehantcerd in de natuurkunde, sterrekunde, scheepvaart­

kunde, en waar sl n1.et rneer. In de regel - en tot voor betrekke-
1 i j ir lror"')+- ".Tr .'L" •jt,f."" 1 -. r,._ [\,, I., 'if - J ¼ I ,, - - wordt de wiskunde gebruikt om problemen 

van deterministischc aard oo te lossen. De elementaire natuurkunde 
;,. 

b.v. houdt zich bezig 

omstandicl1cden 8teods OP • 

verschi1jnselen, die zich onder gelijke 

dezelfde wijze voordoen. Voor toepassing 

theorie~n bedicnt men zich dan van een wiskundig 
; t IP 

rr:odel van c~at -
dat men onderzo8kt. 

deel van de waarneembare werkelijkheid, 

is een rechte lijn b.vc de model-voor-

stclling van d3 draad van een schietlood, van een muur of van een 

schrikd~aac1; rr.,2r1 ~·rerkt rr1et [3etalwaarclen voor het gewicht of~ de 

lengte van een voori·rerp, de grootte van een kracht, de lading van 

begrippen ondubbelzinnig bepaald zijn en 

een exact bepaalbare grootte bezitten. 

DergeJ_ij:ce rnodelle1~1 ~le:iclen clan tot exact gedetert11ir1ee1,,de 

uitkomst211, l1ct~ceer1 ir1 cie t1r;actijk neerkomt op t)ertinente t1it­

s p 1,,, a k e ,n en \Joo :"l ~ p e l ,l i. rig en : 11 of) d ·.L e d r1 g z a 1 v an z o t o t z o 1 a at 

ee n zo ns ,1e1.·dt1i :-5 t cri nf; cJ pt 1,..eden '' 1 
11 de omtrek van cie aard-aequat or 

uitspraken slechts 
een t,epr::rlcte precisiP - v1aar1 rnen zicr1 ooi<: v,el 11ar·1 bevvust is -

c'i e z e i.
1 o 1 d, o e rJ. cl e i s ,\,, o or· r1 e t do e 1 , ~1 c, a r'l o p he t o n de r z o e k 

z~jn de uitspraken in hun deterministische vorm bruik-

Vele vcrschijnselen echter laten zich niet - of althans niet 

in v o 1 doe lJ , 11 ?. rr1 Gt c - j~ 11 e en c1 er') f; e 11. j l{ mode 1 v a 11g en .. De t e rm in is t is c 11 e 

r·.1ethoden leid-~n tot r~ec1etailleerde voorspellingen en vele zaken 

laten zich niet - of althans nog niet - in detail voorspellen. 

Voorbeelden hiervnn zijn: 

1. liet weer van morgen of, in sterkere mate, van volgende week . 

2. Het aantal verk2ersongelukken in Amsterdam gedurende de eerst-

3. De wachttijd vGn een auto bij de Hembrugpont. 



4 • 

5 .~ 

• 

leve?1sciuu1~ var·1 eer1 rnachine-onderdeel~ 
eer1 

6. 

7~ 
8. tfet r,., i·· i f'" e I" " 1 n .,,•oJ i·1 

_, V . V .,J\.. meetkunde van een examinandus, 
enz. 

Hoewel d1.t Si:)ort '1 on;~el,cere 1
' ·ve1··,sct1ijnselen zicr1 niet in 

detail laat voorspellen, 

het duister. Indien n1en voorspelt, dat het mogen zal regenen, 

heeft men in Nederland vaak - ziJ het r1iet altijd - gelijk en 

zal va11claag. ' di i .. 1 • d 1, ~n. en men 0escniKt over e ongeva ien-

statistieken van vorige jare11 kan rnen een goede slag slaan naar 

het aantal ongelukke11 in de niet te verre toekomst. Onderzoe­

kingen omtrer1t de v1e1"')~{2~aamr·1ei.(j var1 een ger1eesn1idcJel ver~scha1,fen 

een globale indruk rnaar of het in een bepaald geval zal 
helpen of niet kan rnen t~1iet rnt?:t zeker:~!1eid vt1orspel:ler1. 

De statistiek t1oudt zich bezig met dit soort onzekere ver­

s c h :i. j rts e le r1 II He t i. s de t·v e t: ens c: h ,:1 p van he t 1
' hoe v a a k 1' a 1 s de 

"? r a a g 
1 1 

-v1 a r111 t3 e r 1
' n i e t t<: a n 1tv o 1·· cl t2 n b e a 11. t v Jo or d .. Z o k a r1 me n b . v • b 1 ~J 

een reeks worpen 1net een dobbelsteen niet voorspellen bij welke 

worpen een 6 zal optreden, maar wel bij goede benadering hoe 

vaak dit in een lange reel{s zal gebeuren@ Onvoorspelbaarheid in 

detail irr1pliceert nog niet onvoorspelbaarheid in het groot. Dit 
is het fundamentele 
gebaseerc] is .. 

exr)erJ. me r1 te 1.e felt, waarop de statistiek 

Het toerJassingsgebled van de wiskunde is door het ontwikkelen 

van wiskundige metl1oden voor de behandeling van onzekere verschijn­

selen zeer aanzienlijk uitgebreid~ Om slechts enkele gebieden te 

noemen waar de statistiek een belangrijk hulpmiddel is gebleken: 

biologie, medicijnen, landbouw, industrie, geodesie, astronomie, 
verze ke1,, i ng, • econorr11e, sociolo~ie bevolking)sleer strateg-ie en ~.) , , 
kernpr1ys i ("'! a . 

Het is duidelijk, dat men in detail onvoorspelbare verschijn­

selen -r1iet in een deterministiscl1 model kan vanger1. De statistiek 

bedient zich dan ook vaatc van modellen, waarin de onzekerheid een 

essenti~el element is, nl. van dat deel van de zuivere wiskunde, 



dat de 

en dat een onderdeel van de maat-theorie is~ Het essenti~le 

rnen bij toepassing van de afziet van de els, dat iedere 

uitspraak of "'voor~spel]*ing juist is - iets ,,.1at n1e1·1 bij ''klassie\,{e 11 

methoden weliswaar evenmin bereikt, maar waarop deze methoden 

toch gericht zijn -, maar dat men tevreden ls als dit in de regel, 

b.v. in 95% of 99% van de gevallen, waarin men statistiek toepast, 

het geval is~ De c)r1zek:err1eid. ,,an de menselijlce t{ennis V"Jordt in de 

statistiek erkend, opgenornen en gekwantificeerd. 

Verdere uitwerking van deze grondgedachte vindt plaats in 

volgende paragrafen en hoofdstukken. Ter illustratie geven wij 

hieronder enkele voorbeelden van problemen, die met behulp van 

statistische methoden onderzocht kunnen warden. Bij ieder van 

deze problemen zal, zoals eigenlijk vanzelf spreekt, de statis­

tische analyse van het probleem gebaseerd moeten warden op waar­

nemingen, die de meestal numerieke gegevens voor de berekeningen 
moeter1 lever1en. 

1. Bij het ontwikkelen van een n1ethode voor het doen van 

weersvoorspellingen is statistische analyse van grate hoeveel­

heden waarnemingsmateriaal een belangrijk hulpmiddel. 

2. Het werk van de Delta-commissie ter bepaling van de hoogte 

van dijken, die nodig zijn om in de toekomst de kans op overstro­

mingen zeer gering te rr1aken, bertist voor een deel op statistische 

analyse van de hoogwaterstanden, die in het verleden waargenomen 
zijt1~ 

J. Voor het onderzoeken van de al of niet werkzaamheid van 

een geneesmiddel en bij het vergelijken van twee of r11eer genees­

middelen zijn experimenten nodig, waarvan de uitkomsten statis­

tisch geanaliseerd dienen te warden~ 

40 Hetzelfde geldt voor talrijke vraagstukken uit de 

industrie, zeals het onderzoek naor de factoren die een productie­
proces of de verkoop van een artikel be!nvloeden. 

5. Landbouwkundig onderzoek van de invloed van factoren, 

zoals grondbewerking, bemesting en varieteit op de opbrengst van 

een akker berusten tegenwoordig vrijwel steeds op statistische 

methoden, waarbij vooral oak aandacht wordt besteed aan een doel-
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treffende opzet der - gewoonlijk zeer tijdrovende - experimenten. 

Hoewel nag vele andere voorbeelden genoemd zouden kunnen 

warden - van de walvisvangst tot het breken van garen in de 

textielindustrie, van de maximum snelheid van bromfietsen tot het 

schatten van de ouderdom van aardlagen - volstaan wij hier met 

de bovenstaande. 

Tot slot van deze inleiding merken wij nog slechts op, dat 

de eerste stap van de statistische verwerking van waarnemings­
materiaal gewoonlijk bestaat uit het maken van overzichtelijke 

samenvattingen \ran di t rnateric:1al in de vorrr1 van tabellen en 

grafieken en in het globaal karakteriseren van de waarnemingen 

in de vorm van kengetallen zoals gemiddelden en standaardaf­

wijkir1gen :, iets dat vooral bij ornvangrijk waarnemingsmateriaal 

reeds van grate betekenis kan zijn. Bij de bevolkingsstatistiek 

b.v. vormt dit beschriJvende statistische werk het grootste deel 
'Ill 11• 4 iii C ,,:1 ) ii r.: I tJ L 414 

van de statistische werkzaamheid. De techniek van het verzamelen 

van gegevens door middel van enqu&tes - ter wille van een enorme 

tijdsbesparing - neemt daarbij de plaats in van de techniek van 

het opzetten van experimenten op gebieden als landbouw, biologie 

en industrie. Voor beide technieken zijn aparte onderdelen van de 

statistische theorie ontwikkeld. 
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boek met t~;_lr~Ljke uitgewerkte voorbeelden en vraag­

stul<ken ® 

~Jiskundi-e leerboeken en handboeken 

t/1. G • Advanced theory of statistics, I, c® l1riffin 

and Co, London 1948 

Mathematical rnethods 

sity P1~ess, 

een tJ.lterst belangrijk handboek . 

of statistics, Princeton Univer-
.. I' 

een der belangrijkste 

boeken over mathematische stat1stiek. 

2. Het, expe;rimentele func1ament ,,an de statistie\{. 
~· ibil I I 1•111aa: Pl IZ; Jj I ,rp I'. n 7 $ ■ •• IIZJ ,... $5;1 4 q 11 p Ill flt P!llj t IIJtV• _ Flit 

Het experimentele fundament van de statistiek is tot op 

zekere hoogte hetzelfde als dat van het dobbelspel: hoewel men 

bij een warp met een dobbelsteen niet kan voorspellen wat de uit­

komst zal zijn, weet men, dat in een lange reeks worpen met een 

zorgvuldig gemaakte do.bbelsteen alle 6 mogelijke uitkomsten onge­

veer even vaa\< voorkomen. Men is gewend dit feit in het kart 

uit te drukken door te zeggen, dat alle 6 mogelijke uitkomsten 

dezelfde kans bezitten~ Op grand van deze experimenteel vast-

gestelde gelijki1aarcligl1eid der 6 rnogelijke uitkot11sten kan men 

dan langs volkomen elementaire weg van allerlei dobbelspelen de 
\.., ... ~ 

eigenschappen ber1 el<ener1, ·b .. ,, o: z.::11 r1et vaker, even vaal-c of minder 

vaak gelukken in 4 worpen met ~~11 dobbelsteen minstens ~~nmaal 

6 te werpen dan in 24 worpen met twee dobbelstenen dubbel 6? 
Dit soort van vraagstukken heeft in de 17e eeuw in F'rankrijk 

geleid tot het ontstaan van de waarschljnlijkheidsrekening 

Een soortgelijke regelmaat 

echter ook op Bndere terrei11en. 

A. QUETF~Itl~'r 1827) t1ebben reeds 

PASCAL en FERMAT, de wiskundigen . 

als bij geluksspelen vindt men 

F@W.J& SUSSKIND 1746 en 

gewezen op het merkwaardige ver-

schijnsel, dat de frequentie per jaar per 1000 inwoners van 

geboorte, sterfte er1 huwelijk, van 1noord en andere misdaden on 

ook van andere maatschappelijke verschijnselen vrij nauwkeurig 

constant blijft in de tijd, zolang er althans geen veranderingen 

in de maatschappelijke toestanden optreden. Toch kan men door­

gaans van de mensen individueel niet voorspellen of ze binnen 

een jaar zullen sterven, een moord zullen begaan, etc. Men noemt 

het besc hreven vers chi j nse 1 de ~-x:eeri~~n.~e ~-~- ,,.~~.~- ,,,~~-!,,_ .S.r<?~.~~ .a,?n-
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t a 11 e r1 " E e t1 i e t s n a u \1-J l< e 1, _,1 r .. , l tr: f:, r· e 4·• r) ,,,. m, , ,u ·•1 e~. r ·i Y'lg.· ➔ ~ a"' e· ·, , c· 1 ,r,p, e n ,4 e . , .. ,. , "" . l.. ,,,,, .,1,. , • . • . ....., i. 1. ",~ .i.. .., _, V .~> <t':> -..l ., 

L~at i; een experirnent voorntellen, dat een aantal N malen 

wordt herl1aald. Laat S ~~n willekeurige der mogelijke uitkom-

sten van E voorstellen rr1El len, dat ~; bij de .rJ 

uitvoeringen van E, inderdaad optreedt. Dan wordt 
·"' . 

in deze reeks experimenten genoemd. 

Verricht men verschillende van deze reeksen van experimenten, met 

dezelfde E, Sen N, dan zullen in de regel verschillende waarden 
fan fq S gevonden warden~ De experimentele wet van de grate aan­

tallen zegt nu, dat voor een grate klasse van experimenten E 

geldt, dat deze verschillen tussen de voor fq S gevonden waarden 

voor grate waarden van N zeer klein warden. 

I)e ter'rn r'experirne11t' 1 vatte roen hierbij zeer1 ruim op. Bij de 

bovensta2nde voorbeelden valt daar niet alleen een worp met een 

dobbelsteen ender, maar ook het verrichten van een waarneming, 

b.vo betrekking hebbet1de op het al C)f niet in leven zijn van een 

bepaalde persoon op een bepaalde datum. 

De kansrekening en de statistiek houden zich nu bezig met 

al die verschijnselen, waarvoor de experimentele wet der grote 

aantallen geldt of geacht wordt te gelden. De \cansrekening is de 

zuiver wiskundige kern, die 

veriflcatie op axiomatische 

las van problemen van 

wi jze 1rJ01')d t opgebou~1d 

' " toepassing en 
en de statistiek 

houdt zich bezig met het opbouwen van begrippen en theorie~n, die 

de brug moeten slaan tussen de practische problemen en deze 

theorie .. 

£en practisch voorbeeld van da experimentele wet der grate 

aantallen vindt men in de onderstaande tabellen, die betrekking 

hebben op het geslacht van in 1954 in 6 wijken van Amsterdam 

geboren kinderen. 

De fqn der jongensgeboorten vertonen ir1 tabel I reeds onge­

veer dezelfde orde van grootte, ter~wijl het fq, dat het meest 

van de overige afwijkt, optreedt bij een klei11e waarde van N~ 

Vergroten wij de waarden van N nu door de wijken achtereenvolgens 

bij elkaar te nemen, dan warden de verschillen reeds var1af de 

t~~~1~-~egel veel geringer. Dit is in tabel II gedaane 

afkorting: fq, meervoud: fqn; notatie fq S . 
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Tabel r:r 

I 
i 
! 

I 
I 

o,4<.) I 

0 53--, -~ 

Aantallen {·ton· e11s- en rr1eis,jesgeboor·ten 

in 6 wijken in Amsterdam cumulatief 
11111• I r rc1it1; ,.,.,,.,, dl7711 :a., •• , IIT10I 111r I id 1rt 1111 IIIU: • .z ... , P •• I 1151::t sn:r Ill.UIS l 

I aantal geborener1 
' . 

-""'"" f t It I~ I !ti tit,,,___.._ 

.c, 
1. q ,jongens 

l jor1gens meisjes totaal 

! (), 40 

304 -'2 ,-, ,,.,, 62~7 l o, 52 c;" ) I ¢1'} . ,.,_~ .,,,,,, 

i·- , C I - r-:,' /"' 1176 o, 51 O() I '.) (" t) " , 
' 

62'5 - 6(; 'i -~ 
" 

<:)Cj6 892 ,·1 (?98 0,50 
~ 

' 

' 

I 

6 974 1 t 95~3 ""19 t) ,_ (), 5--1 ITl c_ f 
L 

I 

; f JIIC. ..... -~ .. 

Hierbij valt nog op te merken, dat de fqn, die in de tabel­

len slect·1ts in tv1ee decimaler1 zij11 opgegeven., "y\Je-1. ''natiwkeuriger 11 

berekend l<unnen woI·11 den_, doch dat l1et - juist vanlA1ege de statis­

tische variabiliteit - zinloos ls dit te doen. Tegen deze regel, 

die betrekking heeft op alle verschijnselen, die statistische 

variabiliteit vertonen, wordt nogal eens gezondigd, waardoor da~ 

een onverantwoorde suggestie van precisie ontstaat. 
In aansluiting hierop doet zich de vraag voor, of wij het 

fq, verkregen uit alle gegevens tezamen, eigenlijlc niet op 0,5 

af zouden moeten ronden, d~w.z~ of de tweede decimaal in dit 
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dat ei~ 1 r1 l·\ n1s t er'} cl cl r11 ;:) \r f3 t e r11,31:; :1 s c,: r1 rne er, ,i c:.) n,i;e r1f3 d a r1 r·ne is J, es ge bore n 
al .J t:b ""' 

().f 

ay T t ' h "'"• t ' d t f ! .L. ' .. !/ ' I' 'v raag . rnen zic · r1u a.t ., t'icl .· rr1et1 r11e t re ·er)111en · sys Let11£:t1:iscn en 

'
1 toevallig'1 bedoelt~, dan 1{a.r1 t1et ant'vJOcJJ~d l1ier<)J;) als volgt lui­

den. Indien niet alleen in het onderzochte jaar, maar oak in 

voorafgaande en volgende 

meisjes geboren vJorden, 

jaren bijna altijd meer 

van een systematische afwij­
ki z1g van O, 5 () ., ook voorspellen, dater 

in een komend jaar meer at :, 

rr1e 1 s Jes geboren zullen warden 

en die voorspelling zal dan in de regel uitkomen. Is dit niet zo, 

dus is er geen systematiscl1 verschil tussen het aantal jongens­

en meisjesgeboorten, dan noemt men de gevonden afwijking van 

0,50 een toevallige afwiJking. Een nadere precisering van deze, 

ook in bovenstaande terr1·1in()logie r1og 'Jerre ,1an exacte, 1,orn1ule­

rir1g, benevens de ontwikkeling van methoden, om op grand van 

gegevens van de in de tabellen I en II vermelde aard ult te maken 

in welk geval men verkeert, is nu juist de taak van de statistiek. 

DaarbiJ wordt dan gebruik gernaakt van een exact mathematisch 
mnde 1 
11 • .._ · .L, dat een vereenvoudiging en schematisering van het onder-

z o ch t e Pl"C) bl e e rr1 j_ r1l1oucl t e r1 ·r.,\i ci ar i I'l ✓~ov,Je 1 v oor de 11 toe\r311 iffe '' 

a 1 s 11 o or de '1 s ys t e rn a t i s (2 11 e r' ,; e 1:1 s ,:; h :1_ 11 e n ex a c t e beg 1:· i pf) e n i1 or den 

l"' n. "''t e ' 1 0 € r d 1r T re ·~ r1 ()" e ,.,, () r·n e r1 '( l e r a l'"' 1,-. i } ] e "l', E'::> v " , , a ,,,. c:, i l 1 , • " u ,, 1 1 ..,._ _ • J. ., zoals hier het verschil tussen 

delen, nl. een systematisch 
dergel1jk model gesplitst in twee 

en een toevallig de statistische 
v a kt e rm i s 11 s t o c t1 as t 1 s c ·r1 '

1 v e r·, s c r1 i. l , t e ri1 :L j 1 d an o 1) gr o 11. d v an de 

gevonden aantallen getoetst kan warden of het systematische deel 

1 ·1 • ht we _._1c!i gelijk aan C is. Tevens warden de voorspelli11gsmogelijk-

heden uitgewerkt en gepreciseerd. 

Statistiek en kansrekening houder1 zich, zoals in het vooraf­

gaande betoogd is, in de eerste plaats bezig met fqn en het is 

dan ook van belang enkele eenvoudige eigenschappen van fqn af te 

leiden, die verderop van fundamentele betekenis zullen blijken 

te zijn~ 
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Een tweede toepassing van de bovenvermelde stellingeR wordt 

in het begin van de volgende par·agraaf t;egeven. 

Het kansbegrip is oorspronkelijk oz1tw1kkeld naar aanleiding 
"I 1 t t 11 1 11 ' · 1 1 , t d- t b 1 1 van proo emen om re11. -21.1 '\Jere K,1r1sspe et1, zoa s r-1e , o) e spe 

mits gespeeld rnet 1'zuiver,e 11 dobbelste1:·1en ti Als algemene beochr•ij­

ving van ~~n enkele maal spelen met een dergelijk spel kan het 

volger1de gel(]en: er z•ijr·1 r1 rriogeli~:]ke ''elementair~e 11 lli.tkomsten 

moet optreden e11 het spel is 

symmetrisch, d.w.z. hoewel de betekenis der 
van het spel voor versct1ill.ende i sterk kan verschillen, verandert 

het spel niet van eigenschappen, indien j_n de verlies- en winst­

regels de uitkomsten A1,Ar,, $ •• ,A_ aan een willekeurige permutatie 
L Tl 

onderwor,.pen ~1orde11.., Die: is da11 een gevolg van l1et f .. e:it, dat 

A1 ,A2 , ... ,An in principe alle even vaak optreden. Oorspronkelijk 

rr1ogelic.ik' 1 zijn. 

De voor deze situatie door LAPLACl~ gegeven definitie van een 

kans 1s nu: 
" De kans op een gebeurte11is Sis gelijk aan het quoti~nt van 

het aantal elementaire mogelijkheden, waarbij S gerealiseerd 

wordt en het totale aantal mogelljkheden. 
Zo is b @j V. bi j een WOl1 lJ met eer1 ll z1.1i ,;ere ti dobbe ls teen de 

kens op het werpen van een even aantal cJgen gelijk aan 3 6; de 

kans op het tx~ekken vt,n ee11 sc~r1opr)er1t{aar1 t uit ee·1·1 
11 gc)ed geschud*' 

kaartspel is 13 52 = 14; algemeen: de kans op leder der elemen-

Deze definitle heeft twee bezwareno In de eerste plaats is 

hij kenneli jk c irculair zolang men geen defini t i.e van tt ge li jke 11 jk 
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moge li jk11 gee ft en de bc)ven verme lde eis van symmetrie is zonder 

verdere uitwerking te vaag, om daartoe voldoende geacht te war­

den. Oak physische eisen van symmetrie zijn niet voldoendeo 

Fabriceert men b.vo een zo zuiver mogelijk symmetrische munt van 

zeer homogeen materiaal., doch legt 1nen deze tel kens met 11 kruis 
11 

boven op tafel,.9 dan kan men desgewenst de munt 11 zuiver't noemen, 

maar het zo uitgevoerde 1tkruis- of munt' t -spel zeker niet o Men 

zal dus ook aan de wijze van werpen eisen moeten stellen, om tot 

een 11 zui ver 11 spe 1 te komen en het is niet zo eenvoud ig de ze e isen 

te formulereno 
Een tweede bezwaar is de beperktheid van de definitie van 

LAPLACE. In lang niet alle situaties, waarop de statistiek van 

toepassing is, laten zich gelijkwaardige mogelijkheden aanwijzen, 

op grand waarvan de kans op een bepaalde gebeurtenis uitgerekend 

kan worden. VON MISES demonstreert di t aan het be grip 11 sterfte­

kans 1' : wat zi jn daarbi j de moge li jkhedenJ waaraan men ge 1 i jke 

kansen toe kan kennen? Hetzelfde doet zich trouwens reeds voor 

bij worpen met een 11 valse 1
' dobbelsteen of munt, b Dv c een punaise o 

Wij zullen verderop zien, hoe deze bezwaren opgeheven kunnen 

warden. 

Beschouwen wij voorlopig nog even de definitie van LAPLACE, 

dan is het verband met de stellingen over fqnJ die in de vorige 

x,aragraaf gegeven zi jn., duide 1 i jk D Een verz ame 1 ing ~Av an n ele-

· l l 

gevoegd, is nu een wiskundig model van een uitvoering van het 

spel en de fqn op zijn precies de boven gedefinieerde kansen. 

In 

de elementen van/\~ beschouwd wordenc 

1:lij kunnen nu dan ook de in het begin va11. paragraaf 2 ge­

stelde vraag trachten te beantwoorden met behulp van een stelling 

uit paragraaf 3. Deze vraag luidde als volgt O 

11 \··.rat zal vaker ge-

lukken: met 4 worpen van een dobbelsteen minstens eenmaal 6 te 

werpen 6f met 24 worpen met twee dobbelstenen minstens ~~nmaal 
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Dit zijn dus tevens de kansen volgens LAPLACE en indien men 

ervan uitgaat, dat bij vele malen herhalen van de spelen voor 

ieder daarvan alle elementaire gebeurtenissen ongeveer even 

vaak zullen optreden, dan geven deze kansen aan, hoe 

zullen treedt dan dus vaker dan in de 

helft der gevallen 

Men kan nu verschillende wegen volgen, om deze opzet der 

kansrekening tot een goed gefundeerde theorie uit te breiden. 

Wij beperken ons tot een van deze wegen, namelijk de axiomatische 

op,z_~_t van de theorie ~ Deze is tegenwoordig de meest gebruikelijke., 

mede vanwege de eenvoudige wijze, waarop langs deze weg exactheid 

kan warden bereikte 

Bij de axiomatische opzet van de kansrekening laat men de 

gelijkwaardigheid van mogelijkheden - die de principiele moeilijk­

heid vormt bij de definitie van LAPLACE - valleno Overigens is 

de opzet vrijwel analoog aan die van een regelrechte fqn-rekening, 

op ~~n belangrijk verschil nao Indien men nlo wil werken met waar­

genomen fqn, moet men rekening houden met hun variabiliteit, 

waardoor te lkens in a lle f ormuleri ngen het \--Joo rd '' ongeveer 11 in­

sluipt. De r1elatie ,ris ongeveer gelijk aan 1
' notatie~~ is ech-

6 6 . 
ter niet transitief 10 ~ 10 -1 ~ 0 0. ~1 , hetgeen het rekenen ZEi:tr 

bemoeilijkt. 

Anderzijds hebben fqn in lange reeksen waarnemingen een 

neiging tot stabiliteit experimentele wet der grote aantallen 

en de kansrekening verdisconteert dit feit - daarbij tegelijker­

tijd bovengenoemde moeilijkheid oplossend - door aan de gebeurte­

nisJ waarvan het fq beschouwd wordt, een in de regel onbekend, 

maar constant getal toe te voegenJ dat de kans op of waar-

~ .. ~0.~ .. j~.+. .. tJ.½:heid van die gebeurtenis heet. Deze kans is een wis­

kundig analogon van het in een lange reeks waarnemingen optredende 

fq, waarbij - in eerste instantie - van de onzekerheid van het fq 

afgezien is. Later blijkt, dat in het kansmodel het fq als zodanig, 

met zijn statistische fluctuatiesJ op natuurlijke wijze weer inge­

voerd kan warden. Het kansbegrip wordt vastgelegd door axioma 1s, 

niet door een definitie. 

Bi j he t be grip kans heeft men dus in gedachte de 1' cons t ante 
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4;1 Axioma III. P Sl 
. J 

Axioma IV. F 1SvU } -
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voor iedere beschouwde eventuali­

tei t S • 

als geen element va11 I •-, het ken-

merk S bezi t. 
als ieder element van I 
merk S bezi t. 

·• 

+ p u - p SAU 
-

het ken-

voor ieder 

paar SJU van beschouwde eventuali­

teiten .. 

De axioma's II en III warden ook vaak als volgt uitgedrukt: 

PS = 0 als S onmogelijk is; PS ~ als S zeker is. 

Het hier gegever1 axiomastelse 1 kan door; het volgende, eenvou­

digere stelsel vervangen warden: 

.Axioma rr 

4;1' Axion1a III r 
I 
I 

I 

voor iedere beschouwde ever1tuali­

tei t So 

P [s -- ~ als ieder" element van 1 het ken-

merl{ S bezit. 
- -

I A . I x1on1a P SvTJ 
!.. 

-- P S + P U voor ieder1 paar eventua-
'- ·-· - _, 

li teiten., dat elkaar uj_tslui t" 

Uit de axiomats I 1 , IIIt en IV' kunnen de in de axioma's I 

t m IV genoemde eigenschappen warden afgeleid, zodat het voor de 

kansrekening geen verschil maakt, of men uitgaat van het stelsel 

4;1 , dan wel van het stelsel 4;1t . Op grand van symmetrie­

overwegingen en het feit, dat het stelsel 4;1 iets meer aan­

spreekt, wordt hier van dit stelsel uitgegaano 

De op grand van de eigenschapp.en 3;3 voor onvoorwaardelijke 

fqn afgeleide stellingen gelden nu oak voor kansen, daar bij de 

bewijzen in paragraaf 3 geen gebruik werd gemaakt van 3;3;II 

en 3;3;III J maar slechts van 3;3r;II en 3jJ';III, die 

overeenkomen met 4;1;II en 4;1;III 0 

Een van de stellingen stelling 3;2 luidt dan: 
Vormen de eventualiteiten 1 ~ 0 

. 

een exclusief 

systeem, dan geldt 
k 

4;2 l p • -- • 

t ' l • - I :::.: I • -
I= t 

• 



Deze eigenschap geldt voor iedere eindige k. Als 5e axioms 

wordt nu de overeenkomstige eigenschap voor or1eindige exclusieve 

systemen genomen: 

Axioma V: 

Vorroen s 1,s2 , ... een oneindig 
r_, " 

exclt1sie.f systeem <JP \ , dan 

geldt: 

4;3 

Het axiomasysteem is nu volledig~ Een 

eventualiteiten met bijbehorende kansen, die aan deze rij axioma 1 s 

voldoen, wordt een kansveld of waarsch11nl1 kheidsveld genoemd. 

Wij gaan nu over tot de invoering van voorwaardelijke kansen. 
· UR&IFi:11 JPcSI 77 RQ.ql•41Jllll I 1' CI I I b I di I 

De definitie daarvan is analoog aan 3;4 : de voorwaardelijke kana, 

S onder voorwaarde van het optreden 
t.. ' 

.- '"9 

van de eventualiteit T, die een kans PIT >0 bezit, wordt gedefini-
l. 

eerd door 

Het is nu niet zonder meer duidelijk, dat de axioma's ook 

gelden voor voorwaardelijke kansen. Bij fqn volgde dit direct 

uit definitie 3;2, maar nu moeten wij deze eigenschappen be­

wijzen. Is dit gebeurd, dan gelden ook alle in hoofdstuk 3 afge­

leide stellingen voor voorwaardelijke kansen. 

4 5 .. . . . 

J .. 

I. 

~II. 

is, geldt: 

voor iedere eventualiteit S. 

als geen der elementen van t, die het 

kenmerk T bezitten, oak S bezit . 
III. P S 

L. 

., 
TJ :: 1 als ieder element, dat het 

bezit ook S bezit. 

kenmerk T 

Di. P ISv U T. L . -
p _, 

' ..... 

. voori ieder 
00 '-I . .. -.o . r , . 1· · --- c · ~-. " ~ . ,J "' . 

j~..;:j i m $ 

exclusief 

paar kenmerken Sen U. 

als s 1 ,s2 , .•. een oneindig 

systeem vormen voor de elemen-

ten, waarvoor eventualiteit T optreedt. 
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I Volgens stelling 3;5 geldt 

II 

III 

IV 

V 

-

4;6 

dus 
• 

P S Al ~ P \ , 

P[T] 
Teller en noemer zijn verder beide niet negatief. 

Als geen der 

axioma II: P 

elementen van zowel T als S bezit, is volgens 

o . .... 

Als ieder element, 

axi·oma II: P T "S 

dat T bezit, 

0. Uit PT 

ook S bezit, 

p TAS + p 

p T 

= p s AT + p 

p :: VU 

P[SA"T' 
= 

-

P[UAT] 
p [TJ 

-
P[(5vU)/\ T] 

P[T] 

1-'I s T +P l)T-PSAUT . ... 

is volgens 
-T"S volgt dan 

systeem vormen voor de elementen 

waarbij T optreedt, dan is 

00 
ca 

00 iv c .$ i AT) p ¥i S; I\ T p p i I T \I • - -
I ' "Q 1r 

... .1 .. 

P[T • p [ T-·1.:.:J -

m 
L p Si AT 
• 
I ""' f 

p [T] I -::::: I 

Tenslotte voeren wij nog het begrip stochastische onafhanke­

li kheid in. De eventualiteit Sis per definitie stochastisch 

onafhankelijk van de eventualiteit TJ als 
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4;7 PST 
L.. 

P5. 

Volgens definitie 4;4 is dan 

4-; 8 .... ==PS.Pt, ... 

zodat dan ook geldt: 

4;9) I--"'", T ~ =PT . 

De relatie van stochastische onafhankelijkheid is dus weder­

kerig. Tevens geldtJ als Sen T stochastisch onafhankelijk zijn: 
·-

p S T = P 5 T~ == P t) , 
4; 10 

P $ T = P ST -·P 5] 

en analoog met verwisseling van Sen To Het bewijs van deze 

eigenschappen en van de hieronder volgende laten wij aan de 

lezer over. 

4;11 

4;12 

als S-->T d.wQz. als ST impliceert , dan is PS o::::.:p T 

en F[S~T =PS, P[SvT- - PT, 

is PS - 1, dan is iedere T stochastisch onafhanlcelijk 
van S. 

Stochastische onafhankelijkheid voor meer dan twee eventua­

liteiten wordt als 

k mag CC> zijn zijn stochastisch onafhankelijk, indien 
voor ieder 

4;13 
h h 

r -

J=I 

Dit impliceert a.a¢ dat 

onafhankelijk is en ook 3 dat 

k k 

4; 14 p 5, 
• 

• 

I= J I=\ 

voor onafhankelijke eventualiteiten 

Paarsgewijze onafhankelijkheid en het vervuld zijn van 4;14 

zijn echter niet voldoende om 4;13 te garanderen. Een tegen­

voorbeeld voor het tweede is als volgt te construerenc Laat f ·, 

uit 30 elementen bestaan, aangegeven door de nummers 1, .. o,30 en 



laat deze alle een 

kenmerken: 

A: 

1 V 2 \/ 

1 'J \I ( _, l 

1/0 • " 
\J 1() 

A en B zijn dan afhankelijk, want A impliceert 

Toch is 
1 •'", 

,,,, #1 , . 

~ 
!,_,, 

l 
""-'""" ,. , • -r. .... ,,., ... ~,,. 

' -~··-··- 1 -~ .. c") r, ., ('\ 5 ·"J ) v· ,, ✓ -·· 
en 

. .,,_,-~ 
$11011 I I ~"..,.,., 

Een voorbeeld van een drietal paarsgewijze onat·hankelijke 

eventual1te1ten, waarvoor echter de productregel niet opgaat, is 

r . t 1"'"' ... t ✓1 1"'""' j t 1 d e ka R 
91 12 t)ezit-e en . me . , ~:.:: e J" e men en ·. , * * • , , c:. ,, t 1. e · . e . er e n · , r1~. 

ten er1 
"'·\ 1 2 

=~. 4 [, ,. ., )'1 • V '\l \.j 
) -· 

,. 

8 ' 1·, 1 
P'"'-1, h f f"? 

C ' ' 0 V ( '" -~ " I v~-J· \/ \J ;, ) I 
A,-, 

"" 
,. 1i-~. ,..,.I 

' 
C: \i 1() V 11 .. 

., 

(i.e Juistheid van deze bewering laten wij 

aan de lezer over. 

Het is van belang na te gaan, wat de practische interpretatie 

van het onafhankelijkheidsbegrip iaJ d.w~z. wanneer wij twee of 

meer mogelijk optredende gebet1rtenissen Sen Tin het model zullen 

voorstellen door onafhankelljke eventualiteiten. Vol.gens 4;10 

houdt onafhankelijkheid 

vloed wordt door het al 

dat de ~np r -~·e ·~ ·, · l. iO .. ITlctt,l·.:ll 0.1. 

c,r 
OJ;J S niet be!n­

ar1c1ers gezegd: 

niet optreedt 011s geen informatie 
verschaft over het al of niet optreden van S~ Dit is echter reeds 
min of meer een practische interpretatie en indien het practisch 
onaannemelijk geacht wordt, dat het al of niet optreden van T 

dat van S bernvloedt, kan men deze twee dus door onafhankelijke 

eventualiteiten voorstellen. Men kan zich daarbij uiteraard ver­
gissen, doch dat is bij modelkeuze altijd het geval. Verkeert men 

in twijfel, dan late men in het model een eventt1ele afhankelijk­
heid toe .. Deze kan dan, zoals wij later1 zulle11 merken, statistisch 

onderzoc tit warden . 



Voorbeelden 

Op elkaar volgende worpen met een dobbelsteen, met de nodige 

voorzorgen uitgevoerd, worden gewoonlijk als onafhankelijk be­

schouwd, daa1., n1en aanneemt d,it eer·1 tjorJbe ls tc-:er1 '' gee11 ge heugen 

heeft''. Door verschillende wa~Arnemers uitgevoerde wegingen van 

een zelfde object, zonder dat de waarnemers van elkanders uit­

komsten op de hoogte zijn, zijn onafhankelijk. zoude11 zij elkan­

ders uitkomsten kennen, dan is be!nvloeding, dus afhankelijkheid, 
V an p s y C h O 1 () g i (:.., C he·. ri r, r ,,,~ n 1 e i·· "ilJ 4 t· g.. .t'.l ~ ·1 (i t e- Y'\ . . 1\ ·r"l a·1 e 1''ll ''7 1 ·1 t•::! e! b. e t Pi 1·{ e n ..... 

. • ~ · ., .., " • · • .I,.~ · ('.:,; C, • l,,,J. . ..;.. , V k, ·· '-' .,_, ,..,.. . .J ,., l J. m Jr J. - ,..,; "'" tJ ,{ ._) '- g· l, 

afhankelijkheid van twee eventualiteiten nog niet, dater een 

direct oorzakelijk verband bestaat; er kan ook een derde ver­

schijnael z1.jn, dat de beide ee1~st~:e beii·1vl.c)edt. Bescr1<.-:>ll\'1t men 

b.v. voor 1eder der na-oorlogse Jaren het aantal verkochte auto's 

en het aantal schoolkinderen, dan vertonen deze beide kenmerken 

een duidelijke afhankelijkheid: in de jaren rnet veel schoolkin­

deren waren er1 

auto aan on1dat rr1en zi.:jr·1 kir1c·1e1.~er1 rta~1r·1 sc.·hoctl moet brengen; ook 

stuurt men niet meer kinderen naar school omdat men een auto 

heeft. Het is de parallelle stijging met de tijd, die hier het 

statistische verband ver~oorzaakt. Over een jaar of wat kan dit 

er trouwens \~eer r1eel anderis uit~:.1er1." Men zij d11s vooI~z1cr1tig 

met de interpretatie van afhankelijkheden. 
De definltie van LAPLACE komt nu als speciaal geval te voor-

§ , ,, 

s c r1 i j n . J~\ 1 s mode J... v o o r·t e e ri s y rr1m e t 1~ is c r1 s p e 1 t b ,; v . e en w c) r·i p rne t 

een zui vere dobbe l.steen \r,Jor1cii: 1-11 .. u1teraar~c1 een r ...... ger1on1en, 

waarvan alle elementen de eJ.ementaire mogelijke uitkomsten van 

het spel gelijke kans bezitten. Voor n elementen dus ieder kans 

1 n. Uit stelling 3;2 ·ae bijzondere optelregel volgt dan direct 

dat de kans op een willekeurige eventualiteit in 20 1 11 geval 

berekend kan warden volgens de definitie van LAPLACE. 

9pm,e r.~:1.:n,ge ~1. 

De hier beschreven practische interpretatie van het kans-

begrip, als een n1odel-analog()r1 Vcit1 een fq, .· wordt de f~_~gue!~.tiE: .. -

interpretatie genoemd. Naast deze interpretatie zijn nog ver-
•. 7l Pbl I ii I Rbell 1 I I. 7; lilllllJS; I l Fil 

schillende andere ontwikkeld, waaronder oak van subjectivistische 

aard: een kat·1s wordt dan oi:,)gevat als eerI. 11 grac1d var·1 r 1 edelijk 

geloof'' in tiet optreden van een eve11tualiteit. ·vJij ho·t1den ons 



in deze cursus gehee,l a;·,.r1 de f:r~equer1t),,e-i.nterpretat1.e, <11e v-Jegens 

zijn objectief en verifi~erbaar karakter een hechtere 

de toepassingen geeft dan de andere interpretaties. 

Li teratutll: 

De axiomatiek vr,n de kansreket1:1.ng 1.s 

5. Voorbeelden van het berekenen van kansen 

Ter 11J~ustrat1e ,,an het gebruik var1 de axiorr1c1 1 s gever1 wij 

in d1t hoofdstuk een aantal elementaire voorbeelden van bereke­

ningen van kansen~ 

V,09,:rb•e ld,, 5 ,; 1 
_.!.•.Pl .. ,, .Ji J@ii, I fl. i,lil I ii I 111 

Van een produkt dat aan de lopende band gemaakt wordt, bezit 
een afwerkingsfout~ Men kiest onafhankelijk van elkaar twee 

exemplaren van het produkt als deze van de band komen. Wat 1s de 
., ,I' 

kans dat beide goed zijn, dat beide fout zijn en dater een goed 
"' " r t , · , .. " a· J! "' 4' e11 een · 01J. · is 4

! ';',:anneer rner1 v,eet dat er eer1 goe · is en een f out, 

hoe groot 1.s dan de l{ans dat eE::rst eer1 goed en daarr1a een fc)ut 

exemplaar werd aangetroffen? 

Oplo,~~ i_ng 

Geven \ii j ee11 goed exempl::iar aan door tiet ·keninerk S ''succes '' 

en 

en 

ment 

het kenrnerl<: fwi ( 11 n1isl ulcki ng 11 

C 

3.10 }[s] = 0,9. Daar de be1de uitvoeringen van het 
onafhankelijk zijn, is 4;8 van toepassing, dus is 

,~ . 
P I iv1 M . ~,::: ()., o 1 

-,..,, -
Verder is volgens 3;8 

zodat definitie 

M5 
• J 

' ·-· ,_.,,,,,, __ .,.,,,,_ 'II 

== 0,1 

experi-

en 
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Men kan op dezelfde wi jze, als hier' is aangegeven, nagaan 

dat het resultaat 5;1 ook verkregen wordt, wanneer PM :: 
.. .A 

P en P S ••W'" c1 - 1 p is .. .... l r- - • 

Voorbeeld 5~2 
1 11 n t2 1 1 :c :a r ii : u u Jt: : N ,,Z 1 a : 

Een dooa bevat 100 briefjes waarop de getallen 00 t m 99 
geschreven z1jn. Deze briefjea warden, nadat zij eerst grondig 

" ' it ' t· d d dooreen geschud zijn, een voor een blindelings ui e oos ge-

nomen en in volgorde van trekking neergelegd. Hoe groot is de 

kans, dat zij in een bepaalde van tevoren gegeven volgorde zullen 

komen te liggen. 

0£10881!!5 
_ jj,i II at _ Ill. _ IU i.J' .J~'. 

Ala model nemen wij in d1t geval, dat bij elke trekking 
1eder der nog in de doos aanwezige briefjea gel1.jke kans bezit <Jm 

bij de eerstvolgende trekking getrokken te worden. Als de briefjes 

even groot, even zwaar, even glad en op dezelfde wijze gevouwen 

.... · of ntet gevouwer1 zij11, kortom als men de voorzorg neemt ze 

- afgezien van hun nummer - vrijwel i•dent1ek te maken, voldoet 
1 dit model - naar experimenteel aangetoond kan warden - goed. 

Door di t model is het l<ansveld volledig beschreven. 

De kans, dat de briefjes b.v* in de volgorde 00,01J02, ... ,99 

getrokken zullen warden is nu gemakkelijk te berekenen met behulp 

van stell1ng 3 ;6. Geven wij het nt1mmer van de trekking aan met 

een index, dan is, dear in dit geval de definitie van LAPLACE 
toepaebaar is: 

enz., 

dus volgens stelling 3;6 ~ 

l t)\--',l.·''··•·· A "',I -

De kans dat de briefjes 1n de volgorde 00 t m 99 getrokken 

Bevatte de doos n briefjes met de getallen 1 t m n, dan 

1: Daarbij valt op te merken, dat het dan niet nodig is tuasen 

1ede1,. t1t1eetal trekkingen opnieuw te sct1l1dden; eenmaal grondig 

echudden van tevoren is genoeg. 
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Opn1erki n~_ 

Trekki11gen, ~1aarbi j alle nog aanwezige brief jes of in het 

algemeer1 eletnenten · gcl:ijlce \<nns hebben om getrokke·n te W()r'den, 
, ' 1 , \~orden .I.?,~~ lee l:e tre k:&~-~,ng~~H~• ger·1oemd I,\ \vi j hebben hier met aae -

lecte trelc\<1 ngen zorider terusz.lei~.~in,~ te ma ken .. ~Jo1,idt j .. eder 
S: 1 "1"~ '*"' - · ~ .. · ◄►Wl!li)L lilt:tf 11,..,_..~w_/4!'t' SW: i)J:tS. 

getrokken br1e1~ je voor de ui tvoering der volger1de trekki·ng weer 

in de dcoc gelegd, dan zijn het aaelecte trekkingen met terug­

legzin3; rr::ta:1~ dan 1:3 schudden voor iedere trekking r1c,diig. 
~IPF It W-1'.fil J 'l'tlVt:&11 

legging 

deze de 

, , ' , t't , , 1. 1 'k ·1 n ', , , .· , , ,,' .·, ... ~ . j e VO 0 orJ¼, 

blijkt 

·v 00 l"!; 

hetzelf'lbdc 

aselect en zonder 

briefjes getrokken. lioe groat is de kans, 

terug­

dat 
.I' I 

1, ..• Jl< in e~n of andcre volgorde bevatten? 

zeals direct uit het vorige voorbeeld 

1 

{de bijzonC~re optelregel, 

n' 

is 

de kans cjat 

geldt 

gelijk aan de som vbn 

volgorde uit zullen komen 

deze kan3en. Daar erk~ ver•schillende volg-

1s de gczochtc kans gelijk aan n r· · a· e n, r·"I ·"' ,,. 4"'.~ · , ~ J1 1 "' , ·• ·1 J., 'It'\ ~ 4, ·4 V (':;, ""# y' ",.. .Jv. ~ ~. ,q. ~ .. di/ ,.,L . L ,J. , 

(5;3 
r, I 
' ' 

.,,.,, ,; ,, ,·-; ' , , 

; 

' ! r', • 

aeldt uiter~3r•d niet alleen voor de nummers (,..,;,); 

1 , . , . , ~. : , i:,, 1 : : ~~: l " ,.;· c·, (;, ·~1 i e <:~ '") :~ i ~ ~- t rt 1 . I) '"': k a ~·1 s o r:) i e d ~ r \< - t a 1 1 s du s 
dezclf~c:~, ~;oal~ llit sy1nmetrie-over~1egingen :r"ileeds zonder meer te 

r~ 
7 · 1 ~ · ·~ ~~ .. ,, · .· " · ·v e rA s c: h 111 e 11cl e l< - t :i 11 en z i j 11., v o 1 gt 5 ; 3 
h1eru1t m:t bel1ulp ,1 a11 stelling J;l+~ Ef::r1 aselect zor1cler terug­

legsir:g gct1~01~1"l<:cn k-tal wordt, irid ier1 de volgorde van trekking 

De•e·· ·term· is 00 ~ntroduceArd· . . . ~·· .. ·· ......... •.•·.·. •.·. . o~~ .L . . . .... · """.. . door Prof. Dr D. VA!-J DAliTZIG • 
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bui ten bes c houwi ng ge 1 a ten wordt, een ~-~-~-~:~pr91e,f van de .~~y ap.g 

k genoemd. 
\~anneer men in de praktijk een dergelijke steekproef n1oet 

nemen, den kiest men deze u1t de populat·1e met behulp van een 

lijst met. aselecte ci fere · random digits.· t Een de·rgelij\ce lijst 

bestaat uit rijen cijfere die verkregen zijn door onderling onaf­

hankelijke trekkingen met teruglegging ui.t de getallen O t m 9. 

Bij iedere trekking hebben dus alle waarden O t/m 9 een gelijke 
. 1 

cijfera kan men ook steeds een geli,jk aantal c1j1~ers c!ombinerer1; 

er ont.staa11 dan asele.cte getaller1" Com'b1r·,eert men bijvoor~beeld 
llf!.l)Ji J(J."t $$ I.if t•r I LWIIII tQlli,IAMI_UtrtttcoUtl1ll 

•t···••dm1 Ar·i··• ~1jfe-r 0 dAt"'1 v·erk·r·iig·t m·e·r~ a,t,ele,,,,t·e g1?ta11e·,1· +uC"'a.en ""·~~ ~ y ··~ v· -... ~, ·- .. · .. ·v, · :, ·1 · i..J ~ \,;,, ·. ::,- ;.·..,... ·,. v uil,., 

000 en 9., Een steekproef ,,an 25 stuks wo1"dt nu uit een mor1ster 

van 10> · .. genu.mrnerde exen1plar~er1 ge11omen dool'.411 25 aselecte getallen 

van ·dr1e ·Cijfera OJ) te zoeken en cle met deze get,illen cor·!:r~espon­

derende exemplarer1 te cc1r1troler11 en .. 

Over het opstellen van lijsten met af;electe ci.jfers getallen 

en over hun eigenschappen zal in het hoofdstuk over Monte-Carlo­

methoden uitvoerig worden gesproken~ 

Voorbeeld ~.4 
• a I I I "' . n, '"" ,,,,uld 111."' ,,,. ""'"' 12.,1, '" 

Men zoekt in een tabel met aselecte cijfers 10 getallen op 

tussen 00 en 24. Hoe groat is de kans dat hierbij twee of meer 

gelijke getallen gevonden warden? 

De gebeurtenis, het getal ligt tussen 00 en 24, geven wij aan 

rnet 'het kenrr1e:rk I\ (q l\lleer1 getallen n1et het kenmer*k A kunnen ge­

bruikt t,10:rden ~ Or1der cie voor\'1aard,e dat. A heef,.t, plaatsgevor-iden, 

is de kans dat het getal ab getrokken wordt af te leiden niet 

4;4, · 4;11 en (4;8 . Men vindt 

.5;4 

Onder de voorwaarde det het aselecte getal ligt tussen 
1 

1 
""' ....... ~,, "' 

2.5 

00 en 

De gevraagde kans is ,,n min de kans dat de aselecte getallen 

alle ongeliJk zijn. Oeven wi,J het eerste gevonden aselecte getal 
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aan met dan is 
"l 

5;5 ~.1, j . ' 'NA<M ~~- {("JI ~ .,....-.,,;= ' ., . 

' 

''3· ,fl, . . 

2.5 

--•" 

en de gezochte kans is dus 1 

Voorbeeld ·.·.· .. ~c 

Utt een doos met M witte en N zwarte knikkers warden aselect 

groat is de kens, 

Ai, ala de trekkingen rr1et: ter~u€:legg1·r1g geschieden., 

B ~ ale de trek 1k·irigen zonder terugleggir1g gescr1ieclt:n .. 

0 l 1 2 .. ·· .• !!& ... · . 08 8 · .. ii ,, 
-, il-J. -- I ' ·; . ' I - - ·; ·. •- .il~.ltLt I _d,.4Q l_,,it:2m.111t.11 rt~l 

B1J trekkinge·n met terug.leg?ging:, ls de 
. '-,.,r _ ,..,0 

trekking u·1t dezelt~de \'er:2:amelitw1g; l<r1lkker~3 ,1ls cle eerste, zodat 

volgens de definitie van LAPLACE de gevraagde kans gelijk 1s aan 

6 -. " ·, 5 .... , 
. 'f¢'I/ ,,. -·· 

Bij tr"e.kkinger1 ,:onc.ier teriug:legt;ing ~is cle sarr1enstel.lit1f~ va11 

de knikker-verzameling bij bij 

de eerste, maar hangt van de resultaten der eerste k-1 trekkingen 

af. Toch is de uitkomst dezelfde als eerst, zoals op de volgende 

Wij -ili/!'J, 4n 
· .. ·"'~ ...... ,I- '" t·.. ~a· ·1 1. ·e· l..,U . ·• 

M~t-N krlikke1,s get1:·1 ov~ker1 ;~i ... ~j1,, be!·n,Jloeder·1 iv'Jij r1et res,.11taa·t 'Jan 

de. i,e ·tr·8 k 1·1r~ ·n·1"Qt' npnk 0 r·~ ,.,i .~ ,j.e ~~~kkeI~~ ,7 e·r'urr·m·erd van~ Ir'%. · 'Iii t\. . l~ · ~ · , ., ✓.L., ..., ii i • · C 1 
., li'!I .,\. ,J ,.,,, · 1. ,. t 1 J.. . . · ~") i::, 1 . l 1 , . I J ,. " • J 

M ~,rN,, ' , d a. n 1'° " j· n· a.. 1 ·1· e ( J\Jl1 ·+· 1•J . ' ·i··, e ..,.':! '1"1'". u t ~1 t· i· ·e· s, .. l .. ,~ .e I"' t· . r·*e 1,r ir ·1 ~g s 1 .l' i) 1 g. o r' d e e· v e ·n J. ~ v.U ~ JC <ti# , . ~ _, 1 1 Jr" fl .w 'Wi .,1 !al, . . '{,,.,J, V ..,. . J. , l ~;,;; ~- ii. l . , ¥ ~ -~ . , . ., ;' 
' ' --,s~ 

de 

M+N mogelijkheden met gelijke kansen. waaruit volgt dat de kens 

op een witte ke knikker weer gelijk is aan 

fv1 

0 k
,. 

12mer l!}S 
1'if i -ltd I ti ; I llili I 1 ._. 

. d d ke De berekende kans is de onvoorwaardelijke kana, at e 

kn·1kker wit is_ De voorwaardeliJke kans t1j,.erop, bi j gegeven 

resultaat van de eerste k-1 t1'ilekkinger1 is afhankelijk van dit 
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resultaat en dus in het algemeen niet Het 
• 

verschil tussen aselecte trekkingen met en zonder teruglegging 

is dus~ dat in het eerste geval de trekkingen stochastisch onaf­

hankelijk zijn anders gezegd: de kans is bij iedere trekking op­

nieuw, wat ook de vorige voor resultaat geven, dezelfde, terwijl 

in het laatste geval de trekkingen stochastisch afhankelijk zijn, 

ook al is de onvoorwaardelijke kans voor alle trekkingen dezelfde. 

Voorbeeld _·6 

Iemand passeert elke ochtend op weg van zijn huis naar 

kantoor een brug, die de ene keer geopend is, een andere keer 
✓ ,, 

gealoten. Ala h1j heeft opgemerkt dat de brug een op de tien 

keer geopend is, hoe groat is dan de kans P4 dat hij precies 

vier keer in eenmaand van 25 v•1erkdage11 moet wachten? En hoe 

gro,ot is de kans dat hij minstens viermaal moet wachten? 

Wij noemen een gesloten brug een succes S en een open 

brug een rnis lukki ng M en geven de kans op succes aan met p, de 

kans op mislukking met q ·~ 1-p en het aantal experimenten hier 

bijvoorbeeld autoritjes van huis naar kantoor met n. 

De trekkingen zijr1 onafhankelijk zie opmerkingen bij voor­

beeld 5, zodat wij de bijzondere produktregel 4;14 kunnen 

toepassen. Daaruit volgt, dat de kans op een rij uitkomsten van 
de vorm 

55M5Mf'A ...... M 

gelijk is aan 

ppqpqq ......... q) 

dus, als er in die rij k successen en n-k mislukkingen voorkomen, 
k n-k 

gelijk aan P q . Het aantal verschillende rijen met k successen 
en n-k mislukkingen is gelijk aan het aantal k-tallen plaatsen 
onder 

dus 

5;7 

n plaatsen, dus 

met n 
0 

Vullen wij in 5~7 de waarden n=25, k 25-4 - 21 en p=0,1 
in, dan vinden wij dat het antwoord op de eerste vraag luidt 
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' 

5;8 0,1 --i 

Het antwoord op de tweede vraag wordt gevonden door de in 

5;7 opgegeven kansen en p=0,9 te 

sommeren van k=4 tot k=25. Het resultaat is 

5;9 -2.5 
k 

. \,, 
o, 1 r- 0 ) 

De grootheid k kan de waarde 0,1, ... ,n aannemen. Daar deze 

n+1 mogelijkheden een kategorisch systeem vormen, geldt volgens 

stelling 3,3 

5;10, ·n 
k 

hetgeen overeenkomt met de binomiale ontwikkeling van 

( P q \I" 
. 14_ , ) ' 

De hier gevor1den l<:ansen f'k bel·1orte11 bi.j de bi11c,rnit1le verde­

ling waarop wi'"1 onder ander'e ir1 t'l(Jofdstu\{ III terugkomen .. 

Voorbee ld r:; ~. 7 
t ;r a r I IIPP1l&JI 11 1 ne,12 ef : l:r: 1 

Een rij van N posten in een kasboek moet nagekeken warden 
om te controleren of er veel fouten gemaakt zijn. Men neemt een 

steekproef zo·nder' teruglegger1 v,111 n exemf)l,ir~en. rioe groot 1s de 

kans dater k fouten aangetroffen warden, wanneer er in totaal F 
gemaakt zijn? 

9:e+,~.asing 

Volgens voorbeeld 3 hebben alle 
~T 

. l\J 
n-tallen gelijke kans om 

getrokken te warden. De steekproef bezit het gezochte kenmerk, 
wanneer er k post en zi jr1 rnet eer1 fot.it en r1-k zonder' fout. lli t de 

F F posten met een fout kun11en 1{ \rersc;hillende 

worden en ult de N-F posten zonder f'out 
r1-k 
rJ-F 

Onder de N 
n n-talle11 zi jr1 

F /N--f-·', 
1.;'I · j ~ \. ,,.,,, -- t< . 

er dus 

k-tallen gekozen 

n-k -tallen .. 

met het gevraagde kenme1'Wk., zodat volgens de definitie \ran LAPLACE 

geldt: 



., \ ' 

/ l'·' /f ·, f .>Jo@ y 

' 

\ n .. ~ / 

De gr~rJothe 1d k 11eemt 

grenzen :ls 1~) k ::~. 

afspraak dat 

stellir1g 3; 3 

., 
t) 

(1 e· '!"1 ,,# Ji. ~e~'r1~e-~11rd ,,a-·r, (·~-1~) .I,..·,_µ .. ,,.,,,. .. 4, II. li, "'" J. ~. c:icJk V "'gen-··· de p "i. •. ,f', 

() .,t ,..,:;) • i, t,;ii ' 

Als n, dus ook l< klein is ten opzichte van Fen N-F, dan is 
ti""'"" 

5;13 "'\ t" 
/; ,, • ~.-,,,. ,,•~. ,-¼,;.,-,~, .. '<,.,; • 

-· "'"' 

Dit is als volgt in te zien. 

Hier~in 1s als \{ 

{F-k) 1 

en, a ls n-k <: ~::~ l~ -F 

f ) 1· l r\J -· r· ; 

Vult men deze drie benaderingen, 

dan vindt me1··1 

5;14-

(·N.·'.t·iII 
. . I 

i n , 

Hieruit blijkt - wat oak zonder bewijs wel duidelijk is -
dat het niet tert1glegger1 der getrok·~{e1··1 elemen·te11 wel. ver~waar­

loosd kan warden zolang het er slechts weinig zijn in vergelij­

king rnet de aanwezige elernenten, clie dezelf"de ker;.rnericer1 dragen. 

Wanneer 1r1 voorbeel(i ~7 t1et aantal posten 150 bedraagt, het 

aantal fouten 10 en de steekproef 50 posten omvat, hoe groat is 

\ 



dan de icar1s, 

In dit 

van geen enkele fout betekent, dat k=O is, Subst1tut1e van deze 

waarden in 5;11 geeft dan voor de gezochte kans 

· 5; 15 . . . • "" =,•,~••------W.•.e--;,,<,<-~~--•-~ . ..,,,., 

panel 10 arbeidersaezinnen 1u1·t Pen ·p~o,,1nr1·~p~lPa··.tR •1~.a~,g lJTi~ V - ~ •· ,· - . ...,. \.1 ,,4,.. ·= ,..,¾,J. ,.Cl.t ~ L "™',, .~_-)1) ~ 

ervaring 111eet men dat het bi~j huisbez<~)ek gelukt 4(::t% ,Jar1 cle t)e­

zochte gezinnen te overreden aan het panel deel te neme11. Hoe 
s +· e 

groot is de kans dat rr1er1 l1ij t1et, ~20 V . "· .. . '~· .. ~ ~ ... , ·"' 

vindt? 

kt:1 r1s 1. s De gezochte 

19 bezoeken 19 successe1·1 

gelijk aan de kans, dat bij 

verkregen warden en bij het 
. 2 

de eerste 
r') 0s t,e , 
i_l ClOK 

een succes, 

wordt door 
v,legens 

De kana op .. · het laatste is~ en die op. het eerste 
. ~ 

2 ·~ 5; 7 gegeven met n='.:1S,, ·k~~:q ., ·p::~ en q =·~IP 
,.,,,, ,,,.,, 

de onafhankelijkheid der experimenten moeten deze 
beide kansen met elkaar vermenigvuldigd warden, hetgeen leidt 
tot 

· 5; 16 

Algemeen geldt voor een reeks van onafhankelijke experimenten, 
ieder met kans p op succes, die wo1~dt 

successen verkreger1 zi 1jn, dat de kans 

menten nodig zi.jn, gelijk is aan 

voortgezet tot precies k 
0.• ·d·=a·t- ~·1e~v~n~ ·n• e•x.·pe·r 4 -' Ill . .~ [ J . ,t_ s) ,., ,4 . . .a.,. 

n" 
" i 

Een dictator, die van oordeel is, dat de verhouding van het -· .. --11,,..,..._,_ 

1 ·· Dit voo.rbe,eld werd mij rriedegedeeld door Pt"'of~. Dr N ~G. cle Bru1jn. 
Het heert n1et di.rect 'betx~ekking op het berekenen van kansen,, 
maar dient ter illustrat:ie van het onafl1ankelijkt1eidsbeg1""iP. 



a ant al jongensgeboorten tot !:et aantal rrieis Jesgeboorten niet 

groat genoeg is, vaardigt een wet uit., die inho1idt dat in een 

gezin, waarin een meisje geboren 1s verder geen kinderen ter 
wereld mogen komen. \·,'at is de 1nvloed \ran deze maatregel, 1nd1en 

aangenomen mag worden dat het geslacht van een nieuwe baby 

onafhankelijk is van dat van eventuele vroegere baby's van het 
gez1n, terwijl de kans op een jorlgensge~ooorte 11oor alle gezinnen 

dezelfde is? 

Daar het door deze maatregel aan gezinnen, waarin een meisje 
geboren 1s, verboden wordt nog mcer k1nderen te krijgen, zal het 
totale aantal geboorten dalen, indien daar geen conpensatie 
tegenover wordt gesteld. Onder dt geatelde omstandigheden wordt 
echter de verhoud1ng tussen de aantallen jongens- en meisjes­
geboorten niet be!nvloed, daar bij iedere nieuwe geboorte de 
k:ane op een jongen gel1~1k aan p is., ir1 welk gezin deze geboorte 

ook plaats vindt .. Men kan het ook zo stellen; de ooievaar, die 
de k:1nderen brengt, neemt telkens een baby aselect u1 t een 

voorraad, waarin een vaste verhouding der geslachten aanwezig 
is. Door de 1nvoer1ng van df? nieui"le wet brengt l1ij sommige baby I s 

op an,dere adresaen dan anders het geval zou zijn geweest, maar 

hij put ze op ~ezelfde wijze uit zijn voorraad, zodat er, afge­
z1en van een zekere vertra.ging in de aflevering, niets aan de 

situat1e verandert. 

012merkiug 
I i; =, i¾ I iii !, I.,::. :iii ;t:: ~; 

lndien de kens op ee11 jongensgeb·oo1~te van gez1r1 tot gezin 

versch11t heeft de maatregel wel invloed op de geslachts-ssmen­
stell1ng van de bevolking. Imr·ners dan ~1ordt de omvang van 

gezinnen met een kle1nere leans op jo·',,::";ns sterker verkleind aan 

d.ie met een grotere kens op jongens, omdat in de :regel in de 

eerstgenoemde gez1nnen eerder een meis Je geboren wordt dar1 in 

de laatstgenoemde. 

V·orbeeld . ·11 

Op een curs,,.s is afg,esprok'en, dat alleen kan worden bagonnen., 

wenneer de docent en alle curs1sten aan"1ez1g Bijn. In tiet verleden 
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is gebleken dat de docent een op de tien keer te last komt en dat 

er e~n op de vijf keer een cursist te laat komt. Verder heeft de 

concierge opgemerkt dat de cursus ~~n op de vijf keer te laat 

begint. vJelke conclusie, kunt U hieruit trekken over het al dan 

niet stochastisch onafhankelijk zijn van het te laat komen van 

cursisten en docent? 

Noemen wij te laat komen van de docent gebeurtenis A en te 

laat 
PB 

optreedt. Uit 
p; . . V B .· + p B -P(;A~ AB ' 

. . . 

-en 

P Ar.B •.. · .. ··.· P; A ~P B en dus z1 jn de gebeurtenissen A en B niet 
stochastisch onafhankel1jk. 

De voor,waardel1jke kanaen 
., 

P_BIAJ zijn respectieve-

lijk 

P[B] 

en 
P[AA Bl 1::-• . atJ JW'Jb\ th J ' j • »till!! c ' ; a "" .1J m,,1¥ W#IW __ 

P[A] 

6. Het meten van kanse11 
... 

In de vorige paragraaf zijn een aantal voorbeelden gegeven 
van het berekenen ,,an l<:anse11. f11ieestii1 geschi.edde dit op gr~ond van 
gegeven kansen, maa.r soms, zoals in voorbeeld 6, doo1.,. t1e ber"ekening 

te baseren op een gegeven kans p, die dan ook in het resultaat 
.5;7· voorkomt. In alle voor·beelden, op r1et tie11.de na, konden de 
gevraagde kanaen expliciet beI~ekend worden. In !~eite \~erd in al 

die gevallen., ~Jaarin numerieke ui tkoms ten \'eI''kI"&egen zi jn, ui tge -

gean van de gel1jkhe1d van een aantal kansen. 
Voor de pxtactische toepassing vr1t1 de kansrekeni·ng kan men 

· echter rtiet de beheers irig van dergeli Jke eenvoudige si tuat 1.es niet 

vola'taan. Algemeen geldt, dat het voor de toepaabaarheid van een 
, · ·.·ax1oaatisch uitgevoerd 1naatbegrip nodig is dit ook practi.scr1 

., ' ' 

' . ' ..... 

.eetbaar te maken, d.w .. z. experirrientele middelen aan te geven 
,e,r 1n pract:l,jkproblemen een · min oi"' mee1"1 ·• bepaalde waarde aen 

om 

toe 
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a 6,n h. et· b' egrip 11 1· · t· 1
' d ·1 , a . •... . • . .• . " . ' e n.g e , . an z a me n 

procedure aan mc)eten geven, die aan de 

welk het l.angst is. 
~ .. neen, 

voert een materi@le atandaard · standaardmeter 
d b ' ar· on·· v an ~ e r1 . ·. ·mr"•, e· t· 'Ira 1"' n· 0 . . .. ··. . - . . "' . "'"' . •. ,G1 & ieder voorwerp een getal 

toegevoegd kunnen warden. 

Pas als aan deze eisen voldaan is, kan de tt1eorie ook in 
~ 

toepaaair1g gebrlacr1t; wor1den en de~~e toepi:1ssing strekt z1.cl·1 dan 

waarvoor instrurnenten ontworpen 

z1jn, waarmee aan deze eisen voldaan kan worden. 
l·!etzelfde gelclt vo .. :)r1 het kar1sbegr1 :lp er1 de tr1eor"ie daarvan 

de kans1"eker1ing: .. Het 1.nstr~un1entarium, <::lat aan de toepasbaar­

heid ten grondslag ligt, wordt grotendeels geleverd door de 

statistiek. 

Punt bis daarbij het eenvoudigst, daar een absolute mast 
voor het kansbegrip reecl~1 in de axi<,ma, s II en, III vervat is. Men 

kan dan ook langs eenvoudige weg en met simpele middelen een 
k, a··.· 1""' .• s van 11.,!111 "!1 eke i' e e tt '' t· · er '' ! ··.. ,~ ... 1 . ,. u:r g geg '{!Jen groo .. e cons ,ru en . 

De P'~nter'l a en c ei.sen rneer vc)orbereidir1g. rJJ.en ot1trnoet in 

de statist1ek de oplossing van a resp$ c in de vorm van statis­

tische toetsen voor de hypothesen dat twee onbekende kansen gelijk 

zijn resp. dat eer·1 t)nbekende \<:ans een gegeven waa1~ae bez1 t. De 

theo1~1e der betro·uwbaar'r1eidsinter•vallen - ter1 r1auwate verbonden 

met de toetsir1gstheori.e - maakt het mo~?;elijk g1"enzen aan te 

geve·n voo1,,. r1et \1erschil tussen t\.,1ee onbekeride lcansen resp. de 

waarde var1 een c,nbekende kans, terwi;jl. de s 1~t1,attingstheor~1.e de 

middelen beschrijft om een zo goed mogelijke getalwaarde ''schat­

ting'' .· van ka11sen en verschill,en daa1~"1an te verkritlgen en de 

nauwkeur1gheid daarvar1 te onder,zoeker1 .. Al deze methoden berusten 

op de verwerking van waarnerr1ingen, di,e verrj¥cht dienen te worden 

onder zodanige voor~1aarden, dat de w1skundige modellen, waarop 

deze statistische methoden berusten, een getrouwe af''spiegeling 

van de werkelijkheid 11orrnen. 

Wij zullen deze methoden, die overigens slechts een klein 

deel van de statistiek vormen, in deze cursus niet volled1g be-
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handelen, maar wel voorzover wij ze in de latere hoofdstukken 

nodig hebben. 

• 
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Leerg2ng Besliskunde 

mogen 

SUSSKIND 

fan 

enquete 

staa.t 

morgen 

STJSSKIND 

van 

enque'te 

moet staan 

tussenvoegen: lijke als voor voorwaardelijke fqn 
gelden. Bij d€ bewijzen van deze stellingen wordt 
bovendien steeds gebruik gcmaakt van 

exclusief vormen 

b~ 
l 

en 3o10 

P MS 0,09 

succes 

mislukking 

ppqpqq ... q 

k successen en n-k 
mislukkingen 

successen 

mislukkingen 

p=0,9 

0 

k=q 

werd mij 

uitgevoerd 

s. 
l 

exclusief systeem vormen 

6. 
l 

.·~ P ~v U T -

en volgens 3.10 

P MS =0,09 

mislukking 

succes 

qqpqpp .•. p 

k mislukkingen en n-k 
successen 

mislukkingen 

successen 

werd 

ingevoerd 

p=0.,1 

k=9 


