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functie en r1·. 

Getallenr•echte. G1~afisc;h ·kan men de rel:!le getallen voorstel­

len door~ punten op een lijn .. /:,.an t~1ee fJunten van de lijn wijst 

men dan resp. de getallen Oen 1 toe~ De afstand tussen deze twee 
punten dient dan als de schaal waarmee aan elk getal een punt op 

de li jn wordt toegekend. K1~est..: rnen zoals gebruikeli jk het eenheids­

punt rechts van het nulpunt, dan liggen alle poaitieve getallen 

rechts van het nulpunt en alle negatieve getallen links van het 
nulpunt. 

-- • ,.,,, .,, lfl ►nt,te .. n;; ,,.........,.__ I ;ll,I I, :ib Ji.,~. y ' - ' .. _, .. I ,, 

0 
fig, 1 

I)e getallenrect·1t,e 
•= l 1 :,11 I bit I 7 I •• 

•· 

De afstand van een punt van de getallenrechte tot het nulpunt 

noemt men de absolute waarde van het getal, dat bij dat punt be­

t1oort. De absolute waarde van een get al a wordt met I a· aangegeven. 
Er geldt 11u: 

I a I =~ a a ls a .> o, I a l l C I = ,, l , 
' ' 

la ! ' 

' 
I I 

- • l1 l 

I a J b l ::::; l a I -i + 

' , ' I 

! b l ! ~ , l ' , 

I , 
1 ab I I , ' , 

I l I \ = ia1,b! 
1 I 1 , 

-a als a <. o 1.1 

1.2 

1.3 

1.4 

Een interval is de verzameling van alle re~le getallen, gelegen 
tussen twee vaste getallen a en b 

deert dus op de getallenrechte met 
a< b .. Een interval correspon­

een lijnstuk. Al naar gelang 
de eindpunten van het interval tot de verzameling behoren of niet, 
spreekt men van gesloten of open intervallen. Een gesloten interval 
geeft men aan met: 

of 

Een open interval met: 

a<x<b of a,b· 

1.5 

1.6 

Een interval kan naar een van beide zijden onbegrensd zijn. Een 

dergelijke interval wordt bijvoorbeeld gevormd door alle getallen 

kleiner of gelijk aan een gegeven getal a. Men geeft het aan met: 

X <a ·Of -oo<x~a. 1. 7 
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getallenrechte een near beide zijden 

<)nbegrensd interval '"i1"t)C)r. 

Functies. Een voorschrift dat aan elk getal x uit een verzameling 

bijv. een interval een getal y toevoegt noemt men een functie. 

Symbolisch schrijft men: 

1.8 

Men noemt x de onafhankelijke e11 y de afhankelijke variabele. 

Voorbe e ld #1 ,. ;1 • f:,e s c r1()tlvJ de get ,::11 lenverza n1e 11 ng { 1, ~~, 3, 4- , er1 

stel aan deze getallen resp~ de getallen 7,4,3 en 5 toegevoegd. 

Dus: 

i .,. 

-···· ( ,_ 1 .. 9 

In dit voorbeeld is de functie rechtstreeks vastgelegd, door 

de fu11c t iew a arde v er ~~ a 111e 1 i ng bij elk getal uit de oorspronkelijke 

te geven. Veelal is een functie niet op deze rechtstreekse wijze 

vastgelegd, maar~ ~1ordt de fl1nctie 't)e·paald door' een rekenvoor­

s C i~lri ft ., 

Voorbeeld 1.2. 

"1 < •'") :v -· VC)Or X \.,,,., ·- 2 -

+ "1 0 1 1 .10 ,, ·-" X < X < _,,,., If 2 "' 

y _,,,,_., :2. X X .:> 1 _,.,.._ - 11 r-, --
i>'~~Jf , __ 

Door dit rekenvo0rschrift is bij elke x ondubbelzinnig een 

y vastgelegd. Grafisch kan deze functie in een rechthoekig 

co5rdinatenstelsel als volgt voorgesteld worden: 

)/ A 

1. 1 / 

/l 

l 
j 

I 
1 
! 
j 
l 

l 
., ____________________ .!--__ __,.__ ------

t' 1 
' 

f~ig. 1 . 2 

Grafische voorstellin~ van de functie 1.10 

X 
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dat aan verschillende waarden van de 

blijkt niet noodzakelijk 

onafhankelijke variabele x 

waarde van x leidt 
van y.,. f, ,u_. n· 1' t· ·1 e t v ~- I'¥' e-:ll t i I 1 .... 

s pre 1{en.,. 

variabele dezelfde waarde 

noemd. Bekijken wij de 

dan zien we dat in dat 

y zi Jn toe-

sarr1en-

termen be-

de onafhankelijke 

een constante ge­
allee11 in het interval x s (), 

v=\- is. De g0·rafische voorstelling 
"""' ~<~ 

van de functie is in dat interval een horizontale rechte lijn. 

Een functie waarvoor een toename van de onafhankelijke 

variabele x, voor iedere x gepaard gaat met een toename van de 

afhankelijke variabele y tiordt een monotoon sti1~ende functie 
till bi 1 ·•-111 • .St::,rl,1 lh:171 I J$1; it ..... 1 I lblH r Sil I ; 144:•1111 PO II I I 

genoemd. Gaat een toename voor iedere x gepaard met een afname 

van y, dan spreekt men van cen monotoon dalende functie. Grafisch 

warden deze functies voorgesteld ., 
Cl<)()r 

lijk stijgen of dalen wanneer de x-as 

krommen welke respectieve­

var1 links naar rechts door-

lopen i1orc1t. :rn l·1et j nter~val O <.:: x < 1 is de f'ur1ctie 1.1() tnonotc)on 

stijgend; ,roor x =::~ 1 l,s de~:e fur1ctie monotot)n dalend. 

Door het functieverband wordt aan elke x een y toegevoegd. 

Omgekeerd ::ullen aan elke y-waarde ci~n of meer x-waarden toege­

voegd zijn, r1l~ al die x-waarden, waaraan dezelfde y-waarde is 

toegevoegd. Deze toevoeging bepaalt een nieuwe functie, welke de 

inverse functie van de oorspronlcelijke functie wordt genoemd. 
"'''""'-4 l¥l 1 .,., ~~•--

Wann e er elke y-waarde slechts aan ~~n x-waarde is toegevoegd is 

de inverse functie eendt11~1g. Geven we de inverse functie aan met: 

1.11 

dan is de inverse f~nctie van de funct 4.e y = f x gedefini~erd in 

voorbeeld 1.1 bepaald door: 

= 3 - Ji. ,rya1& ,,. 1.12 



f"uncti.e. 

in een 1~nterval 
\4laar(ie 

, ,# 

ee n w ;31 arde 'rJ ~=t n 

g aat ":ep,aard 
~,,,J 

"''8·"'·r1r. i.ilv.·d., l 
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eenduidige inverse 

een functie y = f x 
correspondeert met elke 

verandering van x 
ij ,::l r"·\ '"'' ,t:'Ji 'f"" ·e e n ·k C' m, a +. 1 g. e ~ ¼~ ~,,.# w "- ~. ti/ • ,,_. ~ V :) 

functie van een continue 1nonotone functie 
zal dt1s Een exact bewijs van 
de 'I"'.! e· Q t·e 1, ·1" n· g· ' 7 "11., e .,, ,t;,J o . .J~ l , .,.., .,. ·~ .l. , t ., 

Ri ·Jen,. I~en 
V lit ; l£ 1 b 1&39 !!"II 11 

de onafhankelijke 
variabele, die we hier met n aangeven, alleen gehele positieve 
waarden aanneemt. De gehele ,._,, 

·(le eers te n natuL1rli ~ike getaller1: 
1 

+ t1 Z' · ·";j r··: 
-, .... 1 13· • • 

is een functie van n. 

Het .. d .. ,.• ·')" ge Ul. if:) product van de eerste n natuurlijke 
getallen: 

►••""\ i 1 ·°'J 
~ i , : L 

le ,,.,,e .Ls .. r·:1er1 r1 fa cul te 1 t 

Voorbeeld 1.5. De b ..!!. i .L ,,....f .. ~. • J,..· t .1.nom E1a_ cot. 11c1cn e11 ---------
f' i 11 i e er d: 

r-1 ( t', " t ') 
' 

, , r 
\ v oor~ n 

l< 
leze m~n· ~ ... 

l . 
I'>. 

-➔.w..,. ,,.,., ... ,,,tj_,_ 
" ...... 

n , e lr 0 <:~) V n ri. 

warden als volgt gede-

r· b-'i .. 1 J...,· .,........ i ,,. 4,., t t ve . ir1om1.aa·.cot::1.1ic ..... enwen 011 S· aan v,Janneer 11E11 
n a+b in termen 

van a en b gaat uitschrijven: 

Definieert men nu: 

.· :_, l-, 
~+L 

dan ka11 men 

1.16 

1 . "16 t~ c. hI,. j_ j v e n a 1 s : 

·1.17 

In het laatste lid van 

lid hert1aald. 

staat nu in beknopte vorm het tweede 

:b1unct ies, waa1'lbi j de or1afhankel i jke variabele al leen gehele 
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"' ' 1. J 1 waaraen aanneemr.'J V(·'~m~.·n ~e-~ntc· vno~ V n., - . • -.,, ii l • , ""' U t~i . . , .. ,, \,.. ,II. in de vorm van rlJen van 

r 1 i 1:"' a·· n ° ind· ·1:· N ....._ r· ., 11 £'••· ·~ ·r1 -:1~ J! ,."' . ,t , _ . , ·~ ;g " l ,J 1~ 1 I t .1 . ,J V C .· - ~l U,. ,_ .-. .... ~ , .. \~ ""-f:.> 
"\ T '.'i • 1 ,~ J ""' 1 Y" , · · . . 

no~o,dzPk·e-1i ~~ ~,e~qc~h 1 ·11°na~ ""' ...;i ..i....-..J•'- '1,/ ,..i.1,-, ., •.. l-•·..,,., ··.J 
·i., ! ;,"':JI l :K p ri l ... , (~, I'!, .!l:'.'."l €· n ·"') ·f"' Q r-1 a· e r V o· 0 r· C,! c·""' h· .,,,.,, i f~ t· J'\I ~fa ,~ - _,, \.=. "" ,-.,,# , ~ · . l,,.,., d _, ~.,4 ~ - , ,wif , ~ J,,., · , 

Voorbeelden van dergelijke rijen zijn onder andere: 

_,,., .. ___ ..,~_ 
' 

if ' ; 

2. Limieter1* 
·""' 

enkel getal van de~~e r~j-~j is gelif,jk aa11 nul, rni1ar 'hoe groter n 

willekeurig klein interval 0,£, dan is er altijd een getal N 

te- vinden, zodanig. dat alle a \~1at;r'lvoor 11 ~t~ 'bint1en dit interval 
I . n 

t .N .... . . :>- . . . ,,, . a rne , n ..... . . . a 4'... E n n voo1"1 alle 
,~ 

zijn. ~e zeggen nu dat de ri1 a naar nul 
u n 

limiet van de rij a voor n naar oneindig n 
Symboliscl"l: 

convergeert 01~ dat de 
tPltiJAll ;;JJ.JlfZt IUSS , 

de waarde O heeft. 

2.1 

Definitie van de limiet~ Wanneer voor een oneindige rij van 

c.,. 

kan worc1en., zodanig dat voor alle n .-:> 1··1 geldt: 

I , r"Y, ~i t·-i = a 
.fl··-+ 0-0, 

a de limiet a, dus: n 

Het getal Nin de bovenstaande definitie mag afhankelijk zijn van 

Voorbeeld 2.1. Een ander voorbeeld van een convergente rij is: 

f) 4· c:. • 

zullen aantonen dat de limiet van de . 2· 4 
• • gelijk O is. 

Bewezen moet dus worden, dater een N t ~estaat zodanig dat 

voor n > N t geldt: 
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Voor n~4 is 
..,. l 
' 1 

Kiest rnen nu rJ 
is voor iedere 

1 
,d·.· a: t~.. · ----"" ,_ ,.., ') ' r~ - _,. . .1 ; ., 

Voorbee ld 2 II 2. De meet l<u1 .. 1dige reel{s: 
HWP!rl.lTI .• I f JIIU ID t I .:I-£ I i 1sns1ro •• 

Zoals bekend is de som van de meetkundige reeks: 

+ 1 dan • • , 
v 

We vragen ons r1u af water gebeurt als n onbepaald toeneemt. Om 

dit te onderzoeken schrijven we 2.5 in de vorm: 

Men kan nu gemakkelijk aantonen dat voor 1 n -p < , p naar nu1 

n 
F:e n r i j wo1,dt .Si.i yergt:,n~. genoe111d a 1.s de r 1 j niet convergeer t 

. n naar een eindig getal$ Voorbeelden: a =n en a= -1 . In het n · n 
eerste geval nemen de terrr1en van de rij willekeurig grote waarden 

aan; in het tweede geval blijven de termen eindig maar naderen 
niet tot een vast getal. 

Eni e stellinTen voor limieten@ 

Is an een rij met limiet a 
heeft de r1 i: 

V 

a de limiet 

b ! t 

' 
C := an bn 

d -n -

en b een riJ~ met limiet b, dan 
r1 

c. ·~ a }· b 

d = a-b 

2.6 

2.8 

2.9 

Deze lirnietv-1aarde wordt het getal e genoemd. Dus: 



Dezelfde limietwaarde bezit ook de 

' 
• l 

~ "''~'~'-•»t> "' 

Men kan dus oak voor e schrijven: 
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I") 10· C.. . . 

·2.11 

Het getal e speelt een belangriJke rol in de w1skunde en van de 

hier gegeven definitie var1 het getal e zullen we later veelvuldig 
gebruik tnal,ce·n. 

T.,imieten bi~;j een contir1u ve1'lander~lij\<e variabele. Tot nu toe 
II I 77 1 l I hp IR,.1111111114 h!LZI I j 1 ,,, 1 Al r st? j. ii ,.. i 1111!llll'li-· 410$$ I 11/AISML ·: I I I ii I J ll di_; 

hebben we alleen limieten beschouwd van rijen, dus van functies 

waarbij de onafhankelijke variabele alleen gehele waarden aanneemt. 

vJe zuller·1 nt.l limieten ·bescr1ouwen var1 functies i~ x , waarbij x een 

continu veranderlijke variabele is. We zeggen dat f x naar een 11-

miet l convergeert, voor x naderend tot a, wanneer• alle waarden 

van de functie f(x voor x voldoende dicht bij a, willekeurig 
'l weinig van 1 verschillenQ 

Precies gedefinieerd: De functie f x convergeert, voor x 
naderend tot a, r1aar' l , iedere l~,. 0 een 6 > O gevonden 

kan worden, zodanig 

geld t : ! f · x . - 1 ! < t. ~ 

dat 
\AJar1neer bi ,j 

voor iedere x·-a in het interval X-81<6 

' 

We schriJven dan: 
,,.., 

~ ( x" 
·, 

' I == l. 

Voorbeeld 2.3. We bewijzen: lim 
X ··-·~ 2 

' 

2 .12 

Stelt men x-2=h, dan moeten we aantonen dat voor voldoend kle1ne 

l h : 

Nu is voor l h I< 1, 

• 

I h2 1··. I h 
I . '-.-··I. 

. ! -· l ' . $ 
. Kie zet1 \iile nu 

, , I 0 

l 
011,,;,rp 

5 
dan geldt voor 

2.13 
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De limietwaarde 4 d1e we 

f~unc t iev;aa1:'de , . 

, e zeggen nu dat de functie voor x=2 
C n r.1 ·t- i ·n, 1 "l. .i::,, -· . .... IV'& , ... w .. 

Defin1,tie: v=~ ~0n· t1~in•u' ~•a··n·neer· ,J 1b, 1'=_,,,,, \,,.,-' ,,.,? . ' ,, 4 ' ., %f 1 ~ " • ' . • 

Voor continurteit 

1e I-let best a an 

i f " net ·-, ( t·r:i .. 

• 
Voor'1bee ld 

X ··•·➔ 1. . ' 

ri . 1 X -"" 

x-1 

' De f'unctie f'·x 
r) 

,l, 1 X _..,v 

x-1 is voor x=1 niet ~edefinieerde Voor alle 
\..,~ ., 

j 

x~1 kan men voor f' x 

La ten we nu x •4' "l r1c1cle:r"et"1 rr1e t x voo:r~tcturend ;I 1 dan wor1dt ,,c)or x 

voldoende dicht bij 1 het verschil tussen f(x 

klein. Hieruit volgt: 

···;<. .• l 
" 

Defini~ren we nu de .t·unctie f x 

\,, 1 1 A ,. ·, 

en n willekeurig 

2 .. 13 

dan zien we dat deze in het ount x=1 continu is. De .. 

continurteit wordt hier cius verkregen door f 1 =n te kiezen~ 

Deze waarde n noemt continu makende waarde van de functie 

Voordat we een analytische definitie gevE·1 van het differentiaal­
quoti~nt, zullen we dit begrip minder ex&~t bespreken aan de hand 

van de volgende figuure 



I 
I 

I 
f 

j 
l 

f , , 

Illtistratie van het differentiaalcuoti~nt 

Stel 
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raa\<lijn 

P I., 1 als 

aan de kI""omme limietstand van een koorde 

1 a. n~,* ~ c:i ..oi -,~,,~ ti...# a!~ -
di "'"' , € I:' d ,- ' ""'~ ex-at> 

maklcel:iJk te 

rl11 y "'1· :::::: t,:·· I X ') ..,,., ,.. .,, :J .,Y - \ 

:~ 1 \ , .. . J .,,.~r , 

1 

f I r'":') 
'v' ~,;f, •,~ 
. "'\ \ (~ 

l)eze 

' ,i 
' " "" ·"'' " ' ' C 

' 

dar1 zal de 

de co~rdinaten van 

f~eldt: 

hoek cxi#1 
in een ge-

Onafhankelijk van een meetkundige voorstelling definieert men nu 

het differentiaalauoti~nt van een functie y=f x in het punt x 
__ , __ , ... ,,,.,... ,, ·11J! ilifllllU fl --•~-- ",J j ii,_.,., ,¥ • 

d )" 
' ' . ,,., \ ,,. f" f ,., -f'&, t,.x.t1) .... (XJ 

, ___ ... _,_ 
dx 

mits deze limiet bestaat~ 

Uit het bestaan van volgt onrniddell~jk dat 

lim t f 
h ·-·4' 0 -~ 

= O .. Dua vgl. eind p"'1ragraaf 2 : Een differen-

tieerb are, 1~u11c tj_e is n()odzakeli jk conti nu. rlet omgekeerde geldt 
tn,11::: a 'e It ,44 __, '""' 'IW""IIIW0IIII 
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echter niet. Een continue functie is niet noodzakelijk differen­
tieerba ar. 

Tot nu toe hebben we het differentiaalquoti~nt bekeken in 
een vast pu,nt x. 

het bijbehorende 

Late r:1 iie x veranderen, dan zal ook 

deze functie y=f' x 
overeenkomstig 

weer het differentiaalquoti~nt, 

Dit tweede differentiaal uotilnt 

wordt aa11gegever1 n1e t: 

Zo voortgaande kan rnen alle hogere differentiaalquoti~nten 

defini~ren onder het voorbehoud dat ze bestaan. 

In plaats van differentiaalquoti~nt gebruikt men ook de term 

~fge!ei~~ veelvuldig. Men spreekt dan van de eerste afgeleide, 

kortweg afgeleide, tweede afgeleide, hogere afgeleiden. 

1e Als Q x = f x + g x, dan geldt 

f' l ···~ .i,, : , ': • i' \ :-< ) . \ ' . + 11 t''f'\ 
,,.,., • ..,,,_,,, __ ,,_. -~"'•""'''~•-•• •' ., •Ill'' ,I 0< • _.,,..,,._~HO>---~--"°' 

\,.. t -.c 

~ 1' X + }", '! -· g 1 '))II.. ) 
~=} \ ~ . -~~ \ ' __ ,. 
"-• ,_,. ___ -_..,_,,..,.,-,..-~<"-•·· - .. ~ •.. ,,, - ... -..,,~«- ..... ,.,....,..,.,_; .. -. _,_ 

' t·"•; 

Evenzo bewijst men gemakkelijk: 

- g x dan geldt 

3-7 

en 

3e als ~ X' =Cf X c; constante dan is: 

3.8 

4e Als y X. 
. '\ 

= f X g X} dan geldt: 



BeTt1i js: 

i ! r11 
h. -t- ii") 

..... 

t i" X' ~· 1
! x "l .. L 

'\.' I ""1'"'1 T 
'½cp 

5e Als r lf X X 
r,i 

'<"'" - ,. 1' 

" =-o,•· • ' -1 ~- r" 2. 

.,,.. 
Als f X be L!J X ' 

,., .. ..,.., .. 
~~-~ ... , 

1 g X 

\ .,')· X . -~· -~ 

Bewijs: 

Different ·1 at ie van e 

1 consttinte) ~ , 

. 
,.,.,, . , 

., +"' Y. ·····x· 

t1 geheel 
n 

X ·-- x· ·x ._..,,_ .. .. geet~t: 

' 

X 

----~ 
<,¢,,•-, 

\ 

1 . \."~1 .1· .,,,' '\. l I ,,~'r"' A ' 
l I , \ , .• 

. ' . ' ' " {'""· . 1 . -41, · •• , 

) f~ 
• • " 

,,,,_ 

n 
,,h 

t ., r: X \ ['•~' ( x ·,) 
\., ,»>.,. ~, . 

• 

elke 

l·"'i I . ' 

,··.,,~···\ ,[,,\ 
i,~>i, ? '\·"'-i 

"~ ·_ c" 

- ·=-~-... ., ,.,. -·-"··"•·-•v --... ~- - '·" -• '""""·•..-., ....... .,., ..... 

X 

.,.., 

dan 

t'". 

l I . \ 
f l")!('•t 

.i•"\ i ' ' ; , I . . 

,.~ . -,,., 

f"Plr1t :;; .,, . . .. 

.X 

·,' . ' • 

f~uncties: 

'l'""'n ·x J a "' 

• 

- 11 -

,, 
" 

f x 0: 

heeft de functie 

3.12 

3.10 
•• 

op 

4 y --·- 1 
n 

X 

11. ge t1ee l Toepassing van de quoti~11trege 1 , 

' '3 - en 1 r"\I . .:::::. 

dv 
-.-..•--~L~--- --- '••-----
d "J , .... 

y 

-·-~ 

n a X n 

·•3·. 14 · 
• t, ' 

·• 
geef~t: 

• 

3.15 

11-1 
+ + + 
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Toepassing var1 ge A'llf,.t • ; v ""' . • 

- . * I - , ~ , _,., - ~ ·""'·"' ,-~ . Bi• j di~~erent·~at· 4 e· v'r- e~-rA - .... ..i.. . __ . ;,. ,, l .. .-~ -- , .. i,a .. ~ l vpel~e·r•m nntqt~aa-t e· e··n n·1a,,wa 
Of!/ """ ,,,,,1-!'.,. V , , . 4 " ,1, ,~.ir ,... L ,, ~yir . U - _ " _ J --~ ~- \.A, ttl! ~ 

V e e 1 t e- l"'i m '"'' a a r· V ~ n d p {1' ~ a-:' a-• .. rl ,:,i p n-' ·1 ;:-~ i....,. c-:i. 'Y1) 1. ,r~ .--:; ir:::; n 'I "} ... , "1 i"1 e ,''\ .. , Yl ("' ·p· , r t'i n k e,. · ..., • :, '!f'M - - "' - ..., 0 ·"'- · , .. '!. '\.,,. """ .• " . ~.,,, .,;;,,,_ 'C~ .L __ """' \.~. (,'..,. , .l. ¥1 0 i . U ,, U l.,J ,;_ 11,.) · _. - V ;,t. ' -
-· J 

,._"!I, 

lijke veelterm. Van een veelterm van den~ graad zijn dus de 
- e n+1 en hogere afgeleiden alle identiek gelijk nul. 

Deaf eleide van de inverse functie. 

een continue inverse 

die functie monotoon 

ge-nd e 0 t· e 11- ; n-£Z ,, 0 , J;. 1..-::l> • 

waar' 

·vol-

Stel-1-i nt:5 'l ,,1 , ....... jw. -~ Als ·3· #x -•r, de f,unn+~e- y - !~- ·x , < -.('. J , . ll • , , , . ,,,., 
Ii.;.,, "' ' u-.,,, ' . ~ l¼<' .,,.;.¼ ~ 

-11,IIU!l!UIMF 1115 - Jil I IIF ;P4li 1 11.- ldt :@· LS Mlfldtl ;N: 

differentieerbaar clat interval hetzij f 1 

het zi j 1~ t 

afgeleide 
fi y ~ X 

~' ("\ 

X , < / . 
•· '· _l j dar1 bezi t cie f11ncti.e x= <p(y--

ir1 el1c JJlJnt v,ln r1et 1r1terval f~ a < y ~ i~ b 

monotoon toenemend is, 

wanneer y ::'.'.:: f x n1onotoon dalend is. V "", o ..L " 

l 
i 

var1 de 1 nve1,se fur1c tie 

\~anneer 

,T .,, " voor 01e af~geleide geldt; dar1 de betrekkj~r1g voor corresponderende 

waarden x 0 en y 0 : 

Be,vi , ~ .. 
11,,,,li' • 

' # \,_/ y I ... jo 
~ l 

"""''""·"•"•-"C..,...,!·""'"~"-•~,.,, """'-"'1~-'!'<.,,,,,;,j_...,,,_ ••----0 \. C', 
)f, -➔ -~~ 

Volgens onderstelling 1s 
nadert, zal op grond van de continu!teit van de functie y=f x 



X in het beschouwde 

interval monotoon is zal wanneer v. tot v 
$,, 'I .., 0 

naderen* De relaties dus aequivalent. Dus 

ook de limiet: 

X - .X-, ' ' ' 

bestsat en is is deze limiet gelijk 

De f1,1nc!tie 

dtlS 

Ver·d·e~_·.· gplc1t ~ro1Nen~ 
·• ·""' al , V ~i.. C::) .. • .,u 

,r:lx·) ' 1 • : 
'SP' ' 
1 \ J 

alle nu 

van de onafhankelijke variabele ~, 

}.E, voor· ex .s <.p ·.'::: r·)> .. \'le kunnen n1,1 de functie 

een functie van x in het interval 

{J,,) X 
I 

alle waarden aan 
3 = ~ . De functie 

f(x 
' ' Ji 

VC)Or 1 ~ X ~ 4. 

L)eze methode om tlit ti .. zee functies een r1ieuwe 1--unctie samen 

:e stellen kunnen we tli tt)re:i.de11 t,ot meer dar1 bijv. 

met 
~) 
....,_ .. , :;;:;;: X - g:r lp 

, ~ I 
-- • 1+g, 

~ cus - ] 
.I 

'.g <.+?x 
,, 

} . 

Als {f) x differentieerbare functies zijn van 



-

respect1evel1jk x en~ 

baar naar x en 

dan is y =-;: r X· .. .;t,, d1fferent1eer-

of 
0 ·1•·) - ' 

--¢,.-"""""-" ' ,,,.,. .. 

d>< 

Overeenkomstig geldt voor fancties samengesteld u1t meer dan twee 

funct1es f x 

Bewiis van (3.18 
C 7 I Jl]IIICI ,ssi-£:,12 11!1 

.. 
• 

bewijs stelling 3.1): 

cJv 1 
,_,_,:..,/.,.__ :err I I t''Y"'l 

,? ;x ,,c , -J x 

·r1us • .,1..,.,.,, • 

' ,,· . ' -~ ,J ,,,,_ ~« 'f -,, 

" s, '"• •SH, , <<<,._ 

' 

I (;, · v.gl ~ 

Met een en1,.·.tszins anders ~eformuleer·d bewi js kan men laten zien 
c;,;,:..,..,, ~"' te/1 

dat het niet noodzakelijk is 

De regel -
.
1 t d W. "')rn · e 

. . (.,,, \,,A. .J ,, . . . ' 

Voorbeeld 3 .. 3 .. 

De 

dif 1 ... erent ieren: 

Toepassing van (3~18 
""'·, f' ' ,,,, ) ,, .\ . . , ' . . , ' '" r -. • , t ( ,!(, } :::~• (1 \ \4c. . ,, l~' ( ,)( } 

\ ,. 1,,.) ·, 1 . 

Voorbeeld '~3.4 .. 

ke ,t t 1 ~gree;e 1 
Ii. ilidl I 1 

:rer1 ···)e rnde· ~) , ' {f ; ' 

c· tl 
1"""''"'~ 

\\) X' 

en 

p gel1eel en q geheel en positiefi Stel 

1 

Volger1s 

' y ~·· 

IMIJHiC 

3.14 ··=,.17· e11 
... s 

3. ·18 volgt nu: 
' 

3.19 



alle 
In 3.14, 3.15, 
rationele getallen 

dx 01 

-I· Z P I l'lli! 

dx 

en 
i:::,_ geld t : 

- 15 -

is nu bewezen dat voor 

Een getal wordt rationaal genoemd, wanneer het geschreven kan 
warden als een breuk van twee gehele getallen ~ 

Differentiatie van de lo .arithmische en de ex)onenti@le functie. 

Het getal e hebben we gedefinieerd door 
~ . 

e rw t,m 
n-4~ 

( '1 ,, 1 "\ f~\ +- .._. 
,r, ' ·, ' . 

Vervangen we de gehele waarder1 aannemende variabele n door de 
continue variabele :~, dan verandert de limiet niet van waarde 

voor z 

?~u is z •··-··.,• 0() aea ui vale nt .. rnet Dus geldt eveneens, als we 
'l - l ::.:~ 2 ste].ler1: 

' 
'-:: ,: \ I t·1·: 

Het ~etal e ~~·' nemen 

:3 •· 22 

we nu als grondtal voor l1et logarithmestelsel. 

Dus log e :=; 1 . 

Voor de logarithme gelden zoals bekend de volgende eigen­

scl1at)pe 11: 

log ab= log a+ log b 

log a Cl = 

- o. 

} d ,,Jon er be"1i js zullen we nu aannemen dat y = log x een 
continue f ... unc tie is voc)l'"Tu x :> O .. 

De afgeleide var1 y ······ log x l<unnen v.1i j als volgt bepalen: 

\t1iq ( ;( + h) -· \ oc, ;< 
s,.l ' tp,1 

•---• --~--""'"'·""''-"_,,___,.,. It< flibM Tit,W....,,.,, •••-

h 

Verder volgt uit. 3.23 "' • 

loq 
1\J1 

Wegena de continutteit van de logarithme mogen we nu de limiet 



en de logari thme verwisselet1. Dua: 

h Stellen we nu -· 
X 

)(;(h l 

n -,,tO 

, dan volgt ult• 3,22: 

·. lit)') 
l -t "'" 

- 16 -

Wanneer e als grondtal van t1et logarithmestelsel 

wordt gekozen dan is vt,or x :> O: 

Volgens ~, .16 vinden \&Je nu vc)()r~ cie a1~ge:Leicie van deze inverse 

funct1e: 
d )( ·1 1 

--~-~ -~-~ dy~ = 

. ,.,, ( 'X 

spronkelijke functie 

Cl 1~, ;,( --. )( 
, ~- """~--- ~ ./ ·'' .,...,.,.. (" /fl t ,.,,. ,.,..,, '¾' .. p 

<:J4 .X 

De f 1.1nc t-; i e y = X a wordt nu geschreven als y 

3.25 

x log a 
== e Iii 

Toepassing van de ketti.ngr,.egel ·~3.18 geeft nu voor de af .. geleide 

van deze functie: 
I <.":' c:'.l\ ._ 1 ~- I 

l ' -~.-a 3.26 
.J 

' 

Schrijven wij de functie y = x~ 

toepassi.ng van de kettingregel 

functie: 

in cie 
") 18 

vo:rrr1 dan geeft 

) \1> b ~· 
voor de afgeleide van deze 

Stell in·- .. Voor alle re~le ~ geldt: 

3.27 



4 lV1 i . , " • 1 ax ma en mir1ima van functies ,,ari een variabele. 

\li/e zul len nu 

differentieerbaar 

De afgeleide 

veronderstellen dat de functie f x· tweemaal 

is en dat de tweede afgeleide continu is. 
f.~, x. f t f ..,, van een ,, "J.t1c ie · ·. x gee ft de he 111.ng van 

de kromme y=fx.· aan. Deze helli11e~ kan weer ~voo1~gesteld warden 

door een kromme y=f • 'x ·. De hell.1ng v,,n deze ·kr~omme wordt bepaald 

door de afgele1de va.r11~, x., de tweed.e a1~geleide f'' x· van fx ~ 

wa···n•·n·.e.e· ... r·· ·d•e· ·t··w····eec•e· "'~ ' . ' ' . ., . . . . .. . . ' . ii">!. . . ' ,.. ·" . . . ' ~ . . 

1 f lt iti f11 a •.. ·. x . pos .. · , · e. 
f ·1 d ''I'' a ge, ei· e 1 · 

1 kl ' . e' I • ~· 1' n "" e n e .. 1. ·~ 1 

x pos1tief is in het punt x, dan 

interval, dat het punt x bevat. 
Dit ~1olgt uit de verondersteJ.cie (.~C>"nt~i.r111:ftej.·t vc,n 1 .. 1'··x ~ De a.fge-

., 
leide f' x neemt dus toe in dat interval er1 de kromme y=f{x 

keert zijn belle kant 

f'' x ~ 0 geldt het omgekeerde en keer~t: ij.e 

~, A 
I 
\ 
I 
I 
l 
I 
' ' i 

' 1 
j 

i 
' 

•• •' 

' 
I 

1 

f ,, . X > () 

. .. 

t:i,e .fig .. 

y· ,t, 
,,/ •· ,\ 

' 1 
' ' I 
I 
' i 

l 
' 

l 
l 

I 
I 
' l ! 
l 

l 
l 
J 

! 

"1l anne er 

de holle 
l.~ 2· .. · . 
"t ~ it 

I 
' \ 

I 
l 
I 

i 
I 
I 
l 

fig 11 l~ ~ 2 

.n f1 · ' (') ""- . X < J. . 

in de omgeving van x 

bove·n de raakli ,j11 aan de kromn1e in x liggen. vJtanneer~ 1" 11 
· x · ~ 0 

zal de kromme ender de raaklijn liggen. 

Def1nitie: Een functie y=f x heeft een relatief maximum minimum 

in een punt c, i,1anneerJ in een ornge;1 ing v,:1n c de waarde ,,an f .x •. 

voor alle x c \·<:leiner gr,oter ·. is dar1 f · c · . Ee11 omgeving van 

een punt c is een 1r1terval a~ x ~ b dat het punt c ini"1end1g bevat 

a< c < b ... Mer1 spree kt van re latieve extreme "'aarden, omdat het 

·max1.rnurn of mit1imum alechts betrekk1ng heeft op een omgeving. 

Geometrisch zijn deze maxima en minima de golftoppen en dalen 

va·n de kromme y=f x ·. ..·· zie figuur 4 .3 · ..... 



-.""'-'ref . ~ . "' . "' . _. ~·•,, l t··. ·t · t1ee c1 ..•. e :.;e 

4 1·· 
• • 

rl>eJ.E1tief 

bare 

·1··"i, 1 t· l'"'> ). 
• . \. \.,sr" .-

r'"""' ~en exact bewijs 

nee rr1t C eer1 

-

-·•-• 

I 

I 
I 

'· ·1 

• 

' 

.It r· \1e ·t l. l l .,.,, 

het 

' ( t ,,,.4 
z.. . ., I . "' ' 

- 18, 
... -

• 
{ 

' 

' • 
' 
• 

' 

v1r r•n Y •• .: ii K, 1: 1• 

ls het " . . . Ji 

V ()014} optr~eden van 

Pllnt var1 de 

4.1 

in een 

a. ., ""' V o·. 1 ct t· .• c ..Lo 6 
~· l fl . ~)te .. y:~:= \x 

vc,ldoend kleine 
' 1 

' Fl 
I ' is I I 
i 

I ' ' 

,.._ ·• a -y¥...,,,;,,,, •. •-. ---c<fy" >' • ~.,- 0,>•~•••-.> • • '<>, ,,, , -• , ~=•- h,•,~~,......,s-, 

dus 

11 tot nu ., 
l J., 

\--·.,1 

met 
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WL.~ v.:; 

q1..1oti~nt 
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lirniet zal dus gelden f' c 
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dar1 volgt 

VC>lgt 

dezelfcle 

laten we 

f 1 · C 
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men bewijzen dat 

inc een minimum heeft. 
wannee1~ C 

steeds 
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wanneer 
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raaklijn 

= O, c1an 

aan kromme de 
de 

in C ligt. l,f 
tt, an-

functie f
~ . y• · .. X. een 



een 

onder ·,-- ~ a ' ~ 
J, ,.,.,,. 

dan 

: rs ·•:! u" 1 

"'n r1e ~ 011n ..... ' hi . 
V i.,, . ~- im 

· .. 0 H ,.it: t ·pu.r1 t 

Voorbeelcl 

I)eze 

de 

de 

"I' :r ... ) o - ·t· e e 1· .:i ii,Jt, ,1.·J' .· (l 
I di I 1117 I iJi I lhtx Ji Ii 

X 
1 
1 • 

' 

,l'~ 

L· 

f' l ') '\ { X X . .,,...,., 

·--- ..; ,. 

~,, .. ,, 

t: 

" I ~. 

·+' 

l If"• 

ri I,, 

C 

i"'I .;;::;, 

·1,1 . -.~ 

1 ,, 1, ,, 1« t· n r~t t""'< sf"'\"'-1 it' ~, ,,ib ..,, 
. ' ,, 

e f."':l r1 e 'l •'' t j e '!'"'ii ' :,.,'1 
& ~ 

. . - ,,4_., '¼,.4'. .: . ~ 

ee n ?"~ e 1 "'~ (: .•. 
,.~. -t 

'l e t., 
'""' 

i 

··~· a ! ·-· 0' ! -··~----
~ 

cle 

de 

, •. , ' "·\, I 

""'I ( X 'X. P-· 
' 

' ·+ ~ --... 'o/ ' 
_,.._ 

..;,, j \ ' 
,, 1 ' ., 1 

de 'k • , A . ·.· ·•.·r,,,;$ . romn,e 
~-,, " '"; t { <:::; f" '' I 1' J _1 t·~'\, ~1 n ' ,/'>* ' 

,,.,. -1:J 'Th ~ ;;:·~14 j C ,;;"f'# e -~~-"-, "''°) 
\, ' ? ~} 1 · 1 ! "•'""'~#. ' 

\ IJ..~~ \.,~, ,,., l 1,-..,.,. .fy ~ 1.,,,, , \, V ~ \ ' 
'iii<'"'-" .t .,, ,;!,. l..,~,.. ""· ,!!,(;(<>, 

. ' 1 
\ / 

' 
X 

f'' y,,,-. y • I" 1 •·" n ·r1 "') ,~ f~ ' 
I 

C 
.r, er1 f ,, l"'' 'l l n,"' "I"~ \. l,4) r:! l . t: • .,_,,_ 

' ' ·, ~·t 4 
/;;,. ,;t ,~ -·~ {,i/4,..._,,JJ, ~i\,~- ,4!Jl J ,~ - ... 

f'• ,lj ,4~ 

' 1~1 f ii *"'"' i t~, )"'¥~ l , r·r, \,., •"':\ n ·n e e ~..,,,,, ,... er1 j_ 
,, 

' l~ 1.v·•·-
. ' 

' \,.,, ' . ,ll .J.1,. ' -•~- ' 

' i, ,i * '"·" ,I .• if 1/f 1(.4 4 I 4 ,,, 
' 

,, ar1 de 

X .. r ·. -, , 
• "'""' ·~· 'Is ..• ,/ i@l 

rr·1 in i rnurn 

c:li t 

,., 
v at1 ae 

', 
"l • • ' l ·,,'. ' ~1 /' ~1" ~ ' 

!+ tt 
X en X ·iv e r~ cj (; :Ls f' -2 -2 0 .f ti ,oS's,k 1,~t -- ,,m:;'.' en ... <llil'• ., -·- .I,,, 

,~,-.. _ •, .. ~-,) " "\ 
✓ 

" 

f 11 r1r,1-1·" p ~A \,..,,;, b.f . -i,.,,,,, be 4 ef''.7 !~:~ ' ·-• 

X ··3 
~ 

I>e t ., e c·, a~ ,-. ·,, t·1·~ e· 1¼ r·11· · ·P ·""' ";·"! ··1 ,, ·, .. 1 / l ;11/ ,..... ' ' ~ ' L """"' {''" ., "' ~: . , )';-,· ,, l ' ," , C...,. ~ , ~ "1P ,._. t"') ,, '¾,,, #",, ._.i..,., ,?, 

SI ta llll; I? 11 17 1"1 I 4.11•1 t t½1IJ/hw1t>hp!L11&illli!IF 11'1;& 

• ·e ~ * 
I Ill d 

11 a r1 r1et gebie,::i, 

in a en r~e ~ .,r 

(1US ' t'. ·, ' - X -·· 11 ,~-·'""""' , ,.,,,,_ 

!lll 

x-as 

r, 
- !."':.. ee n ma.x 

steller··1 

naar de 
c1e 

ir:1um e "" 4, 1 

""' 1 , J'. 1 ,~n 
""' ~.A, • _,., .... 4 . 

en b f igutlr 

- -

0 /'' 4Ti,..,,.,,, 
j 

bezit 
If 

C ~ 
. 

'""' ,,,,, -, 
#'· 0 

X e > O 

Aange­
ook 

4 

/"' u 

• 

i"') -·-+ . - ·1,-~ ,: . 

'3 
~ 

1 n 

1~' ·i·· J'' w ii -• ' 

de 

'ii) 

> f'\ 
\._,,' Ill 


