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1. De theoretische et van de rote aantallen. 

r..,imietstellingen v,:irmen eer1 zeer bela·ngrijk gedeelte van de 

waarsch1jnlijkhe1dsrekening en de mathematische statistiek. Gezien 

het karal<ter van deze leergang kunnen wij er niet lang b1j blijven 

stilstaE·n en zullen ~,1j ons rnoeten be·perken tot het noetnen van de 

voor ona be langri jks·te ste lli nge·n ~ Eer1 u1.tvoer1ge hehandeli ng en 

bewijzen kan men vinden in ieder fundamenteel boek over statistiek 
en waarschijt1lij\{heidsrekening, bj. jvoc)rbeeld in de aan het eind 

van paragraaf 1, hoofdstui,c I., ge·noemde boeken van ~l.G. KENDALL en 

H. CRAt,~R. 

In paragraaf 2 van hoofdstuk II hebben wij de limiet van een 
rij getallen als volgt gedefinieerd: 

Een convergeert naar de limiet a, 
wanneer bij ieder positief getal teen getal N gevonden kan worden, 
zodanig dat voor. n '> N geldt 

la -~1-,:, I t"'I QI-<-~ 

Dit betekent dus dat vanaf de index N 

verwijderd zijn van de limiet a. 

Een dergelijke definitie kan bij stochastische grootheden 
niet gegeven warden. Onderzcekt men bijvoorbeeld een rij stochas-

nog geheel verschillende waarden aan kunnen nemen, maar hetzelfde 

zal in het algemeen gelden voor ledere functie, die men van deze 

grootheden kan vormen. Men zal dus een ander, zwakker convergentie­

begrip in moeten voeren, dan dat voor rijen getallen. Dit gebeurt 

vanaf een 
bepaalde n alleen waarden dichtbij een bepaald getal, bijvoorbeeld 

aannemen, maar door slechts te eisen dat de kans op een waarde 

en wij zeggen nu dat 
stochastisch naar ~ .. ?n.Y,ers~e,:rt voor n ... 900, ala deze kans voor 

n ...... ;a-00, tot nul nadert; ook spreekt men wel van convergentie in 
r;t t 1 illl 4r ttl'.iffi21 II 4 ii ii JI 1b %11 1••1t l I Dill .. I lS 

waarschijnlijkheid. Stelling 1;1 bevat een eigenschap van dit type 
van convergentie. 

Ala 



heden zijn, die alle dezelfde verwachting . en variant ie 
bezitten., dan convergeert, voi:)r, n.-... co, het gerniddelde 

·I ltJia $1 Iliff 111) 1!01111 

1;1 

stochastisch naar r , d. w. z dat \roor iedere t > () geldt 

1;2 .o 

2 cr 

.Een speciaal geval van deze stelling wordt verkregen door 

voor _ successen (0 of 1 te nemen bij een 

experiment met kans pop succes. De stelling neemt dan de vol­
gende vorm aan. 

In een reeks van n onafhankelijke experimenten, ieder met 
kans pop succes, convergeert de fractie successen ~~ voor 

n---~oo in waarsch1jnlijkhe1d naar p, d.w.z. voor iedere ( > O is 

1;3 

.9.E~e r ;< ~, ng,e",?}" 

Deze stelling heeft een grate praktische betekenis. Het is 
de theoretische tegenhanger van de experimentele wet van de grote 
aantallen zie paragraaf I,2 ~ Het zou niet juist zijn te zeggen, 

dat deze laatste nu 1'bewezen'' is, da.ar een stelling, die op de 

werkelijkheid betrekking heeft, nooit op grond van een axioma­

stelsel bewezen kan worden. Alleen experimentele bevestiging is 
dear geschikt voor. Wel kunnen wij nu echter opmerken, dat de 

uitermate eenvoudige axioma•s, waarvan wij zijn uitgegaan, 

adaequaat blijken te zijn ter beschrijving van de nogal ingewik­

kelde experimentele wet van de grote aantallen, die wij runda­
menteel voor statistische verschijnselen hebben genoemd. Dit bete­

kent, dat de interpretatie van een kans pals - bij benadering -
een fq in een lange reeks waarnemingen bevestigd is, terwijl 
bovendien dit succes van de theorie het vertrouwen in verdere 

resultaten - d.w .. z. het vertrouwen dat de toepassingen daarvan in 

de praktijk bruikbaar zullen blijken te zijn - vergroot. De op 

blz. 20 van hoofdstuk I gemaakte opmerking, '1dat in het kat1smodel 

het fq ala zodan1g, met zijn statiatische fluctuaties_. op natuur-



1;1 

Indier~1 mer1 een 

-

de:? vc,lger1de .. 

'J€I1 \vac ht i. ng 

-

waarnemingen verricht, 
,-::, 

ka·n de 

d aar , 1 e ·1°' <,.:.2 e l ·t r· 1 g, V ,rtP ,_· ,...,l ' '" ' ' .:) ver-
X ( 1 ,; 1 ciat het r ~n-

n ":i ··1rm a" t e ,,.,_ , ·,_l. 
t C' I I . -- 11 g;z.,o t:; er word t, 

s ·~eec1s l . "- e v . J\ls 

- bet1oudens een willekeu­

- r e ,...,, '° l~., h. t· . t e· 
V -, J,,. W "-'' t. 

' 
• 

Indien men bijv. een physische of' chemlsche constante 

S 0~rte· ·11· ik uewinht. ·-' \,., . . \\.} 0 ., 'iii" . \.,, , t ·tte~ v~n e~n \rl~e· 1 ~t·~r " , . I l. !J. ~ ~ \.. ' ,J ,;._ 0 . \.,) J. j lading 

te ka·n rnen een 

aanta: onafhankelijke waarnemingen daarvan verrichten. Ieder 

stochast~sche grootheid beschouwd warden. ~orden de waarnemingen 
""P deze., 1 ·le (; . A. ..L.i.. .· ~er?e1~ae pe~"~nen en rne•t; d-e~e.·l .. fu~.e \,,.A .. :... · . l.. \.,. ' .l u l~) · . · , .i. • • _ - _ 

Ve l"' ~ t"'> i., t·~ .vll ,,, dar1 be z~ it t e r1 :::t:e a 1 J.e cie !t:,e lf c1e kat1s verde 11 ng e 

t~: or de n b o, · er1 d i en 

i nv l oe d dc,.1:J:., c11 e 

de uit\comsten van latere waarnemingen niet be-

beinvloedi\g t1·1a t: e -
' 

clan l{t1nr1e r1 z 1 j 

stelling toepasbaar. Veelal , __ zal men n dan niet 

zeer groot k~ nne r1 ( of' 
.. .., ~ 

~. 1 .., J I e r1 i!'v .l .. _1., . kle 1. r1e n i.s de 

variabiliteitvan een gemiddelde van een aantal onafhankelijke 
:) q ·-i ~ ,,.,., , . ...,. ? d .... i • h i " waarnem1ngen ~a~zienllJK K~e1ner, us ae nauw<eur1g1e·a aan?.:ien-

, ,· 

lijk grater dEn van ~en er1kele waarnemingo 

rnede 

het 

-
L.l , i,.7 a r:3rt·b i j x in de l)uur t r· - . ""'L. -n De r:angt 'J aak 

V a Y'l ,,.:a e r r .. ...., r"li n e rr 4: r:1 ,..,r C' .. ~. p T) "'.'.1 l""l r.:i t 'L'l UY"' -~ ·f' l\ll e n id 1"' .• e n t :7. ·1 ('.": \,"\ ·d a a rv a n b 1 J" · i, 1..J. - 'n ;:J. .. J. L ,, • .L '"t::,v C! ·t· (',.;;!.1,. C:1 .; 4. ·.1~ O . .., ., l~l. , , - _ - lt 

verrichten van metingen steeds bewust te zijn hetgeen niet 

altijd het gev9l is . Bij de bepaling van een titer van een 

v:oeistof bijv. kunnen af'wijkingen in de gebruikte buret en pipet 

systematische 'erschillen veroorzaken tussen ~ en de titer, die 

men eigenlijk ·,,er1st te meten. riet is dar1 zin).oo.s de 11auwkeurig­

heid van de be1aling, door n op te voeren, zeer groat te maken, 



d 1. r1g 
-
X -r1 
len 

van 

de 

bli.jft 

te 

de 

a ·, ·1.,, een . I ' , . 
(,_ .41.:.,. ' ' ""' 
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k:a n. 

ver·kregen gemiddelden 

verachil.-

a D n ;:;l r a!· t·· ·ur en {,,,;, (,,.,I; ' ... 
k. ,t.. 

··~ t" j,., g J. PI"i. n<J ipE~ 

g r ·'.j f'"'\ t· 
1 ' (,,,, ....,,, ' , 

Etl le 

met 

of 

,1an grot 

de 

dezelfde of' 

r 

£' • d t \. ci • s t e 11 i ng 1 .; 1 oo\< 

deze begrensd 
""\ Is voor ,.,.. .. ,,, 1 l t ,, met een 

kle :i r1e 

n' U-. Q". ,: r, e l"'li d e· r \" € -y, r;, 1 ' ~ 1 J'" t· c:;;; VI ..., i L ~· ., ;,,~ c_., l: \,, . 

de 

de JI 
J.. n +- i'.'.l \.; .,_, l) e r1a 11(:1e 1 en 

t1 i.er bui ter1 

l~edachter1gang 

schattingstheorie. 
$ •11 JI.X : I IIIW f 1 I I tu 1 I 11.• l I.iii In 

----··· , ·-4<-·.-..-----, -----· -· - ~-- " . ..., ""'' __ _ --------·--·--·-· -----

s tocr1as t iscr1e 

is 

i l
,..., 

j -
De 

vrar1 een 

en kunne11 

·, .. a· n '\, ' .~ 

,,,,C'•Or V / -

.,.; 
" l 

I 

C"'l f) r,· e tr' e ·il""!k. i, 
• J Y'""' !,,,. ,l., ',' 1.,., .. ,.__., ,ii 

i, f}. 

., ae 1.· 

eer1 "'l , ... n t"' a 1 ,:1. C:l . . ·• """' C . 

' t c:1 a : eer1 f"'unctie ·" ✓ 
1Jan een of~ meer 

een stochas-

vc)c)rbee lder1 r1ierv an 

c,• +- o c \,1 as· ... t is C" he (!,.J ~I -.,,.._~ .~ L l {, . ' ..,I i.,. .,J f;r~oo the der1 dat 

or1s een 

• -e 

orn cle 1cans verde ling 

Fi:ve11als in c.ie tweede 
,. " 

\'I/ 1. J (1 0 ,, t .. stelli.nge11 voor· 

e (·~ i" t· e· r ... l i - algemeen 

op analoge wijze 

toegepast warden als voor twee-dirnensionale verdelingen. 

~- .. t e 11 i r:ig 
Laten x --1 

en x~ ee11 sirnt1ltane ka.nsverdeling bezitten met 
..... • 

als kansdichtheid 

en Z i jt1. 
T , .uaat 

.. \i'err~1er-, de 

eer1 functie t,·) x1 ,x2 

twee-dimensionale 

van 

Ro ruimte 
c:. 
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een r .. J 

de voorbeelden 
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I 
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•• 
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·-
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• ,.,, '..,, • 
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Som vrer~J ,anger1. De ·•-t' el 1 ·1no-::i - ' ~ ' . ' .~~--:, 

' .. ,,,, 

f" ' • I O' ' . 
I ·~· \ j ·-· ~-l ... , 

'1 t t· l .l. I 

,, # 
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•. L ~- u l,"'r 
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II 
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.. 
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t()epas -

· .. 4 .. + l> 0 

laatste lid de 

verdeli 11g rnet oarameters .. 
-verde J .. i r1g;. 

en l.li t hoof"ds tuk III deze 



1Tlq:JI I =11 111,icaM,lllJJI :11111 "Jill il!la •• .,;! i1 11, 

", 0 or· d 'kt:'nn· en 'i r"" '"t"'l, d "' Y\ 'r r (' y, 'i'fl . · · ', . ,tt. . ,., "" 11~ U ,L . t l 1,, 11 ,._) .,, ~ 

V O 0, r e e n. . .·,f "', () ,. • 1 t .,l fl t 1 ',, /"''• '""" r ,a·. 1 .. 
-· ~ ,-, """' ~ ('.,;;, · k ~'J \,) \.,) ,. . . ,,,J " 

dat 

a 
'h 1 ·i 
ii, ,. ' ~) 

c: andidc1at 

goe<le antwoord. BerekenJ 

•. ' ,I' ·t· ' ' l ¾,.,,,t. ,oil,i..., . . 
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fo11t beant-

·1 t)unt gegeven, 

het tentamen voorbereid, 

OP het .. f;even v a r1 he t 
Vat'"' ,f# ' ·";), ,,. C) naf~hanke 11 ,: '<-

held der antwoorden, de lcansverdeling van z1jn eindcijfer en 

verwachting en spreiding daarvan. 

b 

ste 

bez:1 .. t x 

hetzelfde voor candidaat 

kans eer1 gc,ed 

ee11 kar1s 

j h '""I t antwc,01~< ee!, 
' 

J. 
,'' 

J .. 
~- ,. 

die voor de eerste .3 vragen 

m""" a· I'll v ·""" o ·r· de d. \...), laat ·-

Wij het eindcijfer van c9r1didaat A aan met x, dan 

een bi. nomia.le 
f") 
L verdeling met f) =·~en n = 5- De kansen 
j -· 

v-Jorden dus uit hoofdstuk III : 
r· ·1 ~4 

"' ..... 
l f'") f4>, 

L '\ " " I"~ ! I ' , l ", -, . 
! ' ··--~· { ' )( i 

ti<. 
···-· ,_,. __ } ' .~,. " .,. 

\ \--· ) l - j .,, '" ' 
.,., ,, .., J 4, ' 

. _ _,,, ' ' ,j j -~· _ _,, 
•• • 

t e r\1'1 i j J. cie 

vglo tabel 4;1 uit l1oofdstuk III; 

e t1 ci e "v a r 1 ant :i e 

cje spreidi.ng is 

b Voor candidaat B noemen wij x het aantal punten dat hij 

met 1, 3 kan bereiken en~ het 
~a· nt al (.,,a .;;. - P "·,·n+-en J1. .. 4t v · · 1, oplossen van de opgaven 1} en 5 kan 

bereikeni voorgesteld door z, is ci clt·1 d tis g elij\<: ~ 

aan 
,-.,,~ -v \a/. 
,.[_, .:·.::: A + '# 

, ... .,. ~ '
, 

-· 

en 

...,.,_,, 

. 2 \ 1 i ' ' ,· "' 

;::; \ ',···••· 
, ' i I ' "·1 

uit stellir1g t""') ,, ,,, 
C. , kunnen nu aangegeven warden 

f igut1r 2; ·1 . 1D-~~n_twee-dimensionale f iguur~; z1.e 

1 Dit is opgave 73 van het reeds eerder genoemde opgavenboekje 

Van Prof • Dr J . IIBrJIE LR I ~JK e l'l Ir DORJ\ Lil'J'E \~ .. WEKE • 
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Eer1 belang:ri Jke toepassing van stelling 2; 1 is tenslotte de 



- 8 -

1v'olgende. 

verdeelde stochastische 
grootl1eden 

heden f(x 

met en en verdelingsdicht-
en g· .. ·y 

' , 

verdel1ngsd1chtheid 

. . . 4 . 2, .· 

en 

2;5 

'lolgens 2 . t""!i 
, C. 

- .._,, 
)(¼y;'fl 

• 

dan geldt voor verdelingsfunctie Hz en 
r1( z 

er1 stellirig 3;:3 uit hoof"dstt1k III is 
l,r ll;~ ;f, jll t~ 

F(x dx 
" . 

. ' , .. 
\ ' ., 

. J ;f / ' ' 

Hieruit wordt h z verkregen door naar z te differenti~ren 

. vgl .. stelling 6 ;4 u1 t r1oc,fdstuk II ., 

Deze st ell ing, die men bi j ber~ekeningen vaa\< moet toe pas sen, 

illustreren wij aan de hand van twee voorbeelden. 

Stelling 2"4 .:;,) ,,,, <I 

,..,..., i ..,, ~. jn x en~ onafhankelijk normaal verdeeld, dan is z = 
eveneens normaal verdeeld@ 

x+v L, 
..a 

T"1 , ie J,..,l verdelingsdichtheden f x zijn nu van de vorm 

e11 
( \. q,·· V 1' 

' ,I , V ,; 

waar1n :: betekent: op een constante factor na gelijk aan. 

Het produkt f x g z-x heeft dus de vorm 

.. 

De exponent kan vergelijk blz. 14 van hoofdstuk III ge­

splitst \~orden in twee dele,n, waarvan het ene een kwadratische 

vorm in z is zonder x en het tweede een volkomen kwadraat van 



- 9 -

de vorm ( ctx + -z • Y' ~1
1

'1 Het eers te dee 1 kan als een e -mac ht voor de 

integraal van 2;5 gebracht worde11 en deze integraal zelf is een 

constante substi tueer daarin nl. \/ JlMU(x + f'll2 .. y , dan veranderen de 

grenzen niet; deze blijven --co en +O() .• Daaruit \'Olgt echter de 
stelling. 

9·12rn~ ~,k; 1 !:!Sen 
I 

Stelling 2;4 is direct · door inductie uit te breiden tot meer 

dan 2 onafhankelijke normaal verdeelde grootheden. 

De stelling geldt ook als deze grootheden niet stochastisch 

onafhankelijk zi.jn., doch een simultane normale verdeling bezitten. 

Het bewijs verloopt op geheel analoge wijze met behulp van de 

formules 

wordt. 

en 2; 2 , waarin voor G het, gebied x+y s z genomen 
a 

Tevens is gemakkelijk in te .. . z1.en, dat vermen1gvuldiging van 

de stochastische grootheden met constante factoren de normaliteit 

van de simultane verdeling niet verstoort vergelijk stelling 2;2, 

evenmin als het optellen van constante termen, zodat de volgende 
• 

algemene stelling geldt. 

Stellin 

normale verdeling, dan 
is ook 1edere lineaire combinatie 

2;6 

normaal verdeeld. 

Zijn x en X onderling onafhankelijk verdeeld en bezit x een 

gamma-verdeling met parameters (X en "en ¥_ een exponent1e·1e ver­

de ling met parameter A, dan heeft ~-♦"'"X+;[ een gamma-verdel1ng met 

parameters <.X +·1 en )\ . 

Bew_i js, 

De verdelingsdichtheden van x en il... zijn volgens · 1;25 resp. 

1;20 uit hoofdstuk III 

1 esp. °A.e,- ·~Y . 

Substitueren wij dit in 

en 5;30 uit hoofdstuk 

2;5 ·, dan vinden wij met behulp van 

II 

5;15 
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2;6 

hetgeen de verdel1ngsd1crithe1d va11 ee11 gamn1a-ver1deling met para­

meters Oc.+1 en :"- voorstel t., 

-~P~~.r,!';i QS 
Uit stell1ng 2;6 volgt voor ~ -1, dat de som van twee 

exponentif!le verdelingen met dezelfde parameter A een gamma-ver­

deling bez1t met paran1ete1~s cx:=2 e11 ,\. .. St1ccesaievelijke toepas­

aing van stell1ng 2;6 "i1oor cx·=2,3, ..... leidt tot de volgende stel­

ling .. 

s ,t ~,11 i !1S I 2; 7 0 

De som van k onderling onafr1ankelijke, exponenti~el ver­

deelde grootheden met parameter J"\ bezit een gamma-verdeling met 

parameters ex:= k er1 ,/'\ • 

Ook deze stelli11.g \-car1 nog algemener gemaakt worde11, doch 
daarop zullen wij hier niet 1ngaan. ~/el merken wij op dat een 

stelling zeals 2;5 voor gamma-verdelingen n1et geldt, evenmin ala 

voor exponenti~le verdelingen. 

1~ij bes 1111 ten deze paragraaf rnet ee11 praktische toepass·ing 

van stelling 2;5. 

J I • • ti $ I Ti ii'. d ,, lfifdl hr a I I iii z ii 

f~en leverancier \ran flesse·n slaoli.e vermeldt als netto inhoud 

van zijn flessen: 350 gram olie. Een winkelier wenst deze bewering 

te controleren zonder de flessen te openen. Hij weegt daartoe een 

zeer groot aantal gevulde flessen en hij vindt voor dit gewicht 

een normale verdeli11.g met gemiddelde 585,2 gram en epreiding 12,8 

gram. Vervolgens weegt hij een groat aantal lege flessen die h1J 
van zijn klanten teruggekrege·n t1eeft, met de bijbehorende sluit­

capsules. Voor dit gewicht vindt t1ij eveneens een normale verdel1ng 

1 Dit is opgave 67 uit_het opgavenboekje van Prof. Dr J. 

en Ir DORALINE WABEKE. 

LRIJK 
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met gemiddelde 228,3 gram en spre1d1ng 11,3 gram. 

Bereken, in de veronderstelling, dat het gewicht van de olie 

in de flessen nor,ma~1l verdeeld is e11 onaf"hankelijk 1.s van r1et 

gewicht van fles + sluiting: 

a de ka11s1.;··erdeling ,,an het gel>Jicr1t aan ol.ie in de f~les, 

b het percentage der flessen olie, die minder dan 350 gram 

olie bevatter1, 

C de covariantie van het gewicht van een gevulde fles en dat 

van de olie, die erin Zita 

Indien men nu, door zorgvuldiger vullen van de flessen, de 

spre1.d·ing van f'les 

zoveel kleiner wil maken, 
•· ... , -- , ~q-·. - , h ~~- ·~ ... '350 aar1 . . gi am OJ..ie r. .. ,ev at#, 

gelijkblijvend gemiddelde, 

dat slechts 2,5% der flessen minder 

tot welk bedrag zal men dan de sprei-

ding de1~ gev·uld,e 1'lesser1 rr1oeter1 verrr1i,r1deren? 

no 1 oss"'ng "-' ..L J..,, 
rws; i:wr ■ tr11n1■ a •1111fttt11::w6t 

r"ee.r­u ..,, J. het gewicht van de oliernhoud aan met x, van de flessen 

met~ en van de gevulde flessen met z~ Gegeven is dat ~ 

verdeeld is en z N 585,2;12,8 
trsild•A 

verdee ld. rJu is 

z ·=: X+.:i._ en dus i.s, mede wegens cie onafhankeli.jkheid van x en y_ 

en 

~ --· <....,,L _,_ 

er 1 (z , = t-:r ,t ( )( ·) ,4, o 1 ( y ) 
..... _ . ..,,,, / 

,' ~· 

a Volgens stelling 2 5 is x normaal verdeeld; de verwachting is 

\.QX - ~,3~ "" - ""'oA "- - \5h r, c,, "· ,...,/ V ') ,L Jl,.. Jl · . t _, ,,, ...) ' \. . ~ \,..4 
·-~-... . _,, 

e r1 de variant ~1.e 

x is dus t;J \ 1 erdee .ld. 

b De kans op een fles met minder dan 350 gram olie bedraagt 
f" 

,_ ' ,,w,,r'lt' "" '\ 4 'IJwl 
. ~._,.,,,,,, .II ii ~. 
.. -

en d"uS bevat 12,59; van de f"lessen rr11nder dan 350 gram olie. 
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C TuTit ·4,· 11 (·) v··an t1onr~~t1 1r I"TI· ,,a,gt . "'t' • 1, · ,,.,: .• l,Ai.,) ,,.;l ~ .~ .. • v ;. ·~)> · 

en d\lS is 

d Ltd j "' "d IJ' " 1 d·· k · . . a a. ., r e n . e u \•I e s p 1-'t c i ct :t n g '%'w' a n .x t:) e ·. r c:l g e n o ( ~ , a a ·r1 . s e .. . .ans 

op een fles met minder dan 350 gram olie 

:~.~<-? __ ::,,.~.~ ~ _•1.,9.. l 
("Y 1 ( ~ ) J 

en dua moet voldaan zijn 
aan 

0 • (.)( ) - l . • \ 

zodat 

Hieruit volgt voor de variantie van z 
,u,a : 

11 8 ') 1 
t I 

en de spreiding der gevulde flessen moet dus tot 11,8 gram 

Oerr1erk 1. ng 
• 1 : I • ur •µi. 

Deze opgave geeft een typerend beeld van enigszins primitieve 
t O e. D a C'! l~ i n g €:::; n '' ~ '!"'l (~ r, c• t" . a·· t~ 1· 0 t 1 ·e 1 ,.. ._ · ~ ...) ,, ·:, . "' 0 ,. · . ·~ ~ .. "! .· . 1..1 . ~ . t\. ·' zoals deze in de praktijk vaak 
voorkomen~ Het aantal metingen wordt zo groat verondersteld, dat 

het verschil tussen de uit deze metingen gevonden gemiddelden 

en de daardoor geschatte verwachtingen eigenlijk: gemiddelden 
'' ,., '' -r1 ..... ~-i.1·· d" :""Ii b "'k t over a~1e i e~sen ui e van ie ra rL an te verwaarlozen is. 

Hetzelfde ~eldt voor de sp,reidingen. De normaliteit van de kans-- . -
verdelingen 1s een onderstelling, die onderzocht wordt door de 

Vnrm· vgr, de f'r. ~,J, 1 er1t1e,,p~rl~·11,1~ van· ~em· et~1nger1 r1a t.e Ver-- wt .. _ .· ,..,. , ... ,,.,1t • "'.,,... \I ..,., .... _,..,. ., •. ,:;;, • ...1 11 . '"" . .. " ga an . 

toont deze ee1·1 '1redr;l:i.j1ce'1 (:;elij\<:enis n1et een normale ve111 delings­

dichtheid., dan Y:ordt c1e r101M·tnali.te1.t aanvaard., De ui tkomsten van 

dit soort bere1<eninger1 dienen steeds a:ls s lechts bij benadering 

juist te warden beschouwd .. 

3. _D_e_c_e_n_t_r_a_l_e_l_i_r_nietstellin~. 

In de vorige paragraaf hebben wij gezien vgl .. stelling 2;5 
dat een som van normaal verdeelde grootheden weer normaal verdeeld 
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is. fviet behulp van deze stell:ing kur·inen allerlei vraagstukker1 op 

eenvoudige wijze opgelost warden. Voor grootheden met een andere 

verdeling dan de in het algemeen niet 

voudig. Vaak kan men dan gebruik maken van de volgende uiteret 

belan,grij'ke stel lin,g, cl:te bekend staat; onder de naam: centrale 

,,l~,!!!~i~,~"~"~e,,11~,,~& en 111e lke t~ier (?;efor~m-uleerd Tt~ordt vc,or onderli ng 

onafhankelijke stochastische grootheden. 

St l ~i ·~ ·, .. e .1i n ') ---
Laat 

heden voorstellen. Laat 1.1. ; e n CJ ,1 \re rw ii<~ 11 t i ng 
I ""' 

en spreidirtg van 

1 - 1 ~ \ -- .f'(P<" 12 :,-J.,"., I zijn en laat verder 

en 

I ,,,.,, '3 \ __ ., ; -· 

I 

I 

Indien nu de voorwaarde 

vervuld is, dan is de grootheid 

·3·. • 4 . · - ., 

1 

voo1~ r1 .. ~ex:, as::v1 rnptc)tisc-:r1 !\J C), 1 · verdeeld, d .,w .z _ dat voor ieder"e a 

geldt: 

1 ,,,...,, 
.... , ~ 

De groc)t he id 

deze heeft n. als ver\iv1achting e11 cr · n 

want 

als spreiding en wij 

kunnen de inhoud var1 de stell1.ng d·us ook ala volgt formule1"en: 

1) Dit is het z.g. absolute derde m~ment. 



onder bepaalde, vrij algemeen P01 d•e·n~~ ,rr;or•d~~·r•d·e•1 b·e?1t- de· g•a_ ;;;,, e ""' * . . . . ""'· ""* "' ,. . . . . . " ,1 o .... . i: . ,IJ., ·'"' .·. ) w:;;; 

s tandaardiseex,.de som \f .·.· p " yw,·, ,' ('.:'lf- ,""l>l "'·~f'.·. Cl.,~,· l"JJ _._, •. · " :),· .·. · ·. 
'" ... 

~ 

asymptotisch een N 0,1 exact en 
dan zegt men dat 

dus nog geen standaardisering toegepast is). 

Behalve in de hier gegeven vorm bestaan er nog verschillende 

andere vormen "var1 de centrale .lim1etstell:1ng; de v·e1"sch1.llen 

hebben dan betrekking on de voorwaarden~ waaronder de as~ympto-
¾,..,. 4,, i? 

tische normaliteit ~eldt0 
,.,,,,,,,.,.,· 

all 0 a·e·-elrde ~,e~~e 1 irg ~ez1~ten da~ k~unnen· . ~ ~ . ,t';"' . ,l. \,. · t · ,.. t 1 .1. .,... l 1 . :> i.., ,. .,;,. v ..; J ,c: i l . . . 1 · · · 

de voorwaarden verzwakt warden en wel behoeft men niet te onder­

stellen dat het derde absolute moment bestaat. De stelling krijgt 

den de volgende vorm. 

- r. ;2 (c;ent:r'""ale limietstellir· voor o·nderlin onafhanke-

11.ke, identiek verdeelde stochastische ~rootheden 

.. onderling onafhankelijk verdeeld volgens dezelfde -c:. - ~ 

verdelinf; rr1et verwac.l1ting . L en spreidir1g t.T, dar1 is 

,.,erdee ld fl 

lJ 1 t de z e s t e 111. r1g 'Jo 1 gt d ire <t t ., c~i at wan nee r x 1 , x 2 , .. .. ... e en 

s tee k·proe 1'"' ,, oor"s ·te 11 er1 lli t~ ee r1 \iv i :l l ekeur~ 1 ge ver'tcle 1 i ng n1e t ver-

w ac ht i ng ·~ en spreiding o·, dat dan het gemiddelde 

asyn1ptotisch r1ormaal ~Jerdeeld is voc11'\ n ·µ·-~•oo met ve1..,wachting .1. en 

spreiding 

g. en , 

3;1 

In deze leergang houde11 wij ans slechts bezig met verdelin­
\-.:aarvar1 alle rnorr:enten eindig zijn, zodat vJij de stellingen 

en 3;2 steeds zonder meer kunnen toepassen~ 
Een belangrl!ijke toepass:lng van atelling 3;2 komt nu aan de 

orde. 



·"'"t 111 ~-1, ~ e ns ,, ,! do! 
fl •• I I ll Ill ll I I ~£ er ✓ 

Stellin~ van De Moivre en La lace) 

Bezlt x een binomiale verdeling 

d . w ., z . 1 s v oor k .,.. CJ, "1, .. * .. , n 

3;8 

dan is x voor n-~~ asymptotisci1 normaal verdeeld~ Dus voor 

iedere a geldt 

3;9 

.,.... 1 . bew ·:1s 
• ar111•11 rr 1r : M tU' • 

• 

Op blz~ 33 van hoofdstuk III hebben wi.j er reeds gebruik van 

gemaakt, dat x beschouwd kan warden als de som van n onafhankelijk 

verdeelde stochastische grootheden ~ 1 , die 11 het aantal successen 
--lb 

b1. j het 1 8 ex """"'rime t'' ~ +,..ellt::;; 1 l!\'l',,,_J,,, ~t .. ,e·h, .. ulp a~. aarva.·n. ~1ord.en , · . · . .. · · · pt: . · · .. t 1 c.. r1 v c, c) r~ s Li . . . .. ,_ r .. 11111 t: L., . _ _ • 

daar de 1~orm11les 

is de stelling echter' 

= npq afgeleid. Daarmede 

een speciaal geval van 
. 1~ 1 4 ,....., I"') s ·te .·. . ,J.. ng j; r~ J met, ~ .. l, ·.cc, ~.l ( ~~ l) C'!' f) e ri O l = (.J 1 

( ~ t) ·:;: p<1 

Op grot1cl van deze stelling kan de normale verdeling gebruikt 
.J "'I,, .. 11 PMI ttl at.-, lllitll r: I Ill a ti t 

1wor· -d.e·n ~1s~ be·na•je~~n·· . . .. .. a . ' c. t .t.. -L ,, .. van de binomiale. Zijn de parameters van 
de b·in··o. m• 1 ale~ ·\•e·~c~e· l ➔ n- n en~ " · .J . 1, ,,J,,. ...,. . . I •• , .J,. .l. .,,.,. t ~J . J. , ii. },,. j 

spreidi11g 

de verwacht:·tng np en de 

met; dezelf"de verwachting 

e n s pr~ e i d 1 ng \•1 C) r d t r1:l1 d e ~=i Gi fl:f~ ~ .P ~ s ... t -~ r1 o r" (D'"a 1 ~ v e"r 9. .~ ... ~ .. ~ .!!5. g e no e rn d . 
: ,::: a 

In figuur 1;1 zijn voor p=0,1 en p=0,36 en voor n = 4,9,25,100 
de kansen van de binomiale verdeling geschetst evenals de verde-
ling. gdi'~h· ~hei.d ~,a:·n·· u~-e a-r1e?e·p~~tw 0 r~1or,m··~1e verd·el~ng· ~0·,e ~ I 'lR . ~l , ~ J. ~J! ft. . . \/ - 4 ~,,.. ! \.A+ i. "'i _ %..._..J. U '-d Cl. r lilW - ~ J,.. " ~ , x-schaal 

,J 

is daarbi.j steeds zo gekozen, dat de verdelingsdichtheid dezelfde 

(de spreidingen zijn dus in cm gelijk gemaakt .. Verder 

voor n=100 ook de verdelingsfuncties getekend. 

worc:lt ge!1:1ust~1~eerti door" l'1et f"e1.t, dat de benadering 

duidelijk beter wordt bij toenemende ne Tevens blijkt uit 

figuren, dat bi ~j deze J .. f'de waa1"de van r1 de benadeI,,iT",g voor 

beter is dan voor p=0,1G De aanpassing op zijn best voor 
' p=~, hetgeen men reeds kan vermoeden op grond van het feit, dat 

de binon1iale verdeling dan symmetr•isch is, evenals de normale. 

Voor n=100 is het aantal stappen van de cumulatieve binomiale 
verdeling zc) groat, da't de 1~1.guur c,p deze schael niet meer· g,eteke11d 
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,!,~, r..~ ~ '~" t F~},1g.,,~ .. -h-•~ .. ,1 • .,! .. , .. ,~,.r .. --_,1.c1•"',..:.,, .. r_, "Ii p.,.,., -•~•·-e,..,· "'"""' _n.,, 1.,,,.,.,9_-;,., r,.·,., ,.;~,_~ .. !1 ... ~-8.,,!!w~,,.11.,~.,~-e_,,.., 

tli. t "' ae van de cumula-

dat de aanpassing daar' heel 

trapfunctie .. ., n 
..L. nog1 s terkere 

d.e cun·1ulat ieve normale ver-
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• 

worden 

gen. 

· etell1ngen 3;2 en 3;3 kunnen vaak in de praktijk gebrulkt 

en daarom be-al ui ten \lt11 .. j cleze parag11 aa1"' rnet t~:ee tc:)ef)Bssin-

Voorbeeld '•1. 

Van een verpakkingsmachi.ne, die tr1ee in pak~jes vra·t1 ·non1inaal 

a gram verpakt is ui t vroeget'e waa.rner11ingen belcend c::lat de werke-

11 jk verpakte hoeveelh,eid ::<: ee?·1 normale v·er«jelin.g bezi t met sprei-
~I 11;;1 

ding er gram* J.)e verwach t; i r1g , .... t. ,,, an ije ver1 de .1 i .. 1·1g k·ar1 men r~ege le n 
,l 

met een 1nstellings-n1ecr1ar1:tsn1e .. 

Volgena de waren·\~et rrioet elk pakje rr1ir1f,ter1:3 het r1om1nale 

gewicht bevatten. Om te bereiken dat slechts een fractie ~ 

, met ex< -~, -. van de pakjes rr1inder dar1 a gratr1 bevat zal rner1 ~A 
' groter dan a moeten 

Ge~1 raagd i,1ord t 

minderd kan warden 

ne rne r·1 ,. 

met hoeveel procent het overwicht u-a ver­
t 

indien de controle slechts zou eisen dat het 

gemiddelde van een aselec!te steekproef var1 n pakjes minster1s a 

gram moet 'bedragen, terwi~jl weer een kans tx toegelaten wordt dat 

hieraan niet voldaan is? 

,9P ~, ,~.~ ~ ~ ,ng 
Bij verwachting ~1 geldt 

t 

, ... , a, a· r'll 1 n ,f" . . . .JI,., .. 

,~a·n·. IT'O·e~ d~ 1 s· aD1Agn -..l _ ~ · · v l..,A. C') .,,_ . ..A.. U '-' ii. .;. 

Het moet ·d-~, s ' \,,I, .. 

-~. 0 · T ~ · ~ · ·· l . rt .if'I t~ S. e<..: l-o een .1.I8C ,.le Cl. 

( 
.... ''), .> ·t., ' 

Deze kans moet 
., f · ; d 1"'- d ,,,.... n·· · .. · ,. t·· i,',· •·,l""'"\·y,, l~;,e,_.e 1n.&..eer ,~ore.,,., uO-

~~cr bedragen om ervoor te zorgen dat 

·v•an,, de nn 1KJ·e·s· m◄ nde~ da 11 ~ ,. ,· J,,..ltl ··• . · .L. .' ,1,, . l (.Jl .. ' 

Stelt i het gemiddelde gewicht van n aselect 

g:r"am bevat" 

gekozen pakjes 

voor, dan volgt door toepassing van de stellingen 4;3 en 4;4 uit 

t.x e '1· " . 
-"",'~" 

Derhalve is 
J - ~'. ""' ·•· --- __ ,,.. 

0 



~- ~ 0 . "• 
"'P'-qJRJ.Pi!OO!O:~ ~ O ·.· 

• • 
·t1· . a· . ~ ··.·.· + 

%:,,, . 

Het overwic t1t moe t nu t1us 

overwicht is dus, in procenten 

Voorbeeld 
. 
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In paragraaf 2 van hoofdstuk I hebben wij gezien, dat in 
r in o 

geboorten 
wijken van Amsterdam tezamen op een totaal van 1927 
074 4n"qe·ns ~•oonl{~~R~e. '1 ,.\Ti i ''r·aae~n onR n·U· a~ l1oe ;1 * c\.J -~ ~ J..e'Ji . . v .A.a I Y1! ¥_.,.A t 4 J. a * ii( ~ ~ v v c, , v# ~ ~ ;,Jfy, :, 6, 

groot de kans op een zo groat of nag grater aantal jongens zou 

zijn als bi~1 ieder der geboorten de \<a·ns OJ) een .. 1ongen gel.1~j·k is 
aan 

Het aa.1·1tal jonfserts, x, r1,~ef"t dan een b:inomiale ve:r~cieling rnet 

met 

De gevraagde kans is 

waarin nu achter de streep geen voorwaarden, maar gegevens ataan 
aangegeve,r1., 

ber1ulo ,,an 
I, 

n er1 p 

be:reker1e11 de·ze ka11s ntt - bitj bena.dering; - met 

de volgende wijze zonder de gegevens over 
' ,",. e J:'r·n,e 1 den ) .~ 

~;l 7 1.,, ,_ -~~ 6 J , ,5 1 
C n,_,.. ~-· .. ·--~--.-,-•--..... ..,_.,__ i ,,.Jj,,.,,, 

.,_,~ 

wa.c,rin ·i1 een t,~ .· (), d/1: ve:r~deelde groott,1eid voorstel t en ~ betekent., 

dat wij met een benader1r1g te r11aken hebber1. 

Volgens de tabel. van de N. o, 1. verdeling is de kans in het 



- 20 -

laatste lid gelijk aan 0,32. Onze uitkomst is dus 

.. 

Het belang van kansen van dit type, die ove,r,,~~.hr,ij,g'"i-;,.gs~B;,ns§:n, 
a 

genoemd worden, zullen wij later leren kennen. 

• 


