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"'l • Tnle ·1· djt no· .. i. l . . l. l·"l 

De scl1att·ingstr-1eorie 1.s E~et1 belangr1 ijk onde1,deel van de 

statiotiek, waarvan wi 1 hier wegens de Er1 rote u1·tEi>~ebreidheid van ll!.4 l "' · - '> "' 'ts• _.,.,,,. •-· 

t1et onderwerp sle,~l·1ts een kle1.r1 ciee]. \{t1n11en ber1ar1deJ.en. '"•71j 

geven eerst een aantal voorbeelden met een 1ntuttief voor de hand 

liggende oplossing en behandelen daarna het principe van een 

algemene tr1eor~1.e, waarop deze oplossl11gen gebaseer<~l kunnen worden~ 
• 

Voorbeeld 1·1. Onderzoek van een ei~et1scha van eer1 ser1e-rodukt 
it P ,..,, I I • JW $ .l tr 

.. "-~, ; .t~,.en der belar1gri_jkste eige11sc;l1E1pper1 van ,\;eel p1~odul<ten, zoals 

gloeilampen, onder,delen van rnachines en apparaten, is de levens­

duur. Het is dan oak van groat belang te beschikken over een 

metr1ode, vJaar1 mee een goecl i.nzicl~1t j,.·t1 deze eigensct1ap vert{regen 

kat1 worder1 ~ In dit voorbeeld ~~ulle11 1t1ij een metr1ode beschrijv"en, 

ge!llustreerd aar1 de hand van gloeilampen. 

De levensduur van een gloeilanp kan men bepalen door hem te 

laten branden to~ hij doorbrandt. Uiter1 aard is deze methode onge­

s ch 1 kt v,J a r111 e e r 111 en c en r1 <:) g ~in de t·1 ,3.11 de 1 t e 1:) re 11g e 11 pa rt 1 j w i 1 

onderzoelcen en daarom is rnen in dit geval gedwongen de eigenschap­

pen van een bepaald soor·t gloeilampen met behulp van steekproeven 

te onderzc)e l{e r1 .. 

~:ij beschouwen de levensduur als een stochastische variabele 

x, die voor iedere lamp een bepaalde waarde aanneemt. De bij een 

steekproef van lampen gevonden waarden vormen dan een reeks van 

stochastisch onafhankelijke waarnerningen van x. Veelal wordt bij 

dergelijke problemen verondersteld, dat x een bij benadering 

normale verdeling bezit. Sams geldt dit niet voor x zelf, maar 

wel voor log x. In hoofdstuk VI, paragraaf 4, zullen wij ingaan 
•• IIN. 

op de vraag hoe een dergelijke onderstelling op grand van waar­

nemi11gen onderzocl1t kan \;Jorden. H~i.er hanteren w·i j deze alsof zi j 

reeds onderzocht en bevestigd is. 

Is nu x normaal verdeeld, dan • 1S de verdeling volledig vast-
liMf IAZ. 

gelegd, wanneer de parameters 
2 2 a = a x bel<:end zi j·n en 

• 

het sct1attingsprobleem is dus deze twee parameters uit een reeks 

waarnemingen te schattene 
Laat de steekproef van waarnemingen voorgesteld warden door 

de onafhankelijke grootheden 
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alle met dezelfde verdeling als x. In principe kan nu iedere 
·•" ¥ 

fu.nntie t· wran V V g·e·kn-e•n . . ...., . . • v -"""' 1 , .. ¼ • ·' ;., n . . . ~ ,,,,,,. "" . . warden om een onbekende parameter 
Q te scl1atten. Van deze vrljheid maakt men gebruik door te eisen 

dat de schatting t 6~n of meer gunstige e1genschappen bezit. Ala 

zodanig geeft men veelal de voorkeur aan schattingen die zuiver 

zijn en asymptotisch raak, begrippen waarvan wiJ nu eerst de 
defir11t,1es lat-.e~r1 vo"'lgen· I le O .:ier~ ; tie r'l,r · · e 1 .11 in ..,, ., . . ·~ . . . n < . z t; {~1 · :... n J.. . . s s '"" .11"® 1 J v n w J · 

plaats van t het symbool t om duidelijk uit te laten komen dat -n 
de schatting gebaseerd 1s op n waarnemingen. 

Defi11itie 1,;1 

genoemd als z1jn verwachting gelijk is aan deze onbekende para-

Definitie 1;2 
' 

l~en schatti,r1g t -n van een onbekende 

~,§imE~otisch raak genoemd, als hiJ voor 
I . 

parameter G wordt 

een onbegrensd stijgend 

aantal waarnemingen stochastisch convergeert naar die onbekende 
parameter,: 

--

1;3 ; . ! I t -Q 
.,. l ', -n· 

. ,, -· fl.,,,. 

l'1 -· ➔ ()() 

vcJor iedere 

Het begrip zuiver hangt dus niet samen met de steekproef­

omvang en beteke11t ruw geformuleer1d dat de schatting gemiddeld 

goed is" )\syn1ptot .. 1scl1 raa.k is eer1 e igensc.hap die \\Tel afhar1gt van 

de steekproefomvang. 

~·:ij trachten nu voor beide onbekende parameters van de nor­

male verdeling schattingen te vinden, die zowel zu1ver zijn als 

asymptotisch raak. 
Het ligt voor de hand als schattin voor het -emiddelde 

te nemen het steekproefgemiddelde, dus 

1 n 
1;4 X _.,.. 

~-~---· 
2,_ n i--1 

X . ,. 
11111 JIU J.. 



Deze schatting is inderdaad zuiver, zoals wij reeds gezlen hebben 

in voor~beeld :3; ·1 vi111 t1c,01~<:istull'~ I""',, Bovendien volgt u:!.t stelling 

1;1 van hetzelfde i1c)ofdstuk dat x een asymptotisch rake schatting 
is van t-l w 

• 

I\ 1 s s c r·1 at t 1 r1 · 
--------------voor cle onderzoeken wij de groat-

heid 

"1; 5 I 
8 

2 1 

op z i ~ln meJ;'i tes ,, 
2 

De verwac:l·1ti11g var1 s' 
Ai - • 

n 
)--~-

'-~-­
i :=-:1 

Hierin is 

r1 

-· -

~,..,,_,. 

l. 
i :::: 1 

X.;- ·.J .. · 

zodat 

Daar 

geldt 

1 r ;o 

4" 2 
<.~( X . - . .-l 

'-1. 

.,I.. 

!1 
'W· "" .,., .. 

) 
,. '"~-> 

2 

n 

bere~:e11e n als volgt" 

X -,. '1 

~l+ 
l 

' 

x .. - ) ... 
Mlol'51 71 

en 

..l-X -­_,,,_,,.. 

n 
1111■• r 

X .. - i . ,i;;­
. ·-"'· / Plos - ,., -•- , 

$ 1 1:::: 

2 , . :u ,. 2 
-nx- ~ 

I 

2 
l (J. X ----, -• 11 IIJIJ -···-~ n :, 

De schatting s' is dus geen zuivere schatting van 

2 def 1 n 2 1 ;7 
'\,'·-

s .I X -X ~, .. , __ 
'"'""""'"""" ii'i,,,.,._. .. ,_ 

n-1 1=1 i 

.. 

rr-·2 
'-J , mas.r 

ls dat wel. Voor praktische toepassingen 
. 2 

wordt daarom veelal s 

als 
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0Err1e r 1 king 1 "1 
ts l I I It • ., t I di.: .. l J L -

,") 2 
een zuivere schatting C • S f a 1s en ,,. 

0 
niet, , .. 

a· (:.1 \.v e ns t t e 

S. c·'11 ·n· ,,..'1 t ·t· e r, ' ' ' • (,,,, : c.,I ' .. , hetgeen Ln de praktiJk gewoonliJk het geval is. Immers 
t)e s c ho ·u\\Jt mens als S ,~ 'n ar · t· ·t -1' ,,.._ ;-~ ,~- •_t .. tiv dan 1s s weer onzuiver. Men 

11111 aw 

kan dit inzien door in 4_26) uit hoofdstuk III voor x te substi-
-.. L t 

tueren s waardoor men vindt _, 

dus 

.,,, f'> 
{ ) ' --,,.,_,, "6-.. 

' ·" 
½ ~ 
\.,I U J 

!CilUi11-

zodat de verwachting vans kleiner is dan de te schatten para-

meter· 
f'"\ ,:: 

Het gebruik vans in plaats van~-• 
' 

berust dan ook in feite 

op traditie,. I-let bovenstaande geldt nog steeds zonder de veronder-

stelling van normaliteit~ Voor normaal verdeelde x kan de factor 

ts 

berekend warden~ De schatting c n 
" lS dan een zuivere schatting 

1
-.:

7·,,....,.,1el s :,,,1JI,. _,,,,,J '-"" :J 

aequivalent, 

als s' zijn asymptotisct1 raak; 
r1-1 d a ar cl a 11 -- ·"··:'.", 1 . 1~, es c houi>J r1u 

r1 

i s 
1 n 

x6-
-i 

X - ~ .. l .. 
I 

Volgens stellir1g 1;1 
' naar· IX-. - 1 l A, I 

' ' 
·n a· ;· .,..'ll .. a . .1,, 

~ ~ J " V(,or n •·•·~ ()<.) z 1 Jn z .1. J 

stochastisch 

Deze term \{ar1 

dus verwaarloosd warden: behoudens een willekeurig kleine kans 

wordt hij zelf willekeurig klein. Noemen wij verder 

y -~, 'i ·--~- ,.,, .. __.. 

i='1,2,. ,, .,r1 

o· 

en, wederom volgens de reeds aange 1aalde stelling convergeert nu 



1 
11'.JU I ti 

n 

tingen te vinden 

totiscl:1 raak., c)p 

t1 

i : ... ,.: 1 
~,,. 
¥ 

! ·1 r,uzr _ n 

•·7 1" ·J··. ►1 •E·1 t·• ·Y'i ·1· e .._ ,._,, . • •. ·"' il, .· L, 
t 

V O () r·i lA, t:: t1 
f 

te 1.os sen~ 

rnc,ge J. ~L j k 

de boven gestelde opgave, 

als 

w i .. ·i orJ da t 
V J. 

het 

-· 5 -

asym·p­

in veel 

onbekende parameters 

van kansverdelingen te vinden, dJ.e ~n zuiver 
.... 
en asymptotisch raak 

Voorbeeld 

Van 10 lampen van een bepaald type, 

produl<:tie 1, 
' ·1 C ' e.") de " :L r1 11r~ e r1 gen1etei1 .. 

de 

De uitkomsten zijn 

vermeld in de eerste kolom van tabel 
0 A.•I· t: ... 

& :, " 

·p, e I'"'i P l ,r .,,'.Ji Yi i 'l-'1 er ,, •~'.;:. ·r1 
.i.-i '-' Ii ,. "-' i. ,1, ...., t • t'-i , Cl ., 

J! .. , ii d I r;,11 1,(ilirr'utl C ••• 

X 'i' ., 
.L 

r, (i r·) ,., t: 
i' •«f'.' ~--

,✓ 

,.. .. 
<J9t) ... , 

~1 Ol+ "7 
I 

9t3(,d) 
·""1 t'"i h r7 \.., .J { 

#1 i"¾ r". r: u fa"';¥ --,. 

'-- / •• 

n .---~~~ /. -", 
i / i ! 
~- l '-..,.-4 \ I 

.f f '¼,•✓ 
,.,# .,,,,ef 

,,1 o~-8 l . . .) 
~ 

qc)l.~ 
·-" ,? 

1 , .. , ,,,.., ,,.~ 
J i ,...., 
-,,.,,' ' ,,~.,,-,I 

• 

1.1 abel 1;I 

gerniddelde en variantie 
11 1 d I I I I S lllikl StV $! id ;J tTfllJII II" $11 J II fll F f IF. 

~ ,r""• --""',,_ ,-, 

X 
' , , 

X J - -~), Ii) • 
• ... ,,.,~J '•·*' 7 

1. l 
' 

I I 
l 

18 ' ' I 
l 

l - I 

I ' ' 
' ! I 

l I 
1➔. ' I 

' - .\ 

l ' ' J ' I 
' ' 

l 11 r-1 
\ ·r ( ' 

' ! 

' ! ,, 

' l 'l -; ' ' - ,.,..,,. l , 
I If-,,.. -...,, .i 
' 
' ' ' l 
! r- r..,, 

) / ' I .. a •" 
I 

! 
l t")i""" i ' "'') l t-- ~ ' I I - • 

I 
•: 
' 1 
J 1 t") ! ! 

' - i,,.1 
' • 
' 

l ! 
l 
' S8 ! 
i l 
' l 

j .,, 

I • 
j 
' ' 6 I • 
• 
' • , - I l 

' ' 
I ' ' 
1 

*) 6 ' 

I I '·"'; ' 

J • 
! 
' 

var1 een r~eeks 

-#1()00 2 

'3 21+ -
46 

fj')09 ,::,_ C. ' 

4 c,o 

3249 
625 

1 ( ) / '1 
,., "" -...,_,J 

~,:36 1+ 
36 

12a6 ,t 
~ 

I 

I 165 ' ·1 161q tot aal 
l 
I 
l 
' ~"' 

Om de 

tt ,,cjorlopig 

l 

berekening te v?reenvoudigen kiezen 
' 

" dd 1 :J 't d . gem 1. · e .cie , ~ .L I een getal x
0 

het 

wlj eerst een z.g. 

doet er niet veel 

1 Volgens de genoemde stel~~-ng moet de voorwaarde vervuld zijn dat 
2 

2 Deze gegevens zijn niet a. n de praktijk ontleend. 



toe we l. 'k 

X ligt. 
a IF 

clus 

I11 

X -

111 ons 

n ) ,,, ' 

A " ( X ~ -x 
i=-=1 ..L 

·r• , -. 
1 ) ,::'.l r·~ r ·, a··•·• l v e 

,,,j,..,f ..... ' • t . 

--·-

'f ~· ~ 

1 ·i I len ~, ..... -

X 

"1 I 

'~ "' -
' ; 

£ .. ... , ... 

''1 1 ' • 

·::: ' .J J 

-

-

-

~ ·· - 1 c··~1 ("'; ·1 A .,._, ,., ~ 
--1 »1€,.,,. 

+ n X , 
0 

➔·· X 

""\ () 

. ~-~ 
,>,-·,,,-,, 

s 

r1oe 

- 6 -

""- e ' ' 

I.,; ' 

het 

en zoeker1 dit get a.l r)n·- van de l\,T 
JI. • De 

U :i. t ko IT1S Jc 

er1ke le U .;! +- 1{om· C' t· .l u I: ) ! ;;;:) ' 

... 
' ~, 

dtlS 1 

zo laag .. 

, Van. • 1.S 

De aangegeven methode het gerniddelije te bepalet1 

vormt alleen een vereenvoudiging, wanneer men de berekeningen 

met potlood er1 papie11 uitvoe1"t,, \s.Janneer men ee11 tafelrekenmachi11e 

l<an rnen t1et beste x =,:) l<iezen 
0 

., 
en aus uitgaan van de 



n 
·1;8 

trekken, 

\Toorbeelcl 1, ·1,. 
"' ,/ 

probleen1 is het 

"''7 - -

-P, ,. 

Kur'lker1 ·tel le r·1 
~ ,., . , ., 

·h. '1 c• t C' 't'll i (~" C"" \.., ,., u , .. -.J , 11 

1 d. 1 ,,o· 7 e· n t'.2 l.,, . . ...,. " 

voorbeeld van een eenvoudig schattings­

In een kurkenfabriek, die millioenen 

kurken in voorraad had, waarvan dagelijks duizenden in kleinere 

en grotere partijen moesten warden afgeleverd, waren voortdurend 

een aantal arbeiders bezig rnet de hand kurken te tellen. Dit was 

een vermoeiende en zenuwslopende bezigheid, waarmee het bovendien 

nog niet mogelijk was aan t~et einde van het jaar de voorraad op 

te nemen® Men wenste daarom een kurkentel-apparaat te ontwikkelen 

Aangezier1 het bij aflevering van partijen kurken niet op een 
paar meer of minder 3ankomt, kon Ir VAN ETTING]~R de oplossing in 

statistische richting zoeken. ::ijn methode komt hierop neer, dat 

ui t een rnaat een steekproef genomen wordt, 

(g en het aantal n bepaald wordt., 
,, a I ,_ t 

1"::e1:1 ~:ur~hk is dat1 du~s u ., .s nu r1e g"' e -
r1 

is 

...... -

eet1 l.-curke n ui t cle 

Deze methode werd bovendien t:e mechanise erd., Een 

in evenwicl1t is als het gewicht 

aan kurken op d2 ~ne cchaal 99 maal zo groot is nls dat op de 

anclere .. e11e schaal en legt daaruit 

tlc:¾t de weef~scr1aal i11 evenwicht is;) 
.... ~ ·~ 

Het totale aa.ntal '4:u.r·l<en is cian, bitj be11adering, gelijl{ aan 100 

maal het aantal op de tweede schaal overgebrachte kurken@ De tijdr-

J e VAN l~'rTii~GE:R, Statj_stjwel< 

1952, pp@ 19-28, pag. 20. 

en produktiviteit, Statistica 6 
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besparing is enor111, de i11vester~1,ng f,;er:i.rlg er1 de a1"bei.ders zijr·1 

trots op de eenvoudige tvijze \'Jaarop zij k'ur)ker·1 te.ller1. !·iet systeetn 

is, in die fabriek, reeds bijna 30 jaar in gebruik. 

Voorbeeld 1·4. Engu€te 
4 !il!fl l 2 RI C • I m ■ ~ JU ;W, 1!S#,(Uflt l !~di •• I ; r:n: 1 • 1 ' 

l·:ij beschouwen ,,,ervolgens een enque'te, die erop gericht 1a 

de kennis van een bepaalde groep mensen te onderzoeken. Voor de 

eenvoud vatten wij ~~n vraag in het oog, die juist of onjuist 

beantwoord kan warden~ Deze vraag wordt voorgelegd aan een •teek­
proef van n personen, aselect ge11omen uit de te onderzoeken groep. 

In statistisch jargon wordt deze te onderzoeken groep personen de 

f!_'?Pu.+.?t.~.~,.E: .. genoemd ~ J:\ls model ne·me11 wi~j aan, dat ee·n fractie 'P van 
de personen uit deze groep de vraag goed zou beantwoorden en de 

overige fractie q=1-p fout. Het gaat er 11u om deze fracties te 
schatten op grond van de antwoorden van den personen van de steek-

.{:\ proe 1. .• 

Kiezer1 wij aselect ~~n persoon uit de populatie, dan is de 

kansJ dat wij een juist antwoord verkrijgen gelijk aan p. Bestaat 

de populatie uit N personen, dan bevinden zich daaronder dua Np, 

die een juist antwoord zouden geven en Nq, die de vraag onjuist 

zouden beantwoorden. Hieruit zijn er nun aselect en zonder terug-
, 

legging genomen en wij bevinden ans dus in de situatie van voor-

beeld 5;7 van hoofdstuk I. Het aantal juiste antwoorden in de 

steekproef van omvang n, dat vJij met i< aangeven, heeft dus een 

hypergeometrisc11e verdeling,, 

1;9 • 

n 

Volgens tabel 4;I uit hoofdstuk III is de verwachting van x, wan­

neer wij de t1ier gebruikte symbolen substitueren 

1 ·~ 10 
✓ 

Dus 

De fractie juiste antwoorden in de steekproef is dus een 
zuivere schatting voor de onbekende fractie p. De vraag naar het 



as ymptot is ch gedrag doe t :c~ :Lt; h l1.i e 1~ r1:1_ et or:j nat1J:uri1.1. jke w1 jze voor~ ., 

daar n > 1'1 11iet op kan tr,eden" n ::;f'
1 11 ind···t. rn·en rJ·. ·y,ieea·"s· e·xa"'t ,1.'\4 \I • • A ¼ . . . l: .4,, . ·. . t.., ;, 

~:at wel kan gebeuren lsJ dat N niet bekend is. Volgens 1;11 

gebru:i.l<t worder1., Is N ~> :,'"> n, dan is 
·. l ' 

volgens 5;1q uit hoofdstuk I de kansverdeling van x bij benade-
ring binorniaal: 

1;12 k n-k t=) q 

waarbij dan 1;10 geldig blijft$ Aan de schatting verandert dus 

niets@ \ 7olge11s stelling "1., 2 uit r1oof'ldstuk IV (de tr1eoretische wet 

van de grate aantallen is de schatting in het geval van een 

binomiale verdeling asymptotisch raak. (In het hier beschouwde 
J ,~~11117 &::Pl I JAi i?R Jt I I I lfiltt 7PAI l()'FJJ Ji lit diillJIIP :Im 

geval impliceert n--~(X) dar1 ook i'l -➔ <:t:> ; is p bijv .. de onbekende kanf) 

op succes bij een experiment, dat willekeurig vaak herhaald kan 

warden, dan doet deze complicatie zich niet voor. 

Hiermee besluiten wij de voorbeelden, waarin goede schattingen 

van de onbekende parameters alle min of meer voor de hand lagen. 

Naast heuristische redeneringen om schattingen te vinden, bestaan 

er ook verschillende algemene theorie!n om schattingen af te lei­
den. De belangrijkste is de theorie van de meest aanoemelijke 

: c:a••·· •11 1!711 1 ••• IPflti!IL ■I blj F • IT !JI[·-· 7 ilZJJ ; ,, I Slid or t ; U a 1 

"~- 9-~~ .. ~ .. t...,1:r;aen., \-Jaarv ar1 de gronds lag e~e legd is door f~ .. A.. 11' IS HER; 

enkele elementen van deze theorie en voorbeelden bel1andelen wij 

in de volgende paragraaf. Op een andere methode wordt in para­

graaf 4 in het kart ingegaan. 

2. Meest aannemelijke schattingen 
re' It S ii_,,.·~-,.. ·a; P'.I P; 111 ' 

Het principe van de theorie zetten wij uiteen voor continue 

verdelingen~ Voor discrete is het analoog, met kansen in plaats 
van verdelingsdichtheden. 

Laat 

2;1 

n al of niet onafhankelijke waarnemingen voorstellen, die een 

s imul tane verde ling bez i tter1, met verdelingsdichtheid 

·2;2· 
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~- - . 

' ' r . I · , . .-. \""". ! ... ~ . ,· . .,,~,~ - ~ a -r'¾ rr .. a:. "" e ,. .. 
· · • · -.~ , 1,.; '. r a 111 c: 1.i r· t) ,, voorstellen, die uit de 

waarnemingen geschat moeten warden. 

Steller1 . ,x de waarden voor .. die in werkelij•k-
~ ri , 

heid gevonden z1jn, zcdat het dus getallen zijn, geen variabelen 

tneer, een functie van de onbekende parameters 
Q 

j 
Deze functie wordt de aannemeliJkheidsfunctie of kortweg 

' $ O J I I I ts Iii.A Iii 71 II f #It $ t I ,r t 

aa nnerne 11 jkr1eid genoemc1 en aangegever1 als 

(:ie f' . 

Gewoonlijk 

Leen maximum; het punt, 

-· r1 

alle verdelingsdichtheden f 

dit wo1·dt aangenomen, wordt aan-

en deze waarden - die functies van de 

de meest aannemelijke schattingen 
,,aw IISIMJ I J;l I, 1111 ::J\1 SI ldFI I I 11111111 Pl ,, I Jd&t nu I d L I d~ 

... , 9h genoetnd .. 

Toelichting aan voorbeelden 
i 1 ••m•u 11 .... 1 1rrn111 Lilli l I I I 1111,e:J: I I ii r,r iS II T q II JIii! I II Iii II i I ;I;; 1 I 

Laat x een normale verdel1ng bezitten met onbekend gemiddelde 
r") 

en onbekende variantie 

hankelijke waarnemingen van deze grc,otheid zijr1. Wegens de onaf-

hankelijkheid kunnen 

toepassen, zodat wij 

( 2; 4, 
r1 

-· .. I 1 .'" 
o, , • -WC 

',i ij c . 

... ._, e 

In deze vorm beschouwen wij 

e 

n 

2 
. y -,1 .. ila • ,.,, 

l l 
~ -~y::-:;- I l ; I ' •• I !I ,,. I if f II- un ,,,. I 

·- (."1 c.. 

X - l l . i fA 
1 :rr:nnr -

2;3 

• 

als onbe\{ende 

parameter, daar dit de berekeningen vereenv)udigt. Om het maximum 

van L te vinden~ bij gegeven 

ter verdere vereenvoudiging, niet L zelf, maar de logarithme van 
2 L naa1~ . 1.. er1 r1aar o , 



2;5 log L 

( 2;·6 

2;7 

log 2 ··rr -

,. O"~ 1.012 :11 a: ,:a.o: : I 

n , l i-1 
X - .. 

1 . 
2 

= ..., ~-n: r T apr 
,"""I 

2 0- £'.: 

T ··~;-)... -· -1 __ 11,,,_:"""":tr~•-•• ••-• •-1 n_,w,· 
4~ ~ • 

a· 
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LIii 1 ••11 I *t , t t l~fl IJIW ◄ 

ac.... 
, 

Stellen wij deze 
2 vergelijkingen 

afgeleiden gelijk aan 0, dan verkrijgen wij 
dus 

2;8 ~ z~• 0 

en 

....... 2 1 n 
l'.)~9 "'--c, 0 -· L~- X -~ -., 0 n "II 

1 =1 J.. 
..,.. 

Uit de eerste volgt 

· 2; 10 
n 

n 1 ··-1 ,_,_,..,,. 

1 

en vervolgens uit de tweede 

· 2:; 11 -.., '"'"' 

....... 
.,, 

en wel 

2 

2 
2 ..... 8 1 

vgl,. 

vgl. 1;5 

De meest aannemelijke scl1attingen komen dua in dit geval 

overeen met de boven op intu!tieve wijze gekozene. 

0 
2;1. Indien \iij niet o'-, maar o· zelf ala onbekende para-

meter gekozen hadden, zou dezelfde uitkomst verkregen zijn. Dit 

is een speciaal geval van een algemene stelling, inhoudende dat 
de meest aannemelijke schatting van een continue een-eenduidige 
functie van een onbekende parameter verkregen wordt door dezelfd,e 

functie te nemen van de meeat aannemelijke schatting van die 
" .-.. 

parameter. Dus: is Q de meest aannemelijke achatting van Q, dan 
• 
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A 

is Q 9 de mee ~t aa"nem·a]iJ'k 0 "(~hnt~ir'g van Q· o • v · · . t"' , ,,~- • · .. ~c,;; ;,:j ., i · d · l,., i ~; ··· ~.,, v als Q een 

continue en ondubbelzinnig omkeerbare functie iso 

2;2. Wij zien tevens, dat meest aannemelijke schatt1ngen 
niet zu1ver enoeven ~2 z1·n. .. b . +- ® j I)i t volgt tro,iwens reeds u1 t op-

merking 2J1, daar zuiverheid, zeals wij in opmerking 1;1 gezien 
hebben, bi j trans~or~r.·:atie "~ar·1 de pa1~ar1eter verloren kan gaan. 

Is x binomiaal verdeeld met onbekende p, maar bekende n, dan 
geldt dus 

2;12 

Dus 

. 2; 1,3 

D !l!f,"11, j ••• 

. ' . . • .. .., ' , ·" I .. ·• ·1· · e r·· - """' - ··1 , ~--·~ ·- n 
"' ,.. ,.. ' • ¼z,> J,. .. ..,.,; -,;.j- a -..,.P «lb, !~ -

·2;14 d ] O;"': I1 
- .,<'I -•'l ~ ,_,...,.u 

d:) .. p -

zodat w11 V ,'J 

2;15 1{ n-k -·.-,, .. - -I' -. tr.p -~"' ,.., 
p 1-p 

t 1 Di ·~t moe en op~os~3n. · t gcaf 

2;16 . 

' ,, 
---

1 

•< 
r1 

• 

n 
le + k log p + · n-k log 

n-k 
1-o' L 

de ve~gelijki.ng 

1-p ... 

Oolc hier v _ nC:en ;-1i j c:\,1s de vro'2ger-- reeds vermelde schatting .. 

Voor r~"'1,"'), 1!1""TP, t"", y,, ....... ,I'°', ?~• ,,,, \' • I ~. ~ ('." !''\ 11 ,''.,, .,,. .r :·~. -r::i f"l 1 ~ ng 1"' s d 4 t n ie t he t g· e Va 1 ,· .a· a·. arb i j' 
\.... ...,.... \, . \.,;, J,,.. ., , - i ~ ,.,,., t.""' ~ ~ •~~ ,,,,,. .. . ~ V "- .. ~ ·~ i,,... 11. """" ..J. .,L. "'' ,_,, . 

treden complicaties op, a.a~ doordat Np in dat geval geheel moet 
' 

zi jn, zoda·t 1) 1::Le't ulle ~:c1ar·de11 tussen O en 1 kan bezi tten .. 

\tiij zulleri dit gcval hier t)uite·n beschouwing laten .. 

Indien men de frequentieverdel1ng van hoogwaterstanden waar­
genorr.~n in H0ek van Holland, beschouwt, blijkt dat deze, voor 

zoverre het niet te lcleine \'7aarden betreft, bij goede benadering 
exponentieel ve~deeld zijn. Dit betekent, dat voor iedere niet te 
lage. ,~,aar·de: X " 0 1~~ 

¥''11 c;,,1, . • •. . . . 0 'I,,,:)~ - """' ,,/ 
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Geldt dit voor een waarde 

x 1 .> x . Stellen wij nameliJ·*k 
0 0 

2; 1,8 

dan is 

2,.;19 

"""' ...., . 

f)x ·~x · =: 
.- 0 J 

f.) 
·"- , 

0 

-~:~(' x-x 
0 e 

1..- - 0 

zodat voor een willekeurige waarde 

0 ,20 t'. J . . 

Voor 

;><w 4 

¥"", -.. ' i "' 
1J X :!= X I I = l·' 

~- 0 J 0 

.. "'.:::,,, 

X=X'isr1u 
0 

e 
XI -x 

0 0 

j 

- 13 -

-;.., x-x 
0 

X>X 
0 

dan ook voor iedere waarde 

X 1 > X 
0 0 

" 

geldt 

Hierin 1s de teller weer gelijk aan 

mer geldt 2;20 * Dus 1s 

. •· 7 
J:) x?:x1 .... ---· I en voor de noe-

2;21 
r·- .. _, 

1 :; 1 X > X 1' X > X 1 J _, __ ! - ' 
J.. t ,.,,___ j __ ,, ' 

1_ ·- ('' L. - J -

.,,, I 

- 1\( x-x 
11 

,, e o 
0 

-A 
P .. e 

0 

X t -X 
0 0 

L ·~ 

x-x 1 

0 .. 

de 

vorm van de verdeling - en in l1et bijzonder de waarde van~ -

niet betnvloedt, hetgeen het mogelijk maakt de lage waarden van 

x, waar de verdeling niet bekend is, uit te scl1akelen zonder dat 

de betrekkelijk willekeurige keuze van het beginpunt veel invloed 

op de uitkomst uitoefent~ 

Deze eigenschap van de exponenti~le verdeling, dat de voor-

1 P .J. vJE?JIBLSFELDER, \\fetmatigheder1 in het optreden van storm­

vloeden., 11De Ingenieur'', 3 maart 1939. 
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waardeli jke verde ling onde1~ de ,1oor,~1aarde x ~ x niet va11 de wsarde 
•111 tff 0 

hoogwaterstanden aan de Nederlandse kust - en daarmede voor de 

bepaling van dijkhoogter1, die een voldoende bescherming tegen 

overstromingen bieden - van veel belang. Een verklaring voor het 
experimenteel vastgeatelde feit, dat de verdeling der hoogwater­

standen exponentieel is, is nag? niet bekende In voorbeeld 4;1 

van hoofdstuk VI zal een methode warden aangegeven waarmee kan 
worden vastgesteld of de verdeling inderdaad bij goede benadering 

exponentieel is of niet. 
De enige onbekende parameter in de verdel1ngafunct1e is~ 

en daarvan berekenen wij nu de meest aannemelijke schatting. 

2;22 

2;23 

en 

·2;24 

1,.. X ::: F' X 
d 1-f) 

dx 

x-x 
0 

n 
,._ <ill - . 

, 

n -A 
LA -1,- A e 

X -X 
i 0 

-A.l_ • X -X n 1=1 i o e 
1=1 

!1 

log L ::= n log A - A 2~ X -X i 0 

d lol,'Z L n ·--. ) '). 0 /' \., /"\,, -

1 ~-1 --

x 1 -x . 
"'"" 0 

• 

Derhalve is 

2;25 

dus ~-1 

met x
0

• 

n ----
1 

x-x 
0 

, 

is het gemiddelde der waarnemingen boven x verminderd 0 . 

Men kan laten zien., dat voor deze schatting geldt 

2;26 1 

x-x . :.; "" 0 

4 

·Xi: X 
0 

n A. 

18 
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" De mees t aannen1e 11 jke scr1at t i·ng is dus ni.et zui ver, ter~1ijl 

n-1 
n .. 

1 n-1 

x-x 

wel een zuivere schatting van·~ is. 

Zowel de schatting 2;25 als de schatting 2;27. is 
asy·rnptotisch raak" lJit stell~ing 1; ~, "van hoofdstuk IV volgt 

en dus convergeert ~ ~ 
1 

x-x 
0 

convergeert naar 
,-<, '")( 

t<x-x lx~x \ 0 l ... ,., 0 

name-
1 
/\. 

Bij het wer~elijke onderzoek van deze waterstanden werden 

niet alle hoogwaterstanden gebruikt, doch slechts een in overleg 

met het K.NtM.I. op grond van meteorologische overwegingen uitge­

kozen groep, behorende bij bepaalde depressies van een potentieel 

gevaarlijk karakter$ 

\iij beschouwen, als laatste voorbeeldJ een stochastische 

grootheid Y., waarvan de verdeling afhangt van een andere, niet 

stochastische grootheid x. ~~o kan y bijv. de in een week door 

een koe geleverde hoeveelheid melk voorstellen die van week tot 

week en van koe tot koe verschilt en x de leeftijd in jaren 

van de koe. Of y kan de lengte van de remweg van een auto voor-
--

stellen en x de snelheid bij het begin van het remmen. In deze 

beide gevallen kan men x zelf kiezen - in het eerste geval door 
een koe van de gewenste leeftijd uit te zoeken, in t1et tweede 
door bij de gewenste snelheid te gaan remmen -, terwijl ~ waar­

genomen wordt. 
In beide geval.len gaat het erom te onderzoel<en t1oe de kans­

verdeling van~ van x afhangt. 
\ 21/ij beschouwen l1ie1~ alleen l1et eenvoudigste geval., nl. dat 

alleen de verwachting van z van x afhankelijk is en wel lineair: 

2;28· 
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mc)eten 11,or-
V "' '%,,. - -

den. Verder veronderstellen wi.i, dat de verdeling van v bij·· ~ ;,;,;a M I 'I ., 

geven x, normaal verdeeld is met een onbekende spreiding o-, 

niet van x afhangt~ 

ge­
die 

Op dit probleem gaan wij nu de methode der rneest aannemelijke 

schattingen toepassen. De waarnemingen, die verondersteld warden 

atochaatisch onafhankel1jk te zijn, zijn nu van de vorm 

2 ·".:>9· , "-. 

daar iedere waar te nemen 
x behoort .. De \J>Jaarnen1ing1~sui t;korr1ster1 x..:, ~y. ~ .. 1~:1, 2,.,, ., n k11nnen 

' 1 J., .... 

ala punten in een vlak warden uitgezet, zoals in fig. 2~1 gedaan 

is ., 

? ; .30 

2;31 

I 
' l ,, 
' 

I 
l 
I 
I 

? 
I 
' 
I 

' • 

' ' ! 
j 

I 

,re·rde 1 .t ng· (:"'a."'; i""t1t·he1· r:l v· ~in "1 
J ....... .l. ":,~ . ' ... , • .;. I •• ""l <;,,, . ~'f "i 

I ~N ....... 

·1 
e 

Wegens de onafhankelijkheid der ~i is 

, 2 cr 
n 
Tff,·y tx i ! i ., --1 ·1 -- 'J'f 
~ ' 

I 



en dus vgl. 2;28 

2;32 log L == 
1 n 

Volgens de theorie van de meest aannemeli~Jke scr1attingen moet 
1:) 

log L gemaximaliseerd wox,den als functie var1 ex., ~, en o'- ~ 111:ij 
~ 

voeren dit in twee stappen ui~t: eerst max1.mal1seren wij log r~ als 
2 ··~. functie van a en ... en daarna als f"¼'llr1ctie van er· ~ Hiertoe geven 

wij ender 

Q,, dus 

2;33 

weglaten van de factor 

Q = 

1 • 
... I I It ?) . 

2CJ '-
de laatste term aan met 

" 

Daar log L gemaximaliseerd rr1c)e-t tii/C)r<ien, dienen \#l1j van Q het 

minimum te beoalen als fl1nctie var1 t}L_ en ,- ,, J..1aat -dit be1'.'eikt 
•• 

\iorden voor a: = a er1 , = "" d"i O n rn. ·oe t· e· n ~ ' ~\., .,t . . 

van hoofdstuk II a en b voldoen aan 

of 

e r1. 

of 

2,37 

waarir1 

fl fa b ~Ct\ J 

\TOlgt 

"d,0' ,,. 

.,,, .... -,, 0
. 

a ..... v b x 
- V - . , 

w ·-

¾II 11 Y... - en X. -· 
~ . 

J 

(vergelijk stelling 6;7 

Substitutie van 2;37 in 2;36 leidt tot 



n 
· y -y+bx-bx x 1 i i 1- 1 

of 

· 2;38 b = 

n 
Daar zowe 1 2~ 

1L:1 

ook schrijven: 

i-1 
n 

·~· 
,l 

£-.. 

1==1 

Y. 1 -i.y. X 1 

X -X·X i · 1 

Y1-Y.· x als 
I1 

~o•o .& 

1 :::= 1 

n ,-· 
L_,~c,~ 

1=1 
Y1-Y .xi-x 

2.39· b' .. ,,,. - n 

i=1 
X -X 

1 
••• tf a 

--~ 
n 

- 18 -

- b 

y nul is, kan men voor 2;38 

X,-x· 
1. 

2 .. 

Door de tweede parti@le afgeleiden van Q naar ~ en te bepalen, 
kan men laten zien dat Q inderdaad minimaal wordt, wanneer men de 

in 2;37 en· 2s39 gevonden waarden substitueert vgl. 6;7 van 
hoofdstuk II ~ 

Nu wij voor a en b meest aannemelijke schattingen kennen, 
bezitten wij ook een n1eest aannemelijke schatting Y voor ~ ~ x -
Deze is 

-t- bx ® 

Y wordt de bij x behorende regressiewaarde genoemd; 2;40 
o l Ill IP U 11 I Si JS 1 I LS I 1 2 Ci I 

stelt een rechte lijn voor,,, die door het punt x,y gaat · het 
1
' zwaartepunt 1' van de v•puntenwolk'' in f"'ig. 2; 1 · en die de ( geschat­

te re ressieli r1 van y op >{ genoetnd i~ordt,. De '1werkelijke 11 

regressielijn wordt door (2;28 gegeven. 

Uit 2;32 valt nu ook de meest aannemelijke schatting van 
2 o te berekenen, na in deze vorm voor a en. de reeds gevonden 

schattingen a en b ingevuld te hebben. 

Noe men 1111 ,1 

n 
2;41 Q 

0 

, •• <?a\• 

-w L -·~ -~ ' 

dan gaat log L dus over in 



n log 2Tt -
2 log 

en de afgeleide hiervan naar 

-

Stellen wij 

ting · · van 

· 2 </.14.,, ,• . , .c;;;. 

n + " ..... " 'IJ:' 
2()' 

deze vorm gelijk aan 0, dan volgt cjaar•uit 
2 a: 

~ 

,~"½ i:ai 
,,..4 ¾eff 
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schat-

Wij onderzoeken nu of de gevonden schattingen zuiver z1jn en 
beschouwen daartoe ,. , · ., .) O · , , , · J.. ~ , ., ,i, ,. , .J, 0 · , . · · · 1 ., 

b ~ In 

' ' , ., , ...,, 43 \ ..... , . . . 

2;39 ia de noemer niet stochastisch, dus 

n 
"'It "" 

2 ..... 
1~*1 

11 

1 

X -X 
1 

X. -.X 
l 

i ~;. 1 

r1 

x 1 -x x~ 
.·. 1 

Voor a kcren wij terug tot -# @ ' ' ;""\, 3· 7 C,,, . 
yr:· er1 berekener1 eerst ~Y 

n 
~-~- I 
1.... t 0\. + .j X ,, 

. \ ). 
1. ::"".:; 1 

en 2; 44 · in ~a geef~t 

"illlRI NJ 

-

t~?ij zien dus data en b zuivere schattingen zijn van respectievelijk 
~, en -~ ,. V"erder 1.a c~-., geen ztiivere scttat-c111.g van a . en ie s 

ingewikkelder berekening, die wij hier niet geven, leert dat 

~ <IJ 46 · -, '" 2· n I:) 2··. ,r1i1' A . -.c,.; 
c .... c1 = · n cr 

geen zuivere achatting is, maar 



,_-. 
; 

2 ·47 · , 

wel. 

2 
8 

def 

n 
,~~~ 

i ~~:. 4 
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n-2 

De schattingen zijn ook ~symp~,o.~.:is.,~f~J!i .~.~-~~~~, doch r1et bew1~1a 

daarvoor laten wij achterwege~ 

012merkinaen 
I ~! 1 $ Fhll)ii.lflt idlidil f f-i.1111 Ii 1F# 

2; 5. De hier toegepaste methode komt, meet\,cur1dig, daarop 

neer dat die 11jn Y == a,+bx in fig. 2; 1 get<ozen wordt, ~,aarvoor 
de som van de kwadraten v"an de afstanden der \~a.argenomen punten 

tot die lijn, in verticale richting gemeten, minimaal is. Deze 

afstanden warden 

door de letter r 

.· 2;48 · 

dus 

de residuen gencemd~ 

aangegeven~ Het bij 

def r ::::-:::: y. · , - a - bx . 
1 1. 1 "' 

Q :::;:: 
() 

n 
~ ... 
.L .. ~--

i= 1 

2 
I-. . .,, 

l. 

E~n residu is in fig. 2;1 

behorende residu is 

De methode ontleent daaraan de naam: methode der kleinste 
• 

kwadraten~ Onder deze naam is zij reeds zeer lang bekend als de 

basis van de z.g. foutentheorie, die veel toepassing vindt op 

het gebied van de natt1ur- en sterrekunde, ook voor veel gecompl1-

ceerde oroblemen dan de hier behandelde . .. 

2;6. Ten onrechte wordt veelal ondersteld, dat de methode 

de1-- l{leinste kwa(jr,aten alleen voo1~ normaal verdeelde 1..1 bruik­

baar zou zijn® ·t"Tit het~ t)civenstaande bli~jkt, dat bij de bewijzen 

der zuiverheid geen gebruik is gemaakt van die veronderstell1ng, 

zo<.iat zij algemene1,., gelder1~ t·Jel geldt speciaal it1 het normale 

geval, dat de methode der kleinste kwadraten ook de meest aan­

nemelijke schattingen geeft. In andere gevallen kunnen de volgens 
de beide methoden verkregen schattingen verschillend zijn~ 

Een schatting wordt uit 1:11aarnemingen berei{ende Deze waarne­

m1ngen worden als atoct1ast1scl1e groothedet·1 beschouwd, zodat niet 

alleen zij, maar ook de schatting een kansverdeling bezit. De uit-
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komst, die verkregen v1ordt door bepaalde waargenorr1en waarden 1n 

de schattingsformule te subs ti tueren - een concr]}ete waarde ,,an 

de schatting - kan zelf els 66n waarneming van die schatting be­

schouwd worden. 

De kansverdeling van een schatting is een volledige be­

schrijving van de eigenschappen van die schatting, waarvan bij­

zondere eigenschappen, zeals zuiverheid en asymptot1sche raak­

heid apeciale aspecten zi ~1n ~ 12:er1 andere, in r1et vc,orafgaande nog 

niet beschouwde eigenschap is de na,u~1keurighe1d var1 ean schatting, 

die grofweg door zijn ~P~~.~~!ns. gegeven wordt~ 

Voorbeeld_~·1. S re1d1n van het emiddelde van een steek reef 

Y!ij beecl1ouwen weer een steekproef van n waarnemingen 

uit een normale verdel1ng met ver\~acr1ting _t. e11 variant1e 

Ala achatting voor ~, vonden wij in voorbeeld 1;1 

3;2 X,. J 
•:.: ··l, 

hetgeen oak vergelijk 2;10 de meest aannemelijke schatt1ng 

is .. Volgens stell.int1; 2,5 tiit ·,1c)ofdstul< lv is ?;, zelf ook no1~maal 

verdeeld rnet 

en 

"'I , 11 t!UJ;+ 

Voor de spreiding van!. geldt dus 

t7 

'In 

2 
a 

n .. 

en men kan bewijzen hetgeen wij hier niet zullen doen, dater 

in het geval van een steekproef uit een normale verdeling geen 

enkele zuivere schatting van µ bestaat, die een kleinere sprei-
. ;;_ :; 

ding bezit .. r,1en noemt daarom x de meest doeltreffende zuivere 
,,nra:a: 

~, c ,~.~.~ ,~. i 11,s; van 
De grootheid 

·. 3;5 
ut ■o: 

111'!1:14. ' 

0 

~"'11', ... .._._,,_ ,, 

'n, 



de gestandaardiseerde van x, 

tabel 4;II uit hoofdstuk III 

·r::, . · xJt· _ 1 6 -­-~ -, 9 - ,, 

' 

is dus N 0,1 -verdeeld, 

bijv .. geldt: 

2, li"".. - ,c;: .... 

zc)dat volgens 

of, na omrekenen van de onr;1::1·1 jkr·1eili tussen de vierkante haken: 

""" .. 6 j, - p X - 1., 96 

"'llil iltlit 

Bij voorbeeld 1;2 vonden 

tussen de vierkante haken van 

deze waarde over in 

I)e ongeli jkt1e·1.d 

g ~1 at , bi j s 1.1t, st i. tut 1 e van 

1016,5 - 1.,96 .. ,, ,, •• , ... 11.,. 
J 

10 

waarrnee wij nog niet veel opschieten als c:r onbe\cend is. tlemen w1 j 

even aan, dat o op grand van vroegere waarnemingen bekend is en 

bijv. 33 bedraagt, dan vinden wij na invullen van deze waarde 

6 
~- , 

( .. ( ""; j < '1 ' ,,, f"/ ~= '"""'' - J} 1 1 ) --··-••-·-_-- l,,;,._ : ;: ii C, -)•"'· t .. 
- J r - -

' 

grenzen ingesloten wordt, kan juist of onjuist zijn. Op grand van 
3;6 - zou men de neiging k1.,ir1net1 l1et)ben te zegger1, dat er een 'tcans 

0,95 is, dat hij juist is. Strikt genomen is dit niet waar: 3;7 · 
is ~f:•1el juist (en dan is de kans, Gat hij juist is gelijk aan 1 
' f "'~ ' t o wel onjuist en den is die kans gelijk aan O . Maar wel volg 

/'~ ) 1:'o· - dar+-~ ) - ' , ' y 

a 

~evolgde methode een kans 0,95 bezit op een juiste 
__, 'l<TPflil'>'P-" . 1. I ii .oil< 

uitkomst. Beperkt 
if' , 

men dus zijn beschouwingen niet tot een geval 

zoals de uitkomst (3;7) , maar besct1ouwt men de methode els zo­

danig, of een lange reeks toepassingen daarvan, dan kan men zeggen, 

dat de jui.ste uitspraak 0,95 bedraagt. 

,1"l'e t li.11 1 · ' . r 
.. .1 n noe .n e (:11 interval, zoa:s , 3;6) of 3;7 een betrouwbaar-

heide Wij komen hierop terug in paragraaf 3 van hoofdstuk VI. 

Meestal is o ni.et be\.cend .. In eer'ste instantie substitueert 
,··-· 2 

men dan vee lal een sc1,~1atting ,,1a,1 er , bijv .. s = s zie 1 ;7 -. 

\ 1 oor a. ,~oals '\1<1itj hebber1 gezier1 is deze scl1atti.ng niet zuiver: 

gemiddeld wordt o door s <)nder--schc1t .. Dit doet ve:rtmoeden, dat de 
ilPJII I TIB 

grenzen, waartussen Lop deze wijze ingesloten wordt wel eens te 
dicht bi.J ellcaar k'Jt1nen l<or11en, of~ ook dat de kana op een verkeerde 
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uitspraak bij toepassing van deze methode groter den ~ zal zijn. 

Dit is inderdaad juist en men \{an de Sl1bstitutj~e van s voor c,· 

dan ook slechts als een benadering bescho\1wen ~ Voor grot;e steek-

Droeve n besta·at·· 0·1·t be~'·'~a-r· ~~et ~an c~onv·e·r·~eert nl .: : - " J. n '~ Cj() _ - · · ,• • ,.,..,; ~ 11' ('._J, ¥- - "' ~ ,., "'~ 
0

) , -- Ii ,,L.,l · , ., , · - , - , 0' .- -_ - .. . ' - - • 

s stochastiscl1 naar o 1a Voor kleine steeki.1r1:,ever1 bestaat - in 

het normale geval - een exacte methode, die op de z .. g. verdel1ng 

S·~, TTUD 1 ' 1 1,1T b t 1 "'1 . 4 • . . van 1~.1~" erus .. i~, . J gaan \,ta.ar ·niet t)p in .. 

wi lle\ceur1.ge nau~rkeurighe icl 'ber;iaa ld. \,car1 worden doc1r. n vol<:loende 

groot te nemen~ Immers voor n~oonaderen de beide grenzen tot 
W 411 f 

·9.l.k·.a .. a··r D-·it• 1·s .a-·enu1,,~1Pnt: me··t·~ 'het' ,,~~ea 0 r ·o,P 1~-e-7ene dAt' x· v~o~ . ' . . . 1ll) . -~ ~ V ~ ~I . J I!,"' '#I >iii ' ~ Jj,,_ ~,~_qr . ,T"-'½. ~' .,,... ~ tf\, <!W . , ~ ... ¾.i,al ~ 
- ¾.-.~d' ,;;, 

In de praktijk dient deze stelling echter met voorzichtig­

heid gehanteerd te worden. Indien men bijv. de lengte van een 
voorwerp een aantal n1ftl.er1 01~>rneet r-r1et eer1 n1eetinstr11ment dat niet 

nauwkeUI'iger dE1n ir1 cm af'].ees·t)aa1't is er1 de ')werkeli."jke lengte van 

het voorwerp is gelijk aan 10,9 cm, dan zullen alle waarnerningen 

·or vrijwel alle 

op t e ho per·1, c:la t 

de waarde 11 cm aangeven en men bel1oeft er niet 
l"' e:!l .,_ .tJ. ,.., ~emJAd 0 1a·e t-t· 1A ~ -~rn -~1 nonverg·ere·n c~ 1,1.u·· t .... A ,O . 1.,,.,.·, ::, ~: i.Pc.1 \,.,, , ·· • ·· .• De 

kansverdeling der waarnemingen is dan ook niet normaal, zelfs niet 
continu, daar alleen gehele waarden aangenomen kunnen warden. In 

de praktijk zijn echter waarnemingen altijd van discreet karakter. 
ni.,e m·o~r·aal a~~rv· 0 n· 1·a ~~t ~1·et· 1n a~e re~e- 1 7 ·t·nloos ~a het- g.a~i•d-"' .I ,, "- - ",,A '""' (,.;i, " · ,,J ' \~.a.. (.l. •· .l O .J.. ~..,.. , ,r. "'"" .1,,,. v , ~ ·t;. • i 

delde van een aantal metingen in meer decimalen op te geven dan 

op het meetinstrument afgelezen kunnen warden. Hiertegen wordt va~~ 

gezondigd. 

Bij een binomiale verdeling met parameters n en p 
1n v--o~r1b·ee· lc~1 ?•? g7q ~0 e~1· ~q·nne•nelij·ke s•chatt-i·r1g vc~o1:~ .......... V " ~ ~ ""''""' ~ ..db. ~,..,~ t -J. Al~µ L.,,wl V ~ f(..p -, ... , ! . ~ , ~ ' I, q ,,; .. . J . ~ 

heid 

ling 

3; 8 ·. 

t ""' t(.., 
_ - @ De va.ria11t ie r1ier1 var1 is volge11.s formule 4; 29 
n 
4;5 uit hoofdstuk III 

1 
n 

= tlti!b?::Sh 
'-· n n 

.. 

vor1den ~,i j 

p de gI"oot -

en stel-

De ,,ari.anti.e, die ,~,eer de kleinst n1ogelijlce voor een zuivere 

schatting van p 1.s, is \vee1~ in c1e regel onbel<:end, doch kan uit de 

waarnemingen geschat warden. Een zuivere schatting er~an is 



,·•·· ;,\ 
. ~--
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·~ r 
n 

I $ 

n-1 

hetgeen volgt uit 

.3;10. . , .. ;qi; I$ 

2 = n p - npq - .. np 

Voorbeeld. Line a ire r~e ·""'r•e s s i e 
I IT I I tJ ii 1 at liQt: MP Z -'! i <11 J Fr ff IL .t:it ti u•r Pi IIIIIIJ It T 1$U ;, 1'lbl• II A 

Als laatste voorbeeld berekenen w1j nag de varianties van de 

re ressieco@ffici!nten a en b ui.t 
. ,,.J 

dezelfde variantie a- bezitten 

volgt uit 2;37 onmiddellijk 

3;11, 
t) 

<:r'- .· a .,,._,_._ '" 
•V,~•-''> 

'"' ,,, .•~··•'-"- w.,:11. elk • 

r1 
.. 

V, l ogens is been lineaire combinatie 

vorm 

met 

--·~ ·­., .,- _, 

X V 1 - .. ,,. 

X. -X 
"l • 

' 

der 1_1 van de 

wac1rin de 
, 

(niet stochastische. getallen zijn. Derhalve 

geldt 

dtlS 

3 ~12 
.• , . 

··u 
L.i. 

2 
C • .f 

..L 
, 

Daar ve:rder zoi,iel a als b lineair0e c~ornbinaties van de no·rmaal 
-i!Ml/ll IIIJliidA 

verdeelde 
Bovendien geldt voor de schattingen a en b dat zij - althans in 
r1et normale geval - d.e kleinst mc)gelijke spreiding bezitten. 



Tenslotte valt op te merke?n, dat de ,2.P,~,,~:,~.~,,i~ .. ,,-~.i&!,Q;~,9 .. ~J.5!.E var1 
kleinst mogelijke spreiding, die in het bovenstaande herhaaldel1Jk 
is Vermeld ft nie·.·t tnev 0 111·g on···t 0 t~a~ And·er ., -..I 0, ..;;,. . . ""' - ·. . . i>.Jl . (;:Ji :.., ""' 1/, l..,J .,i, . .· vrij algemene voor-
waarden bezitten nl. de meest aannemelijke schattingen, althans 
asy Pt tis l d i 1 i 1 l" , dJ t . • tn o • . · c L1 voor n --➔ or:> , ··. e e ·•. f~ens c r1_E1p ,n n. ma .. e s I)re 1 · 1.ngen -e 

bezitten en normaal verdeeld te zijn. In vele gevallen is de 

eerstgenoemde eigenschap oak reeds voor eindige n vervuld, ter­

wijl de laatatgenoemde vaak voorkomt els de waarnemingen normaal 
verdeeld 7 1J·r1 Pet ?j' jn o a dP7e~ e··1°g·e2 ~Rc~1~nne···n. l~ie· d··•e· t-•ne,o·r1e ~ • ·• .1 . ~ ~;• "' 1 ,W, I • > ,,,,, "'4,,; ¼fl ~ . ' 1 ,ii. u ¼f'< ;I, 'o ~ !,"JZ' t;J ' ' , j ~ C,J. ff ' ), • 

der meest aannemelijke schatt1ngen haar aantrekkelijkheid verlenen. 

4. De momenten:nethode 

De oudste methode parameters van een verdeling 

te schatten is de zogenaamde momentenmethode, welke afkomstig is 

van K. Pl~ARSON ~ 

PEARSO?~f stelde 

kiezen dat zoveel mogelijk momenten in de steekproef dezelfde \il a. 8· '!"·1 !\. . ,, .... . ~. ' . 

de bezi.tte11 alt3 ~p v 0 ~~e-lin~~ Men ~~r•g7t- er a•a···r~ ·e··e1·st \Tnor· c~gt. "'"'"" ~ 4 \.,l.., ..J~ iii.'"' ~ J. ,i, • ., •.. £ .. l__, . , .. · ,1. . "" . ~L,..,,,, 
. '¼,,-,,,..,.. 

de eerste momenten (verwachtingen) gelijk zijn, vervolgens indien 

mot11enten 

11 
,t'P I.J;; 

;""·"", 
- -✓ >: i - _;{ ) ,... : 

~ 

B :i J 

~ .. i. e r1 
! 

en 

een normale verdeling 1 

2 ~ a w··c~~~er·1 du.·.s .. t·w.e·e· ~ .. ,,.,,., ? -.t/11,i '""! w ' ' ~ 

de var1antie. Men eist 

i '.'.'::-1 
dezelfde schattingen als de mett1ode van de meest aannemelijke 
s chat tinge r1 ~., g 1 ,~ 2; 1 O . en 2; -rt 1 ·. • ,, 

In het 

langrijk voordeel van 

vaak veel eenvoudigcr 

het gev ii .. l 

deze schattingsmethode is 

te zijn. Een be­
dat de scha.tt ingen 

1o· e· ·,ywe·· 1 ""P' ·1 d'· ·k1 'nn-e· n· , .,o·rcte··. n dan a·· e rr1e est a anne me •· .. .J., li\,._,,t,.. · ... \,,,\. 1 '/>J.·, . ... 
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11 jke schattingen j Juist om deze reden wordt ze meesta.l toegepast 

bij gamma-verdelingen t Stellen li:1 J de gan1ma-verdel.ing weer vot,r 
door 

e X . ·• vgl. 'h f11 d t r· ·r •r· ·• . van. · ·· .. s··.' i/P .•• ~.N-; :, 

dan 1s het eerat,e moment 

... :u: :r 
(vgl. 4;9, van hfdat.III 

en de variantie 

•• iii~ . 

(vgl. 4;25 van hfdst.III) . 

\\fanneer de stee\,cproefui.tlcornat · · ·,o ·.·. · ·.ii.~ · · ·· · '.' ~ .. ,~+-
n n 1 n _n 

I :.ct,t JS .., ,-~,. X e· . - <i .,;) if'~ ._.. - ; -~ ~ ~ _,.;;., ~~ 

, "·-·· . .. ·◄ "' n , .,,,, 1 ' 
0~ w,;_, -,,,,ii,,,,. . 

. 

steek:proef bekend Zl .. jn, ci,.an \<Jorden op ee11vot1di.ge wijze sctiattingen 

voor1 ex,_ en % gevonde1·1 dc~>or (jeze waar,clen, geliJ'k te stellen aan. 

4;4 reap .. i - \I 

4.r) De schatting.en luiden dan ,,,,, .. 

X 

·· h 11 6-
. ii , ' 

& 1· 1 ;;;;. l .. 

en 
n 

' De me e ,s t a a 11r1 e n:1e :1 i j lee s <~ t1 cl t t 1 r1g e t"1 v (:>or'; ,"'" e n ex, kunne n 1 n d ,1 t 

geval niet expliciet opgeschreven warden. \·Jij zullen daarom later 
· onder andere 1~n pa,r'agraaf~ 4 vat1 ho,:)f(::lstulc VI geb1~u11c ma.ker1 van 

de scr1attinger1 '4«;6' en ·4;f7. ·~ 

Tegenover het genoemde voordeel van de hier behandelde 
schattingsmethode staat het nadeel dat de schatt1ngen in het 
algemeen bij geli"j'ke steekproe1~omvar1g een. g1~ote1~e spreid1ng be­

zl t ten dan me est aannemeli jl<e schatt ir1ge11. en dus onnauwkeuriger 

zijn; dit blijft vaak gelden wanneer de eteekproefomvang wille­
keuri«. toenee1nt ~ 


