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1. Keuzeproblemen

Tijdens vele activiteiten wordt men bewust of onbewust ge-
confronteerd met eeﬁvan de vele verschlllende maar in wezen
identieke problemen waaraan deze p?ﬁ Wﬂaai is geW1jd

Ter verduidelil jking zullen wi] van.deze problemen een enkele
noemen, ' '

Fen hulsvrouw vraagt zich iedere zaterdag af hoeveel melk,
brood etc. zlj voor het komende weekend moet inkopen.

ten belegger houdt zlch periodiek bezig metl de vraag hoeveel
geld hij in kas moet houden'én welk deel opnieuw belegd moet wor-~
den. - *

men ?ervoersmaatschappij overweegt hoeveel chauffeurs, trein-
bestuurders en conducteurs in reserve gehouden moeten worden om de
Faasdrukte redelijk te verwerken.

‘ In al deze gevallen wordt van de verantwoordelil jke persoon
vefléngdﬁ dat hi) een keuze doet. Ulterasrd zal men steeds zoeken
naar die keuze, welke“debeste 1s. Um na te kunnen gaan of een
keuze goed, dan wel slecht ig, dient men te beschikken over een
criterium. Met behulp van zo'n criterium kan men veelal direct na-
gaan wat het effect is van een keuze, blJjv. door de schade of
winst te berekenen, welkeiﬁedegeen gevolg 1s van de keuze. Het
kKomt echter ook voor, dat op het moment van de keuze de toekomstige

ontwikkelingen niet kunnen worden voorzien. Aangezien men gedwongen

wordt tot een keuze, zal men de- resultaten van de mogelil jke toe-
komSulge ontw1kke11nben moeten wegen en het 1s daarom zinvol om
pijv. de Verwachthg van de schade.of winst als criterium te
klezen : o

He T opstellen van een criterium 1is dikwijls een moeili jke
opgave. Velk crlteflum moet biljv. de hulsvrouw hanteren? Indien.:
Zz1]J ervoor wil Vorgen dat noolt één van haar gasten 1lets Tekort
komt, dan zal zi] vaak op maandag etenswaren moeten weggooien.
Bij héet opstellen van een criterium wordt men gedwongen zlch
rekenschap te geven van het doel, dat wordt nagestreefd.

De problemen welke Wij in deze paragraaf zullen bespreken,
be21tuen leder een criterium met behulp waarvan de optlmale-
keuze kan worden bepaald.

In het vierde wvraagstuk zullen wij laten zien, dat niet




altijd de optlimale keuze verkozen wordt boven alle alternatieven.
Immers verkeert men in een situatie, waarin de toekomstige ont-
wik‘kellngen niet tevoren vastliggen, dan kunnen enige mogeli jke
ontwikkellngenbl jzonder ongunstig zijn. In dergelijke situaties
wll men de ka;ns Op een .realisering van zomn ontwilkkeling binnen

zelcere grenzen '70 klein mogeli jk maken, ook als dit bijv . ten
koste van de verwachte winst mocht gaan.,

Voorbeeld 1.1.

Laten wi) om de gedachten te bepalen aannemen, dat wi]
belast zijn met het beheer van de champignonvoorrasd van een
restaurant. Door de elgenaardige geografische ligpling van ons
cethuis kan het slechts éénmaal in de twee dagen door de
fc‘hampigni:ﬁkweker worden bediend. Nu is het met champignons zo
gesteld, dat ook de houdbaarheid slechts twee dagen bedraagt, zo-
dat dus steeds bl]J aankomst van de kweker de voorraad moet worden
ververst. De behoefte aan Chan'iﬁignons is echter van tevoren niet
- bekend, maar volgt een kansverdeling van bekend type metl gegeven
parameterwaarden. Het 1s heel goed mogelijk, dat bij een over-
stelpende vraag de voorraad niet toereikend blijkt te zijn. In
dat geval zullen in de gerechten blikchampignons worden verwerkt,

welke in "onbeperkte"

hoeveelneden aanwezlg. zijn. De elgenaar
geb‘ruikﬁ deze paddestoelen ongaarne vanwege hun hoge inkooppriJjs.
De“ opgave, waarvoor wij ons eens in de twee dagen gesteld zullen
‘zien, luidt nu als volgh:

° Indien gegeven 21_31'1 de inkoopkosten Q(qg) van de verse

champignons als functj_e van de bestelgrootte g en vervolgens de
prijs C voor één eenheid ; blikchampignons, gevraagd blj bekende .
kansverdeling van de vraag X de optimale bestelgrootte te bepalen.

gyl

lfclg behoeven dus slechts rekenlng te houden meT de volgende

twee verschillende kosten* | - *
1. de 1nkoopkosten Q(q) van de verse champlgnons 4 o
2. .de inkoopkosten van de bllk:champignonq (x q)C ipdi_e‘n; de
- vraag, x groter .is dan q.
Het is nu eemfoudlg in te z:z_en dat de verwaoht 1ng van de

totale kosten gegeven wordt door:
Q

€(a) = @(q) +C [ (x-q) £(x) ax (1.1)
d | |
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als f(x) de kansdlchtheld van de vraagverdeling voorstelt.,
Als voor a q de functle K(q) minimaal is, wordt de bestel-

grootte q, opthaal genoemd .
Indien {(q) een differentieerbare functie van g is dan geldt

voor q=q¥ (vel. stelling 6.5 uit hoofdstuk II):

OO
.

3% N
K'(g™) = Q' (g™) - qu%f(y) dy = © (1.2)
m.a.wW.
A _ 3k
~ 3 !
fﬁfWJCWx:Ptizqu:%%&J-a (1.3)
X
l

Het linker 1id van (1.3) stelt de kans voor dat de voorraad
niet toereikend is, terw:Jjl het rechterlid gelijk is aan het
quotié&nt van de marginale kosten Dbi ] qux en de vervangingsprijs.

Indien Q(q) = ag dan geldt:

co y X
[ f(yyay = L)L -2 (1.4)
}% o

4

Voorbeeld 1.2.

~ In ons tweede voorbeeld kan een boer op ledere laalste dag
van de maand een deel van zijn tegoed bij een cooperatlieve melk-
I'abriek opnemen. |

Deze agrariér vraagt zich nu af hoeveel geld hij zal opnemen
als gegeven 1is:

a) dat er nog f 150.- in zijn geldkist is,

b) dat de uitgsven voor de-komende maand een kansverdeling
bezitten met een kanﬁdichtheid

f(x) = 4x 0< 5:4”1 “ (1.5)
waarle de geldeenheldef 2 5OU - bedrdagt
b) dat de melkfabrlek 5% rente per gaar geeft

d) dat de Flaatseli jke Boerenleenbank altijd geld leent
tegen 8% per jaar.
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Stel nu dat onze boer aan het eind van de maand april zoveel
geld opneemt dat hij 1n toTaal de beschikking heeft over y geld-
eenheden. Aangezien de ultgaven per maand nooit meer kunnen be -
dragen dan €én eenheild, is het zeker niet optimaal Yy groter dan
1 te kiezen. W1iJ beschouwen derhalve slechts waarden van y tussen

O en 1.
Nu zijn er twee mogeli jkheden.

1) De benodigde hoeveelheld x is minder dan ¥.

In figuur 1.1 is het kasverloop geschetst, waarbij werd aan-
genomen dat de uitgaven gelijkmatig over de maand meil gespreid

Z1Jjn.

fig. 1.7

HetT kasverlioop de maand mel,; wanneer er minder dan y

wigt iy -

celdeenheden worden gebruilkt

Gemiddeld heeft hij dus in kas:
1 [

c(y+y-x) = y-ix (1.0)

en derhalve is de rentederving (ti1jd x rentepercentage x kas ) :

l _ | .
",Té" . :T%G ‘ (y“’é‘{}{) H.m (y.*‘%‘}{> : | (17)

De tTotale uitgaven zijn’ 'dus;s K( yﬁx') = X - -2—1%—@- (y-—-gx) als X<y
: (1.8)

2) De bencdigde hoeveelheid x is groter of gelijk aan y. (zie

figuur 1.2)
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Het kasverloop in de maand mei, wanneer er meer dan y

geldeennheden worden gebruikt

Gedurende een periode van de lengte Ta is er bilJ onze boer celd
in het kistTje, terwljl hij gedurende een periode van de lengte T

) T 2
geld moet lenen bij de Boerenleenbank. Men kan fiu eenvoudlg nagaan
dat:

. X=y \
T, ~ ; _ ' . (1.10)
Gemiddeld heeft hij in de periocde T, 1n kas:
5V - (1.11)
Gemiddeld heeft hij geleend in de periode Tt
L(x-y) . (1.12)
De rentederving in de periode T, wordt gegeven door:
2
d ¥y 5 i, . 1 ¥
(1 ”x) oc = =Y T I80 x (1.13)

De te betalen rente aan de boerenleenbank (tijd x rentepercentage
X gemliddeld geleend bedrag) in de periode T 5 wordt gegeven door:
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/‘ U) mé--. *;*(me) —— .4.1,....., X“:Sfr‘)g (,] 1”‘)
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De totale ultgaven worden dus gegeven door:

> o
1y g X-v)
K(yﬁx) = X - 14:8—6 [}"{"‘ T 300 '(‘*“;{-ll*“ als X2V (’1,,/}5)

De verwachting van de kosten wordt gegeven door de verwachting van
de functie K(y,x), die gedefinieerd is door (1.8) en (1.15).

Wij vinden dus voor de verwachting:

g
%K(ys;{i) = 2@( X .X4dX + 2 "2'7}'0‘ f (y-zx)xdx +

173 2 13y
- - 2E5S ‘ (1.116)

Opdat de verwachting.van de totale kosten minimaal is, moet vol-
daan zijn aan (vgl. stelling 4.2 uit hoofdstuk II):

d CK(y.x)

T =0 - (1.17)
3 a4, .20 -”393’2 = 0 (1.18)
WeZ. " Bg T 200 Y T 3600 T ¢
of o
13y2 - 26y + 5 = C (1.19)

of -
+ \/ D
- y — /} — /‘3 * (/1920)



Aangezien y & 1 volgt uit (1.16) y = 1 %MO_?BB (1.21)
_ _. 4% €K(y,x)
Uit (1.16) vinden wij voor ——
ay
ac EX(vy,x)
| =’ __ 26 26 . 4
- “1200 ~ F200 Y (1.22)
en dus voor y <71:
4% €x(y,x) o
> 79 - (1.23)

dy
De verwachting van de tTotale kosfTten bezit derhalve voor

v o4 0,38 een minimum en het optimale op te nemen bedrag wordt
dus gegeven door:

0,38 x £ 2.500.- - ¥ 150.- = F 800.- . o (1.24)

Voorbeeld 1.73.

In ons derde voorbeeld Zullen wiJ ons bezighouden met de
problemen van een inkoper van €én speciaal soort dameshoedje.

Dit hoedje kan in ledere gewenste hoeveelheld besteld worden
op 1 februari. Tussen 1 februvari en 1 jJjuli is het in de normale
verkoop, daarna verdwijnt het in de uitverkoop alwaar het met

absolute zekerheid tegen een sterk gereduceerde prijs wordt ver-
kocht. - I

Op 1 februari moet de inkoper dus beslissen hoeveel hoedjes
het aanstaande voorjsar in de verkoop gebracht zullen worden.

4]



Eﬁgﬁll&auze zél:afhangen van de volgende gegevens:

a) de inkoopkosten bedragen Q(q) voor een partij van de

e

omvang d:;
de verkcoppriJs 1n de normale verkoop bedraagt a,l per
hoed je ;

de verkooppriljs in de ultverkoop bedraagt a, per hoed je;
de voorraadkosten pedragen b voor ileder hoedje een geheel

selzoéen in voorraad;
de verdeling van de vraag wordt gegeven door de kans-

dichtheld f(x) .

kansverdeling onder e) is uiterasrd een benadering van

de werkeli jke vraagverdeling. die discreet is.
Uitgaande van de veronderstelling, dat de vraag gelijkmatig

OVETr de

periode 1 februari - 1 jull 1is gespreid, zullen wi]j twee

alternatieve mogeli jkheden san een beschouwing onderwerpen:

1.

2 .

In de behoefte kan door de voorrasad worden voorzien.

De voorrgad'is dan gemi@deld

e ©(1.25)
groot, de kosten worden gégeven aoor:

K,](q) = Q(ag) + (g -%—-) b als x=<g | (1.26)
en de inkomsten door:

L,(a) = a,;x + a(g-x) als x=q . (1.27)

In de behoefte lkan niet door de voorraad worden voorzien.

Jp analoge wljze als in voorbeeld 1.2 vindt men dat

. ﬁ . e .
tijdens een periode van de lengte = voorraad aanwezig is

o

en wel gemiddeld -5q. De voorraadkosten en inkoopkosten
tezamen bedragen dan:

als x=q. (1.28)

;\ah_
'

Kr(a) = Q(a) +

De inkomsten worden nu gegeven door:

Ig(CE{) = a/‘q als X =4g. (1,,29)
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Met behulp van (1.20) t/m (1.29) kan eenvoudig worden nagegaan,
dat de verwachting van de winst gegeven wordt door:

4

_ q ﬂ
W(q) = ._.é { a, X+ ag(q-x) m(q-%)b _} f{x)dx +
o e
5 O
a/{a/,q - =32 1 1r(x)dx - Q(q). (1.30)

De functie V(q) kan slechts dan maximaal zlJjn voor qﬁqij
indlen voor deze waarde van g geldt:

i(g®) = C - (1.31)
Uit (1.30), (1.31) en stelling 6.5 uit hoofdstuk II volgt
voor q=a-:
X o
a * |
; ¥ - : b
Vr{g™) :j“ (agnb)z(x)dx +‘[% (aﬂ - ggwdf(x)dx - Q' (q®) =0
. . ' (1.32)
of
ﬁ q}t.b ] t X - '
8, - b + Jx (a, - = - a, + b)f(x)dx - Q'(q") = 0 . (1.33)

In onze beschouwling werd Tot dusver geen rekening gehouden
met het verlies aan "goodwill' door '"neen-verkoop". Het is uiter-
aard voor het modehuils geen reklame als de klanten onverrichter-
zake de winkel weer verlaten. Het verlies aan "goodwill" is echter
slecht te meten. Vel kan men dikwijls aangeven welk bedrag de
elgenacsr bereid is ult Te geven, opdat de klant een volgende keer
zal Terugkeren. ' _

Wid zullen deze kosten aangeven met C, alhoewel deze
constante in voorbeeld 1.1 gebruikt is voor de noodinkopen per
eenneld. Men kan de dubbele betekenls van de constante C gemakke-
1i jk rechtveardigen, immers in beide gevallenfprobeefﬁimeh'het °
"uitverkocht zijn'" af te kopen. - o

Aan het fechtérlid:van de betrekking (1.28) mﬁgtinu cen term
van de grootte C(x-g) worden toegevoegd.

Voor W(g), de verwachting van de winst, vinden wij dan:



W(q) = { {ax + as(a-x) - b(a - F)} £(x)ax +
O ;"’qu \
+ J{a,a - C(x-q) - 55— f(x)dx - Q(aq) . (1.34)
d
De optimale waarde q}{“ van g volgt dan ult
Jﬁe o oobat . (%
82“b—i- qu (a,l‘r* ““*"5;“- 82 Y b) f(X)dX “Q(Q ) = Q, (’1;35)

Van het bovenstaande resulftaat zullen wij thans een toepassing
bespreken. WiJj zullen ultgasan van de volgende gegevens:

a) de inkoopprljs wvan een hoedje bedraagt dertig gulden,
m.a.w. Q(g) = 30q; _

b) de verkoopprijs in de normele verkoop bedrasagt vijftig
gulden, m.a.w. a_, = 50;

c) de verkoopprijs in de uitverkoop is twintig gulden, dus
g, = 203

c
d) de voorrsadkosten bedragen vijf gulden per seizoen per

noed je, dus pv=bH;

e) de kansverdeling van de vraag wordt gegeven door een
camma-verdeling met o=2 en A=0,02, dus door f(x) =
(0,02)° x e 020=%, (1.36)

£} het verlies C aan goodwlijilh voor ileder hoedje te weinlg
in voorraad wordt achtereenvolgens getaxeerd op O, 5, 10,

15, 20, 25 en 30 gulden.

De relatie (1.35) wordt in dit speciale geval gegeven door

X oo

(35 + C) fx (0,02)°% x e PV ax - 50% \_,C% (0,02)% e 9% ax = 4¢

d _ q
dat is na substitutie van 0,02x = T

o O

(35 + C) fx t e”° at - 0,1g" /}E et at = 15, (1.37)

0, 029 ‘ . 0,029 ,
of na enlg rekenen:

,, #*
, -0, 02 ~
(O 6 + O 02 C) q*e“oﬁgzq}% + (35 i C) e A == /§5¢ (’1,38)
7 J



Indien wij deze betrekking oplossen naar q vinden wij:

qa{_ = 138 als C = O
a* = 96 C = 5
qﬁ = ‘109 C = 10
q% = 117 C = 15
q™ = 124 C = 20
o™ = 130 C = 25
q* = 136 C = 30

Voorbeeld 1.4,

lLhanneer men een stuk land Ter beschikking heeft en dit wil
bebouwen, zal de keuze van de produkten afhangen van de netto
opbrengst in geld, die de verschillende gewassen opleveren., Veler-
lel factoren spelen hierbij een rol, o.a. de opbrengst in hl per
oppervliakte-eenheild, de prijs

, die men per nl ontvangt, de sprel-
ding 1in beide voornoemde factoren, bijv. ten gevolge van het weer;
verder de bewerkelil jkheid van het produkt en de invlioed van vrucht-
wisseling (afwisselend verbouwen van verschillende gewassen brengt
meer op dan het voortdurend telen van één bepaald gewas).

Het 1s uiteraard niet mogelijk met alle invloeden tegelil jk
rekening te houden, aangezien het model hierdoor te ingewikkeld
zou worden. Dit neemtT niet weg, dat wi] kunnen tTrachten de onder-
stellingen zo reé€el mogeli jk te maken. De beschouwingen worden
gegeven voor tarwe (T) en haver (H). Voor meer dan twee gewassen

Kunnen sanaloge methoden gevolgd worden.

Het eenvoudig

8te geval

Beperken wij ons verder nog tot het geval, dat geen vrucht-
wisseling wordt toegepast, dus dat op ieder stuk van het te be-
bouwen land steeds hetzelfde gewas wordt geteeld, dan is men alleen

nog vrij in de keuze van de fractie A van het land, dat met tarwe

zal worden bezaaid; het overige deel 1s den bestemd voor haver.,

Wij nemen aan dat het land 1 ha groot is en.tdat de opbrengst per
h@qveofgtarwe §4q hl bedraagt en voor haver,agz hl. 4ijn de prijzen
die men peﬁ;h; ontvangt\p13 resp. pzj.dan ontvangt men bij een frac-
tie A aan tarwe

Z ::%J11 (1.40)

P+ (4~%)322p2a
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Uiteraard wil men z zZo groot mogeli jk maken, wat in het
ceval (1.40) zeer eenvoudig is. z is een lineaire functie van A ,
die men ook kan schrijven in de vorm

(844Pq = BppPp) A+ 25505

waaruit direkt blijkt dat men A =1 moet kiezen, indien

D P N >0 en A= 0, wanneer 8440, = 8ooPp < O is. In het
geval a,‘,]“p,I ~ agng = 0 maakt het geen verschil, hoeveel men van
het ene produkt verbouwt en hoeveel van het andere.

Bespreking waarbij rekening wordt gehouden met spreidingen

Het belangrijkste bezwaar. dat men tegen deze oplossing kan
inbrengen, is het verwaarlozen van afwi jkingen van de gemiddelde
oogstresultaten. Het steat bij voorbaat vast, dat allerleili fac-
téren¢ die men niet in de hand heeft, zoals de weersomstandlgheden,
de grootte van de oogst beinvloceden. In dergeli jke gevallen 18
het onjulst alleen te letten op de gemiddelde resultaten, omdat

dan ook zeer lage opbrengsten kunnen voorkomen, wat soms niet te

L

aanvaarden konsekwenties heeft.

Om nu afwijkingen van de gemiddelde oogstresultaten 1n onze
beschouwingen te betrekken, vatten wij de oogstresultaten op als
stochastiSChe grootheden, waarvan wij de verdeling kennen. et
financi&le resultsat zal dan eveneens een stochastische grootheild
zijn, waarvaen de verdelingsfunctie ult dle van de opbrengsten '
volgt. Acht men nu een financié€le opbrengst beneden een zeker
bedrag eigenlijk onaanvaardbaar, dan kan men bliJ voorbaat stel-
len, dat de kans hierop een bepsalde waarde niet mag overtreiten.
Gezilen de aard van het probleem zal het in het algemeen niet o
mogeli jk zijn er voor te zorgen, dat bepaalde kleine opbrengsten 1in
het geheel niet kunnen voorkomen. 1

Onder alle mogeliijkheden, die door de gestelde voorwaarde
niet worden uitgesloten kunnen wij nu CGlegene kiezen, welke de
verwacnting van de financlé&le opbrengst maximaliseert.

Wij zullen nu nagaan op welke wijze men Te werk kan gaah in
‘het geval, waarin op een deel van het land jJaar inﬁjaaruit tarwe

. wordt verbouwd en op het overige stuk voortdurend haver.



Wiskundige formulering van het probleem

- De opbrengst in hl aan tarwe wanneer het gehele land hier-
mee bezaaid wordt zeven wij aan met x.; de opbrengst in hl aan
haver wanneer alleen haver wordt verbouwd met X~ Wij nemen van
beide grootheden aan. dat ze normaal verdeeld zi1ijn met bekende
- gemiddelden en bekende épfeidingeng welke wi]j voor Tarwe, resp.
haver aangeven met }&1 enx'oﬁ; resp. Qo en o,. Doordat de
meeste toevallige factoren zowel de tarwe &ls de haveropbrengst
zul len beinvlceden, zijn X, eén X, nilet onderling onafhenkell jk,
maar cecorreleerd:; ocok de waarde Q van de correlatiecoé&€fficliént
onderstellen wij bekend ult waarnemingen in voorafgaande Jaren;
34 en X, bezitten dus een simultane normale verdeling, waarvan
alle vijf parameters gegeven zijn (vgl. (2.9) uit hoofdstuk III).

Rezaait men nu een fractie XA van het land met tarwe en de
rest met haver, dan 1s de opbrengst aan tTarwe gellik aan >“X4 en

die aan haver gelijk aan (1-A)x Geven wili]j wederom de verkKoops-

—2
prijs per hl aan met Py TESD. Py dan 18 het geldbedrag z, datv
men ontvangt, wanneer een fractie X met tarwe bezaaid wordt, ge-

113k aan
g_mikpqﬁﬂ £ (ﬂ~l)p2§2 g (1.41)

Nu is een lineaire combinatie van normaal verdeelde stochas-
tische grootheden ook weer normaal verdeeld (vgl. stelling 2.5 ult
hoofdstuk IV), zodat wij de verdeling van z volledlg kennen, wan-
neer gemiddelde en spreiding ervan berekend zijn. ULlT formule
(1.41) en de gegevens ombtrent de verdelingenvang4 en X, volgt

(vgl. stelling 4.9 en formule (%.42) uit hoofdstuk III):

e

& - , —~ A )-
2 --——-->\p,l H,} + {1 >\)p2 t./t,g (1.42)

en

TE = Npc ot 4 (’1 >\)"?2 S L oN1=N) S, O

Po o o K1 1‘92

(1.53)

wanneer wij geen extra elsen aan de u¢LkomSt 7z opleggen, is
het probleem hetzelfde als heb reedq behandelde* kKies . %hzoﬁ dat
de verwachting van de opbrengsb zo groot mogelijk is, d.w.z.
maximaliseer (1.42) sls functie van A . In ae pralctijk zal men dit
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ot

zeker niet blindelings doen, omdat het mogelijk is. dat een hoge
verwaohting van z gepaard gaat met een zo grote spreiding, dat

men ‘dan’ bndanks de hdge verwacnting een flinke kans loopt, be-
trekkeli jk kleine waarden van z te vinden. Zign de konsekwenties
vahjohtvangsten,Kleiher dan een bepaald bedrag w onaanvaardbaar,
dan zal men elisen, dat de kans hierop niet groter mag zijn dan een

klein getal d . Wij krijgen dus een nevenvoorwaarde , welke er als
volgt uitziet:

Hlz=w|=p. (1.44)

fascae -

Deze voorwaarde kan tot gevolg hebben, dat wij beperkt wor-
den in de keuze van ?kg'Wij moeten dasrom eerst nagasan uit welke
A's er gekozen kan worden; de verwachting van de ontvangsten kan
dan over de niet ultgesloten X 's worden gemaximallseerd.

Voor de eerste van deze twee stappen voeren wilj een nileuwe
variabele u in, de gestandsardiseerde van z:

u =0 wq(..".?:_.f £z), ‘ (1.45)

Z

sl

die dus normaal verdeeld is mes gemiddelde nul en spreiding -
(vgl. stelling 2.2 uit hoofdstux IV). Voorwaarde (1.44) gaat dan,
uitgedrukt in u

vanbies

over 1in

J

|C
1\
Q

(wm‘ﬁgjkng , (1.46)
of', als wij stellen

W' o= <71(ww 2 ) (1.57)

Flusw'l = 0. ‘ (1.48)

*
H
*
*

Daar u N(0O_ 1) verdeeld is en.@,van tevorzsn wordt gekozen,
. ﬂ .
kunnen wij in een fractielentabel van de normale verdeling ) af -
lezen welke waarden van w' bij gegeven (> 2an (1.48) voldoen. Wi

geven de waarde, die u met een kans (3 overschri jdt asn met %ﬂs

(zié fig. 1.3). Naarmate G kleiner is, 1s f% grotves,

WewE N gy $Weeey  apesms  Tean SRl SRR

1) In tabel 4.I uilt hoofdstuk III werd (> opgegeven als functie van
u. Umgekeerd kan men ook U OpgeveN als functie van 2 men

spreekt dan van een fractielentabel en gebru‘ku in plaats vV an
het symbool u vaak het symbool gﬁa o o
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De overschrijdingskans pilj een normale verdeling

zodat de waarden van w', die voldoen aan (1.48) gegeven worden
door de ongeli jkheid: '

§@ . (1.49)
Vervangen wij hierin w' door O (w-Tz) en vullen wij voor

ﬁg.en.(jz de gevonden waarden (1&427'en (1.43) in, dan zien wij,

dat X moet voldoen aan:

W - f>\p’l g+ (1=Npg f*zj

- A . AN WS ARSI

VDN (7 + 1 ))?pg g + 2( 1~ >Qkp pgggfw 5

-
- i -
(1.50)

Cm de voorwaarde beter te kunnen doorzien schrijven wij deze

1)

in de vorm:

(oq Py ES o405 O , 3“2@1% 30y O5) AF 4

2 2
+ 2{wl(pg pg-p; o) PP g Plp F P Mo 7

) (1.51)
v 2 - | . -
¥ (-p5 05 + PP Q Oy T5) Y A= (W-pjs pp)
P -~
1‘{_5(\502 To =,
ﬁ%? +23>\+f0?303 ,‘,.W,”_':fj ‘ (1¢52)

My Wamy SN TN WS TR Slkie T

‘1) Hierbij is ultgegaan van de reéle onderstelling dat 654'% en

dus S®>}O is,



waarin
) ) e g2, 2 2 2 2
15 - { (D‘l] }le p2 HE) | %g}}(p/} Ofl - 92 OE - 2pf1p2%) O/[ 02) } >
(1.53)
B = 2fw(p “Pr M) =PaDs DS S
TIAPq MqTPo Mol TP4Po Mg Mot ot
. 2 2 2. ,
TE@(MPQ cfgm}—p,lpgg o2 02)} (1.5%)
en
. o 2 .2 2 2
18 . |

De grootheid }kj die wlj in ons probleem kunnen kiezen, moet
dus voldoen aan een ongelil jkheid van de tTweede graad. Wi1ij wijzen
erop, dat Tol nu Toe geen andere onderstellingen gemaakt zijn
dan die van de normaliteit en bekendheid van de verdelingen van
X4 €0 X, €n het bekend 21 jn van de prijzen Pi €N Dy

Men kan het wilskundige probleem: ‘€§ makimaliseren onder de
voorwaarde (1.52) algemeen oplossen. W1 zullen dit hier niet
doen en ons beperken tot de bespreking ven een aantal speciale

gevallen .

T R s . g T e R - - B A - T NP i S e ey feg R Tyt B Ay AN PP i -+ ~ oA o N S O e ma o B o

Oplossing van het probleem In een zantal speciale gevallen
o 2 2

-

>
a) Het geval waarin py u = Ds ik, €0 DL OF = D5 O
i T T LT A R e 40

ey N i, Ay oy S Pyt ol -yl

De opbrengst in geld wanneer men het gehele land van 1 ha
met tarwe bezaald heelt. Dbedraagt p,x, en wenneer men dit doet
met haver PoXo sonder meeilte ws 1in Te zien. dat p,X, een
N(pq}4q;p4é34)~verdeling bezit en p.X, een N(pzfxg,pgacé)mverdew
ling. Als dus Pq Hq=Ps PE en D Gﬂmp2<32 is zijn de waarschi jn-
11ljkheldsverdelingen van p,Xx, €n pX, aan eliaar gell Jjk., Hier is
men wellicht geneigd te denlzen dat het er niet meer toe doet of
men tarwe of haver dan wel gedeeltelijk de een en gedeeltelijk de
ander zsait. Toch is dit nilet het geval. Men ken dit inzien door de

verdeling van z te onderzoeken voor verschillende waarden van PN
Voor iedere waarde van X bedraagt volgens (1.42) de verwach-
ting van z: &z R R e N Po Ho De variantie gaat echter over in

(zie (1.43»:MJ



o;: p of {1-2X(1-N(1- Q) } (1.56)

en blijft dus een functie van X\ .
Men kan de overgebleven vrijheid nu gebruiken om de variantie

van z zo groot ol zc klein mogelil jlk te maken In het eerste geval
speculeert men op een zeer hoge opbrengst 1in het tweede geval

maakt men de kans op een slecht resultaat zo klein mogelil jk. Wij
stelden ons op het voorzichtige standpunt en dat betekent dus dat

- 2 . :
wij o moeten minimaliseren.

— / o } - ) - 2 ]
Door differentiatie van (1.56) naar A vindt men dat S minl-
maal 1s voor A=%. De optimale oplossing is hier dus cnafhankeli jk

Py

van @ en w; wlJj noemen deze oplossing daarom uniform optimaal.
Een duidelijke illustratie wordt gegeven door fig. 1.4 waarin
voor verschillende waarden van A de cumulatieve verdelingsfunctilie
F(z) van 2z 1s getekend. Zo leest men direlkt uit deze figuur af,

A
S ‘””“W“wm”““j::::::;;;zzzzzzzzz
| / /:-""
| -
% //
i} . ~ Lo e
:%; : o4
s .
' Pl
i,
| A
- g s \ : 1_,
E wu-"""ﬁ! IS -t }! ’ ?\
Lo : - <
R S ‘ e e e e e e e D
Q ~ “
WY, 9 }.L . lrh Pv’- £,
‘ 1.4
f'ig 3

De cumulatieve verdelingsfunctie van & voor verschillende waarden

mﬁmuma oo S giiale o amgdiiiac e = N gy

van A.

dat de kleinste waarde wvan (> voor een pepaalde waarde Wq(ﬂ pthq)

van w bereikt wordt bij die keuze van A waarvoor C ., minimaal 1is.
De bovenstaande opnlossing geldt ook voor iedere waarde van oy

Wel blijf't de kleinste variantie die bereiltt kan worden een functie

van;§>; immers . bij de keuze A=, gaat (1 56) over in
2 ‘ 2 .2
(UZ) m% pf}ﬂgq(/}'*’@) : (1.57)
— MLin

Het minimum ligt dus lager naarmate de waarde van ©Q Kleiner 1s.
Men ken dit ook zo zeggen: door twee verschillende produkten te
verbouwen, die niet op dezelfde wiljze door de toevallige omstan-
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dighedén befnvloed worden kunnen wij eventuele risico's verdelen;
dlt gaat des tTe beter., naarmate de opbrengsten minder samenhangen
g>klejner s, _
| VergelleenW1J de hier gevonden resultaten met de eerder
jafge181de resultaten dan zien wig dat caar voor net geval
P4 pﬂ po pbvande vrigheLd ln de keuze vanfk,geen nuttilig gebrulk

kon worden gemaakt , tGPWIJl er hier een uniform optimale oplossing
is gevonden voor A= &

242 2
#P5 O -

De verdelingen van PaX, €N pPoX bezitTen nu wel dezelfde ver-

b) Het geval waarin qu%q ‘ “EP doan_gi

wachting, maar niet meer dezelfde variantie. Het bepalen van de
optimale oplossing gaat echter op dezelfde wijze als in a)f
Neemt men aan dat = P

Pq Oq = K Py Op (1.58)
18, dan 1s de variantie van z-
- 2 2 2\ 2 e |
Uﬂgﬂ = pg O {k X + (1=A)° 2>\(’1->\)L<%>}., (1.59)
Deze is minimaal voor '
. “@J:&%Q ; (1.60)
kK -1=-2k O

wanneer deze A tussen O en - ligt geeft (1.60) de optimale waarde
van )hﬁ in het andere geval moet men hetzijﬁk:ok hetzij:Xmﬂ kiezen.
Substitueert men 1n (1¢60) k=", dan vindt men weer voor de optimale
waarde wvan }w ﬂ\m =

Ook oplossing (1.60) is uniform optimaal, d.w.z. geldig voor
ledere combinatie van w en 5 . Het 1s echter mogeli jk dat men
Zl1Jjn elisen zodanig heeft gesteld dau er ook dcoor de gunstigste
*‘>\ niet aan wordt voldaan, men zal dan hetzi] de eisen moeten ver-
i 11chten hetzi1igj van het produktleprobes moeten afzien. In gevallen
waarin het minimum van (4 59)*wmn 0< A< niet 2P de rand van dit
1ntervalfwordt bereikt, kan men in de situatie verkeren dat zowel
alleen tarwe als alleen haver verbouwen te grote risico's oplevert
doch dat het risico bij gedeelteli jk haver en gedeel+ellgk tarwe

verbouwen wel sanvaardbaar is: hetzelfde geldt ulteraard ook voof net
eerger behandelde: algemene geval.
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c) Geen onderstellingen omtrent gemiddelden en sprefingen

Wij hebben reeds asngegeven op welke wijze de optimale A kan
worden berekend. Deze 1is nu niet meer zoals in de voorbeelden a) en
b) uniform optimaal, doch een functie van (3 en w. De berekening 1is
niet moelllijk.  maar door het grote aantal mogelil jkheden wat de
constanten A B en C ult (1.52) betreft, wel vrij langdradig en
zal daarom niet worden gegeven.

Bovendien 1s het niet zeker, dat het berekenen van een
optimale A inderdaad weergeeft, hetgeen men eligenlijk wil doen.
Immers de waarden van w en vooral die van (\5 liggen minder nauw-
keurig vast, dan tot nu toe werd gesuggereerd. De eisen voor w
volgen nog hoofidzakelil jk ult nauwkeurig bekende gegevens, maar @
drukt ulit welke kans op een zeer slechte oogstT men wll aanvaarden.
Zou men door de verwachting van z iets onder het te bereiken
maximum te kiezen de kans op een resultaat klelner dan w aanzien-
11ijk verlagen, dan zal men dit zeker in overweging nemen. Hetl-
zelf'de geldt, wanneer het bereikbare maximum sterk stijgt blij een
geringe verhoging van (3 . Men wll dus eigenlijk voor gegeven w 1in
een grafiek zien hoe de samenhang 1s tussen F, ernn het maximum van

“('15 over de toegelaten X\ .

Het maximum van ig en @ hangen samen via de tToegelaten

waarden van A . De verwachting van Z 18 een monotone functie van
A. Ook het verband tussen de toegelaten Als en (& 18 zonder
moelte op Te sporen. Als bij een bepaalde (5 een verzameling wvan

>\ 'S toelaatbaar is. dan zullen deze A's zeker toelaatbaar zljn,
wanneer men zljn eisen lager stelt, d.w.z. een grotere kans (5 op
een opbrengst kleliner dan w accepteert. De verzameling van toege-
laten A's zal dus groter worden of gelijk blljven, wanneer (3 toe -
neemt. Hieruit volgt dat ook het maximum van %gﬂ zeker niet klel-
ner wordt bij stijgende ©. m.a.w. dit maximum 1s een monotoon
niet dalende functie wvan (3 :

Ook uilt een grafiek zoals die van fig. 1.4 kan men een goede
indruk krijgen van het verband tussen 8;__ en @ Pij gegeven waarde
van w. Door de vrijheid in de keuze van A zijn er verschillende
waarden van %g_ bereikbaar; het interessantste geval 1s nu dat
waarin blj toenemande %E., ook O’i toeneemt, waarin dus een hogere

gemiddelde opbrengst samengaat met een groter risico. In figuur
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1.5 Zijnfenigeibereikbérefcumulatieve'Verdélingsfuncties van <
getekeﬂd,;De sniljpunten-van de getekende krommen met de rechte

Z=W geven aan hoe groot-\ is; aangezilen z een symmetrische ver -

dellng bezit kan men de waarden van <€z aflezen uit de snijpunten

van de krommen met F(z) = %+, Figuur 1.5 illustreert daardoor duil-
delljk op welke wijze,(s verloopt bij toenemende waarde van <z,
() A
I i!,‘,,....._,.wt_m..,H.,,*.._.._.f.,.:“,.++‘ e e . Mw;mw* L e e
g !ff s f// ) L )
. / yd -
3 O O O
’ f/ - -
th -
I A C
. e TR
fig. 1.5

De cumulatieve verdellngsfunctle van z voor verschillende waarden
van A .

Aan de hand van een wvoorbeeld illustreren wij tenslotte op
welke wiljze men het beloop  van max ¢z kan vinden als functile van
“@wﬂlerblj moeten wi] gebruik maken van de algemeen geldende o
formules (1.42) en (1.51) t/m (1.55).

Het is niet nodig alle in de formules (1.52)-(1.55) voor-
komende constanten afzonderlijk te kennen. Het is voldoende wan-

neer de volgende verhoudingen en gegevens bekend zijn:

| . ) ‘ _ -;-..--

Po Po = &85 Pqpg ST
_ 0.F _ . R
Py O4 = 0,5 Py 4y W O.35 B4 Mg (1.61)

I = ( H
Pr Tn O.25 P, H’l

L

Wij hebben dus Po Mo pqiﬁq;pafﬁj el W ultgedrukt in Pq g de
cemiddelde opbrengat in ge]d wanneer er alleen tarwe wordt ver-
bouwé}‘Dé%emiddelde opbrengSE (steeds lnigeld) van haver 1s dus
minder dan de gemiddelde opbrengst van tarwe, doch de sprelding
van de laatste 1s aanzlenlljk groter. be opbrengst die wi] behalve
een kans Q.aeker willen behalen is 35% van de gemiddelde opbrengst,
wanneer wiJ alleeu tarwe verbouwen | : _

Substltueren WLJ (1. 64) in de formules (1 R})J (1.54) en
(1. 5;)3 dan vinden WlJ



_ 1 3 .2 | 2 2
A= (35 §, - 0,0225) piuy - (1.62)
B = -0515,p§ His ' _(’1«‘63)‘

.1 .2 2 D _ o
C = (3g g(}\ - 0,25) pj Py ‘ (1.64)

Reeds eerder merkten wij op dat de eisen betreffende w éen (:,
niet willekeurig 'hoog kunnen worden gesteld. Wij gaan daarom €erst
na welke waarden van (@, bij de gegeven w bereikt kunnen worden.

Hiertoe schrijven wij voorwassrde (1.52) in de vorm
2
B .2 BT _ 5 .
A(>\+ﬁ) + C —mmoj (165)

BE

voor A>0 is dit een parabool met een minimum. groot C - TR -

dat bereikt wordt voor A\ = - "éB"ff . Voor kleine waarden van o is
(1.62) > Oq) en dus kan er aan (1.65) niet worden voldaan, wanneer
132
C - ¢ >0 (1.66)

18 . Hierult volgt voor é(f de voorwaarde 5(52 >4 12, waarult met
een Tabel van de normale verdeling kan worden gevonden, dat

@ > 00,0212 moet zijn. De kleinstTe waarde Bo vVan @, waarbl] nog
een oplossing mogelil jk is, bedraagt dus Po = 00,0212, een waarde
die wordt bereikt voor |

2A 2(0,1375 . +. 12 - 0,0225) ?

Wanneer men (5>—(50 kiest, Zzal men een interval },] 5..} < XB

van A's ter beschikking krijgen en dan moet men dus nagaan voor

welke A de functie [E'Zg__ maximaal is. ULT

85 m}pq H/} T (1“))92 /U2 ~ (0385 I Ojf}Sk)pq Hx} (1.,,67)

leest men af dat dit het geval 1is voor de grootste toegelaten
waarde van A . Groter dan één kan deze waarde nooit worden, omdat
ook asn 0< A =<1 voldaan moet zijn. Het heeft daarom geen zin,
waarden van o Te beschouwen, waarvoor de bovengrens XE van hevt
interval %,}5 >\g}2 groter is dan één. De waarde (3,! van (3 , welke

A e RN Saemn SRS TR BN N

1) Men kan achteraf laten zien, dat A voor alle in asnmerking

komende waarden van G inderdaad > O 1s8.
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behoort: bl ] Xgm’l vinden wij door in (1 .,52) A=1 in ue vullen; het
linker 1id moef dan nul worden. Men vindt op deze wijze q =
0,0968.: Het inderval van p's, waarvoor het gedrag van maxx Ez
moet worden nagegaan is dus 0,0212 < (5 < 0,0008. _

Voor de waarden 0,0212; O.C4; ©.06; O 08 en O, 0968 van @
is de grootste wortﬂl van A >\P B >\ - C = 0O berekend, evenals de
bijbehorende waarde %an'* 5,7 In figuur 1.6 is het verband tussen
max %z en (5 ges«vhe wt waarbij wij langs de verticale as als een-
held gebruikten 1@,l u,[ W’:LJ zien dat max < Z blj toenemende (5
stijgt van 0,865 p,1 s, tot poja, en dat alleen haver verbouwen
nooit optimaal 18, ir. tegenstelling tot alleen Tarwe verbouwen,

wat de optimale oplossing 1s bij p = O 0968

Andere voorbeelder. kunnen op geheel analoge wil jze worden
uitgewerkt. ’1\ max $Z
1,00

0;95 T T

1 prd
0.05 Jﬁ A= 010
“\
<
}+m VTS T . ———— O WP T it e s S i -ﬂ-wé-wwmm"—%*m — MWW*H}*
Q02 G, 04 000 O, 08 0,1C {5
fig. 1.0

Verwachting van de opbrengst als functie van (3 _bd ] optimale A



2. >Teekproeven bilij accountantscontroles

In veel gevallen waarin men een groot aantal gelijksoortige
dingen moet'*'controleren; beperkt men zich tot het onderzoeken van
een gedeelte dsarvan. Soms is dit noodzakelijk omdat door het
onderzoek het ‘i}oorwerp vernietigd of onbruikbsar wordt (vgl. voor-
beeld 1.1 uit hoofdstuk V), doch meestal geschiedt dit omdat men
wll besparen op de kosten verbonden aan het keuren. Dat gedeelte}
dat wel gecohtro leerd wordt, noemt men de steekproefl en het aantal
exemplaren dat er in aanwezig is , de omvang van de steekprocef.

Steekproeven, waarbilij alle exemplaren een gelil jke kans
hebben om getrokken tTe worden noemt men aselecte steekproeven en

net zljn steekproeven van dit type, waarmee in de indusfrie
(bijv. bij het keuren van gemaakte produkten), in het medisch
onderzoek (bijv. bij de vergelijking van geneesmiddelen), bij de
marktanalyse (bijv. enquetes), voor bevolkingsschattingen en op
nog talloos veel andere terreinen gewerkt wordt. Men kan zich
dan ook afvragen, of aselecte steekproeven, die elders zoveel
besparingen opleveren, ook niet wvan nut kunnen zijn bij het werk
van accountants.

Ulteraard is de situatie bij een accountantscontrole niet
zonder meer vetrgelijkbaar* met een keuring van een partij goederen.
Een be langri jk punt van verschil ligt in de konsekwenties, die
het maken van onjuiste conclusies op grond van de steekproef kan
hebben. Zo0 kan een ten onrechte goedgekeurde parti] goederen in
veel gevallen zZonder al te grote kosten vervangen worden door €en
andere, zodra de fouten ontdekt worden. Het niet ontdekken echter
van bi jvoorbeecld ecn fraude heeft daarentegen in het algemeen zeer
aanzienli jke gevolgen. Een vergeli jkbare situatie ontstaat soms
bij het medisch onderzoek. waarin bij het vergeli jken van genees-
milddelen door middel van een steekproef, het doen van een onjulste
kKeuze ernstige gevolgen zal hebben voor de volksgezondheld.

Het 1s duildeli jk dat bij een steekproefonderzoek minder
informatie verkregen wordt dan bilj een volledige keuring. Het 1is
1in principe mogell jk dat onjuistheden bilij het steekproefonderzoek
niet gezien worden en wil men dus steekproeven toepassen, dan zal
men niet kunnen eisen dat alle onjulstheden met zekerheld opge-
Spoord worden. De belangfijkste vraag betreft daarom de aard van
de conclusies, die wél getquken,kunnen worden over de gehele ver-



zame ling op grond van de lnformat le, verkregen door een steekproef.

Op aeze Vraag wordt een antwoord gegeven door de mathematische
statistiek. D

Laten WlJ aannemen dat een lange i posten gecontroleerd
moet worden op ongulstheden Een aantsal posten zal in orde zi jn en
een aantal kan ongulst zi in. Er bestaat dus €en pbepaalde breuk p:
tusséen nul en eenﬁ dile aangeeft welk deei van de posten het ken-
merk "onjuiSt" bezit . Men noemt deze breuk de fractle p (van de

{1

posten die het kenmerk "onjuist" bezitten) en het is deze fractie,

waarover wij een ultspraak wilillen doen op grond van de resultaten
van de steekproef. DiT kan met behulp van de Theorle van de

betrouwbaarhelds1ntervallen welke 1in de derde paragraafl van
hoofdstuk VI behandeld werd. '

Indien wij een enkel getal op willen g,even als schatting voor
p, dan 1 !gt het voor de hand hiervoor de fractie f van onjulste
getallen in de steekproel te nemen. Zolang de stTeekproef niet alle
posten omvat, behoceven f en p niet aan elkaar gelijk te zijn. Aan

de andere kant zal p eerder een waarde in de omgeving van f beziltT-
ten, dan een waarde die sterk van f afwijkt. Men kan daarom een
interval opgeven, waarbinnen p vermoedeli jk ligt en een dergell jK
interval 1s het reeds cerder behandelde betrouwbaarheidsinterval.
Wij geven dus niet een bepaalde waarde Op VOOr P, doch grenzen
waartussen ‘de onbekende fractie vermoedeli jk ligt . Een dergeli jk
interval behoeft niet noodzakell ik een onder- en een povengrens
te bezitten. Men kan zich tot één van beide beperken, bl jvoorbeeld
door uit een steekproef de conclusie te trekken, dat p niet groter
is dan een bepaalde waafde en dus een bovengreng Voor p .opgeven...:.
Hoewel p vermoede 1ijk een Waarde bezit, welke niet te veel
verschilt van die van £ kunnen wi J Toch andere waarden niet geheel
uitsluiten. Zelfs is het in principe mogeli jk dat onze steekproef
alle onjuiste posten uit de 1ijét bevat ; in dat geval kan p een
waarde bezitten, die zeer veel kleiner 1is dan f‘ De conclusie die
wiJ uit deze overweg ngen trekken luidt, dat zelfs onze ultspraak
in de vorm van een interval niet juist behoeft te zijn. Wel zullen
wij in het algemeen minder onjuiste uitspraken doen, naarmate wlj
een groter interval opgeven, maar dit voordeel gaat dan samen met
het madeel van een minder pré ~ieze uitspraak over p. Varsbelang 1is.
nu het verband tussen de gevonden fractie f, de grenzen van het
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betrouwbaarheidsinterval en de kans dat P werkelijk in dit inter-
val ligt.

Tenzij wij ons beperken tot ‘*{:fiviale' mededelingen, zoals: p
ligt tussen O en 1. zul len er in een 12—3*’1@,@ reelkks ultspraken over
onbekende fracties ( 'neestal) ffouten gemaakt worden. W1lj richten de
vorm van onze ultspraken nu zo in, dat in deze reeks niet meer dan
een bepaalde fractie vitspraken onjuist is . Hoe groot deze fractie
gekozen wordt, hangt af van de aard van het onderzoek. Zo zal men
deze fractie meestal lager ikiezen blj proeven met een belangrijk
geneesmliddel dan bilij een vooronderzoek op het gebied van de markt-
analyse. Veel gekozen waarden voor de toegelaten fractie onjuilste
uiuspraken zljn 0,01 f respectlieveli jk 0,05, Deze fractie, die wij
aangeven met Oy 5 nocemt men de onbetrouwbaarheid. Staat deze eenmaal

vast, dan sTtelt de mathemdtlsche statistiek ons weer in staat bij
1edere Ste

ga<proefomvang n en blJ iedere gevonden fractie f in de

Steekpro’e ’ een betfouwbaarheids lnterval voor p te berekenen, zo-

danig dat de fractie onjuilste ui tspraken hoogstens gelijk is aan

de gekozen onbetrouwba arhe id Oy 1) Wanneer men deze methode toew

past, dan zegt men dat p behoudens een onbetrouwbaarhe id (ook wel:
behoudens een kans)., die hoogstens geli jk 1is aan Xy 5 binnen de
aangegeven grenzen ligt.

Men kan zich voorstellen, det de zojuist beschreven methode
Ttoegepast wordt blg een accurat esse-controle. Men neemt een
aselecte steekproef van n vosten uit het totale aantal, geeft op
grond van de steekproefuitikomst een betrouwbaarheidsinterval op

voor de fractie » van onjuistheden in alle rosten en gaat ver-
volgens na of de gevonden grenzen danleidlng vormen tot een nader
onderzoek of tot ingri joen. Tabel 2.1 geelft betrouwbaarheids-
grenzen voor P, wanneer steekproeven van 100 exemplaren genomen
worden, een onbetrouwbaarheid van 5% voor beide grenzen apart en .
dus 10% voor het genele interval gekozen wordt en k onjuistheden
’i) Aangez:Len de fract b}.e onjulste ultSpPaLcen hoogstens gellijk 1s
aan <., noemt men . meestal niet de gekozen onbetrouwbaarheid,

U .
maar de gekozen onbetrouwbaarheidsdrempel. kEenvoudigheidshalve

bl

18 hier tussen deze twee begrippen geen onderscheid gemaakt.
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in de steekproef gevonden zijn. Het spreekt vanzelf dat dergeli jke

‘ | g
Cabellen voor allerlel waarden van n en van de onbetra@wbaarheid

‘opge celd kunnen worden. Uit een dergelijke tabel kan men ook

eenzigdhg begrensde vbetrcocuwpaarneldsintervel len a2l lezen; de on-

beurouwb aTDQLJ cedraagt dan in het geval van tabel 2.1 5% . De

keuze van n'muiLen Wi

»-..J::r
e

hier niet pehande len; gewoonli gk vindt
deze plaats door de kosten van de gt=ekproef al te wegen tegen

de . € ny oy ry ae - h
de te stellen elcen van nauwksurighei 1.
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ceval van fraude gevonden wordt zeker niet volstaan met hevT
controleren van een steekproef uit de posten, doch overgaan toT
het controleren van alle posten. Beide bezwaren kunnen worden
ondervangen.

Laten wij aannemen dat alleen gefraudeerd kan worden door
het opschrijven van te hoge bedragen. het toevoegen van niet

bestaande posten of het opschrijven van hogere totaslsommen dan

de werkelijke. Voor deze situatie zijn twee methoden ontwikkeld
waarin aan de genoemde hezwaren tegemoet gekomen wordtl.
PF. DE HOLFFq) heeft voorgesteld de grote posten allemaal Te
controleren en de kleinere slechts gedeeltell jk; zodra een geval
van fraude gevonden wordt gaet men tot het controleren van alle
posten over e€n men doet dus slechts waarschl jnlijkhelidsultspraken,
wanneer in de steekproef geen enkel geval van fraude gevonden
wordvc.

Een andere methode om de bezwaren te ondervangen 1s afkomstig
van A. VAN HEERDEN. De gedachtengang 1s als volgt.

Laat de te controleren 1i1jstT bestaan ult N posten en laat

voor het totale bedrag van alle posten opgegeven zijn B gulden.
Wij beschouwen nu niet de posten als eenheden, maar de afzonder-
11 ke guldens en handelen dus alsof een 1ijst met b guldens
cegeven 1is ., waarover een ulitsprsak gedsan moet worden op grond
van een steekproef. Uit de 1ligst worden n guldens aselect aange-
wezen éen vervolgens worden de posten waartoe deze guldens behoren
gecontroleerd. Grote posten hebben op deze wijze een grofere kans
om aangewezen te worden dan kleinere en kunnen zelf's verschillende
Kerer. aangewezen worden. Men controleert dus hoogstens n posten.
Zodra een geval van fraude gevonden'ﬁordt; £aav men élleposten
controleren. De vraag is nu hoe groot-h gekozen moet worden om de

risico's voldoende klein te houden. Het risico voor de accountant

bestaat hier uit het niet ontdekken ven fraude als er in werke-
1lijkheld wel gefraudeerd is en men kan dus een els stellen van de

volgende vorm: als er meer dan een fractile Py gef'raudeerd 1is, dient

oo WARRE AN P Wlagme RS VK Sl

1) P. DE WOLFP_ Steekproeven bij administratieve controle,
Statistics Neerlandica 10 (1956) . 35-44. :
id. Produktiviteitsverhoging bi] accountantscontrole
door Toepassing van gelaagde steekproeven,
Statistica Neerlandica 13 (1959) 215-232.



de kans dat ditT niet ti1jdens de con’grole gevonden wordt hoogstens
(? te bedragen. ‘

Wilij zullen het'probleem nu formuleren in de tTerminologle van
de toetlsingsctheorile, zoals deze in hoofdstuk VI behandeld is.

Wiskundige formulering

Gegeven 18 een populatie van B guldens die twee kenmerken
kunnen bezitten: gefraudeerd en nlet gefraudeerd. Geven wl]j de
fractle gefraudeerde guldens aan met p dan wordt de nulhypothese
pP=0 getoetst Tegen de alternatieve hypothese p>0. Als tToetsings-
grootheld gebruiken wi] het santal gefraudeerde guldens k., dat in
de steekproef gevonden wordt. Langezien het een rechtseenziljdige
pbinomiale toets 1s bestaat het vritieke gebled Zr uit alle
waarden van k groter of geli jk aan een bepaalde waarde tro

wlj concluderen tot fraude en verwerpen dus de nulhypothese,
zodra er eéh;geval van fraude gevonden i1s. De kritleke 2zZone Zr
bestaat dus uit alle waarden van k=71 en tr:z’l . De kans op een fout
van de eerste soort, dus de kans op het Ten onrechte verwerpen van

de nulhypothese 18 nul, 1i1mmers

et

r‘@$0§:ﬂI%ESE’HFmC N (2.1)

De kans op het maken ran een foutl van de tweede soort, dus con-

M

?;kez

.

cluderen dat er nlet gefraudeerd is, 6 terwljl het in werkell jkheid

wel het geval isg, vinden wij uit

Pfiﬁlz H

i rl T = Ple=0[H, | (2.2)

r

el

Een fraude van een fractie p ven het totaal bhedrag B betekent

dat er p B gefraudeerde guldens zijn en (1-p) B nilet gefraudeerde.

Wijst men nu aselect n guldensg aar.. dan 1s de kans dat geen ervan

cefraudeerd is (vgl. voorbeeld 5 7 wvan hoofdstuk I)
' PBy (1-p)B 1-p L
(By(LTRIEy o (UeEy
P lx s T —— — B et ; (2 ) 3)
(5) (2)
n ¢!

wat voor n veel kleiner dan B in voldoend goede benadering gell jk

1S aan (ﬂ~p)nh De kans op een fout van de Tweede soort

e(p) = (1-p)" (2.4)



is *dus‘ nog een functie van n en van p. In figuur 2.1 is het ver-
loop wvan & (p) geschets‘t als functie van p voor n=2. n=10 en n=100
Wigj zien dat (b (p) sterk afneemt voor toenemende n en toenemende P.

[

| AN
. | ~.
\ ~
ST T ———— e B NR—— B e
O S Ol Qb6 0.8 1.0
Pig 2.7

De kans op een fout van de tweede scort als functie van n e€n van G

De keuze van n is nog vrij en daarvan kunnen wij gebrulk maken om
aan @(p) een bepsalde eis op te leggen. Het ligtl voor de hand te
eisen dat een fraude groter dan de fractie P slechts een kleine
kans heeft niet ontdekt te worden. Bijvoorbeeld kan men stellen
dat deze kans hoogstens 0,01 mag bedragen voor p(}:—:r&}ﬁ C1. In dit
gceval moet dus gelden

(1-0,01)" =0, 01, J (2.5)

of n =459, o
Waarden van n voor pOmOj 05: C¢,01 en 0,001 en & =0,05; 0,07

en O 001 zijn opgegeven in tabel 2.11. Men leest hieruilt af dat



- 29 -

p{Py) nog aenzienlijk verlaagd ken worden zonder een al te
sterke toename van n, msar dat men bij hogere eisen ten opzichte
van Pn z€er omvangrijke steekproeven moet gaan nemen.

labhel 2,11
Waarden van n voor verschillende wsarden van Py €N @gp:l_

\“‘H

~@(p,) | 0,05] o0,01] 0,001 |
DOK\‘, | : 1

Conclusie

Wanneer wij aselect 459 guldens aanwijzen en als kritieke
zone de steekproefuitkomsten met één of meer fraudes gebruiken,
dan péassen wilj een rechtseenzi jdige binomiale Toets Ttoe met on-
betrouwbaarheid nul en een kans van hoogstens 0,01, dat een fraude

groter dan 0,01 van het Ttotaalbedrag niet ontdekt wordt. Nog 1ietTs
anders geformuleerd: passen wij de hiler beschreven controlemethode
met behulp van steekproeven toe, dan zal in een lange reeks
controles hoogstens 1% van de gevallen waarin meer dan 1% gefrau-
ceerd 1s, niet worden ontdekt. Hierbij kan nog opgemerkt worden
dat het risico van het niet ontdekkeﬁ van fraude in werkeli jkheid
nog aanzienlijk lager 1igt. (vergelijk~opmerking 2.1) o

Opmerkingen

2.1, Daar wij niet alleen de aangewezen guldens controleren maar
de gehele posten waartoe zij behoren, wordt er veel meer gecontro-

leerd dan alleen de n guldens, waarvan in de formules (2.3),
(2,4) en 2.5) gebruik is gemaakt. De kans op het niet ontdekken

van een fraude van meer dan 1% 1is derhalve nog veel lager dan
0,01. Hoe klein deze kans precies 1is, valt zonaer het maken van

extra onderstellingen niet te berekenen.



2.2. De fraude is hier steeds uitgedrukt als fractie van het opge-
geven totaalbedrag B. In gevallen waarin gefraudeerd 1s, bedraagt
het totaal B', een bedrag dat kleiner is dan B. De fraude moet

dan uitgedrukt worden als een fractie van B' en dus Zou men in
formule (2.3) met B' moeten werken in plaats van met B. Nu is eeéen
fraude-fractie p in B' gelijk aan een fraude-fractie E in B en

1+0

men zou dus in (2.4) p kunnen vervangen door 71-?—5 . Voor kleine
waarden van p heeft deze substitutie echter slechts weinlg invloed;

zo zou voor p=0,01 en @ =0,01 gevonden worden n=463 in plaats van
n=459. Gezien het in opmerking 2.1 gezegde 1s deze correctie weg-
gelaten.

2.3. In veel gevallen is van de 1ijst met posten niet alleen het
totaalbedrag B bekend, maar zijn ook allerlei deeltotalen gemak-
kell jk te vinden. Het opzoeken van de aselect aangewezen guldens
kKan men dan vereenvoudigen door lijsten op te stellen met n
aselecte getallen, die reeds naar grootte gerangschikt zijn. Hoe-

wel het in principe mogelijk 1s alle controles te verrichten met
één lange 1lijst van gerangschikte aselecte getallen. is het een-
voudiger aparte 1lijsten van n getallen op te stellen tussen bij-
voorbeeld O en 10.000, tussen O en 15.000, enzovoorts.

-~y

2.4, Aanknopende bij opmerking 2.3 kan men het risico een fraude
niet te ontdekken nog verder verkleinen door in die gevallen,
waarin de sprong tussen twee 1in grootte opeenvolgende aselecte
getallen meer is dan 1% van het totaslbedrag B, aselect een getal
bij te loten tussen de twee reeds aanwezige aselecte getallen 1n.
In het algemeen zijin hiervoor slechts enkele nieuwe aselecte ge-
tallen nodig terwijl men de mogeli jkheid uitslult,; dat een fraude
van meer dan 1% van B in een enkele post, niet opgemerkt wordt.

2.5. Men dient goed onderscheid te maken tussen een ultispraak in

de vorm van een betrouwbaarheidsinterval, zZoals bij de accuratesse-
controle van belang kan zijn en een ultspraak, zoals voor de con-
trole op fraude werd voorgesteld. Geeft men een lange reeks be-
trouwbaarheidsintervallen op met een onbetrouwbaarheid van O,k6 01,
dan betekent dit dat in 1% van alle uitspraken een interval opgege-
ven wordt, dat de ware p niet zal bevatten. Formuleert men de
conclusie met behulp van de kans op een fout van de tweede soort
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en zegt men dat deze voor 0 =0 0 hoogétens 1% mag zijn, dan be-
tekent dit, dat van die gevallen, waarin p=0,C1 is hoogstens 1%
niet ontdekt =zal worden. Gebruikt men betrouwbaarheidsintervallen,
zoals in tabel 2.1 zijn opgegeven voor een onbetrouwbaarheld van
10%,alleen in die situaties, waarin‘geen onjuistheden zljn opge-
treden, dan kan men niet zonder meer zeggen dat de opgegeven
betrouwbaarheidsintervallen in 10% van alle uitspraken de Jjulste
 waarde niet zal bevatiten. Men moet dus‘oppassen met deze vVoor-
waardeli jke waarschijnlijkheidsuiltspraken; op de vraag wat men

wel kan zeggen, zullen wij hier niet ingaan.



Erratsa
b1
Rapport S 265 (C 13)(Ee drulc)
Hoof'dstuk VI1

pag.: regel: er staat: er moet Staan:
3 5 van onderen f(x)=5x% f(x)=2x%

4 2 van onderen groter of groter dan of
10 2 van boven q* = 38 q™ = 388

10 4 en 1 van onderen PP a,

10 4 en 1 van onderen a5 PN

1] 4,6 en 7 van boven 3 41 3

11 4.6 en 7 van boven 8505 P

15 (1.53) accoladen doorhalen

15 10 van onderen N ( Por Mn Ps 95 ) N( Py A0y Po '5‘2)

2 2 2 e

17 (1.59) S S

20 13 van boven > 4,12 s 4,12

2 3 van boven indervail interval

22 15 van boven engue tes enquétes

23 onderschrift fig 2.1 /3 p



