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be getallen a,,...,8, noemt omponente

.ﬁ vV at

de maandomzetten van €en
jaar als een 12-4:

ne r ji g f | i n een

mensionale vecitor arvan de

gezlen worden, wa

de omzet in

eerste component gelljik 1s aan januari.  enz.

Cok de aantallen personeelsleden in de diverse afdelingen van

een bedrijf vormen een vector; als er vijf afdelingen zijn, kan

de "personeel-situatie’ op

iedere dag beschreven worden door een

5-dimensionale vector.

Aan vectoren wordt vask een meetkundige betekenis

gehecht, en

de volgende wijze. Als A = (8ﬁjaﬁgjaﬂ) ecen n-dimensionale

vector is, be dan het punt dat ten opzichte van eeéen

n-dimensionaal! rechthoekig
heef't. He
is8 nu een meetkundi

assenstelsel de codbrdinaten aqﬁ@,.ﬁan

egment van de oorsprong naar het punt (Qﬁj@.aﬁan)

t 11ijns

ge voorstelling van de vector A, Het 1s gebrul-

keli jk om dit lijnsegment als een pijl te tekenen met de pljlpunt

in het punt (aq%..@ﬁan),

ctoren A = (3,2)
uur 1.1 aang

N = (/g_g‘u) e O = (mfij
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corpbeeld de eerste component van A
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g van een 3-dimensionale vector

vector hadden we gedefinieerd

318 een Tij

vector kan men dus op
e l

Een 1-dimensionale

identificeren met een re



weer

doreiden devze

finitie nu als
A+B van de n~dimensionale vectoren A

verstaan we de n-dimens.

Volgens deze defini

de tweedimensionale
E%WO) = (8,12).
voorstelling is in {ig




noemen

S R .

e ? 17 T {:is e NU LS
| ﬁﬁ gé

LA M Y e

filialen

waorvan teder

asntal personeelsleden op de tweede afdeling

~mnonent van de somvector S nu blijkbaar het aantal
hepsalde afdeling in 2lle drie fabrieken tezamen

cetallen woradt
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vector waarvan d2 J comnonent gelijk is san 1, terwijl alle

nhebben we dus n

dimensie

overige componcnten nul zijn. In
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idsveztoren (zie Tig. 1.6).

eenhe

eenheidsvectoren
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2. Lineaire afhanrkelil jkheld
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en linesire onaih ijkheid

Voor veel problemen is het nodig te weten of een gegeven

combinatie van een aantal

vector te schrijven 1s als linealre

andere, evcneens gegeven vectoren. Het 01l jvoor beeld voorkomen

dat men ult twee gegeven mengsels A en B van drie grondstoffen een
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zou zich kunnen afvragen of de oorzaak misschien in

e wWoorden: zouden de

samenstelling van A en B ligt. Met ande

twee €

kKunnen
2,0als

sels A

geven meng danige samenstelling

zijn dat wel ieder ander
later zal blijken is dit niet mogeli k. Indien wij echter drie
»engsels tot onze beschikkin Neob

cewenst mengsel te maken.

ken worden verkregen?

2 zouden

en 18 het in sommige

»

gevallen wel mogelijk om ieder

F [x
=

S
e

N We gez

egd, want wanneer iemand bij-

voorbeeld zou beweren dat hij uit bovenstaande mengsels A, B en
C leder gewenst mengsel kan maken, dan zou nig dit ook moeten
kunnen met A en B alleen. Stel nl.

dat bijvoorbeeld het boven-

genoemde mengsel D ult A,
en dat

en U samengesteld zou kunnen worden

D = xA + yB + zC . (2.1)

e 1dt ftevens

D = xA + yB =B) = (x+%g)ﬁ + (y+%z)8 # (2.2)

hebben echter niet wit A en B kan worden sSamen-

en dus kan (2.2) niet correct zijn en derhalve (2.1)

evenmin. Wanneer de vectoren drie componenten bezitten, dan kun-

e gevallen niet. Om hier orde in te scheppen zullen
in deze en de volgende paragraaf een aantal definities in-
elden.

wen we steeds mengsels van




Definitie 2.71.
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ledere vector te schrijven 1S

vectoren .

2.1

de twee-dime:

zullen hier niet bewi jze

ruimte voortbrengen masr div althaens plausibel maken door

lineaire combinaties op te geven die de vectoren (5, 0), (5,3) en

(O -2) als uitkomst geven:

2(3,1) - 3(z
’ 3 i“’”.ﬁ

FT ”ﬁ LY f‘ih i
~ (6-645 2-6.4

1(3,1) + H2.2) - O(5.4) - (3.1) ¢ (2,2) + (0,0) =

= (3+2+U, 1+2+0) = (5.3);

|

i : : P A | - ' ;
2(3,1) + 2(2,2) - 2(5,4) = (0,2)
Dol

S
_ (64-10, 2:4-8) = (0,-2)

In de volgende stelling maken we kennis met een ander stelsel van
vectoren dat de ruimte voorfbrengt.

Stelling 2 1.

De eenheidsvectoren brengen de ruimte voort (zie fig 2.1).

Bewl js:

Laat A = (aqﬁhﬁgﬁan) een willekeurige vector zijgn. We moeten nu

trachten een lineaire combinatie van de eenheidsvectoren te vinden

"1

die gelljk is aan A. Welnu, s, k. -+~ ... + anEn is zo'n lineaire
@ €
combinatie, want de Jj  component van

deze vector 1s gelljk aan

2,.0 + ... +a..1"+ ... +a_ .0=a_;

dit geldt voor ledere . Inderdaad geldt dus
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Het aan het begin van deze

paragraarl

gegeven voorbeeld leildt

tevens tTot de volgende begrippen:

Definitie 2.2.

K vectoren Aqﬁﬁﬁafﬁk neten lineair afhankelijk, indien er reé&le
getallen Kgs oo s Xy bestaan, niet alle nul, zodanig dat

A, + ... -+ ' ' tor 1
Xqhy XKAK de nulvector is.

Definitie 2.3.

K vectoren A,,...,A heten lineair onafhankelijk indien dergeli jke
x'en niet bestaan.

Definitie 2.4,

ken vector A heet arhankelijk van A,,...,A 1ndien

schrijven 1is als lineaire combinatie van Aq,.ﬁaﬁﬁkt
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dus dat

de eenheidsvectoren
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is een
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gen By, .. .,B
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ze op sSlechts één manie:
Stel dus dat A,

Op €en andere manier

lVEQ%QP)

jlk 2ign volgt hieruilt

rheid bewezen 1is.

gezien
talen

die erin voorkomen alle 1in

zuivere toestand beschikbaar zijn.
Stelling 4.1 leert ons nu dat de dear aangegeven methode de

de toepassing op het maken van een

eringen. In voorbeeld 3.2 hebben we
esteld ult de legering

lets minder triviaal is
gezlen

ge: ¢ ult andere leg
dat de legering (11,13)

(gﬁﬂ) €n (qﬁ3>ﬂ
Maar, neem nu eens aan dat we

en

kKan worden sameng

(1,8) zouden willen
1uidt:

maken.
x(2,1) +
Uit steldl
heeft. “odra we dus, door proberen of hoe dan ook,
van deze vergell jking

corresponderende vectorvergell jking

dat deze vergell jking

precies één oplossing

gevonden
hebben dat x=-1, y=3 een oplossing 1s,
kunnen we ertoe bhesluiten dat het niet mogelijk is om de legering
(1,8) uit (2,1) en (1,3) te verkrijig

St*lliﬂi u o

en.

(n+1) n-dimensionale vectoren fqy@ﬁﬁgﬁn%q zijn altijd lineair

afhankeli j'c.

L

Bewljs

de vectereniﬁqjgaﬂfﬁnaEr z1ljn nu twee mogelil jkheden:



a) Ags oo, A 2zijn lineair
+

een betrekking xqﬁq

cell jk aan nul zin.
Maar dan geldt ook Xﬁﬁq + ..

weliswaar de coeff{icie
coEffficiEnten zijn
11 jk.

/l 5 @ @ & 3 fﬁi n

zodat voor zekere Y

e ldt

A
| .,_.;ém’d%
1

Dus ook in dit

lineair afhankell)

Toepassing

In 2.7
de ruimte 7oortbrengen. Uit stelling

dat de vectoren (3,1), (2,2) en (5,4)
4,2 blijkt echter dat
celdt

hebben we laten zien

deze

vectoren linesir afhankelijk zijyn. Inderdaad

%( 3, ) i Z—(

kunnen de vector (Bﬁﬂ) hierult oplossen:

(33"1) - ‘(EJE) T 3(5,934-) (M*B)

PO

en deze betre'tking gebrulken om de vectoren (5,0), (5, 3) en (O, -2)
die we in (3,1), (2,2) en (5,4%) hadden uitgedrukt, te schrijven
als lineaire combinatie van (2,2) en (5,4) alleen.

Ve hadden bl jvoorbeeld gevonden

(5,0) = 2(3,1) - 3(2,2) + (5 4) . (4.4)
Substitutie van (4.3) in (4.4) levert

(5,0) = 2{-L(2,2) + 2(5.4)} - 3(2,2) * (5,4) -
- “q@igﬁg) T 5(5,? M’) :



5. Matrices

mxn - matrix verstaan
getallen met m rije

Onder een

van reé€le

Als m=n spreken of van een nxn -

matrix.

Voorbeeld 5.1

De omzetten (in

lende n in een matrix worden

ieplaatst; iedere rij correa;onie~

goederen

in verschillende jaren kunne
rt met een bepaald artikel en

7140 7220
2184

De tr

ansportkoste
worden

matrix

in een

Fqﬁ

bli jkt o.a.
dstoffen ult




Voorbeeld 5.3

Als twee personen £ en

zet mag doen, kunnen we de
verlopen aangeven

keuzen.

zet a,. speelt, en

3. Is het spelver-

asn -3, d.w.z. hij ver-

asnvoer-afvoer -~

In de cr-coronie ms

akt men gebrulk van z.g.

matrices (inpul »utput tohels: trancactions matrices). Men

"y
Te -

n hoeveel

ze o.u., om incicht te krijpe coederen ieder jaar

door verschillends bedrijfotakken aan elkaar geleverd worden.

vooro2eld corresponde2rt iedere rij en iedere kolom
het 4e element van de eerste
ge li jk
een vijftal industrieén

pepaalde industries. Is Dbijv.

sfvoer van industrie 1 naar industrie 4

DECCNoOUWAE ecnhedeéen.

s i
taten de volgende vorm );
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stelt hierin een
¢, 100.000.000.~. De
takken van industrie voo

bouwmateria
4 . chemicalié&
5 8 tEXt 1@13

met de elgenscnap

symmetriscne ma kante matrix

voor alle

een symmetrische matrix:

n links-boven naar rechts-

agonaal vs
is voor een symmetrische matrix
abel natuurli jk wel.

nullén staan

il ﬁ

18

direct duldeli jk
veel overtollige '

inform

spoorweg




Voorbeeld

In hoofdstuk III, paragras
twee stochastische
od
(4.37) van hoofdstuk IIT):

den toegevoe

cov(;z;_ﬂ,‘ 3{2) =

Aas o603k
240 32

nen. Stellen

cov(xijxr) = g

Crisch.

symme

matrix ool kunnen karskteriseren

door de @i%@ﬁgﬁh@p

dat hi) niet verandert 218 men hem om de

>mklappen komi nl. het element s

nt

13 OF

@ 1 i j

en deze eleme en zi

Iindien

&

Deze noemen
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EvVenvee 3. ri A€

nveel kolommen

eve

matrix voor het eerste magaziin 1s en
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Voorbeeld 5.8

Het verschil
is eveneens alle

en
en evenveel kolommen hebbhen.

vermenigvuldl

van

twee Typen machines
s in

VOOUr

Kunnen slech

I “i j 7O
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Jt is een 2x4-matrix, % is een

dus gedefinieerd: de uitkomst 1is

€ aangeven.

Volgens (5.3) geldt nu

wpfpreinm:

Bl He by LEE ]
VR

c23

LT o

matrix

nul zijn. In formules:

G




Stelling 5.1

Voor het produkt van een willekeurige matrix 4 en een

eenheidsmatrix geldt

AT = A (5.5)
en

JA = f (5.6)
Is A vierkant dan geldt

JIf = AT =H (5.7)
Bewl]js

Noem de ultkomst van #J even € , met elementen C s e dan geldt vol-

gens (5.3)

[ §!

. = J; 24 3 63k - 3%{ %13 éjk * 8310 = Pik

want % als j#k.
Dus AJ = & = A .

Op dezelfde manier bewijst men JA =F7.

Indien & niet vierkant 1is kunnen we deze beide betrekkingen
bezwasrli jk samenvatten. Want, als A& een mxn-matrix is, dan 1s
de eenheidsmatrix in (5.5) een nxn-matrix, en die in (5.6) een

nxm-matrix.

Is U7 echter vierkant, d.w.z. m=n, dan zijn deze beide eenhelds-
matrices toch dezelfde, zodat dan (5.7) geldt.

gevallen (d.w.z. voor sommige A ) een matrix B vinden, zodanig

een gegeven vierkante matrix is, kan men in sommige

AB=J . Matrices A waarbij zo'n L bestaat noemt men niet-

singulier. 33 heet de 1) inverse van &, en wordt genoteerd als
A . Er geldt dusuﬁ%;wixmiﬁ.hm-zullen er hier niet op 1ngaan

hoe men onderzoekt of JF een inverse heeft, en zo ja, hoe men deze
dan bepaalt. We volstaan met het geven van een eenvoudig voor-
beeld.

) Men kan bewiljzen dat J3 , indien hij bestaat, eenduidig be-
paald is.
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Voorbeeld 5.10

g3

1 0
-1 2
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Ultgeschreven:

%M 2 & 8 =T 3




SiBwes

F is een 2x2-matrix,
niet gedefinieerd, terwijl

Sstelling 5.2
Voor leder tweetal
AB is gedefinieerd,

, Waarvoor

Omd

at het produ

%

a

aen
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L et
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In het rechterlid kunnen we nu al{j resp. bji vervangen door 83k

Noemen we B S’

zodat c = g ofwel (RB)' =

ik’

Een andere belangrijke eigenschap van de matrixvermenigvuldiging
iativiteit, d.w.z. voor ieder drietal matrices A# ,B
produkten ABen LE gedefinieerd zijn, geldt

(5.10)

de matrices betekent dit

(E: 'bJK Kl)

Lgenschap 1is zeer eenvoudilg; we zullen het




Stelling 5.3

Als de vectoren
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