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1. Inleidin · vectorrekenin~ 

Het belangrijkste ar·gument voor t1et invoeren van vectoren en 

matrices is wel de verkorte schri:J'fwi.ize. die leidt tot een grotere ,,. ,r,,.-,, ,ti 

overzichtelijkheid van de formules en de besparing van veel 

schrijfwerku Vooral bij de lineaire en kwadratische programmering, 
maar ook in de waarschijnlijkheidsrekening en bij de dynamische 

rrogrammering hebben vectoren en matrices bewezen van groat nut te 

Z i jrl e 

t•:e zul len beginner1 met de vectorreket1ir1g. (Jnder een 

n-dimensionale vector.~ verstaan we een rij van n re~le getallen: 

A -

de 

a 1 ' ® ... J an 
vector 1\., 

Zo kunnen de maandomzetten van een bedriJf in een bepaald 

jaar als een 12-dimensionale vector gezien warden, waarvan de 

eerste component gelijk is aan de omzet in januari; enz. 

Oak de aantallen personeelsleden in de diverse afdelingen van 

een bedrijf vormen een vector; als er vijf afdelingen zijn, kan 

de 11 personeel-situatier1 op iedere dag ber.3chreven viorden door een 

5-dimensionale vector@ 
Aan vectoren wordt vaal< een meetkundige betekenis gehecht, en 

een n-dimensionale 

vector is, beschouw dan het punt dat ten opzichte van een 

n-dimensionaaJ. rechthoekig assenstelsel de co6rdinaten a 1, ..• ,an 

heeft. Het lijnsegment va11 de oorsprong naar het punt a1 , ~-·,an 

is nu een meetl{undige voorstelli11g van de vector A~ Het is gebrui­

kelijk om dit lijnsegment als eer1 pi .. jl te tekenen met de pijlpunt 

l·n het punt a a ,, 1 ' . · ~ ' ·n m 

De 2-dimensionale vectoren l\ --... "l. - 3,2 ,i B =·: 1j4 en C -· · -1, O 

hebben dus de iii fi.gutir 1 ... , aangegeven meet\{undige voorstellingen. 

Hierbij is de eerste component afgezet langs de horizontale of x 1 -

as en de tweede component langs de vcrticale of x 0 -as. 
t::.. 
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De componenten ZlJn in deze tekening gernakkelijk terug te 

vinden als de lengten van de projecties op de assen. Wordt bij­

voorbeeld de eerste con1ponent van A gevraagd, dan projecteren we 

het met A corresponderende lijnsegment op de eerste as. De lengte 

van deze projectie is gelijk aan JJ dus de eerste component van A 

Figuur 1.2 toont de meetkundige voorstelling van de driedimensionale 
vector v· := met zijn componente110 
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Een n-dimensionale vector hadden we gedefinieerd als een rij 

van n reijle getallen. Een 1-dimensionale vector kan men dus op 
voor de hand liggende wijze identificeren met een re~el getal. Nu 
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kan men met de refle getallen ollerlei bewerkingen uitvoeren, zoals 

,optellen, vermenigvuldigen; enz. en men kan zich afvra­

gen of vergelijkbare 

worden. 
vectoren toegepast kunnen 

dit inderdaad het geval is. 

,i:ij beginr1en met de oi)te~lJ~ir1g. Aclngezien r1 ee·1e getallen kunner1 

worden opgeteld kan rnen defini~ren 

~3 I b a ' ·i"" -"~ r • ., j ~ I,., ""1 
.... ~ ,y~,~,~, l_) 1 ' ''1 ~1 ' I I ' 

welke forrnule dan als volgt gelezen moet worden: de som van twee 

1-dimensionale vectoren met componenten a 1 resp. b 1 is weer een 

1-dimensionale vector waarvon de component gelijk is aan a 1 +b 1 . 

¼e breiden deze definitie nu als volgt ui~: onder de som 

A+B van de n-dirner1f;i.ot1c1le vectoren A ~~ 

verstaan we de n-dimensionale vector 

Volgens deze definitie is dus de 

vectoren 5 2 
' 

en 3 1 /'. ' ! j 
J '-· 

..... a .. · n -"' ... 

a 1 -t-b 1 , .. • .. ; a n ·!··b n . 

som van de tweedimensionale 
,-'"\ 1 1 O'' c:. ,-·-r - === 8, 12 . De 

corresponderende meetkundige voorstelling is in fig~ 1~3 getekend. 
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De som van twee tweedimengionale vectoren 
~ ~ .. l II~ ..... € : ,,,, "'·•·••·••1•"''""""' ! ''''"""" ;ode ,I •1111111!1 Jol,-lh .,,,~' VI ...,. 

Ter verdere toelichting beschouwen we een bedrijf met twee filialen. 

Voor ieder der beide filialen l{an men, zoals "ttve zoeven hebben ge­

zien, de reeks der maandelijkse omzetten gedurende een bepaald 

jaar interpreteren als een 12-dlmensionale vector. Deze vectoren 
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r1oeme n we ~,,I ,,-~~-, 

ii., at,,.,,,,.. 

Volgens de zojuist gegeven definitie ziJn 

·~ '.at st e 1 t nu P ·t·Q v o or? 

de componenten van deze 

,, . ' . .,,- " ' -t» ' "' .. e c·,.. t Or ·p 'C] - ' r·1 • , 1 ' ' Ji • ,, • ~l tl 1· r::) ' •~j "'1 ":) 
'·- ..... 

a~e~ ~e·z~,~pnli~ 1ke· J·a·nt1-~r1· -c•mzet-• c:,:,. ,,.<, ,ii ......... v i:;_ .J!t 

van de beide filialen 
De vector f1 ➔~ geeft dus de maandomzetten in be1de bedrijven 

teza.men,, 

Tenslotte bescr1c1u.\1e11 \~Je ee·r1 f'irmc1 ciie dr·ie fabr'iel-cr:=n beheert, 

warrvan ieder 5 afdelingen telt. De aantallen personeelsleden 

worde 11 voor de dr ie i~' a br ie \{e r1 gegeve 11 rJoc)r' 

,,.,~ 

' --­.,,._ ... , 

Q .=:, 

p~ is dus het aantal 
C. 

eerste fabriekJ enz, 

~;-'°"', 
~ ,; t•-' t; 

~"' 

,-i 
j; ' I.,,,~ c:, 

' .. ,) -

0 t~) 
J. 

de tv1eede afdeling van de 

Dan geldt 

waarin een component van de somvector S nu blij\<baar het aantal 

arbeiders op een bepaalde afdeling in alle drie fabrieken tezamen 

voorstelt~ 

Geheel analoog aan de gang van zalcen biJ re~le getallen wordt 
het ve~schil van twee vectoren A en B gedefinieerd als de vector C. 

ex notere n we f1ls cxA; 'het is per definitie gelijk aan de vector 

I 

van 
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Is b i ,j v o o 1:1 b e e 1 d f\ ,: ., ( a #1 , • ~ ~ ., Ei 1 ,.1 we e I" de v e c t o !'l v f) n de 
l I C 

rn a ,... n a· 0 m ry e t t· e n l a ·t e 1-~ ' f -~ ·1 ,,.,, ·€ g·'!' ✓""I' ~ r·1 1' "ri i"'f'• 'U 1 ct· e r·-- c·• d· a-n ·1· ~ ('"fl\ ~:;~ ex. f1 0( a t ' c: ' 4., V '• ·' ..l.. . 1 ';/'J .i. ,) ./., :i::. t:,, '- • I. ,. 0 ,4 l .:, ,; ' . " ~. .... .. Ar\. •' C 1 ) " Ill ~ , 1 2 

voor geschikte a, de vector der maandomzetten omgerekend in 

zwitserse francs. 

, ~.1 ~1 :.::, r 1 n- f'"'\1 · e:'.':il ~n-~ ~ ~ ~ ~ ~, ~ re~le getallen 
l 

zijn, terwiJl A, Ben C gel1jkdirnensionale vectoren voorstellen 

noemt men een lineaire con1binatie van de vectoren A, Ben C~ De 

lineaire combinatie van drie tweedimensionale vectoren kan men in 

een figuur vinden door eerst uit de vectoren A, B, C af te leiden 
de vectoren aA. ~Ben ,C vervolg:ens bi.ivoorbeeld eerst de vectoren ~ IJ .• u 

r, !i l.,l y' ,··i '~1 t· 1- ,. ·i· ('.; ., 7 t ' t" ,. \ 1·' ,· ) :·, ~-::. ' iy'\ fl r·l C.o, ,,·~. 0 m t e () e T') f:l 1. e !1 \T a r1 ( 1 {:: '<;,✓"" e (~ t (_)re n. 
\,.Ao, J t \"""' l ~ .,, / """ 1 i\._,.,' !-,,,., · {, <~ .-- (_ _,,,_, ~- ~- .,., t .. C,.: -• -. . i.,n t '"" · ~ h- J. ,,,,,_t '·· · \..,.v ~-"' t 

l . 

rvA ·+ "" (._ .... _, e r·, 12 F~ ( 1 , rr 7 1'' ·1 ''t' 11 ·u 1"1 '1 • r~, . ._,.., o~ .l. ~.)-• \Vt".,-· e ~., __ ,..A. ~-
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Het meet.~u~~!6. ~ep~!en_ya~ de lineaire co~binatie 
' 

oA4· 3B+ ·C van de twee-dimensionale vectoren A, Ben C 
•-~•' ----------··- -••N .. ___ , __________________ _ 

Een toepassing hierva11 is de volgende: laat 1 kg van een be­

paald mengsel van twee grondstoffen zijn samengesteld uit a 1 kg 

van dergelijke mengsels van dezelfde grondstoffen, maar eventueel 

x, y resp. z kg van de drie me11gsels, dan ontstaat een nieuw 

mengsel waarvan de corresponderende vector, zoals men gemakkelijk 
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inziet ,, 
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Het 
B····· b
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.. "' r1 

voorbeeld noemen we de prijs van een mengsel van n grondstoffen. 

stof 

me ng~ e 1 1 i::, c··l 8· l"\ g c.::i 1 , J' k 8·· :;') \'"\ !11 l'") ' 1"· •• :'.) '·t) hn ·t' ' s C 8· 1· .a 1 !4 1"':1I"t O d.U1 l.r t Va "1 
. ...~, ..... .... 1,,.) . • L " ~..::i ,... ..... .L .. . __ . t .1 ..... ,.,1 l.,,• 1 i .. .. ~ .. ..... n . . n ., .. \...,. . ,.,_ jt-· in. " 

d t f\ ,,_, ' ~ }-e ve c oret1 t1.:;=~ a 1 ) .... ,. jl an er1 .tj :=- t) ~~,) •. It > on .. 

D'2 11-·~1ir::::r:(';iot1ale 1·11-1lvector is clc n-dimer1s:Lonale vector 

waarvan alle componenten nul ~1.jn. De m0etkundige voorstelling 

ervan in de vorm van een lijnsegment met een pijl valt in het 
, •. , r:. t e :r~t . a~ rrc1 -::'.':I 1:- 'n ·, t· W J C1 . ,, l . . . i..A V ,~ 1 

• 
lijnsegment niet bepaald is. 

de 

t ' .e . l' ~· i 1 v e c or \• 1 a a 1,., v a 1·1 c1 e J c C) r·n 1·) one r1 t g e 1 J i<: s ;J an , 
~ 4- l . . I d e di "' overige componcn~en nu, ziJn. n en mens1e 

e e 11he ids \1'{:? •~ ~t: t1re n ·f~-i t'J" 1 6) ......... t_, .. " . " 

F .. r.-..1 o) 
'"·~ ··\J'I 11-

-----~.; ' .,,,, ,. ,.... '·- > ,. 1 

. !() 1) t .. J:::\: .. o, ... , 

"""'t ''I, 

t ·1, er 
.J.. D tJ 

t1-dime 11s ion ale 

terv-1ijl alle 

hebbe11 we dus n 

De drie-dimensionale eer1heidsvectoren ,_.. ,.,.,,., __ ,., ___ .. 

Voor veel problemen is het nodig te weten of een gegeven 

vecto~ te schri~ven is als lineai~e combinatie van een aantal 

andere, eveneens gegeven vectoren. Het kan bijvoorbeeld voorkomen 

dat me1·1 uit t\·1ec gcgeven mengsels A en B van drie grondstoffen een 

derde mengsel C 1'111 maken door A en B in een gescl1ikte verhouding 

te vermengen~ LPiten 1r1~ eens aannernen dat 15 kg va11 het mengsel A 

bestaat uit 5J 4 resp. 6 kg van ieder der grondstoffen, terwijl 



In vectornotat1e: A~= 

om hieruit een mengsel C = 
✓~ ~,,,,,~, 

ry 
- ' -

van ieder der grondstoffen. 

. Is het nu mogelijk 

te maken? Inderdaad is dit 
..; , . 

,, • l .. """,I. • . r, -·· J ·1 
i ,"'"'p,.T"\t, •

3 
zoals rr1e11 e;emn1·c~celi jk nt:irekent. 

, 

Het is echter onmogelijk om D = (3,2,5) te schrijven als lineaire 

combinatie van A en B, zodat we met stell1ghe1d kunnen zeggen dat 

niet ieder mengsel van drie grondstoffen kan warden samengesteld 
uit de mengsels A en B. 

Men zou zich kunnen afvragen of de oorzaak misschien in de 

samenstelling van A en B ligt. Met andere woorden: zouden de 

twee gegeven mengsels A en B van zodanige samenstelling l<unnen 
' 1 zijn dat wel ieder ander mengsel kan warden verkregen? Zoals 

later zal blijken is dit niet rnogeliJk. Indien wij echter drie 

mengsels tot onze beschikking zouden hebben is het in sommige 
' gevallen wel mogeli~1k otn ieder gewe11st n1engsel te rr1al{e11 .. 

11 In sommige gevallen'1 l1ebben v'1e gezegd, i1i1ant v,anneer iemand bij­

voorbeeld zou beweren dat hiJ uit bovenstaande mengsels A, Ben 

C ieder gewenst mengsel kan maken, dan zou hij dit ook moeten 

kunnen met A en B alleen. Stel nl. dat bijvoorbeeld het boven­

genoemde mengsel D uit A, Ben C samengesteld zou kunnen warden 
en dat gold 

D :::.: x J.\ ·:·· y B ·t- z C • 2.1 

Dan ge ldt teve ns 

A -L~ ... ' 
2 y-t· -z B 
7 • 2.2 

Wij hebben echter gezie11 dat D niet uit A en B kan worden samen­

gesteld en dus kan 2~2 niet correct zijn en derhalve 2.1 

evenmin. Wanneer de vectoren drie componenten bezitten, dan kun­

nen ze dus soms wel warden samengesteld uit drie andere vectoren 

en in sommige gevallen niet. Om hier orde in te scheppen zullen 

wij in deze en de volgende paragraaf een aantal definities in­
voeren en stellingen afleiden. 

1 In dit voorbeeld beschouwen we steeds mengsels van drie grond­
stoffen. 
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Definitie 2 .. 1. 

de ruimte voortbren t, indien 

iedere vector te schriiven 1s als lineaire combinatie van deze V . 

vectoren. 

Voorbeeld 

Beschouw de twee-dimensionale vectoren en 1" 1' 

,, VJ e 

zullen h1er niet bewiJzen dat deze vectoren de twee-dimensionale 

ruimte voortbrengen~ 

lineaire combinaties op te 
() -2 ., -

~ 

als uitkomst geven: 

-­·-

1 3· 1 , 

,_..,. 
"'""''"' 3 t2·t·lJ .· 

- J 

"' . 
2-t) l 4 

.,, ........ 

::.:i 1 t· 1ri 'J v1~ r-i l ;.a· ·1 1 c• 1· 'be 1 1·t1a ken cl o or 
'""" . 1 l ,. <:.J 1. ._J t·· ... ->i. u _ 

rr A "t r e i'l ·d· i· e rl ,~ \ l (::; c. ·t' ~: (). "J'"l e i'1 t::,'-' V 4. U,._, "'-' . , -· -· t. ( 5, 3 en 

--

J., 1 2 2 jl 

l .. 
I 4.4 

J 

1 - -I -1() J -8 ---

In de volge11de stelling rr18l{en v,1e kennis r11et ee1··1 a11der stelsel van 

vectoren dat de ruimte voortbrengt. 

De eenheidsvectoren brengen de ruimte voort 

trachten een lineaire combinatie van de eenl1eidsvectoren te vinden 
' -·-I zo'n lineaire 

van deze vector is gelijk aan 

.4- a 1 ·r' i .1$ • 

J 
, a o a " -:- . ~ .) =: . , 

n J 

dit geldt voor iedere j. Inderdaad geldt dus 

-:- a E n n--
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Voorbeeld 2 .. 2 .. 

Een onmiddellijk gevolg van stelling 2.1 is) dat iedere legering 

van bijv. 4 metalen gemaakt kan warden, indien men ieder der 

metalen in zuivere toestand beschikbaar heeft. Een zuiver metaal 

kan nl. warden opgevat als een legering van 4 metalen waarin 3 

componenten ontbreken, zodat de bijbehorende vector de gedaante 

1,0,0,0 of 0,1,0~0 enz. heeft. De legering 3,1~2~5 kan dan 

als volgt uit de zuivere metalen warden verkregen: 

,,,.,. ·1 2 5 j; , J 

" 

,I 
l I 

I 
J ., 

' ' f 

I 
f 

" I 

" 

I 
l 

I 
/ 

I 
I 

1· 
/ l 
' i 

' l 
I 
" 

_ ___; ---··-•--· ·➔ X 1 

a1E 1 

fig~ 

De vector A geschreven als lineaire 

50 ... \0·1 -!- , v, , " 

Het aan het begin van deze paragraaf gegeven voorbeeld leidt 
tevens tot de volgende begrippen: 

er reele 
getallen x 1, ... ,xk bestaan, niet alle nul, zodanig dat 

Definitie 2.3. 

k vectoren A1, ~ .. ,Ak 

x'en niet bestaan~ 
heten lineair onafhankelijk indien dergelijke 

f di It?; IV I Ii ?II U II I $ I I I::• F t l*t z II J P- I liF 1 7 ii I Ii 1 IS t I i 

Een vector A heet lineair indien A te _, ,--·· -ii-·-·-----~---- ......_ __ _ 
schrijven is als lineaire 
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In bovengenoemd voorbeeld is dus wegens C ; 
· .. ,..,t l' ""¾ 
j . 

. l 

lineair afhankeliJk 

afhankelijk, wegens 

lineair afhankeliJk 

~t··e1~ 0 ·1· A~ I~ n l 4 ,1eA~J.·r ~:::J - , - b t ., ·. - _ , _.; .) V ,,Lt. - c.,., - . 

is de vector D niet 
.,.,, 

•"'!-~ ' . d/; v·•~ . . . ·-- en,. V , .. • t.1 , .,. i J_) Q 

~e merken omtrent definitie 2~3 nog het volgende op: als 
gege,,en is dat onafhankelijk zijn, en er is oak 

gegeven · l-. '. , Y ', --<· clan zi.ir·1 11oc.)d,::alceli .. ·j· ker"•Ji .. J"S alle x 1 en < 1.~"' # ¾>" ~ '~ 

•. it Jw 

g e 1 i j k a a ·r1 C.> • 

Ste 11 in~ 2 .. ~~ .. 

De e en he 1." rct· ~. · Ve C. t'·· C,.· re n ';,·:·•· ·.1' J' t.···1 1 .: ·1 ·~ ~~ ·i ,., ""In· Q jn i,.. ·•·1 }11,r n ·1 .: 11 ,,. .... . ~ • .L r t. ,. j ...... 1. t • I ,.,,,, . . L 1 ,. :. . , ,., c. .1.. .L (,J l l ,, 

Stel dat de eenheidsvec·toren 

er re~le getallen x 1 ., ., . "' X .. •" ., 11 ✓ 

1 ine air c)i~har1lce li jk waren t I)an zoude n 

niet alle 0, bestaan, zodanig dat 
~ 0 fde ·nulvnc•~~r' ~A ' \ "' ..-L t ,,, \,/ (_, f!h .LJ ·..,~.., 

,e 
~J c on1pone r1t 

.. .. " iedere J gelijk aan 0. Anderzijds 

' X 1 <.,t.<> 'I ., , .. 

i . ' -1(1 ! 

J 
-~·~ X C} (j :.-• --• X , 

n J 
,,, 

de veronderstelling. 

kelijk. 

voor iedere j, hetgeen in tegenspraak is met 

De eenhe idsvectore11 zi j1'1 dt1s l~Lneair onafhan-

3 • He t b_~ ~E.~ .2 .. b a.~~-~ 

Def~initie 3~1. 

Een basis is een stelsel van lineair onafhar1kelijke vectoren dat 
de ru1mte voortbrengt® 

Uit de stellingen ~~ ,, 1 er1 2 * 2 volgt dus dat de eenheidsvectoren 

een basis vormen, en de vraag ligt voor de 11and of er nog andere 

bases bestaan. De volgende stelling geeft een gedeeltelijk ant­

woord op deze vraag. 

Ieder stelsel van n lineair onafhankelijtce n-dimensionale vectoren 
is een basis~ 



Voorbeelci , ~ 1 ~ ------.....:'--

voo1-l ze tee re 

Hieruit volgt voor de 

"') (' ·x I:}"-·•)\ ·' '"'!""" ,., __ 
,!.,,..,, " . " 

Indien we x en y uit dlt 

0 P 1 0 8 Q 1' n "'.,_. x P~·· l· ·, y " -·u,.···, ..... 1.:> 6 ···- "; -· & 

- ✓11 -

.) 
en stel ,jat 

De vectoren 2 1 1 en 1~3 ZiJn dus l1neair onafhankelijk, zodat ze 

volgens stelling 3.1 een basis vormen. Iedere tweedimensionale 

vector kan dus warden geschreven als lineaire combinatie van de 
vectoren. 2,1 en 1,3 e 

Voorbee ld ·3 ., 2. 

Laten we dit eens toepassen op legeringen. Stel iemand heeft twee 

legeri11gen tot zij11 bes<:t1:il{1{111g: ~3 ~cg van cje ene bevat 2 kg koper 

en 1 kls nil{~ce1., 4 kg var1 cie c1ndere t)evat, 1 leg koper er1 ~1 kg nikkel .. 

Hij wil hieruit 24 kg van de legering maken die 11 kg koper en 

13 kg nikkel bevat. In vectortaal luidt zij11 probleem dus: zoek 

reMle getallen x en y zodanig dat 

Aangezien 2,1 en 1,3 li11ea1r onafhankelijke vectoren zijn, 

weten we dat zulke re~le getallen bestaan. Inderdaad voldoet 

x ::.:4 J y::=:; ~3 ,:i an bc)ve ns ta a.1·1cie v e c~ t or'vrer gel i. ,.J l{i.111:s , J\l s we cl us 4 x 3 =-:: 12 L{g 

van de legering 2.1 met 3x4 = 12 kg van de legering 1,3 ver­

smelten, ontstaat 24 kg van de legering 11,13 . 

Om stelling 3.1 te kunnen bewiJzen hebber1 we de volgende stelling 
nodig~ 

Stellin __ · ~ 2 

van line air onafhanke li jl<:e vectorer1J dan is m $ k, e11 het is moge-

te vullen tot eer1 stelsel dat de ruin1te voortbrengt" . De 11 At1s­

tsus•ohsatz1' van Steinitz . 



Bew 1. js : 
:IJJFJ Ila 

veronderstellin~ dat ~.J 

'f ~ 

. t':) 
',, , t._ 

- 12 -

de 
,, e ,, t· r1 r· 0 ·n ·E·· ·~ , ,..,. · V t.~ ) 

bewijzen dat l11J ook geldt voor m vectoren B 

volledige inductie 

brengt J en laten de vectoren B~1J ••• ,E 1 rr1- . 

B"' "~ t .,13 1 .. 
l f11-~· ., 

iedere vector I' is te 

y ·. B •{· 
rn-1 rn--1 

• I 
• ' ' .. 

vinden voor de vector B : 
m 

l -~ . ~ 
I 

X f' 
. ' 1\ 

rn m 

.. 

lir1eair onafl1ankeliJk 

l •v f\ l"' 
V l{ ·11• 

@ l\. 

' j. l • . . .. , I 
,J . ,r· 

• 

,4 
~ ~-

• 

d '} z . .v-....... 

I ~3 1 \ - '• . 

':) '2' ) " . -

bete\cenen d,,t de 

11'1at in stri.,jd is 

. ,,-. D"" ve c t~ore r1 JJ .. 1 ;, " .. . .. ·,. 
✓ m 

geliJk aan 0. Dit zou immers 

l i r1 e a 1. r· a 1"\ l1 a n 1 { e 1. i iJ l{ z i j n , 

11'!e kunnen dt1s zo11cier beiJer"l,cing vai1 de~ EJl£semeer1he:i .. d c·:ar1nemen dat 

m ~ k. Verc1er r1t~eft het niE:i.:-t1ul • • 
Z1Jt1 \ 7 8n 

A l.li t m l{1..:tr111e 11 op 1 o s s e 11 : 

A '7 #-~3 ·!· ' ,r7 
,,.. ... ' 

,..7 A • -·- t· . • ... . • ., ...... -~ ..... '-' L.J ~, .. ) i 
L, 1 . '1 • .. ll ' l 

m I ITl rn 111 .. ·· Jrl--1 i • ' ....,. , ,.t . 

dus c1at 

x tot ~evolg. dat we m t:, 

Z l ,.. J\ l r 

''1 3 , 
• ) <l • " -

i'\.. \., 

Als we 11u s i b s t i. t ll e re r·1 j_ 11 

B B. 1" A :-".l "'"" .... m,., ·i. d '.'.) 
1 ', lO " • < . m·. 'l tt 1 n " ll i J , \'Jc,:_,f._.!,.r. 4 {:,;(.,, e · ~ ' rn+.' k,,, . 

3.1 , hebbe11 we A uitgedrukt in 

Stell1t1g 3 .. 2be1,~ezen is, omdat 

A een willekeurige vector uit de ruimte was. 

hankelijke vectoren een basis is. Aangezien de lineaire onafhanke­

lijkheid al gegeven is kunnen we volstaan met te bewijzen dat 
voortbrengen~ 



Neem in cle 

daad geldt 
E~, .... E de ruimte voortbrengen 

I # TI -

de stelling J.2 toepassen: 

i:::::1" ".,. ;, r1 $ 
Inder-

c..1, ·t'·· e· 1 ·1 ·1· n 0' rJ "1 . ~-- ' l. ' ,. {'.,) ,_ . ,, c.l 1.1 s 1v-le ku nne r1 

l,1 ... , J_ ,-. 1- . 0 1 f ' 1'.- "" . ·- ~ .,., , . ' . ., n 

vectoren 

brengt~ 

T;' 
,j, ,J ' te vullen tot een stelsel dat de ruimte voort-

l 

Hiermee is stelling 

vI e z i e n du s d a t r1 i e t ,1 11 e e r1 11 t:: t s t e 1 ~3 e 1 de r~ 

lijke vectoren een basis is. De volge11de stelling leert ons dat 

hiermede tevens alle bases gegeven zijn. 

Als het~ stelsel 

Bew-t ,~ s.·· : • l . 5 Sllll'l Ji.I 

1 i r1e air" ona.f'l1a 11\ce l j. j ke ve ct ore 1·1 
11 

zijn, dus een basis. A1 , _ .,Ak brengen de ruimte voort, dus vol-

g ens de s :t e 11 i ng 3 ¥ 2 g e 1 <:1 t r1 ~ \{ ~ !1 nd er, z 1 t.i d s b re ·r1g e t1 B 1 , . ~ .. , B n de 

ruim. ·te voori-. i V) 

n :;:~# k, et1 dus n=k .. 

S ame11vat ting_. 

Ieder stelsel van n lineair onafl1ankeliike vectoren is een basis V 

en er ziJn geen andere. In het bijzonder vormen de eenheidsvectoren 

een basis .. 

Stellin5 4*1. 
' , ; z • a w a _ : ~ a_ .nµ " • 1:: • r iu~,, 

Als 
dan 

dat 

een basis vormen en 

bestaan er eenduidig bepaalde 

Bewi js: 
7 _l_l_ ,,-~ IIIL, 1 ,,.,L •.• I a 

' ' ' 

A = X A n n 

fa. is een ,~illelcet1rige vector, 

reele getallen x 1 , .. 0,xn zodanig 

·4.1 

Dat dergelijke x•en bestaDn weten we al; we moeten nag bewijzen dat 



,, ,, 
ze op slechts een manier kunnen warden gekozen. 

3tel dus c1at A, bel1alve "volgens · lt, 1 2'ontbo-nden'1 l{an warden 

op een ander'te 

Uit 4.1 en 4.2 volgt dar1 

A 
n 

-- i...·--), -· . ' de ·nulvector 

en ac1nge z ie 11 lineair onafhanlcelijlc ziJn volgt hieruit 

dat x~-y1=0. -~ ~,X -1r -c. 
, ,# ~ n ~1 ·n -~ waarmee de eenduidigheid bewezen 1s. 

In voorbeeld 2. 2 hebben vJij gezien hoe een v1illekeurige legering 

kan warden gemaakt indien de metalen die erin voorkomen alle in 

zuivere toestand beschikbaar zijn. 

Stelling 4.1 leert ans nu dat de daar aangegeven methode de 

enige is .. 

lets minder triviaal is de toepassing op het maken van een 

legering uit andere legeringen. In voorbeeld 3e2 hebben we gezien 

dat de legering 11,13 kan worden samengesteld uit de legeringen 

2,1 en 1,3 a 

Maari neem nu eens aan dat we de legering 1,8 zouden willen 

maken. De corresponderende vectorvergeliJking luidt: 

X 2,1· ·+· y 1,J 1, 8 .. 
l ~ ~ 

Uit stelir1fs t~ 1 volg·c dat c1eze vergelijt<ing precies eet1 oplossing 

heeft® Zadra we dus, door proberen of hoe dan oak, gevonden 

hebben dat x=-1, y=3 een oplossing van deze vergelijking is, 

kunnen we ertoe besluiten dat het niet mogelijk is om de legering 

1 ; 8 · u it 2 , 1 · en "1 J 3 t e v er kr i jg e 11 ,. 

Stelling 462. 

n+1 n-dimensionale 
af han ke :~i j ~c .. 

Beschouw 



a 

ee11 bet1~et{king 

gelijl<: aan nul 

lir1eai,~ nfr1ankelj_jic., Ir1 dit geval 

-~- x A = 0 waarit1 ni.et n n 
,, , 

Zl.Jn. 

n n r1 ·,· 
weliswaar de co~ffici~nt van A .1 gelijk aan o, n ,.,j_. 

) 

bestaat er 

alle x'en 

O .. !iierin is 

maar r1iet alle 

lir1eair afr1anke-n4~ 
lijk. 

b zijn lineair onafhankelijk. Dan vormen ze een basis, 

A n -i-1 

Dus ool{ in dit 

~ Y1A1 ~- ..• + ynAn . 

gev al z i jn A 1 , ., .• , A . 1 n ,.. lineair afhankeliJk, q.e.de 

In 2.1 hebben we laten zien dat de vectoren 3,1, 2,2 en 5,4 
de ruimte -.roortbrengen .. Uit stelling 4 .2 blijkt ec11ter dat deze 

vectoren lineair afhankelijk ziJn. Inderdaad geldt 

- 5,4 == o .. 

1,-'Je kunnen de vector 3:11 hieruit oplossen: 

3,1 --· - + 2. 5,4 

en deze bet1~e 1cl{ir1g gebruiker1 om de vectoren · 5, 0 J 

die we ir1 311 > 2,2 en 
als lineaire combinatie van 

5,4 hadden uitgedru\{t, 

2J2 en 5,4 alleen. 

c· 4 ?/ • 

Substitt1t:t.P \1 an 4 .. 3 in 4 .. 4 levert 

- 3 2 , 2 ·i- 5 , 4 

= -10~2,2 + 5 5,4 . 

--

4.3 

5,3 en 0,-2, 

te schrijven 

4.4 

--



5. Matrices 

Onder een mxn - matrix verstaan we een rechthoel{ig schema 

van re~le getallen met m rijen en n kolommen; dus 

8 21 8 22 • • ;,kl a 2n 
-- .. 

" 11b 

,, • " .. ,:;:, 

a m1 a m2 ;; " .. a mn 

Als m.-,n spreken we van een vierkante matrix, of van een nxn -

matrix. 

De omzetten in guldens. van een bepaald bedrijf van verschil­

lende goederen in verschillende jaren kuni1en in ee11. matrix worden 

gepleatst; iedere rij correspondeert met een bepaald artikel en 

iedere kolom met een bepaald jaarM 

1956 

4021 

Voorbeeld .2 

1957 

2410 

5800 

3547 

1958 

7140 

2827 

1959 

2390 

7220 

2184 

De transportkosten per ton van een bepaalde grondstof kunnen 

in een matrix warden geplaatst. M1, 

F 2 

1'11 1.02 3.54 

M2 2.43 4 .10 

2.75 6.03 

Uit deze matrix blijkt o.a. 
terwijl de grondstoffen uit 

1.76 

2.41 

OGOO 

zeer ongunstig gelegen is, 
plaatae kunnen worden verwerkt. 
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Voorbee ld 5 ~ ~3 

Als twee personen A en Been spel spelen waarbij ieder 

zet mag doen, kunnen we de winst van A voor alle mogelijke 

verlopen aangeven door een matrix. 

, , 
eer1 

S 'Oe 1-
~ 

Laten ~-,ij aanneme11 dat 1'et:r1 zet doer1'1 voor A betekent dat hij 

mag 

hij 

kiezen uit de moselijkheden a1 , 

mag \<iezen 

hebben.., 

keuzen,, 

krijgt A een bepaDld 

Deze bedragen zouden 
' ,ff 

bedrag, afhankelij\< van de gedane 

aangegeven kunnen warden door: 

,.., 
""""' 1 

' 

a 2 

B 

' 

\ ,, 

1 

0 

-4 

I" 
V 

1-,J 
2 

0 

3 

-3 

1 

-2 

-3 

2 

spclvcrloo~) a 2 ,b 0 
~ 

is de wi 11~1 ·t; v a 1·1 J\ 

b 4 

-1 

2 

c1us 

4 
\ 

-1 

3 / 

als 

gelijk aan Js Is het spelver-

dan ~-s d~ winet voor A geliji< aan -3, d.w.z~ hij ver-
liest 3. 

Voorbeeld 5"4 
,.,.,.., r 

In de eco~or1ie mE1akt me11 gebruik van z.g, annvoer-afvoer-

" f\1en ge -

brui let ze 0 ,, ~1 " <)rc1 ir·1:: 1 .. c~ r1 t tr.:: l,cr i j1?e11 hoevee 1 goedere n ie de r j a ar 

d o o :r~ v el" s c! h :: 11 t~ n 1J ~ be d 1~ i ¢.i f ~-.: t r.:1 l <ice n r:1 a t1 e 1 i< a a r g e 1 e v er d word e n . 

In ons voor~)Jeld corresponde9rt iedere rij en iedere kolom 

met een bcpaalde industrie. Is bijv. het 4e element van de eerste 

rij 19, dan is de af,·oer va11 industrie 1 naar industrie 4 gelijk 

aan 19 V3n de becchouw12 ecnheden. Voor een vijftal industrieSn 
1 had deze 1r1a,trix i:1 191:·'7 in dtJ Veret1igde Staten de volgende vorm 

1· Ontleend aan R.G~Dll A].J~:11, Matheinatjcal. Eco11omics, p.347~ 



1 

2 

3 
4 

5 

1 

0 

3 

9 
30 

3 

2 

0 

3 

5 

3 

3 

19 

>8· ' 

4 
0 

5 

5 

2 

1 

12 

0 

stelt hierin een getal tussen Oen 1 voor; de eenheid is 

~ 100.000.000~-- De cijfers langs de matrix stellen de volgende 

takken van industrie voor: 

1, landbouw, voedsel 

29 kolen, energie 
3. bouwmaterialer1j hout 

4$ chemicali~n> rubber 

50 textiel, kleding~ 

Een ,~y<mmet~~sch~, ... ,,~.~ .. ,t,:r.,~~ is een vierkante matrix met de eigenschap 

Voorbeeld 5-5 

Een afstandstabel is gewoonliJk een symmetrische matrix: 

A B (' ,; 

r - • 

,, I () '19 07 f\. " t...~ • 

. . ..,..,_...,,;.- . . --~""-
' 

B 

C 27 23 () 

De omstandigheid dat op de diagonaal van links-boven naar rechts-
1 onder uitsluitend nullen staan is voor een symmetrische matrix 

niet karakteriatlek; voor een afstandstabel natuurlijk wel~ 

Het is direct duideliJk dat een dergelijke afstandstabel 

veel overtollige informatie bevat: als de afstand van A naar B 

19 km isJ is de afstand van B naar A uiteraard ook 19 km. Men 

maakt daarom tegenwoordig wel afstandstabellen i\faarin de getallen 

rechts van d·e hoofddiagonaal ~Jegkilon1eters aangeven, zodat de 
linkerhelft beschikbaar komt voor spoorwegkilometers. Een derge­

lijke matrix is in het algemeen niet meer symmetrisch. 
~ ... ..._ ...., ~ .... ..... ---
1 Deze diagonaal heet de ,~,9,9. .. ~.~.9.~.~.so'.11-a,~!. van de matrix. 



Voorbee ld ....... 6 

In hoofdstuk III, paragraaf 4J hebben we gezien dat aan 

en_ re~el getal kan war-
den toegevoegd, covariantie genaamd, door te defini~ren vgl. 
4.37 van hoofdstuk III: 

-· *" :r 

Heeft men nu, in plaats van twee, n stochastische grootheden 

-. -n \,can men 

nen. Stellen we nu 

dan kunnen we de grootheden in een vierkante matrix plaatsen: 

-­·-

8 11 8 12 ~" 

8 21 8·22 , · .. 

ijl 

a a 
n1 n2 a nn 

Men noemt deze matrix de covariantiematrix van de stochastische 

op de hoofddiagonaal staan de varianties van 
de grootheden x1 , .. •Jxn. 

Uit formule 5.1 volgt onmiddellijk cov x 1 ,x2 = cov x
2

,x 1 , 

ziet gemakkelijk in dat algemeen geldt 

!'.i ••·•·· a· . \..,,A ...,,,.,,, 

1.~J ji ~ 

Een covariantiematrix is dus altijd symmetrischD 

Met1 zou een symrr,etrisc11e matrix C)t'.)lc ku11r·1e11 kara\<teriseren 

door de eigenschap dat hiJ niet verandert als men hem om de 

op 

symmetrische matrix volge11s defini tie ao11 elka~1 r"' ge 11 jk ¢ Indien 

we echter een willekeurige matrix · om de hoofddiagonaal omklap-
1 . . 

pen ·~ ontstaat in het algemeen een andere matrix~ Deze noemen 

we de gespiegelde van - en we gebruiken hiervoor de notatie · 
l I 1!01 I i I &FIii k r blpliR t f q ................ ..,..,.. ... 

1 ··. Strikt genomen kan rne11 een \'iillekeurige matrix niet om zijn 
hoofddiagonaal omklappen, omdat alleen een vierkante matrix 

1 J l. ·V 

een hoofddiagonaal heeft .. De formule 
alle gevallen passer1de definitie~ 

I 



Voor een symmetrische matrix geldt dus · 

symmetrische matrix is dit~niet meer het 
als wij de elementen van 

met 

, voor een 
,I' 

ge,1a.l J maar we 1 

die 

niet­

geldt, 

van 
I' 

Evenals met getallen en vectoren, kan men ook met matrices aller­

lei rekenkundige bewerkingen uitvoeren. 

De som fi + :B van twee matrices e11 ~13 is alleen gede1"ii-

nieerd voor het geval waarin beide matrices evenveel rijen en 

evenveel kolommen hebben, en is dan gelijk aan de matrix - waar-
van de elementen ~ ~ = a -1· b 

ij ij" 

Voorbeeld • · * 7 

Zou men voor een aantal magazijnen van ~~n firma de omzet­

matr1ces · zie voorbeeld 5.1 kennen, dan zijn de elementen van 

de aommatrix de omzetten per jaar per artikel voor alle magazijnen 
tezamen~ Stel bijvoorbeeld dat 

'56 1 57 

24 24 C) r I 
C. f '1 ·-,_ 

'13 .,.,,, 58 r·71 ( 
2 

de omzetmatrix voor het eerste magazijn is en 

1 57 

3 1 'J 28 c.. ·1 --,_ 
1+ 37 68 0 

_, ,_ 

die voor tiet tweede magazijn. Volgens de zojuist gegeven definitie 

geldt dan 

. 
• 

waarbij 

Dit 

24 ··1-3 24 ·t-12 2r:r ·· -'?8 I ¼ ,.,. , ,,,_ + --11!1 00 ~ !~ 

53+4 58~-37 71+68 

~· de gezamenlijke omzetmatrix is. 

betekent a.a. dat in 1956 van het 
' 

- 27 ~-
5't? 

artikel 
magazijnen tezam•en 517 eenheden werden omgezet. 

36 55 1 
95 139 2 

i11 beid·e 



Voorbeeld 5~8 

De som van een aantal aat1voer-afvoermatrices die corr~espon-

opeenvolger1de 

tijdvak 

~Jaren, geef~t de en 

A') 

deren met een reeks 

afvoer voor een bepaald 

Het verschil fl - !J3 van de rr1a"crices . ' - ~ - C.l 1 ◊ 

J 
e:::il") 'I" - b 

t - ._,'-.,) -·· . - 1 j 

is eveneens alleen gedefinieerd als deze matrices evenveel riien V 

is dan gelijk aDn de mr:,trix 

• -1 
. t.l 

Evenals vectoren kunnen oak matrices met een re~el getal warden 

vermenigvuldigd. Dit doet men door alle elementen van de matrix 

met dat re~le getal te verme1-1igv11ldigen, 

Noe men we ex.Et even. $ , dan ge ldt dus 

van 0(): 

b., = r"\,!a
1
., 

1J ~ . J 

13 Het E~.9.-9.:➔.t,,~ . .._,.·.·. van de rrixn-rnatrix Jf en de I)Xq-matrix is a lleen 
gedefiniee1,,d als n=p., en is da11 gelijt{ aan de mx~1-matrix C J 

waa1~1n 
n 

~-·~··•" 

- L --
. --~·-· ~, --1 

v=»• . 

c11 .b k .. 
J J 

Y.:O? .. rb,e,e ~d ,,,,5. . 2 

Een fi1.,,rna heeft i11 de j::11')et1 1951-1954 twee type1·1 mach:t.nes 

verkocht aan een drietal landen; de machines kunnen slechts in 

combinatie gebruit{t \~01".tden. De m,1trix fl- geeft de ·p1~ijzen vool'.~ 

ieder der machines in de verschillende jaren. 

(1951 1952 1953 1954 

8 11 8 12 8 13 8 14 25 (:)(:) 2600 t')6 c.) 0 28()0 type c:.. - . .,,, 
- -""'""' _,_ 

Ji}80 1480 ~3300 3350 type 8 21 a 8 2'3 c.1 .....,.4 I 22 c:. --

In de beschouwde periode v•Jer1den aan Per·u, India e11 Poler1 de 

volgende aantallen machines verkocht: 

Peru India Polen 

b11 b10 2 "" 0 1951 j 
G,. 

b22 4 0 r') 1952 
~ 

C. 

- . ' Hi ·~ - - .. 1 1 1953 2 
.. 

b41 0 4 1 1954 

1 

2 



is een 2x4-matrix., !/3 is eer1. 4x3-matrix,, 1,·Iet prod,1l{t jJ .. J3 is 

dus gedefinieerd: de uitk1)mst is een 2x3-matrix~ die wij weer met 

e aat1geven 6 

Volgens 5.3 geldt nu 

4 
~ i:CI a 

I.... a 1 ~b , 1 

4 
C -

23 j=1 

= 3480.0 + 3480.2 + 3300.1 

o ·t-· 696 O ~+- 3 3 ()0 1361,). 

"'""'"' ·-

Op deze wijze ka11 men alle elementen van de matr1 ix 'c berekenen .. 

Het resultaat 1 .. s 

Peru India Folen 

18050 240()() 1<)650 type 1 -""'/ij,"" 
24180 3,()44() 13610 type 2 

• 

We lezen hieruit bijv. af dat India in de jaren 1 51- 1 54 aan machines 

van het type 1 een bedrag 24000 l1eeft besteed .. 

Een eenheidsmatrix is een vierkante matrix waarvan de elementen op 

de hoofddiagonaal gelijk zijn aan 1, terw1jl alle overige elementen 

nul zijn. In formules: 

ai . (' als 1 ' -- ) J .4 ~·-
5 J 

8 ii 
........ 1 voor i -- 1, ,n - ,-,,-.,. 

" 0 .. 

,,Jij zullen een eenheidsmatrix steeds aangeven met de letter 'J, en 

de 

De eenheidsmatrix speelt in de matrixrekening eenzelfde rol als 

het getal 1 bij het vermenigvuldlgen van resle getallen~ Er geldt 

nl~ de volgende stelling: 



Stelling 5.1 
I ¾ I PJ I 7 ill. 1 7 

Voor het 

eenheidsmatrix geldt 

en 

Is vierkant dan geldt 

Bewisis 
IPI 2 ii tt I 

Noem de uitkomst 

gens· 5-3 

n 

,, 1 J= 

want =0 als j ·k., 

-­.-

Dus J - )'Cl. -- £,, .,__ v - v7T • 

Op dezelfde manier bewijst men Jfl 

- 24 -

• 

Indien · niet vier1 kant is 1run11en we deze beide betrekkingen 

bezwaarlijk sarnenvatten~ \11Jant, als ,_,, een mxn-matrix isJ dan is 

de eenheidsmatrix in 5~5 een nxn-matrixj en die in 5a6 een 

nxm-matrix .. 

Is ~ echter vierkant, d.,WcZc m=n, 

matrices toch dezelfde, zodat dan 

dan zijn deze beide eenheids-

5~7 geldto 

Als ~ een gegeven vierkante matrix is, kan men in sommige 

gevallen ·d.,w.z. voor somn1ige .JI- ee11. matrix .J3 vinden., zodanig 

dat fi33=·::J .. Matrices fl waarbij zo'n .J3 bestaat noemt men niet-

- . Er geldt dus ~. We zullen er hier niet op ingaan 

hoe men onderzoekt of een inverse heeftJ en zo ja) hoe men deze 

dan bepaalt. We volstaan met het geven van een eenvoudig voor­
beeld .. 

1 · Men kan bewijzen dat J3 , indien hij bestaat, eenduidig be­
paald is. 

• 



• 

Voorbeeld 5e10 

Onderzoek of de matrix 1 O 
,-= 1 I""\ 111 e t - s i ngu 1 i e r 

- c:'. 
1s aequivalent met de volgende: onderzoek of er re~le 

r en s beataan, zo, dat voldaan is aan 

1 0 

-1 2 

Uitgeschreven: 

•-1 "' p 

-1 .. q 

I 2 -t"' 

.,.f. 
' 2 

"' 

p q 

r s 

r --
-· -e 6 

-

0 ,.I dtlS 

1 :, dus 

Dus is niet-singulierJ en 

1 0 

1 0 

0 1 

q .... a~, -· 
r _,.1.. 

,_,.. •"""'h , 
' ~"' 

l 

s l 
.e,,o, =u••~ '¥'~' --~,,,--- •""'" ,) • ~-... ,. 

is ne 7 e opera· 11 e ., V.~, ·o•V 

getallen p, q, 

De betrekking geldt voor iedere vierlcante matrix,·. , c1us oo\{ ,, 

voor ...... · Substitueren we dit in sta2t er 

Volgens de definitie 
van 71 gelijk aan J 

van inverse matrix betekent dit dat de inverse 
·• 18., 

Ieder weet dat het produkt van re~le getallen commutatief is, d.w.z. 

in een produkt kan men de volgorde van de factorer1 veranderen zonder 

dat de uit~<omst verandert: xy :-=- yx ._ Het matrixprodulct is ecr1·ter niet 

commutatief, dus niet altiid caeldt 
, --- ll :, •::: J C JiW1 t l II H II •·-• 

471 
en of tl.) niet 

vier'kant is, dar1 kan het zelfs gebeure·r1 dat l1et pr1 odt1kt ... ~fi-:13 wel ge­

definieerd is maa1" r1et produkt ... 1..iff niet ~ Doch ook als JI. en ... 13 be ide 

m.xm n1at rices z i tjn, be hc)e ft ,._J:)J3 r1 :ie ·t ge 1 i J t{ ,3~1r1 :J3fl ·t;e z i jn.. Verge 1 i jk 

bijvoorbeeld de onderstaFnde matrices 
,, 

'\ 

2 3 3 le, <""' "'"7 <:, , ·; i -· ,. ~;, 

:=: ..._,.,,,~ vl}!/3 - . 'Bf} ,,,,,,.,. 

1 0 
, ,,,.~..,,.,, 

1 
"'"· "• 

·1 
"., .. -,,,. 

4 2 ' :3 ~ v· , ,. 

~3 ' I 
,iii 

I 

In sommige gevallen moger1 de f~~actorien wel W<Jl")de,n vel~wisseJ.d: 

J·=J. · wanneer p een vier\<an·te matr--ix is, en O()k., zoals men \{an 
· 1 -1 1. 

bewijzen,~ · = 

Voorbeeld ·. /; 11 
. . . -. 

Bepaal /fJj en JJ ·.· als 

de it1verse van Jr- ia, dan wel 
reehtvaardigt de uitdrukking: fi en ..... 4·*'" zijn elkaara ir·1verse. 



,~ ' 
i., -
0 0 

3 0 2 

-1 5 0 

fl is een 2x2-matrix, J3 een 2.,'C3-matrix, Het produl{:t .. B..::11 is d'l1s 

niet gedefinieerd, terwiJl 

2 1 3 0 2 2 .. 3-1 " 1 2 , () :¼ 1 
fo.,13: ·--

0 0 -1 5 0 0 0 

Voor ieder tweetal matrices fl e1.1 

fl$ is gedefinieerd, ge:J~d·t 

Bew1 1js 
.... 1 Si . 1 . . 

5 2 t") 1 ~· ' f r.:> t; 4 " i· l ,, 
C .. '. 

''"'.;I' ,.,., ..,,.,, 
.-~ ·-

0 -l'""'. 

t.J 0 () 

Stel · · is een pxq--matr:ix, ()rnclat t1et t.)~r"'c)d·L1lct ,J}J~ is gedE:·f"ini-

e er d , is .. !/3 du s e en q x r -· m ;, t r ix ,.. }lie r u ·i t: v (_> 1 g, ·t cl a t Jj t e e 11 r x q - n1 at I1 ix 

is, en ,/+ • een qxp-matrix 

Noemen we .. R!E e,,e r1 ·e .~ 

" J 
a. l.) . 

1. J t.J \,:: 

} .. ie t {)rod 1..1!.<:t 

geldt 

is dus gedefinieerd. 

Een element van de gespiegelde matrix C I vinden we door de 

indices te verwisselen 

Uit • 5,9 volgt dus 

C t 
C ' l :t k( 

,z-­
L--~ 

' 



In het rechterlid 

resp .. b t • ... ~ . 
J..J 

kunnen we nu a1 . resp .. {J 

Noe men we :JJ 1Jf 1 even :; dan geldt 

d .. -
ik 
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verva1--igen door 

Een andere belangrijke eigenschap van de matrixvermenigvuldiging 

is de asaociativi teit, d. '141 .. z ~ voor ieder drieta.l n1atrices fi J 53 
en~ , waorvoor de produkten Jt.:JJ e11 /Ee gedefinieerd zijn 3 geldt 

( ~J3 ) C -- fl ( :J.3C . . 5 .. 10 

Voor de elementen van de matrices betekent dit 

k ' 
J ' 

J 
b. c 

J k l<l 

Het bawijs van deze eigenschap is zeer eenvoudig; we zullen het 
hier niet geven ~ 



Stelling 5e3 

Als de vec tore11 

een basis 

Bewi ·s 
II I Ill ,J ■ , ... 

B n 

-· -

--

-

vormen, 

b 
. !j 1 

i il, ' 

j 
b ) 

l")n· I 
t 0!!.. . 

z i ·i t1 de ~-· 

• ' 

\ b \ 1n 

Iedere vector, 

basisvec tore11 B 1 J "' 

get a 1 le n x 1 .. , .... . r1 x," 

·"1 r~)or :i e cle r,e 

... Ji 

Voor a,e ,-..,, e. 
J 

.. . 
' 

Nee1n nu voor A 

dus O als tc-~~j, 

cle 

x 1 , ..• ,xn vinden die 

d a arc)m xk·~ 1 ."" .... ., . x 1 ,. "' ., .... ,,, 
\ '\,-~ l • 

111 V Ei r1 

ll 

·1,; "'1 ' -.. ~ ~ 

• -' 0 ~, ... 

In een enigszins 
het; matrixpx~od'L1!ct 

De grote 

dat 5~13 

C .K " J .. 

overeenkornat va11 

aeqt1iva:tent, is 

J • X~13 

• 
' . 

" "\ ·~l 

!l. J. .. J 

,,,,, .~ 
,f . "'/1' 

' 1.J 

k 

deze 

met~ 

( j 

"' *· 

I , 

,if , .. 

1.1 ·1 t 

1, 

. I \ 
.. ) .... ; t.t· l '" r, I 

' 1net 

J\ 1 

cj· .,..:. "V"\ 
"''•'" (.; l ;._ 

\1an de 

€ l " 
t{ J t{ . 

~;et al len 

11oemen 

van 

doet c,n.s inzien 

5~14 



immers e i , ~·· .. , 
~{j voor alle 

"'"J II\., 

De matrix£, 

Dat :15' 

is dus de 

t ~ .. e . ' . \, ' 

' ' l:unnen bewijzen ~ 

Uit 5~14 en 

dus 

we 

heeft een 

PI"lodukt 

Een matrix 
gedefinieerd~ 

is 
. . . . ' , N' . ·· e merj\ 

rechthoek 
van re~le 

van 1x11. 

g c +- a· 1, e·n ~\J· .. J. ... , 

dus worden opgevat 

is een 

len, due een vector: 

,,an 

VC)].g t 

!\ 

t\. ' . ',, ,,, 
""""'..,. 

r:J "': ,-1 ·,.J ,el • 

' f 

I 
I 
I 
' ' ' ' ' ' ' ; 

\ 
\ 
\ 
'\ 

cl 1 
,. 
" 
'· 

" 

'3 (, 
n1 
:. k .t 

1~ 1 j v e c t (:) ! 1 e 11 e r1 
1 i I 5t •fll .. 111,5' !PJl(1>'> _ - _,,,r,n:r1· , 4'.lr<JUHl@ ■I ,1mit11 ■rmM li!WI w& ua:a:;:,,n 'lli"••q.,., 

_. .. -

dus 

iedere 
• 

r~ede1~ l.and 

- "•#1 t-, .. , f 
~ t. ~ 

e e 1·1 

' l"'1 f') 
' ' . 

plaatser1 

een nieuwe b c) 11vJe 1·1 eri wll 

kiezen, 

Laat 

e 
. . & 

' , . ·~ 

,,, 
c1e 

de v e I'; voe r~ s \<: o s t~ f.: 11 

de 

word1; 

hoevee ll1e id 

gei<:och t ~ 

die 

rner1 

"' • "l,, /."'"' ·1 ·, . . , ,;,,,,,,, .. 1 ' t·"' ' 

1 

een. ,n a n ·~ e·· "I""" 1 l , ·',,# · J.... J... 

doe n. "' 

had.de r1 

eer1 

r1iets anders dan een r~ ~ J 
I :1 

n-d1mensionale vector kan 

per 

r e ra \1 t· _ .._,fill;. 

1tveer rij 

rnen wel 

eer1 

i r1. 

heeft de bedoeling 
rf'\ 
ti, p.la,2tsen 

rni r1 :t rr1cl a 1 

diegene 

z i jn@ 

t·,, 0 si-e.·'f'1 a·- e i '-"',l;J ' t 
") ~, 

(I. 

c:ioor de groothandelaar 

1 • Om techr1ische rede11er1 worder1 kolorrivectoren soma als rijvectoren 
gedrt1kt,, 



de totale vervoerskosten 

C 
j 

w,,..,.,., 
~)W, 

Vatten t""f:A ff'\;l 

d • '' · u.ll ge1a·t 

C 1 
"' 

C 
.. _,,, 

\ ~:,,,,. .. 
'II \ 

l 

\ 
,..,. 
\,,,, 

' m \ 

' 

' 

' 

de 
voo1~ 

b a .w ff, 1 1 \ I 
' - j f •= I 

' ' I I 
\ ' ' ' ' 

,, 
! h t:1 ;.,,) 

I 1 m1 rt i l 

'7 <:le,, 
' ' . 

- ]''' , l ' 
J ,"'( ..,,, ~ , ·,,:r l 

,fa~--- ·" fi ""-""' 
.,,,..., 
ia- ,{_ 

.,it,,~,,-· 

---------·~ 

,,,.,, .. (• '"11:e .. , 
¾..-" 

h .-. e ft t: •: , • I. 

"" V()O I'1 ae 

zoe t<en, l1oe 

,q,•}'-
I 

' _ _.J:,--

' 

eez1 

Als 
zod at; ,.11 t 

.I} _ een 

11 -1 . 
,JY" y 

I f::! , I • (; 
~ ' ,;, ' 

•8 

" 
" 

➔ =iF'"? 

" .. • (,l 

• 

:l r1 

cle 

1 y·1 

\"r'I L1 
J,_, ~ & . 

" ~·~, 
I-' 

b 

, 
I 
' ' ' 

' 

\ 
\ 
' 
\ 
' 

' 

'ti''' 

! ,I. 

11 ' 

I 

I ' ' "',,.,, . 

•'-• 

';; 
..,Ji, 

} ,, 

j ' ,,i 
' 

a ·1.s 

\ 
t , 
I ,, 
! 
f 

' ' 

I 
' 

t , , 11·;;,, 

I C 1 1 
I • 
i • 

I -,,,<U,-o,)C• 

--~ -, ~-,, 

\ 
' I 
' ' ' -\ ,r"''fi 

I "-. ' 1> 

\ rri "1 

?""} 

,, J 

·,, 

' i l 
V 

,. 
~) ,,, 

·, 

·1· ~ 
,, ' l,,,./ 

l "·t· 
'W'""" 
!,,,, 

J ~· 
' 

' ,, 
' ' t ) ~--,, 

' "1 
\ ,1 ,:'.) e l 

"if ~ .... 1..,., 

Vo , g· •· ·~ ·~ .J,. ., \; .. 

" 

~ 

~ ' a 
,, 

"' 
,i:: 

" 
w~-~-
u,$" :J 

"' " '4,,,# 

1 E3 , S 

5 
t"""Y" 

I 
l 
' 

i 
,~~ 

\ 
\ 

' l 
I 
• ii 

' 

011S 

' 'ill , I "''4'1,, 

L 1 

} ,, 
' I 

I 
i 
I "'r1 l"' 

I ! ; le l 
I 

"""""" -.. 

J , 
f 

.I 
I 
I 
' I 
i 
' 

' \ 
1, 

l ,, 
' ' ' I 
\ 
' 

' t' ,# 

f,1' 

" 

" 
ti 

1 

,. "'%, r j 

I 
I 
I 
i 

' ' , ,, ,, 
\ 

\ 
l 
I 
i 
I 
j 

J 
' 

' I 

I 
i 

1 j 

e e i,,~, 
• t 1 

- -

• 

\ ,.. (· ) 1 <1 rr·· ,v p, , .. ~ 't" o·· .. · ·r·1 • 
~-,.,"' ~y,}. ,Ji ~ '" 'Y .. 7 

r""" ,., .. n ma ... I'I ; x· it.Jw\.. -Ii' V. k-

k]~ei11st,e elerner1t 

vestiaingsnlaats. ~): _,.,..,,. r 

I 
I 

8 
\ 
\ 

' \ 

f·~A\ I""'• ,:'.", s· 4 
l ! !C: ~ · lj 

) 

",J· ,.,, c·) r1 1 J". e 11 yi . l, ,~ .. • verdient 
~ .. t ' 

{ \ ' 

.,,J ', ... / t 
D ~ ~ 

·'i n ·r~ e r e '-"" Cl e e· r •, .. ,. 
en 

rnoe t er1 .l. , l.; , • . 0 t.ool . l.i 

is 

ciar1 

heel c,·oed c_, moge-

"'12.,8, '('I ,9 
i r·1v loed 

r1oen tve door 

1 ~') ") 1 ·:)t1 1 2 f") \.? <i,. ' ...._,_\.., J C 

cie beste olaats ... 

t{a n rner1 

schattingen moeten 

0 r:: t 1 f'l'18 1. e 

1t3 ' best: aa t -1 .;:;.,. :; 

'""'f' <$\, ,f' X 1' .. 
..,..,., ,, ,, 

v ,,...,_,, .. ., 

hebben d1..1s X opgelc)st uit de vergelijking 

Voorbeeld 6.2 
r.•1t(1111,tli-sefr:; ,: . :•,r.1!!111tr: ·u. ! : u1. ,.1..: ,. rm: u n, If: _: 2 .1, ; 11 1 ; _ r 't;;; J ::1!lt 

- ·. ~oek een vector X, zo, dat y , lJ'Jaarin 



,fr ~' 
~"" 

De componenter·i 
, ' 

. , ... 

· a·· c••.•· ··· •van . • _· __ -, ' :, ,' .• '/ :~ :' 'J ,- • • '': 

·-··.- ·.,--· .,- .. ----,• ',,_·' •' 

voorke\1r aan 
hierboven voor het 

,,,, 1 \ c'. -·· \ 

-7 4· I 
I 

' 

4 ,; ' 1 
l 

7 2 \ 
\ 

We vinden nu zonder moeite 

\ 
I ' 2 1 •·") \ 

/ \ ·- ,_ 
X 

' , 
, ~ 

"'""'et,, 

' 
l , 

"'·" -, 

"""''""'' i .. , -.\=""'" 

1 
, 
, 

-7 4 ' \ [) l 

I ' .,,., ' 
\ I ; 
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I 
> 

~ F 

I 
~~ 

, ·y: .,,_.. ...... 
z -~'l'IS 

' I ~·-
\ i+, 

' .,,,I 

' , ,;!'''} 1 , 
U tgc-

' 

maar we geven er de 

te bepalen met behulp 
"1 ,,lJ _,,, , 

.J"fP'' 

' 
, , 

,II '\ , 

I '\ - l 
' l 

,/' 

t,) 
' 

Het voordee 1 deze methode boven het direct oplossen van het 
•cj ".~ t· - in (l '¥"\ -;,• .) c:l 11"'1 "-':! '.!'Y'\ tt'.l n b 1." J. 

"" I j, '- 1 i ,; "'"' L J, (,1, 1.1,._ 

iedere Y c1i.rec1: de gezochte X kan vinden met behulp van de formule 
-1 X .. , ... · fl· . "Y "" ,,..,_ ·- '' ,. " 

, ,, ' 

4 
' Ii ' 2 1 1 0 - ,.., _,. __ - -·- -' ' . ' 

1 .. , .. 

Inderdaad geldt w-. 
, ,, 

7 0 11"1 4 
_,, 

(,) 1 ' 

\ I \ (:;;. -, 
ii \ 


