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1. Inleiding

In dit hoofdstuk zullen wij onderscheid maken tussen één-
staps- en meerstapsbeslissingsproblemen.

Men spreekt van een éénstapsbeslissingsprobleem indien
slechts op €€én tijdstip een beslissing behoeft te worden ge-
nomen. BiliJ een meerstapsbeslissingsprobleem daarentegen wordt
van de besllisser verwacht, dat hij beslissdingen.zal nemen op
een groter aantal opeenvolgende tijdstippen (bijv. elke maan-
dagmorgen om 9 uur).

Voorbeelden van é€énstapsbeslissingsproblemen vindt men in
hoofdstuk XII (Lineaire Programmering). Het is duidelijk, dat
in voorbeeld 1.1 (van hoofdstuk XII) het beslissingsprobleem
1s opgelost, zodra de optimale legering 1s vastgesteld.

Voorbee lden van meerstapsbeslissingsproblemen vindt men
in hoof'dstuk IX, paragraaf 7. Immers, als de gegevens in tabel
1.1 (hoofdstuk XII) van week tot week vari&ren, dan kunnen wi]
spreken van een meerstapsbeslissingsprobleem, omdat elke week
opnieuw de opftimale samenstelling van het mengsel bepaald dient
te worden. Dit meerstapsbeslissingsprobleem kan omgekeerd ock
gezien worden als een aantal afzonderlijke één-stapsbeslissings-
problemen.

Men kan nu de naam meerstapsbeslissingsprobleem reserveren
voor al die problemen, waarvoor geldt dat de te nemen beslissingen
niet onafhankelijk van elkaar kunnen worden bepaald. Maar ook

deze beperkipg levert. geen ondubbelzinnige indeling van de pro-
blemen. Immers et reeds als éénstapsbeslissingsprobleem aange-
merpkte voarbeeld (1.1) van hoofdstuk XII kan ook nog op een andere
manier geformuleerd wonden als een meerstapsbeslissingsprobleem. W1]j
benoeven slenhts te stellen, dat de beslisser achteréghvolgens me ¢
tussenpozen van b.v. €én minuut de grondstoffen A, B, D en E 1in de
mengketels doet en dat hlj op die tijdstippen beslist hoeveel van de
betreffende grondstof hij zal gebruiken. Op de opéénvolgende tijd-
stippen worden dus beslissingen genomen, die in verband met de ge-
stelde eisen niet onafhankelijk zijn.

Omgekeerd kunnen volledig deterministische meerstapsbesllis-
singsproblemen altijd herleid worden tot éénstapsbeslissingspro-
blemen., Immers bij een volledig determipistisch be®ligsingsprobleem
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weetl men van te voren precies hoe het één en ander zich in de toe-
komst zal gaan ontwilkkelen. Het 1s dus niet nodig om met het vast-
stellen van de te nemen beslissingen te wachten tot de desbetref-
fende beslissingstijdstippen zijn aangebroken Men kan Op het eer-
ste beslissingstijdstip dus al aangeven, welke reeks van beslis-
singen optimaal zal zijn. D1t betekent, dat men op één tijdstip
één beslissing neemt en wel een beslissing, waarvan de componenten
de beslissingen zijn die achteréénvolgens moeten worden ultgevoerd.

Men zou hilerult kunnen concluderen, dat men de eigenlijke
meerstapsbheslissingsproblemen slechts vindt onder de stochastische
beslissingsproblemen. Immers bij een stochastisch meerstapsbeslis-
singsprobleem kan men de toekomstige ontwikkelingen niet met ze-
kerheld vaststellen. Aangezien de keuze van de beslissing veelal
afhangt van de toestand waarin zij wordt genomen, moet men der-
halve met het vaststellen van de optimale beslissing wachten tot
net betreffende beslissingstijdstip is aangebroken.

Men kan nu echter tegenwerpen, dat de oplossing van het
stochastische meerstapsbeslissingsprobleem wordt gegeven door
een (optimale) strategie 1). Aan de hand van deze strategie wordt
Op leder beslissingstijdstip de optimale beslissing genomen. Het
peslissingsprobleem 1s dus opgelost zodra de optimale strategie
1s vastgesteld. Dit dient te geschieden op het eerste beslis-
singstijdstip en derhalve zou men kunnen stellen dat op het eerste
peslissingstijdstip een 'super beslissing'" (strategie) wordt be-
paald, waaruit t.z.t. de te nemen beslissingen ondubbelzinnig
volgen,

D1t Impliceert, dat ook het stochastische meerstapsbeslis-
singsprobleem geformuleerd kan worden als een éénstapsbeslis-
Silngsprobleem.

UlT bovenstaande beschouwingen volgt, dat in principe alle
meerstapsbeslissingsproblemen vertaald kunnen worden in één-
Stapsbeslissingsproblemen en dat ze dasrom als gzodanig kunnen

worden opgelost.

Mn—rmh“_ﬁm.—-mm“ﬂm“

1) In deze cursus is een sTrateglie een voorschrift dat op elk be-
Slissingstijdstip aan elke mogelijk optredende toestand een be-

slissing toevoegt.
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Deze procedure wordt dan ook meer dan eens toegepast.
Deze benaderingswijze is vooral dan succesvol, wanneer men de
mogell jke strategi&n kan vastleggen met behulp van een eindig

aantal parameters .

Ls dit het geval, dan wordt,wiskundig gezicn, de oplossing
van het meerstapsbeslissingsprobleemn vask op dezelfde wijze
verkregen als die van cen ¢énstapsbeslissingsprobleemn.

Hoewel men vaak door de keuze van cen andere formuleringz
cen €énstapsbeslissingsprobleem in een meerstapsbeslissings-
probleem kan overvoeren, blijkt in de praktijk dat het ene be-
Slissingsprobleem zich eenvoudiger laat oplossen als &én-
stapsbeslissingsprobleem, terwiijl het andere Zemakkell jker
oplosbaar is als het gesteld wordt als meerstapsoeslissings
probleem. Wij zullen derhalve beide formuleringen afzonderlijk
behandelen.

lngsprobleem

= Pelt e = -G ST TR TV YR oy

2. 1. Het niet-:istochastische besliss ingsprobleem
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Elk lineair programmeringsyprobleem is, zoals reeds in
de inleiding werd vermeld, ecn voorbeeld van een €énstapsbe-
slissingsprobleem. Laat een functie Z, gegeven zijn, wWelke lineair
a'hangt van de twee variabelen Xq €n Xno:

f,...tomc,q “&./‘ CJ”“;J’:»!‘}
weaarbi j Cq €n coy bekende zcetallen ziin
De vreag luildt: Voor welke waarden ven Xq €N Xn, die niet

r

negatiel ziJn ¢n bovendien asn de ongeli jkheden:

AqqXqta nXa = 0,

f

= - b 1
G0N TR0t =
1s de functic Z mazximaal?

Indien wi]j de volgende notaties invocren



Sm(cqpcg)

H(S;X)Z S A= C/‘ .X-/l"i"cf)ibx?

cn 1ndien wi] het gebiecd van de toegelaten beslissingen in
de beslisszingsruimte D aangegeven met Do dan kan bovensteand
problecem ook als volgt geformuleerd worden:

Bepaal die X uilt Doﬁ waarvooy de¢ functie

ZO == H(S;X) <P?u)

maximaal 1s.

In dezc laatste formulering wordt niet ge&ist dat de
functie (?2.2) lineair is; vervolgcns hebben wij geen ultspraak
Zedaan over de vorm van het gebied Do van dc¢ toegelaten beslis-
singen, De laatste formulering is dan ook veel algemener en zal

derhalve gebruikt worden om alle éénstapsbeslissingsproblemen
te Tormuleren.

In 2.7.71 zullen wi] een voorbeecld geven van een déénstaps-
beslissingsprobleem.

2.1.1 Een inkoopprobleem

Fen feabriek heeft voor een specilale opdracht een grote
noeveelheld entabogeen nodig. Entabogeen kan op elk tijdstip
Terplaatse worden ingekocht in iedere gewenste hoeveelheid
. 5000, - per kg..

Men ken ook Jjaarliiks (opn 1 juli) entabogeen kopen in Cen-

e

traal Afriks en deze per boot laten verzenden naar de fabriek.
Indien men ¢en hoeveelheid van x k.

et

inkoopt, dan komen de to-
tale kosten, inclusicf vervoer, op

'

3000x + P0x” (2.3)
zuldens q)f

Wity & Ay manlE .

1) "Grote hoeveclheden kunnen slechts ten koste van veel inspan-

ning worden verkregen. Vandaary dat de inkoopn-kosten per eenheld

c
4 a _1,,,":‘., L7 )
200012 9% =75C00+7.04 (2. 4)

v
i

zroter worden naarmate de gehele bestelde hoeveclheld x groter wordt!
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Veronderstel vervolgens, dat
a) de fabrick het benodipde

b) het werk wordt zzngevangen dircct na aankomst van de

cld moet lencn & 8% per jaar

(: ’[‘:G

Srondsvotlon usrt Mfrilks

c) het werk negen maanden zal duren.

d) het verbruik van cntaborzcen constant zal zlJn en d&at men
in totaal 60 k. nodig heeft.

¢) dc opdrachtgever zal bctalen zodra het projcct wordt opge
leverd

Gevreaagd wordt nu hoevecl kg. entabozeen in Afrika en hocveel
kKg. ter plaatse moet worden ingekocht.
0 ing

Stel de 1n Afrike in te kopen hoeveelheid entebogcecen ge-
lijk 2an x =60kz .. D¢ inkoopkosten bedragen dan
- (

AV,

50002 +20x

\ 7]
N

Zuldens.
Dit bedraz moct worden Zelcecend van de bank. Als gevolg van

rentederving zal een bedraz van

(1425 .0,08) [3000x+20:2] (2.6)
can de baenk terugbetaald moeten worden. De verbruikssnelheid
. . 4”
van cntabogeen is 60 k. in 9 maanden, d.w.z. .00 kg.=80 kg.

9

per Jjear. De in Afriksa ingekochte hoeveelheid is dus op na
%6 Jaar. Gedurcende de overige periode van @géﬁw jaar wordt
voortdurend entabozececn in zcer kleinc hocveelheden ingekocht
op d<¢ plaatselyjke merkt

Fipg., 1 gcoft van dezo laaststeonoaindd TnKkoop een overzicht
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OQverzicht van de op de plaatselijke markt ingekochte
noeveclheid entabogeen.
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De inkoopkosten in de naaste omgeving bedragen

(60-x)5000 guldens | - (2.7)

Indien de totale hoeveelheid (60-x) kg. wordt ingekocht op het
tijdstip ~§6 dan bedr=agt de rente van het totale bedrag - (2.7)

0,08 . égéé (60 1).5000 suldens (2.8)

Coor de "continue inkoop" wordt, zoals eenvoudlg kan worden

1ngezien de rente gegeven door:

5.0.08. égéi* (60 %), 5000 =2,5 (£0-%)° guldens (2.9)

Indien een hocvecelheid x wordt ingekocht in Afrika, dan worden
ce Totale kosten gegeven door:

f‘")'-T »

e

106 | 3000%+20x | +(60-x). 5000 2,5(60- %)’ (2.10)

Ha uitwerking is (2 10) gclijk aan:

o
o

23,7 =2120x+-509,000 =
=2

25717 126159¢C .17
3,7 (x4, 7257)7 +261590,7987. (2.7

Deze functie is minimaal voor X = 44,7257 <on het minimum bedraagt

261.590,7937.
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In dit vraagstuk was het gZebied Qavan de toegelaten beslis-

singen ildentiek met de besliscingsrulnte D. Aan de keuze van

de beslissing werd geen enkelce bijzondere beperking opgelegd.
Veronderstel nu daet men in Afrika clleen partijen kKan

inkopen welke groter dan of gelilijk aan 50 kg. zijn. Het zc

Lied DO bestaat nu niet uit de punten x die voldoen aan

X 2 50 en uit het punt x=0.

Uit (2.11) volgt, dat, als voor de optimele x geldt: x> 0O,

men voor X moet kilezcen x=50. De Ltotale onkosten worden dan
Fegeven door:

£3,7(50-L4,7257) +261590,7987=262050, 091 . (2.12)

Voor x=0 vinden wij voor de totale kosten

7 209.000. Bijgevolg wordt dc¢ optimale waardc van x Zepeven door

0

2.2, Het stochastische &éns apsbeslissings

sprobleem
VSN Tt SR VB IR % g S gt SR Y Rt e i o Y e R T e gl D SRR T P R N —" PR ST s L W e —5 | w‘l'mw e

BlJ een stchastisch beslissingsprobleem kunnen wl]j het tToe-
kKomstlge verloop van het systcem in de toestandsruimte niet

met zekerheld voorspellen. We kunnen in verband hiermee ook
niet van te voren vaststellen wat het effect zal Zzljn van

cen te nemen beslissing. De kosten, welke in de betreffende
ClJdsperiode zullen worden gemaakt zijn stochastisch, d.w.z.

Z1 ] bezitten een Kansverdeling.

Bl1j een groot aantal beslissingsproblemen is het zinvol om

de verwachting van de kozten in de beschouwing te betrekken.

Men dient zich er cchter steeds van bevust te zijn dat de wer-
kellJke kosten achteraf anders kunnen zijn. Herhaalt het beslis-
singsproblecem zich In de loop van de tijd en kiest men steeds
dezelfde beslissing, dan zullen bij cen Jsroot aantal herhalingen
de zemiddeldc onkosten met ecn grote mate van zekerheid dicht

1n de buurt liggen van de verwachting van de kosten. Deze ver -
wvachting 1s derhalve cen zeer voor dce hand liggend kriterium
voor de optimale strategio.



2. Meerstapsbeslissingsproblemen,
Ter vereenvoudlging van de komende discussie zullen wi]
cerst cen aatal begrippen omschrijven.

Het cerste begrip, dat wij invocecren heet systeem.

Het systccm 1s het object van de beschouwingen.
Aangcnomen wordt dat het systcem zich in verschillends toc:

standen kKan bevinden ¢cn doat deze toestanden beschreven kun-

nen worden m.0.v. cen aantal kwantitetieve grootheden.
Ben togstend kan dus worden weergegeven door cen rij van

getallen.
ben dergelijke rij van getaellen noemt men cen toestands-

VIR T A T T —n Y

vector S.

PRETEE Nl v e "RV S R RN T

Verdcer stellen wi] vast, dat als de toestonden van ean

h—r

1
systeem beschreven kunnen wWworden met behulp van m kwantitatieve
grootneden, ledecre tToestand weerizegeven kan worden door een
punt in ccn m-dimensionaal Cartesiaans assenstelsel.
Deze ruimte wordt toestiandsruimbte genocemd.

BiJ de problemen welke wij in deze paragreafl zullen be-
schouwen moct op een aantal discrete tijdstippen cen beslis-
Sing worden genomen.

Indicn bil) cen probleem op n discrete tijdstippen ecn
beslissing dient te worden genomen, dan spreekt men van
cen Ne- stapsbeslissingsprobleem. Zodra de eerste beslissing
1S genomen gaat hel n stapsbeslissingsproblecm over in cen
(N-1)-stapsbeslissingsprobleem.

Indien blj ecen problecm op oneindiz veel discrete tijd-
stippen cen beslissing genomen dient te worden, dan spreekt

men ven eén @ ~stapsbeslissingsprobleen. Zodra doe cerste

e,
it

—

beslissing is genouen Zaot het o stapsbeslissingsprobleein
over in <c¢n nieuw o - stepsbeslissingsprobleaecin.

Verder stellen wi] vast, dat ook een beslissing X kan
worden vastzcelezd met behulp van cen aantal kwantitatieve
Irootheden.,

Fen dergelijke rij ven getallen zullen wij een beslissings-

e o SRR R e “‘ﬂ’t'“ x—-?-‘ v uigps b mﬂ

vector nocmen.

haed e pt A P T e

Voor het geval men de besligssingen kan aandulden met be

nulp van r kwantitatieve Zrootheden correspondeert met ledere
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beslissing cen punt X in de zgn. r-dimensionale beslissingsrulimte

pr—r

T VUMD < T R S e st T i e S e L O S e 2

P1) ¢cn zorgvuldige beschouving van meer stepsbeslissings-
problemen valt het ons op, dat de toestand van het systeem op
het volgende beslissingzstijdstip sterk ken worden beinvloed
door dc¢ Toestand op het nuidige beslissingstilijdstip en door
de op dit Tijdstip Ttc nemen beglissing.

BlJ ¢cn volledig . deterministisch beslissingsproblecem kan
mcn met zekerheid veststellen welke toestand het systeem op het
volgende Deslissingstijdstlip zal eannemen &als men tenminste
de toestand en de beslissing op het huidige beslissingstijdstip
kent.

Bij cen beslissingsproblecm met stochastisch verloop kan men

niet met zekerheld voorspellen wat de gevolgen zullen zign van

N

L

ecn beslissing in &én of anderce toestand. De toestand op het
eerstvolgende beslissingstijdstip is dus onbekend, maar wel
zal er een kansverdeling gedefinie&rd zijn voor de betreffende
toestand. Wij] zullen hicr steeds czannemen dat de gedaante van

deze kansverdeling volledig bepaald zal zijn door de toestand

en de beslissing op het huidige beslissingstijdstip Het één
en ander zal in paragreaf 3.7.71 met cen voorbecld worden
toegelicht.

Verder kunncen wil constatcrcen, dat er tengevolge ven cen
s

. onkosten).

M fa ol Ao L SRS W S, T

beslissing steeds sprakce is van ceen opbrengst (c.

Er zijn problemen, waarbi) de¢ opbrengst stochastiscn 15; 1n

die gevallen beschouwt men de verwachting van de 0opor¢ngst.

ot
‘\ [

Dc omvanz van deze opbrengst (of de verwachting er van )
21l o.m ofhangzen von de soenomen beslliusingz cecn de toestand
waarin dezo beslissiny gcnomen werd. Wij zullen steceds aannemen

de.t de opbrengst alleen afhankelijk 1s van deze twee factoren,

Ecn recks van beslissingen zulle§ wiJ optimaal noemen
7

. - R A q . R ¢
als de totale opbrengst maximaal 1S

-

1) Er zijn problemen, waarbl] nict de totale opbrengst
mexiinasl gemaakt moet worden, maar ecn gewogen sSoi vVall
de opbrengsten.

Tndien de opbrengst cen verlies is dan wordt ulteraard

geminimeliseerd.
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Verder blijkt, dat wiy voor de bepaling ven de optimale
beslissing op ¢één tijdstip nict kunnen volstasn mcet alleen
mear de opbrenzZst te beschouwen, waelke wen direct sevolg zel zijn
van deze beslissing.

Immers deze beslissing bepealt mede de toestand op het
volgende beslissingstijdstip en dicntengevolse de toekomstige
opbrengsten.

Om het effcct van ¢en beslissing on toekomstige opbrengsten

CLe kunncen nagaan, dient men, omdat de opbrengsten hicecrdoor

mede wordcecn bepaald, de toekomstige beslissingsien te kennen.

5.1 Het nict-stochastische N stensbeslissingsprobloen.

AN T AT W T R M Tl T Wi A T O M IR R A N, YRR Wt R L W o T Y e amey T pwn v g T ""-#“u‘.!ﬁ-"l'l‘ﬁ"“\ :

BiJ een N steapsbesgliszingbeslissingsprobleem begint men niet ot
de bepaling van de ccecrte optimale beslissing, msar met dic van de
Laatste. Dat betekent, dat men een <én-stapsbeslissingsprobleem

moet oplossen.

Nele

Indien wil de directe opbrengs g van de J-—-

recte T
beslissing aangegeven met h. (N)( o &
(

J J
laatste stap trachten de functie h

3
L
L

1
zal men 1n de

N (uNﬁxN ce maximaliseren

naar XN Hiervoor dient men dc¢ toestand SN an het systeem te

kKennen. Aangezicn men deze Tocestand niet kent lost men het één:

stapsbeslissingsprobleem on voor alle mogelil jke toestanden. De

TN T T ¥ TP wg e

meximaal te verkrijgen opbrengst

(T (8 et (Bpx)  (3.1)

= M.
N N v N N
R
18 dus een functice ven de toestand SN op het laectste beslis

singstijdstip.

In paragraaf 5 hebben wig vastgesteld, dat bilj cen vol
ledig deterministiseh beslissingsproblecm doe toestand Sj oD
een beslissingstijdstip volledig wordt bepaald door do toe-

stand Sjwq op nct voorafgeande vdeslissingstijdstip en de deear

op gunomen veslissing Xj*qr

1) De bovenindex (N) gecft aan dat we te maken hebben met een

N--staps beslissingsproblenen.
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Bijgevolg kan de meximaal toe verkrijggen onbrong Jt'h(N)(S )

in de laatste stap nict allecn gseschreven worden als cen functie

oy

ven de toestand 5, Op het

N "
. oo (N)T, s .
cen functie h ' aU%ﬂ_q,‘” 4) ven de toestand S

el Tste beslissingstijdstie wmicr 5ok als

onode beizlis-
sing XNan Op heT dacraan vooralzaande beslissingstijdstip.
| SRS L
Op het (N 1) beslissingstijdstin hebben wij dus tweo

- - . I . ~
opbrengsten cn viel h,<§) (S fﬂg;q)g de oporengst te verkrij-

i -y .LJ /]
XNﬂ)eﬁBeldu opbrengsten kKunnen sonengevoezd worden tot &én

Zzen 1n de laatste sCen, en de dirccte opbrengst h, () (S

opbrengst Xh_ (1) (S “£N«4> WaeTvoor 2o ldt:

No deze bewerkingen houden wij een (N-1)-stapsbeslissings.

problcem over met de opbrengstens

Wij geaan dit (N 1) stepsbeslissingsproblecu op dezelfde

4.

e - s . - . - X g e g - . . . 3 Py - - - y > R o . e
wiljze oplocaoen ~lo hot ocoroprontcell jke N ctrioabeclissinygnoroblecm,

L L il

met els gevolr dat het (N 1) - stapsbeslissinzsoroblceeia wordt

"

teruggebracht tot cen (N ) stepsbeslissingsproblecm. Indien

wij op dezo wijze voortoo.n «sordt uitcindeli ik net N stapsbe-

slissincenroblceon aeroduccerd tot con en-stapsbeslissings.

probleem.

5.17.71 Een produkticeproblec

W""“‘WW AP N I e gy TR e P ROR 1»-— St ARG g M FRRR MR WL e ae e

Fen chemiscohe 1ndugtri&

¢én van zijn clié@nten.

In het kontr-kt staat, datv
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a., de febrick zich verplicht tot leveringz van

D, kg. ebarzat op 1 fecbruari 1964

D, kg. abaraat op 1 maart 1064
DB kK. cobhareat on 1 april 1964

b, de fabriex on de hierboven zZcecnocecmde €1lJdstippen ook

hct duurdere boncsol maz leveren,; maar dan tegen do

voor abaraalt vastZLestelde priJgs
Benesol 1s altijgd in voorraad, maar abaraat zal specieal voor
de cliént moezen worden gefabriccerd.

Het produktTienivesu ven abareat kan alleen zan het bezin

van iedere meand worden veranderd., Elke verandering van het
produktieniveau brenzt kosten met zlch mee
Wordt het procdukticnivcau omzeschekeld van P' naar P, dan wor-

den de bijbensrende kosten gegeven door

-..m
*n-l'

S
X, (P'-P")" (3.4)

woarblj o, cegn bekende constante 1s (bgv;cx =2 ).0p de afle
veringstijdastippen kunnen zich nu de volg pndc sltuaties
voordoen
a. de vraag naar abareat is groter dan de aanwezlZe hoe-
veeclheld. D1t betcekent, daet het verschil V tussen de
aelwezlge en de gevraagde hocecveelhelid abaraat negatiel
is. Als gevolg hicrvan moet e¢r dus benesol biljgeleverd
WJITACH .
b. de vreag naar abaraat 1s kleiner dan de aanwezlge
Foovecelheid., Het verscehil V Tussen de aanwezlle on

fCo sevrangzde hoevececlheld abarant zal nu positiefl zijn.

Y plijgf't dus aborast ovaer.

Als do vwoox en de productle niet acaan elkoar z2celijgk zigng
dan zulien er extra kosten gemaakt worden.

Tr situatic &. worden deze eytroe kosten veroorzaakt door

de aflevering van het duurdere benesol, Terwijl 1n situatie D.

door du beperkte houdbaarhelid van abarast het restant als
verlcoren moet worden beschouwd. Aangenomen wordt nu dat de kosten
in beide situaties kunnen worden weerdgegeven door &én kosten-

f'funcrie:



»

=<, V~ , (3.5)

£

waorbljex. een bekende constante is (b.v.oX,=3).

)
Als V negeticf 1is dan geeft X, V- de extrs kosten zan in
i

,,,;

-

sltuatle 2) e¢n als V positliel 1y dan geeflt <, V' de kost-
prijs aan van het overschot aon abarcat .
Gevraagd cen produkilenprosramma on te stellen, waarvoor

de ¢xtra kosten miniuweal ziijn.

Uplossing

Het systeem in dit beslissingsproblcem is de productie
Varl E},bariﬁuz{; s

De toestand Si van het systeem wordt wegeven door:
2) hct beslissingstijdstip 1 (voor i=1 is dit
1 januari 19624) .

b) het produktieniveau Piwq van de¢ vorigZe maand.
Zoals wij in 3.1 hebben vestzestcld beginnen wij onze bere-
Keningen met het beschouwen van haet loatste beslissings:
t1ljdstip.

Op het laatste beslissingstijdstip wordt de toestand van
net systeem zZegeven door:

o

=) 1=3
b) het produktieniveazu P~ in februari 1964

Gevreagd vordt het produkﬁifwﬂﬂmwniZi5‘b:'bepalen VOOr meart.

. " . - . -, - Y U . i e g , — 2 ; - ' ilaan ™ . a r - Iy I
Dc kozsten vnn cen nrodulkkbhiocomaerhakelin: van oo 1o r Po viordl
)

ﬁ.l "‘--,‘.;.

Zegeven door:

=N

De resteancvoorraad o

P7MD% als Pz D.: als P,= D, dan i< c¢r coen tekort van Do --P_.
D 2 g B P o 72

D1t Tekort 1s dan geliljk can de hoeveclheid te leveren bonesol.

> 1 aprail wordt segeven door

Iln de laatste stop worden dus do volgende kosten gemsakt:s



De produktie P., moet nu zodanig worden zekozen dat (3.7)

/

-

minimeasasl is.

Door toepeassing vaen cen bekende stelling uit de diffe
rentilaalrekening (het nul stellen van de afgeleide van (3.7

near P - V¥ inaen weo
2 . P

- ™ pe
~ J - P + 4 Do
—Z A ™ _J y
C" - -~ v | . ) o
‘3 n——— T eI Ay - *‘-'-‘f MR I g - -, “ﬁ:z‘m PR— T . ‘iEl;;‘“WW S AP o ww-':.;w ( 5 e, )
I — —— o SR
2 o> 4 X >

.

Vestigen we nu onze aandacht op het tweede oeslissingstijdstip:
dz Kosten tec maken in de maand februarli worden Zegeven door

<5> = r ) ’[') ? “Z ?

['e kosten in de maand maart worden weergegeven door (3.9).

fle totele kosten te maken in februari en maart worden dus Zegeven
ofolo)s

ﬁk"
c T (2 e ~ \2 6 A
h?< >(823X§’)mh?</)(895}{?)m2 (39 Pq) +3 (PZD?) T ‘5' <P2D5) >3 (3"44)

en deze Kosten kunnen we opvatten als de kosten die gemaakt
worden in de leatete stap van een 2-stepsbeslissingsprobleci.
Te vorm (%.11) is minima~l voor

ZPa 3D+, 205

" e W et e Ywrrlr IR S R DI WS < PR PP
" S ] -

cn de minimele weaarde bedraagt

™ ) 5
- . - - - . o .
(f"‘;) z-f—ﬁoP/I ***%**4_;8 .:Dr:, "{"5D ““L3P/! Dr"‘a' ?sqquv jJODP'DW
‘, . S | 3 a A e 10
_’12 ( b ’.-) ) —— T T RSSO | W P NP S N G o T TR M T W T R N i o —— T T i o . S D \O— A £ S B A 7w e 0 Kt (W S T W T A W P " ( 5 . -~ )

25



Ten slotte berekencen we het optimale produktienive-:. | P
voHdr de maand januari.

* # d
De kosten voor Jjanusri bedragoen )

- ( q ) N ~ _ xX ( ? ) -, avA L (f:} ) . 1 <:; ) a"‘i
Ut (8 X)= TR (8, ) =hy (8L ) T T (8%, =
~ ) »
4,2P,  +4,8D,°+3D., " -AP_D~-2,4P D_-3.6D.D.
p , 9 , J - E - P 2 ~ ;’D
=2P " +3 ( P,-D_) z 1. .f.....,....,,.,;..w_ﬂj.,._,,.,,.‘_,_.,,,, I ,.,?.,,.r,,w_,w“)_._mw R w“mmimé.,mw, e
4 1 71 % 1

? 2 _ | 2 L2 2,
$63)55P4 (6D4+459j5D2+05774D3)P4%BDq 14354302 4039681)3 ,

4ﬁ464D2D5 (3.14)

-y

De vorm (3.14) is minimeszl voor

P,=0,472D,+0,152 2+oﬁ064D3g (3.15)

Wanneer we nu terug gasn rekencn' dan vinden we voor de opti-
mele productieniveaus

P," =0,472 D, +0,152 D~+0,061 D.
“1 1 . ,
X’: - * - ™~ ‘ ! v 4 -~
Po™ =0,152 D, +0,533 D,+C,213 b,

1) We stellen het producticniveau P

- ven eind december 1963

hicr gelijk can nul,



P,*= 0,061 D,+0,713 D, +0,685 D

en d¢ mimimalc kosten bodresen

“+1,401 D,"+0,944 D5 ~0,914 D;D,-0,365 D

1,564 D, D5~1,279 DD

g s

Het oovenstaande produkticproblecs hebben wij zojuist opzce
tost als zljnde cen meerstapsbeslissingsproblcem; maar omdat
het probleem deterministisch van card is kunnen we het ook
opvatten als een édnstepsbeslissingsprobleem en als zodanliy

rplossen (zic paragra-f 1).

2e oplossing

WU U Mg - L Wy gl "oy mpmeny WP VR SR

We stellen de produktieniveaus in de maanden januari,

februari ¢n maart respcectievelijk x,y ¢n z en bepalen de op-
. . ; . ; ¥ * ¥*
Cimale beslissingsvector (x "Ly 7, z ™).

1Y
De Totale kostcen bedragen )

=~ a

2 < Ne e . . &
X (K- P )T e (=D, )" e, (smy) "t X (y-Dy) "+ e, (y-2) +c><2(z~D3)

als we de beslissing (x,y,2Z) nemen.
In (3.16) staat cen kwadratische functie T (x,v,2) van de drie

varizbelen x,y en z; mct behulp van de differentiaalreckening

Kan worden scangetoond dat deze funetie slechts één uiterste
waarde neef't en wel een minimum.

We vinden dit minirum doQr de partitle aofercleiden

£ (%,¥,2), f; (¥,¥,2) en £ (x,¥,2)

alle gelijk can nul te stellen

.‘f}‘%(X:yaz‘}mg%ﬁ (K'“'PO) “"ED(:Q(X”D/] T

L ol e i 1 wghiit plilkd - a0 Py T v ey L4

1) Het produktieniveau Po van december 1963 stellen wi] nu

niet gelijk aan nul.



Dit stelsel vergelijkingen leat zich
ocmvormen tot

a ’m P . -
. :Z LI
‘Nq_--rl‘; P -ﬁ"‘-d_,h‘" i

Mgt

Lot e m e li j ~ - «,F'} - e
A ; , : . { . ' L . ﬂ .
SURRLI T %4; sw’k 1. J__ :'"“-. &:M ] ‘n—L—- N .;i:i-* :;--"'

S &

(2<>< +CX¢ )X** =4 V ,
- +ox, P
1 g "o Datey P
g (e et )y <4 z =%, D, (3.18)
— o1 A+ (o<, +ex 2 =
Nemen we, evenals in het voorszaande, saan datqu SN e res
pectievelljk de waarden 2 en 3 hebben en dat P =0, don gaat
O Yoot
(3.18) over in
7 e ? y — 3 D/I
X+ Ty -2 z =3 DP (3.19)
- Vv + bHh z2 = 5 D

en de oplessing hiervan luidt

D

\N

~

D

97 + 30 Dy + 17
% 2 Yq 0 | o - Yz
Ny < - o, o
- e—-— oy i~
2 . =T e
- O D i /} O .) + H‘”; D.,..
% 7 g - U0 ; (3.20)
VS e e e e e 9.
~ ™
e t;}?
/x ) i i}_ = D 1 /I o -
| +HE - 105 D
# T z B
?;: : W RGN TR W TR ST W T O gl - TRGREVEY SN * B U A e T W g A A I i ey § Sy g

~

97

waarmee we de optimelce waarden van P,

|»,

T2

en P% Zevonaan hebben.

Substitueren we deze waoarden in (3.716) dan vinden we voor do

minimale kKosten



- I8 -

6144 2 54372 .2 36645 2
38805 °1 T 38809 J2 T 38B0S U3

T

35460 p p - 4184 1 o _496U4L § g
38809 ¢ 38809 13 38809 23

Deze oplossing 1is dezelfde als de vorige, zocals de lezer des-

gewenst zell kan nagaan.
De totale prcod 'ktie bedraagt 1in dit geval

N 135 D, + 177 D, + 189 D.
x + yz‘c + 7 R S - < 33,14—])2-1—133 ;
197
waarult volgt dat de totale produktie kleiner is dan de totale
vraag.

Tellen we vergelijkingen in (3.18) op dan vinden we

@ﬁq+mé)x FXLY +XZ = c%Q(Dq+D +D 4 P (3.21)

€~

Lo

2*D3)

van het stelsel (3.18) moet ook voldoen
aan (3.21); substitutle van deze oplossing in (3.21) levert

De oplossing (x%#y%jz%)

x % % —
x“+ vy + 2z =D, + D, +— |

)
1 3 =

(3.22)

I - X

> O

waaruilt volgt dat in het algemene geval de totale produktle groter

1s dan de totale vraag als P >~x%; de totale produktie 1s kleiner

O
dan de fTtotale vraag als Ii—"O-i-f:-::::.:.:><:"E en vraag en produktie zlJn aan
clkaar gelijk als P_ - x",



3.7.2., Een cpleisdingsprobleen,

vt S ™

veroncerstel datl cen koloniaal gebled wordt voorbereid
op zellbestuur, hetwelk over viji Jasar zai worden verleend., Le

beherende mogendheid wil in de nog resterence jaren trachten een

gezonde basls Te scheppen voor de onafhankeil kheid, ILaartue zlin
verschillende plannen ulitgewerkt, waarbl,) €8r. betrekking heeft

L

op de gezondheldszorg. In het door deskundigen sanengestelde rap-

port kan ien lezen, cat het wenselljk 1s drie cursussen te orga-

niseren en wel die opleiden Lot

o) zlekenverzorger

b ) 1nstructeurwziekenverzorgev A

c) 1nstructeur-ziekenverzorger B,

Alle cursussen duren €én jaar en kunnen slechts in de hierboven
gegevern volgorde woraein acorlopen. e ull te zencven bianke in-
structeurs kunnen alle Cpleldingen geven, terwljl een instructeur-

zlekenverzorger A alleen kan opleilden tot ziekenverzorger en een

1instructeur ziekenverzorger B de bevoegdheld bezlt leerlingen op
te leiden zowel tot ziekenverzorger als Tot instruscteur-zieken-
verzorzer A,

In de opleddaing tot zilekenverzorger kan ledere instructeur

maximaal v1iJi leerlingen instrueren.

In de oplelding ToOU instructeur ziekenverzorger A kan

rtedecre ‘nstructeur maximaal drie leerlingen opleilden,

PP 3

In de oplelding tot 1nstructeur zliekenverzorger B kan

(D
ot
>~
(D

blanke instructeur maximaal Twee leerlingen cpleiden,

v - A S, - e - T - T R
LPangencmen wordt dat hoo lecrlingenregervoeolr onbpeperktc
5 - - , e e . - A e -} - - - . - ~ - '; . S ) " T .
18 en dat ieder> lecrling segehikt 1sg om0 elke cilelding te volgen
vercer wordt voorgez-ohraven dat, wanneer rizrnanc cenmaal de status

R o AT e e G ~ [ | R
van inostructeur nerelllt heef . hhj NOOLU ecr a.g zleenverzirger

¥
L]

dienst ~al dcecea, T2 deskundizz., vrageu zi2h 1n hel ravport i,
ce de ingurrcteursin de verschlllende jaren over wwe opleidingern
moeten worden verdeeld o het maximale aantal'verplegingsjarer”
ce verkrijgen “n de nog resterends vijgl Jaren van het peheer, als
verder gegevon is dat er voor dit cdoel viJi blanke 1nstructeur
beschikbaar =iijn. Een ""verplegingsjaar” is een jaar, waarin €eél
cedurende één jaar geheel ter beschitking van de

verpleging staat. Men spreekt b.v, van U verplegingsjaren als

Zlekenverzorger




4 ziekenverzorgers zedurende 2 jaar pehieel ter beschikking van de
verpleging staan.,

Omgchrijving van et nathematisen aouael,

Unaer nhet systeen zullen wil) verstaan Yde cpleiding van verpleglngs-
personeel’. Alle Tersonen cie bij dit systeem betrokken Z1lJn kunnen
worden 1ngeceeld raar hun status G- en naar hun functie Q. .

e

JV@PZl ht Van de clverse status
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Schema veor hel verqelorn aer unctlies

over de verschillende status,

rwmmmm St e ‘_‘m‘-ﬁ-—*‘_—-‘mﬁ-’
{
Status , Mugell ke umnclhie,
—— i . G o TP e by o+ - 2
e, va— - - R e S P ML i TR e A gy i T s I T —— - ....__..-—-—-—.—-_.-—)
i
{J E ‘P
a P
4 F o s gﬁq
I 3
— —— (3.25)
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A v FPwe e PR P wers, PR B AR Mgt T

Wanneer we zeggen dat i1emand ce functie q& bekleedt, aan wil dat
¢

zeggen dat deze persoon daadwerkell jk te werk gesteld s 1n de

functile 453 ongeazht de status van de betreffence perscon; het

is b.v. heel goed mogelijk dat iemanca, cok al heeft hi: de status

CTLL‘5 gedurende €<n of meer jJaren te werk gesteld 1s in de functle

Cpga Met behulp van (3.23) definigren wi]j de toestandsvestaren

S5 Oos 83, Sy 20 85.,; e toestandasvector S (k=1,2,...,2) zal aan-

ceven hoeveel psrsonen er op het K- de beslissingstijdstip (nog
voordat de X- d= beslissing genomen is) bi) het systeem betrokken
ziJn en in wellke status,

Wij schrijven ceze toestandsvectoren als volgt

-y ﬁ“g
= ! S - - ; S - e & -,
Sfl {}Oj/zj Dﬁ}'y/l} 29’1# -3}5 I 4519 \
S
2 ‘2 0525 qygj 23‘33 .j.?d:‘J “"Ll,}d
r (3.20)

S = S . S - , S W} |
5 Co,50 T1.57 2,57 73,50 TH.S T

zoGatl de Zcestandsvector S, wordl WEErgegeVell CoOT
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Nierbij geeftl de component S. i het aantal personen aan dat oOp
2



vOoOor

S .,
SRR

het kK- de beslissingstijdstip de status G heeft. Unda<
, | 1
K=1,2,..., 5 steeds oneindig grcot 13, kunren we geze component ge-

makshalve uit 8, weglaten. Hierdcor gaat (3.20a) over :in

K

jo.
¥
M
¢)
A
oN
\e
()
D
(/)

3,k Si@,k} (3.27)

wanneer we ditl formalisme strikt handhaven, dan zulien we moeten
stellen dat

S, = {0, 0, 0, 5} (3.20)

omaat, zolang het systeen nog geen Jaar in werking 1s, er nog

LS

niemand 1s met de status G, (1=1, 2,3), terwi;jl gegeven is dat

1.
er > blanke instructeurs beschikbasr zign. Het ligt voor de hand
eel megelljk

i

om nu reecs vast te stellen dat er 11 het eerste jaar zov
1nheengen moeten worden opgeleid tot ziekenverzorger.,

Het gevolg hiervan is dat

82 = 425, 0, O, 5} . (BG?("“})

HeT verdcere verloop van het systeem i1s afhankell jk van de beslis-
singen die op het tweece, derde, viercae en vlijide beslissingstijd-

sST1p genomen zullen wordcen.

l'e Te nemen beslissingen definiegren we als vectoren met componenten

}iijk (l — 05/1}2533)—!-; J = Osﬂg_s?u”; ko= f13253J4ﬁ5ﬁ)5 1n ean O
andere volgorde gerangschiktT; hierbij 1s xijk het aantal perscnen

dat op het K-de beslissingstijdstip de status O, nheeft en 1n net

k-de Jaar te werk gesteld zal worden in de functie () .
Eerste oplossing.

We zullen het probleemm eerst opliossen als z1ljnae eern H-stapsoe-
slisslingsprobleem,

A

I'e opbrengst (het aantal verplegingsjaren) in het 5-de jaar ve-

draagt
(5) (« o e
N 5 (QS; X5) - 8,155 ‘e 5_9 (___M,) )
en aus
(5) o i(B) (e woa
h (85) = I%d.x 9l = (b5, 5)



>

Bovenstaand resultaat 1s vrijwel evident omdat het voor de totale
opbrengst alleen maar nadellyg 18 om personen met de status T

g
in het vijfde jgaar nog vercer op te leilden: we kiezen dus

o5 T U (3.32)

We hebben het S5-stupsbeslissingsprobleem nu herleid tot een 4-st&ps
beslissingsprobleem,

> * \
n )_%_ (Sl_l 5 X)_il) = h(JE )( 52_!5 'AU ) -
1. 5 1 ' 5 3
o 11(4)(8)4}1{4} T h(u>(b43 Xl}_) =

|

2S. + ¥
1,4 ool

Lorr hetl opleiden van personen et de status -GH 1n net vierde

Jaar plJ] voorbaat ocngunstig 1s, klezen we

Z0 heeft het evenmin zin o1 In het vierce jaar n-> oL te luiden van

el

¥ R ; - nan | i~ S O “ ™ - - .
- ,ﬁ | !il ..:# Tm«- - 4: ‘ h . = - -L--; *} “ w—ﬂ y{ ‘i- e Vaal! i - . . *,.,3,.,' . ,.q?‘, P gy ) ™
l 2 t - ; t G"‘? ""l * * (-: v’ L; &v" - :.,r'{, --!- Ewﬁ} j i S AU P i ] .o R “ ﬂ : .-*’i k*_.-o' :- i‘ l;ri.r ;"'k-na-' ;i:; - i - ; A N; }
D ”

I |
h()f)(8u> = ?‘Tl:?i}i h(ﬁ>(8h’,’ }{4) =

ny ' r
X,
= max (& g + X = e +omax X =
‘@&a (m Qqﬂ” QQM) bﬁja %@ f004
Xu ”%
— D T Q + @ TS ﬁo 4
- S/}))‘I - ( Ej}f “')‘33}"% hj)___;_j}f_) () 3 )

Uit het voorgiande volgt dat er 1n het vierae jaar alleen aandacnt

besteed zal worden aan de opleicing van U TOU Gﬂﬁ

Op het derde beslissingstijdstip zijn er nog geen perscnen net de

status . zoals blijkt uit het volgende schema

b



Beslissings- Mogelil gk voorkomende status

Tijdstip
’1 Gl:ijﬁ O’l%
: — — e (3.35)
050 9qs 9y |
3 O—::)f: G:l.ﬁ OEEf 01!
Ledlden wein izt d.rde irgr o *f:.f':.,nO'z tot (Tj dan zullen er opr het
vierde beslissingstijdstip perscnen zijn met de status d,. In

-/
net vierde jaar zullen alleen instructeurs betrokken zijn bij de

opleiding van O‘O ot G”qﬁ enn o 1nstructeur bij deze oplelcing

Te kunnen zijn 1s het volcdoende de status CJ”? te hebben. Hieruit
volgt dat het geen zin heeft om 1n het wuerde jaar (blanke) instruc-
Ceurs beschikbaar te stellen voor de c¢pleiding van O",.;3 tot <.

3

Hierult volgt dat er op het vierde beslissingstijdstip ook geen per-

sonen met de status O, zullen zign :

3
dus Sq = O (en Xoe3 = Q) . (3.30)
Substitutie van (3.36) in (3.34) levert
nUH)(8,) =2 s,y +5 (844 + 8y ) (3.37)
4 4 - UL 2,4 b,d f'

en omdat s, , = 5 voor k= 1,2, 3, I en 5 vinden we tenslotte
b

h( ﬁ-) ( SlL) — 25 + 81‘ )Jr- T 5 S I

" S ™y
{ o 3

Hiervoo~ Kunnen we ~rohrl jven

h(‘q‘)(o ) __ 'k(lk)(% ¥.Y) = 25 + 2(=s A4 - M ) . 5(8 +27 -
4ol R R 2T ENE,3 T Ton3 103 2,3 7103
_.jhkgcj)m
- - /-
- D f 4N o O T X o o )
want « = O, (3.36)
ﬁiO__?)

Verder vinden we



(3) - (Y, ) (uy, L ) oy, L
3 N33 30073 03 R T3 N3
= (S - X . + (28 + 2 s 5 SA + 2 X + X, o) =
( 1,3 10 ) ( = 21,3 - c 43 0073 3 1@3)
= 25 + S + S~ - T 2 x_ . + 2 C
= 3 /]53 0 25,'3 00 3 . 1073 (3"3))
| 3) (« A2
e dus h( > = max h->Z S K = .
3 ( 3) ¥ - ( _jfffﬁ 3) (jﬁ)_[_cw
b
=25 + 3 s, ., +5 5. ., + 2 mnax (x + X :
15 3 ‘::3’ - ( O3 ﬂUB)
X
b
Als er in het derde jaar A4 PETSOnen met di status fT%XMﬁﬁﬂH]
D2 K
opgeleid tTot <§; Gan zljr N1ervoor {;wgfi-] instructeurs nodigq);
aangezlen er 1n het derde jgaar nlemanc wordt cpgeleid van Gé tot CTB
zullen er voor de oplelding van U tot GH
s I o
03
ey, - [
8’93 3 B (3 )

instructeurs beschikbaar zijn. Het zal cuideligk zijn dat elk der

laatstgencemnde instructeurs 5 leerlingern zal mceten opleiden.,

63 -
Tus X = + ~ e 3. 4p
Fu03 T - {k5 72,3 3 '} (3.42)

Formule (3.40) kan dus ook geschreven worder als

1’1(3) Q = 25 + S + 5 s + 2 max {23+58 T
37 (850 > 84,3 2,3 7 % ¥ 1 2, 3
3 Kqﬁi“ +
- 5~ “Wi@ + X fﬁ} =
-3 103
W’xqu“ +
= 75 -+ S + 15 g .t 2 max ~{x S = D = }1 43
(5 3 "1193 - :3;3_9,;5 1ix /}Qj’ 5 _ 3 __i (:3 J)
,(‘:.w*:)
)
Voor positieve waarden van E103 18 de vorin tussen acnoladert 1n
(3.43) altijd negatief, terwi;l deze vorm gelijk aan nul 1s als we
X103 = O (3.44)

kiezen.,

Voor (3.43) kunnen we dus schrigven

n(2) = 75 + ;o L. (3.4
3 (83) D 3 qu) 15 ngj (3 5)
1) [%ﬁDB:}+ is het kleinste gehele getal cat groter dan of

3

1073

b

LS,

gell k aan



Voorts is

~ (8152 ) KWOQ) +‘{?5 t 3 8131 Tt T {1;2)'*
+ 15 (8252 X, s o :g{.zog)}
mnaar dcaar sgjg.ﬂwfb o Ky = O, Kunnen we hiervoor ook schrijven
h(g) (ng }12) = {5 + ¢ f’;‘squ + 3 Mg T 1 R (3.40)
Lus:

12 (85) = max {15 v hey w3 x v n L] -

=
= 75 4+ U S 2 toinax (3 Xagn T 11 Kﬂog) : (3.47)

Als er in het tweede jaar A 4.0 PErsonen worden opgeleid van g, tot
can zijn hiervoor

o2 | T
13“:} (blanke) instructeurs nodig:s

hieruit volgt vrijwel direct dat dan X oo £8llik aan

: X T .
i o P 102 (3,45
oo T 0 {5” 3 ] }

gekozen zal moeten worden,

We vinden =zo

I -
> ) RN " -
~L = D T od e A S R e e e =
C) 2 i:, . 7 i 5 | 3 ]x..u.f;' j‘
VAN ;*‘") o
: ~ :
e oo |
N , L ]
= ’1 5 U ’+' i’» u 53 -~ a0 “{— L. :f; X } /I "[ * :";: e 0 - ;] 5 s S !f ( 3 & L‘- :j )
s = i \ e 0 w
""}“’f"j
£
Nu mag;xpkﬁgfmmxttigrater z1lJn dan de maximale opleidingscapaciteilr
I
van de vijgil beschikbare blanke instructeurs, Terwi ]l X g, 0 tevens
(L

Kleiner dan of geligk aa.s het aantal personen met de status Cf1

Op hetl tweede beslissingstijdstip moet zijn;:xq moet dus voelaoen

O
aan de voorwaaracen



il

Lo - "

ko

lE@SliSSiﬂ@S“ Optlinale beslissing

- Cigdstip
] d Elke blanke instruct=ur movet 5 inheemsen oplei-

(3.50)

I
AD,

Aangezien Sq. o o5 21lgn de twee c¢ngelljkheden in (3.50) gelijk-

waardlg net de éne ongelijkheid

~ 7 -
O = %,.~ < 5.

Toor de vorm die in (3.42) tussen accoladen staat uit te rekenen

VOoor X, - = 1,2,..., 15 vinden we, dat

s
A
*«....}
9
!
A
\ Y
Pt ¥
\)
L &
\J1
AN
N

de optimale keuze 1s voor Y met als gevolg

h(g) (82) = 150 + 4 s 240 + 4 s

+

O
.
]

1,2 1,2 7 (3.52)

aar het cocnmiddellijk duidelijk is dat S, o = 25, 1s de maximale
J

Opbrengst dus
bs
H = 240 + 4,25 = 340 . (3.53)

lenslotte geven we hieronder het optimale beslissingsschema op

cverzichteli jke wijze weer,

FR

aen valy g o votl O

""\‘ M.": o
I
}
L
sipminh, e e vy L it = = : P B A i A St il gt gy oy A i S AT A1y pre—— Myl ik S ‘

3 B ‘ E“ I P l Y b vy e T t;a YT En Y vy et 2 R } -; | - .,, . W .l. -
e ‘ Rikes plunie nstructeur noel 3 1inbleemsen cpleiden
\

Van Cg Lol T4 terwi gl 2r 10 inheemsen als zleken-

. e TP I T R Py 3 Y T TR SR, Lol S I T P SR P WA PO oo g, o gy o AL k850 i o A L ot A B i S MY T

B e e R e e e L e s i

1 verzorger ce werk gesteld moeten wordern,

e oplerlcaling van O} tot d,4 mnuet worden stoupgezet
£

terwl ;1 elke beschiikbare instructeur (1in totaal

1 z1jn dat er intussen 20) 5 inheemsen moel opleidern:

s
}

van o, tot J.. Er biigven 10 1nheensen als zle-

Kenverzorger werkzaain,

oo &m - m‘ m _ .""'l

% e T PP - NN 2. 1 WPl + o= ety vt~ S TN ey R i i - WA e - A -y Iy R AR
PR yrpa— A WD g e, A el g e MBSV ra WP 70T

a Flke beschikbare ingtructeur noet 5 inheemsen

| cpleiden van cotT <J%¢ I.Le overige 7110



Betreffende de aantallen verplegings

ge overzicht

e

Sl
L

inheemsen, die de status Cq hebben, zullen

alle een tank als ziekenverzorger toegewezen

Krijgen,

’

Alle persunen met stactus O, (210 wan) moeten
s zlekenverzaorger te werk worden gesteld,
e

a
,E R

Hetl verdcere opieidingsschena 1s 1rrelevant,

jaren geven wi,g nog het volgen-

¢

. i by eyl iy st ol A e e o o R AT AN - < S ey i

Aantal verpglegings jaren

T~ - iy B s e
(—)
. - apliiin- bl 2 -l iyttt Pt N A P PR -k drpnlfe ey =R el o e S g A AP LA T -y i eyl gt a5 Tl W el b o o o T Bl i o . 2]
M e - T S b AT R i N i A - v st M e o SO PP P oy - S~ - = ol Sl il y vopimiol

10

- — T T o wirgri e

100 + 10 = 110

I}
Y,
A
-

100+100+10

PR RSl ol U ol iV - e W -V TS P W S Ay W T Wiy

340
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Ook 1in nct stochastische N-stapsbesllissingsprobleem begint
men niet met de bepaling van de eerste optimAale beslissing, maar
met diz2 van de laatcste. DLu houdli in dat eerst een stochastisch
cénstapsbeslissingsprobleem wordt opgelost.

Incien wij de verwachitlng van de directe opbrengst van de

& , . N),o .- .
J-de besliscing aangecgeven mat ha( )(aﬂgxﬁ) dan zal men 1n de laat-
, T

3
n o Ky N

, . (N
ste stap vraci, 2n d=2 fﬁwmwnférﬂ‘*US te méximalisceren naar X
Hier»voor dilent men evenwe. de toescand SN.van het systeem te ken-

N
nen. Aangesien maen deze toesvcand niet kent lost men het éénstaps-
beslissingsprobleem op voor &alle mogelljke toestanden.

De maximaal t©e verkrljgen opbrengst

(I e W (N -
hy (SNJ = gax hy (SN,XN) (3.65)
M
18 dus een functie van de toestana Sy OP het laatste beslissgsings-

tijdstip.
In pa gre2i & Lhebben wlj vastigesteld, dat blij een stochastisch

wa

1

peslissingsprobleem dez kansverdeling van de toestand S op het
de

J besliscingstijdstip volledilg wordt bepaald door de toestand
Sj“ﬂ en de beslissing X?“q.

D= opbrangst héN)(SP) is dus, gezien vanuit het (N-—-/l)ste
beslissingatijdstip, stocuastisch. Indien wilj dus op het (Nﬂﬂ)Ste
hesligringstijdstip rekening willen houden met de laatste beslis-
cing, den zZullen wij de verwachting van de optimale opbrengst 1n
de loatstz stap in onze bheschouwingen moeten betrekken.

Nrze verwachting, f“ &N)(um) 1) kan nu wél worden opgevat als
cen funtte van dL oto2astand S, . orn de peslissing X,

Terne Mot e oy T enm wid o og I\T: | ot f}q<N> [ Q 14 Nt 1
LETe Lmnetie ullaen wilj o aaageven net Thg EEINTPIED SANP

dosowe da e LenE 30t Ve 0 Tde Jlcatsve stepraen samen-
Toegen 2N A2 Ron oaangeven meT Elﬁﬁa(“mLﬁﬁ“ﬁﬂ“ﬂ} dan geldt:

B /N )
“h&ﬁ%(smhqﬁxjmqﬁm (S g0 ’hQN%(SN~ﬂ3KEW1} (3 60

1) Deze vevwvachiting dienc berekend te worden ondepr de vecorwaarde
d2% op net (11-1)-3te beslisecingstijdstip hetl systeem in de

; R - . s A - " o A ¥ . i A— “';i ~ "3 2 s »
OSB3 cand QN 4 raplkezrlde en g de (N--/l>~§3 CE Des.lissing was.



..;.:jo.....

Na deze bewerkingsi houden wij een (N-1)-stapsbeslissingspro-
Dleem over met de opbrengstfunctie

5X i) VQOP J /! 5 ﬁ ¢ 8w g N“? iﬁn

- * N ,
j (Sjﬁxj)x h() <Eﬁmiy?\}' /I)VQOT ] ==

Z0 doorgaandewordt het oors pronkelijke N-stapsbeslissi

Dleem herleid tot een éénstapsbeslissi ngsprobleem {(vergell j
paragraaf (3.1).

o.2.71 Een verkoopprobleem

bt gy yEedinigh Terapge W-w”mwww“m - TR T gl 1 gy o - g

Een reisburecau heeft voor een periode van € jasr cen
notel gepacht in ecen Wwintersportcentrum. Metl ecen KkKolenhondoeloar
daar ter plaastse 1s e¢en kontrakt afzezloten, wanrin wordt |

paald dat de kolenhandelasr ¢lk joar ecen vaste hooveelhe:d
brandstof zal leveren toegen betaling van een vas

b e S *‘ém e i_@.f.‘ S P T
an e Jast bedrag I

per jaar.

Verder 1s overeengekonen dat het reisburceu. in seval

van ontevredenheid over de leveranties, asn het eind van
het kontrakt éénzijdig mag opzeggen

1%31£olenhandelaar'verk00pt drie soorten kolen:
(1) superkolen

(2) kwaliteitskolen
(3) huishoudkolen.

Levert de kolenhandelaar gZedurende een Jjaar de kolensoort (1)
dan bedrasagt £ijn winst ~. (i=1,7,%)

De kans op opzeggineg van net kontrakt na levering van e

kKolensoort (i)

\ duiden ve oan Ted D, oen dgzZe Kens Zal onhal |
QR : S e , C e P :
lijk ziJjn van het Jjoar vin Levering.
3 ~Y e — e - P, [ - e - b
De kolenhendelaar, cen herde zakenuan, vroogt Zlon b ol
i ., . . | - - N PR o b A [N Sl ;
wvelke kolensoorten hij in de 6 opeenvelgzende Joren bi] net notel
- - — S -

7zal afleveren.

2nscnrijving van het mathenatisch r e

WWMW R e wh YR NRERES R T RMGRINE IO YN AT T e
WMWW

Tn dit zeval zullen wij onder het systeenm verstasn do iolen

~1r 3 » I A
leverantie (of het kontrakt). Als het kontrakl 1s Opfcizogd dan
zullen we dit uitdrukken docr te zeggen dat het systeew zlch in

de toestand 0O nevindt: als het kontrakt niet 1s opZezepd Wl



zullen we zeggen dat het systeem zich in de toestend 1 bevindt.

De toestendsruimte bestaat hier dus uit slechts twee punten.

PRI et R 3 iy P T AT e Al ISR YT T S IR W ¢ W

De kolenhandelesar moet achtereenvolge 6 maal een beslissing
nemen cn daarmee staat hij voor een 6wstapgbeglissingsprobleemg
De beslissingsruinte D zal per definitie bHosgtnmn wit de vior punten

T T RN T W WINPT WEIVI Y I N g

C,1,2 err 3., De beslissing X=0 komt overcen met het leveren

varn geer. enkKele kolensoort; deze beslissing wordt om van-

zelfsprekende redencn dan en slechis dan genomen &1ls het kon-

e

------

trakt 1s opgezegd (d.w.z. 2ls S=0).
De beslissing ¥X=i (i=1, WJ)) noudt 1n dat Zedurende het betref -
f'ende jzar de kolensoort (i) geleverd zal wvorden. De loatst

L

genoemds beslissinzen kunnen dus alleen senomen vorden ols

S="1,

Ao welrSeyoven In het volgzende schema

Ayl

-

e laten beslissingen X

TR eiimririie: - TAPEPETE - | T R ey P ST W A el sy n Sk 3l i A, B LA LG A Arr e~ —— J— -y » [ T — —— o " RTS—— - - N - - — P "
fal o o TFY Srrriier-a prpp— AL - g TR AR P R woghalr -l Ay Wl o P A Rkt VN - iy Nl o L e e e

Oplogsing

Als ce kolenhandeleaer in het zesde Jaar mag leveren (dus als
S6m1 dan zal de zesde beslissing A6 zodanlyg gekozen moeten

worden dat ~

h6 J<1ﬁX6> (5*67>

maximaeal 1Is veor M, =Y ;o
o @
Ondersteande tobol gwﬁft Sen oOverzZzient van de wasarden dio

oo Ll jke voarden van X6:

A

A6

(35.68)

“ m } . X o
Voor de optimale beslissing k6 Jeldt dus:



)

5 ) 3% gs 7
) (13)= W@(1) = mex [2,] . (5.69)

wat wil zeggen dat de kolenhandelzar in het laatste Jaar (als
Nij mag leveren) die kolensoort zal leveren wasrop hij de
Erootste winst maakt

Als de kolerhandelaar in het zesde jaar niet mas leveren (dus
als S6mo) den zal hij zonder enigze twiijfel de beslissing x6=o
nemen. Deze fde redenering zeldt voor 21le beslissingstijd:

Stippen waarop zeldt S=0. Voor zo'n tijdstip zeldt dan dat de

-

verwacnting van de now te maken winst celljk is aan nul, want

als het kontrakt cenmaal 1o Opgezezd worden er Jeen kolen meer

L)
-

geleverd voor net resterends deel van de ©

jaar.

A l S 3 - N : PSR . B -y - - L s R PUN o o ) #
ae l{ O_enna naoe 2.8 1n 3{‘1 el V1 i__] f e Jaalr e J i everen d;:;n 7|

r
e ¥

; L

;..-e"‘""l

s s g e 3 e e GX ,
nij de vi‘fde beslissine X0 Zodenly woeten kiezen wat

(Y, o v % (6) (B, 6
5 T (1 Xg) T 2 (1 x ) =n P  x s SNy (5o70)

maximael is voor X_=XI,
S 1

-

In onderstaande tabel geven we de waarden aan van de in (5.76)

voorxomende functies, voor alle iioseliike waarden van X

5 1*{

()] (3.7




ap—— T————— — % —— i

. jj —

en ult deze betrekking ken X?

rieke waarden van a. en p. (i=1,2.,3) bekend zijn.
1 Tl
Als de kolenhandelaar in het vierde jaar mas leveren dan moet

o

worden copgelost zodra de nume-

de vierde beszlissingz XM zodenliz Zekozen worden dat

h4<4>(43x4)mxh4(5)(45xq)mh4<5)(1;xL)+ 'h4<5)(43X4) (3,72)

. . 3%
maximaal is wvoor XngA’

Ondersteande tarel geeft een overzicht van de waarden die de

functies in (3.77) kunnen aannemen.

. ~ - ~ e, ; PR B S . —~ . 7 4 | i .
en ult aeze cotrexkwim s Kunnen Jeé kﬁ onlos:

i:"“"‘t
.
e mgE
d ’J'ﬁ ‘ii *":i ‘:":‘ lﬁ ::i é»-} x‘ ? : -tm1 ‘":i *;t:,‘ "Eﬁ"u; ;I t .?‘#.:; l~= :;ul *.__h. %,_ Fﬂ.i .:_i . ...} 1-&. ,,* | . 1{,‘ "‘3 *1--‘-‘:‘ b ,.w.:a | l ~£ t;&: g #13 n | }h ‘::3 . “T{‘-\-
O Jdeor faande vindsn oot de o cptincie peslissinsen X
b -
I

(J:/]ﬁgﬁf }”"%“ ,:} T0e e O laaoen 1
< | rw N % ) “ ;
LS 4 - L T % - 1 : 4 — | E
}.Aj. j l\ ! ) o L Lot l : . 1 E’;“ i i'"l. .‘i ) 1{ {x ) i < W} | 7 L )
b .
L o _

Van bovenstoond rooultaat curlen 30 nu ceen toepassing beschou-
wen .
otel dat

; ;e ST
i
e Q , — l.!. B '
R R 790 Pr= O <~*)*‘75>
- i
& - -



- 334 -

Uit (3.75) en (3.69) volgt Xgm? ) en h6<6)(ﬁ9X§) még)(4> = 1050.
D

I'oepassing ven (3.71) levert Xémﬁﬁ en h <5>(4,X§) = 1470, want

>
aq+(4apq) h6<6>(4):435 + 0,3, 1050 = 1275

1420 (3.76)

|

ant(1-p,) 10 (1)2790 + 0,6. 1080

a5+(’! pB) h6(6)(/])::/1050 T 034;3 ’5050 == /“-!‘70

% L X
Toepassing van (3.73) levert Xaia en h4<k>(4ﬁxi)m hﬁeﬂ) = 1672,

went  a+(1 p,) h5(5)<4):435 + 0,8. 1470 = 1617

25+ (10g) 0020 (1)=790 + 0,6, 70 = 1672 (3.77)

1633 -

}

*..3 . (5) (ay_ .
az+(1-p5) ng 27 (1)=1C50+ 0,4 1470

Verder vinden we: X§m9 en S ég)(ﬂ) = 1793%,20, want

e +(1-p,) 1y, (1) = 435 4+ 0,8, 1672 = 1772,60

am"h<1 pﬁ ) }1

4(1”(4) = 790 + 0,6. 1672 = 179%,20 (3.78)

)

1050 +0,4. 1672 = 1718,80

en ~ = en hn ( ﬁkﬁ) = h, (1)= 169,56, want
- ,1,,"/] ) E <33> /]"" Wz 1 : ™ Y A ) 8" “6
2+ (1 pg) 1M (1) = 435+ 0,0 1793,24 = 1869, 56
-
(\m ) oA 7 <7 ' I C A Sy Y e
{3,.)1-</f p,ﬁ) hﬂf} B 1'\*‘, = {‘;;;O i ‘:)3Ua /’ff_;fj,i-) = 18(3)9 3) (\:’ 79)
[ )
g5+(1 D) Y7 (1) = 105C - C,4 1793,7°0 = 767,38
oy
, I ; -~
a L () % (1) e
Tenslotte vinden e i’}ﬁq SR hﬁl - (’1 '}"i‘} ”“"IL,] (4 ) = 49;}()___#05 WAlll o
’ Ny (A‘ ) - NS YT - . o
34+&f3£l1) N~ () = A0S+ 0,80 869,56 = 19350,65

4 ‘,a-l ) ) B -f .
Eii:’mi“(ﬂ p"‘”j h"f?‘k (1 ) o 790 il 936 /‘869,93% - ’li}/}”] 374 <;3‘~‘ 80}

( S ) . o
a3+(1hp?) o~ (1) = 1050 + 0,4 1869,5¢c = 1797,3C .

-
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Samenvattende hebben we de oplossing veergegeven in onder-

sT~ande tabel.

Kolensoort die

Optimale beslissing
a , Xﬁ* wordt afgeleverd
J | ] in het J-de Jaar,
TS e————————— - .T..m o - W— S — P— R —

|

d i “ . superkolen
!

2 | 4 | superkolen

’f’ ‘%
b 5 - kivallteltskolen
4 } = kivaliteitskolen
D, E I huishoudkolen
5 1_ 3 huishoudkolen

De optimale winstverwachting bedraagt 1930,065.

M st



4. Het co-staps beslissingscrobiecemn.

Lo Ge vurige paragrafer hebbel, wi) .rns berer<t (-0 vesils-
singsproklemen, waarbl) s:eches eer e1 ¢

LoGLE 2ar .a. bes.issinae,

genomen zehcerde te woraen

* o~ ~ | . Y ; : *
In cCegze paragraar zullen wi J LS RBeZ1lghot.aarn el Sliualrled

waarln et aartal le nemen beslissinger wnbegrensd i1s: 090 Za.

zocnder neer dulde 1,k zi,n dat de CplosSSiog van Jdeze probioane.
3 ] . . . . ,,.,,:* . | — . o , ’ e v geem , .

niet verkregen kan worden Goor ( Z . al8 W& 1 uge V.rlge parag

nebben zedaai:) eerst de ".iaaiste" besiissiirg Sgoimans ©ooler

4.1 He” definiete oo -staps besiissirgsirobieem,

In dit gevali bli . é{“t Uit de probicomnstaerilng Jdatl de .oestaind

P

e - ~ i . o Ce [ U R N =
L 1eT eerstv .1 gende beslissingsir dstilp voiledlg epdiou wordl

- ~

acor d= .ocestand op negt nulailrge moment van beslissen e we op
dit tijdstip genomen besliiss:
Verkesrt het systeem up net -Ue beslilissingstl jusiip in ae .oe-

stand SJ enn 1s de bijbenorende bestissing X , Gair kKan ae Luestana

¥
van 21 systeem op et (j+71)-site besiissingsti_dslip aus woruer

opgevat als een éérnduldige funcuie

van SJ e X,

In desze paragraaf zullen wily aatcemen dat de reiatlie Lussel

SJ_L_, enerzijus en :J e X . anderzljus voer ledere wazruae van

LS

J dezetfde 1s .S LW,

valgencﬁie situvaties voordoen

.

T~ " ) ey e b e e T voor s
d Uit Ge&e pra¢b leegtel ling volgl, it DL g 1 -de pes.lissilg Ge
& ) e o

SH——

i . 3 . S , . - ?_.w.,. - x e ?e . . é < e : s - g “"ﬂf:f?h;' m'* ?“"1 ol Sy vy ‘i":vq -
vol ledige opbrengst, te verkrigger it de LoEKLES . lge DESLLS
B ™) !

" en i - ~rr e ocehraechnt
singen, 1n rekening inc el worcen gebracnt,

;- e e o ’gf - y - %._; o ';5 - o Ef - ?z w,?; S —
> yit de probleewstellling volgt, dav O het 1-de Dbesilssing

E

. 1 f } * v g " 1 Al A R g " N %* ;::rz il "mz f'l Y*a iﬁ,c s .«3 E;;'
t1jdstip slecnts rekeunlng W At genoucer met eer | i



van de cpbrengsten behorende blj de Tuekomstige beslissingen en

wel zo dat de calrecte bljdrage var de J-de beslissing (; = 1)

Ty

tot ce totale _pbrergst geligik 1s aan

Hilerbilij 1s O= <1,
BijJ de uvplossing van een oo -staps beslissingsproblieen neinen we
eerst de eerste r beslissingstigdstipyre:: 1 ogenschouw zuinder

ong te bekunmmeren oin de vrazg watl er oy de volgende tijdstigpen

nocg allenaal kan gebevrren, Op deze wijze hebben we een n-staps

beslissingsprobleem gegchapen waarvar we met de methoden var

de vorige pvaragraaf de oplussing kunnen bepalern. Te maximaal te
verkriljgen opbrengst zal een l[uncile J_I( Sq) van ae begintoestand
S

zlijn., Verder 1s geniakkell jk 1n te zlen dat in gevai 1, ae

] i
betrekking
fn(S,])m max EE“}. (S’I’X”i) + fn-—-’i (82)_1 =
X
B ]
= max [0 (54,%4) (8(8,%,)] (4.3)
X

zal gelaen,
waarbil j fﬂ__,;( 52) celljk 1s aan de maximale cpbrengst varal het
tweede beslissingstijdstip; omdat de tuvestana S, volkomen pe-

paaid wordt avor S, en Xﬂ Kari LI ’l( S,,) cok geschreven worden ails
Ve [

d
eern functie

{ 4(S(Sq,iq))

[

van een f{unctie S(8 Xq) van S, en X

1° ]

,, i~ e 1 - e 3 T s S
VOor geval 2 lulden ceze Tormuies

frq(S,])z: nax Lh (.."53,,,_151&”_,1)~1~w j]__,} (SQ«?)_‘ =
X
_ 1 }
o I‘Q&?ﬁi Ln (SWX’l) + jﬁ"‘ﬁﬂ_,} (S(S,“"f 3))J (Ju“*f)
4
Beschouwen wilj nu Ge rij I ( S’i> dan kan het gebeuren ual Ueit
i

£ Ry

rij voor elke vaste tuestandsvector o, na.r €en getal . (Sq)

" e - = D3 4 sl toyvaat ar, o oLl
convergeert als n unbegrensd tceneemt, Blij elke coestancsvectul
3 zullen we dan een limiet £(S) vinden en de verzamellng 11l.lLe8Lel

die mo ontstaat kunren we opvahtten als een funcilie vp Q€




verzameling van alle mogeli jke begintoeastanden. Als deze conver-
sentie incercaac optreeat dan mogen we verwacnten dat de relaties
(4,3) en (4.4) respectievelijk zullen overghen in

:(S/]> :g%ix ___h (S/]’X/I) +f(82)_‘ =
— gax Lh (S,],X,‘)*‘f(S(S,l;X,I))J (qu)
_ -
eli
i(S/])m z}zilax ;}"l (qu}(,}) +, X f(Sg)] =
7 _
= mex | b (85X ) + = £(8(8.,%,))] (4.6)

e cplossing van het ceflinlete oo -staps beslissingsprobleem kan

nu bepaald worden zodra de functie f£(S) bekena is.

Want als f(S) bekend is voor elke waarde var S dan kunnen we 4dcor

niddel van de betrekkingen (4.5) en (4.6) vuour elke begintoestand
£

S1 de bljbenorende coptimale beglissing X, bepalen.

T
4.2 Het stochastische -Staps besllissingsprobleen, 1)

Nu blijkt uit de probleemstelling dat de kansverdeiing van de
toestandsvector behorende bilj het eerstvolgende beslissingstijdstiyp
volledlg beraald wordt door de toestand op het huildige moment van
beslissen en de hiercp genomen beslissing.

Verkeert het systeem op het j-de beslissingstijdstip in de toe-
stand SJ en 1s de j-ae beslissing Xj dan 1s de toestand op het
(J+1)-ste peslissingstijdstip dus een stochastische grootheid

S :.q Waarvan de Kansverdeling volkomenr bepaald wordl door S en

X;ﬁ . Bovendien zwullen wij aannemner dat deze kansverdeling niet af-
nankelijk is van het beslissirgstijdstip. ALs net sysieem aus op
°.v, het 5§ SrL NE L 5 veglissingestijdescly gezoelice Loesvand O aan-
neemt en we nemen op beide beslissingstijdstipper. dezelide beslis-
S1Ng X, dan zal de kansverdceling van Sg cezelice zilgn als die

Van é’l@'
JOK bilj het stochastische co -staps beslissingsprobtleem onder-

SChelcen we twee gevallen

. U1t de probleemstelling volgt, dat bij we i-de beslissing de
verwachting van de volledige opbrengst, te verknljgen ult de

tf;‘;ekomstige beslissingen, 1n rekening moel worden gebracht.

"m-
'“_‘hﬂmmm

;«T? . SR y ’ - : " ! . \ - L g )
) Pardgraaf 4.7 kan bescaouwd woerden als eern bigzonder geval

AN mopacrasf 4 D
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2 ult de probleemstelling volgt, dat op het i-de beslissings-
tijdstip slechts rekening wordt gehouden met een fractie van
de Opbrengstenq) behorende blj de toekomstige beslissingen en
wel zo dat de directe bijdrage van j-de beslissing (j = 1)

L™

tot de totale opbrengst gelijk is aan
=Y"* h (Sjﬁxj); (4.7)

met 0O0=2<<<1,

Evenals in paragraaf 4.1 beschouwen wij nu eerst weer de eerste

n beslissingstijdstippen.
De verwachting van de maximaal te verkrijgen opbrengst in deze

N stappen zal ook hier een functie
fn(S,])

Z1lJjn van de toestand S’l op het eerste beslissingstijdstip.

In geval 1 zal voor deze functie de betrekking

fo(s)=max [0 (5,004 80 (s)] B (v.8)
gelden, en in geval 2
fn(S,‘):—: ma x rh (S,],X,])m‘gfn__,](ég)‘] (4.9)

.

Ook hier kan zich het geval voordoen dat de rij fn(S,}) voor elke

Toestandsvector S,\ convergeert naar een limiet f(S,]) ., De limlet-

functie #(S) die we op deze wijze verkrijgen zal dan voldoen aan

1) Als ook deze directe opbrengsten stochastisch zijn dan nemen

we hlervoor hun verwachtingen.

2) De verwachting Efnm,](
voorwaarde dat het sysseem op het eerste beslissingstijdstilp
de toestand S,‘ aannam en dat daarop de besllissing Xq genomen
werd. Deze verwachting wordt hierom dan ook vaak genoteerd

als een voorwaardelijke verwachting

é {fnm’\(ég) . 8’1"‘}{’1 }

In deze laatste notatie komt duidelijker uit dat deze verwachtlng

_§_2) dient te worden berekend onder de

cen functie 1is van Sq en Xq,
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£(S,) = max | h (s,%,)+ Ec(s )l (%.10)
i )
of aan |
£(s,)= gt{laxﬂh (5,,%,) v Er(s,)] (4. 11)
1

(vergelijk de formules (4.3) en(4.9)) voor elke begintcestand S
e oplossing van het stochastische co-staps beslissingsprobleem
Kan nu bepaald worden zodra de functie f(8) bekend 1s.

I'e optimale eerste beslissing Xﬁ%kan can n.l, bepaala worden met

d
pehulp van (4.10) c.q. (4.11).

4.3. Voorbeeld van een ck@-stops beslissingsprobleem.

In it voorbeeld willen wij nog eens het verkoopvrobleem uit
paragraatl 3.2.1. beschouwern, met dit verschil, dat het kontrakt
niet vcor 6 jaar zal gelden maar voor onbeperkte tijd; hiermee
Nebben wij het 6- stapsbeslissingsprobleem omgevormd tot een
©O staps beslissingsprobleem.

Het proces van de kolenleverantie regint in de toestand “: de

Dl jbehorende optimale winstverwachting stellen we f(1).

40U het proces in de toestand O zijn begonnen dan zou de (even-
eens optimale) winstverwachting (o) geweest zign., Het gestelade
Probleem is nu op bijgzunder eenvoudlige wijze op te lossen met
behulp van formule (4, 10).

Het zal zonder meer duideli gk zign dat (o) geligk is aan nul zo-
dat we alleen nog maar de waarde van f{7) behoeven te bepalen met
de optimale beslissing in de toestand 1.

Volgens (4.10) mcet £(1) voldoen ann

f(1)= max fay + vy . £(0) + (1-py). £(1)} =

= max fa, o+ (1-pg). T(1) ] (5. 12)

1

Uit (4.12) volgt gemakkeliijk:

0 =max {2, - p r(N} (4.13)
i { L 1
Als 1 de optimale besiissing is 1n de toestand 1 drn moet 1

voldaocen aan e betrekking

) i% — pi e f( 1 ) —_ . ( u' @ 14)

waarulit voor (1) volgt




(1) = =— . (4.15)

Met hel cog op (4.15) 1is semakkelili k in te zier dat 1(1) moet
voldoen aan

{
Il
i _
I
|:
—N
_,,
=

s,

4.4, Oplossingsmethoden.

4.4 .1, Eerste iteratie-methode.

Indien de rij van opbrengstfuncties fm( S) van de bigbehorende

Nn-staps beslissingsproblemen voor iedere S naar de

functie f(S) convergeert, dan kan deze f(unctie ultera.rd itera-

Cief worden bepaald.

ledere begintoestand S,1 de optimale beslissing

I'eze verzameling van cptimale beslissingen kKunnen we

-y o e ~ . | o X N T g - oy 7 WA YF VYT e
als een functie X (8 ) vor de begintuestanc S0 11 L hesgllsSsingasvoor

ennoemnd .,

! "

i i 3

scnrift wordi de gptimale strategie

H. 4 2, Tweede iteratieethode.

opbrengstlfunctie £(3) bepaxld kan worcen, uln Xin

ol

op een andere _Lteratieve wijze de functionsalvergelly

[( 4.5), (4.6), (4.10), (4. “?"%)] cLlossen.,

Men begint met een "willekeurige” str
Ki - ™ L;{n oy '

bepaalt daarbil]

leiden we nu een nieuwe strategile
geven

paragraaf 4.4.1 1s aang
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Bij de strategie X (1) (S) bepalen we weer de opbrengstiunctie
el 1)( S) en hierult leiden we weer de strategie 7[(2)(8) af enz.

40 ontstaat een rij van strategiegn 2( ( l)(S) en een riJ opbrengst-
functies f(i)(S).

Indien deze rijen convergeren en men weet dat de coplossing van de
corresponderende functionaalvergell jking [ (4.5),( 4L.6),(4,.10),
(4.11) ] besTaat en oncubbelzinnig 1s, dan <ar. men 0ok Op deze
wljze de optimale strategle 7( h( S) bepalen.

Indien de rij van opbrengstfuncties f( ! )( S) van de bijbehorende

n-stapsbeslissingsiroblemen nlet convergeert, dan kan men dus,
ondanks de divergentie van de ri]J f( l)( S), toch de optimale stra-
Legie 2'%( S) bepalen,

Loorgaans wenst men slechts de ovptimale strategie te kennen en

dan is hiermee het probleem opgelost.
Ook komt het wel voor dat de limiet

1im M—@L = 1l1lm gi(S)mg(S) (4.17)

1 s ea 1 i —> 0o
bestaat.

I'e fluncties gi( 3) stellen de gemiddelde opbrengst per besllssing
voor bij een i-staps beslissingsprobleem. Bij menig probleem con-
vergeert deze rij van functies tct een functile g(S).
Ceze functie neemt in de eindoplossing dan de plaats in van de
(niet bestaande) functie f(8).

In par. 4.5 zullen wij d.m.v. een voorbeeld een methode bDe-

spreken, waarmee men de functionaalvergeliljkingen Op €e€rn mneel di-

recte wijze kar opnlossen. Teze methode 1s slechts te gebrulilken

als de functionaalvergelijkingen van een bepaalde structuur Z1gn.

i, p faaa bheslissingsvrobleaen
4.4.3 Een uitgebreide groep van OQ-sLaps beslisslngsprobienen

. o e 2~ ' 3 vf | i __ r—y E}ﬁ .
kan worden opgelost met behulp van de theorie der Markov-kKetens

1 » o - " T g ' | WX~ y g t@@‘ -
Bij deze problemen geldt dat het verloop van net systeed, D1

passing van een vaste strategile A, beschreven kan wor

hulp van een Markov-keten, Van deze beslissingsproblemen hebben
wij reeds een drietal opgelost in hoofdstuk 1X.

een andere oplossing

In paragraaf ' 5 zullen wlj nog smethode,

"policy improvement' methode, bespreken.
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4.5. Een oo-staps beslissingsprobleem dat cpgelost Kan worden,

zonder gebruik te naken van iteratle-gyrocedures.

Een hartstochteli jk: sportvisser heeft in een café horen
spreken van een boer, die twee vennetjes bezit met biljzonder
moole en grote vissen:; helaas heelt de bcer het vissen 1n belde
vennetjes verboden, In het ene vennetje (V,]) zoucen zich X en in
het andere (Vg) y vissen bevinden.,

Alle sprekers in het caf¢ waren het er over eens dat de kans om

bij vennetje V. betrapt te worcen gelijk was aan p,, terwijl deze
kKans voor V, gellgk zou zlgn aan Oy Te sportvisser, calie door aeze
mededelingen nieuwsgilerig 1s gewcrden, beslulil eens 0p verkennlng
ult te gaan, Op grond van zign rulme ervaring meent nij na een
viuchtige studie van de situatie te mogen vaststellen dat de
fractie van het totaal aantal in Vﬁ resp. V2 aanwezige vissen, die
die hilj per keer aan de haak kan slaan steeds geligk zal zljn aan
'y TeSp. Iy, Thuis gekonien overweegt hig, of hij als vreemdeliling
in deze omgeving geacnt zal worden het visverbod te kennen,

Een oo-staps beslissingsprobleem ontstaat, zodra de sportvisser
besluit elke vrije Zaterdag in één van de beide vennetjes te gaan
vissen ( totdat hij betrapt wordt), zich daarbij elke Zaterdagmor-
gen opnieuw afvragend in welke ven hij zijn hengel zal uitwerpen.
Het spreekt haast vanzelf dat het deze sportvisser er om te doen 18

zilJn totale vangst zo groot mogelijk te maken.

Oplossing.

Als de visser slechts éénmaal gaat vissen, dan wordt de verwachte

vangst gegeven door _
g (xLy)=mar {(1mpg) ryx o5 (Gmepdrp iy b (B

Uit deze relrotie volgt omnmidcelll jxs

7)) Tl ¥yey) =P (x,y) 2 0)

20) f’,l(xjy) is continu inXen y.

. " SR A T R .. ’i* t ) WYy Y
caat vissen dan wordt de verwacnting

Indien hij tweemaal

cie totale opbrengst gegever
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Ult (4.20) volgt dat ook voor f‘g(X,;y‘) geldt :

1) ol X, cty) mmfg(x,fy) . (X 2 O) (4.21)

O
27 ) f~(%x ,y) is continu in X en y.

Indien hij n naal gaat vissen dan wordt de verwachting van de to-
tale vangst gegeven dcor:

fn( X ,Y) = max {( ’I-—p,])r,’x«k( ﬂmp,])fn_,] [( ’I-—-r,l) xsy] :

( 7-p2)r°2y+( 1“p2)fn-~’i [X-;( ’1-—r°2)y]}ﬁ L. 22)

Met behulp van de methode der volledige inductie kan men voor elk
geheel getal n >0 bewijzen:

1) Tolet xey) =t (x,y) (=20)
(4.23)

O
27 ) fn( X,¥) 1s continu in X en y.

llen kan bewijzen dat de limiet fn( X ,Y) VOOr n—»oo voOor iedere waar-
de van X en y bestaat en dat de relatie (4.22) overgaat in 1)

£(%,¥) = max { (1-p)r,x + (1-o,)8 [[(1-r) xy |

(1-po)ryy + (1-ps) f[x-;( 1"1”2){.]} - (%28

I'eze functiinaalvergelljking heeft één oploussing.

Oock voor de functie f(X,y) geldi:

17) fex oy) =xXf(x,y) (X% 0)

O ﬂ | 4,25)
27) f( x,y) is continu 1in x en y. ( 5)
We geven deé besiissing o in V,] te gaan vissen aan met Pq .

[Le alternatleve besliissing wordt met I ., aangeduld. e keuze

;

tussen belide beslilssingen worat bepma@ door de tuvestand vari

het systeem op het beslissingstijastip. Vior leder punt (x , )
z0oU men na kunnen gaan welke besilssing <ptimazal 1s. Uit (4.25 )
volgt dat deze keuze ook oplimaa.l 1s v.or alle punten op de ver-
bindingslijn met de corsprong. Uit (4.25) volgt bovendien, dat

als in een punt I, te verkiezen 1s boven I, dlt dan ook gelat

g:ww

M GG oD DR  Aleiety  ANEUN  oavils MM e T —

%

1) Voor het bewl]js van deze ultspraken wordi verwezern na.r

R. Bellman, Iynamic Trogramming blz. b4 e.v.
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voor een klein genoeg gel:czen omgeving van het punt. Wanneer

men deze feiten combineert dan moet de toestandsruimte te

verdelen zijn in sectoren, waarvan de vorm aangegeven 1s-in fig. 4.-.

J

fig. 4.1

Een "op het eerste gezicht!" mugeil jke verageling van de toestands-

. ke N pp—— aos AN Ak 8 Tt o e T NS ettt E Caw _'__——Mﬂ_-w
9
ruimte
®»
AR i VA e i g A

In ieder van de sectoren 1is steeds dezeifue deslissing op-
timaal.

Laten wij eens nagaan voor welke punten in ce touestandsrulmte
het onverschillig is of men cerst de beslissing I, neemt, gevulgd
dﬁmn°113 om vervolgens optimaal verder te gaan dar. wel dat men be-
gint met Ig en daarna de pbeslissing Iq neenmt alvorens ocptimaal
verder te beslissen. Te verwachte opbrengsten zullen wlj aangeven

met . Il(x,y) resp. f.

- (x,y). Men kan eenvoudig nagaan, dat
172 .

277

v Y = o A [ -
fl- ™ ( f: 9 y ) —— ( /} - td _," )1’-} - ol ! ( P \ 'ji ) {3 P !._,} ) .. J’,jk;;

TS ‘- ~
17 2 L | (4.26)
X Qﬂ—pq)(ﬂ FﬁE) *1m(ﬂ 17>fa \‘“1gu@]
fL T (X:,Y) = (/l"pg)rgj T \/]"D,g)k/l“p,}}f’]?i SN !
2 (5-4-,::;35)

We stellen nu flql?(x’y) = 0o 1 X ,¥),

waarult volgtC



T
(7=p 1 )r x4+ (1-p ) (1-po)roy = (1-py)roy+(1-p4) (1-po)r.x  (4.29)

(1-p4)p,T
Of y = mm-__j.....mg_._j. X A (4‘30)

Uit deze relatie volgt, dat de gezochte punten liggen op
een rechte /C door de oorsprong (zie fig. 4.2).

Verder blijkt uit (4.26) en (4.27), dat voor alle punten
onder . meldt

foon (x,7) < £ o (x,¥) (4.31)
DD, D.D,

terwijl voor de punten;onderw/f net omgekeerde waar 1is. Ult de
continviteiteericonrnochappen van f(x,y) volgt, dat er een sector
grenzend aan de x-as hestaat, waarin de beslissing Dq te ver-
kiezen 18 boven D2¢ Stel nu dat er een punt PO bestaatl beneden
de lijn g{f met cobrdinaten (xo,yo) waarvoor geldt dat D2 de
optimale beslissing 1s. Stel vervolgens dat Py zodanlg gelegen
18 dai;kmﬂzxuﬂrt [ﬁo,(ﬂwre)yg]j voorstellende de Toestand op
hat volgende beslissingstijdstip, ligt 1n de bovengenoemde

Sector, Uit deze ~ligenschapren van PO volgtT:
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1} Te hierboven geschetste werkwl joce wan gevolgd woruen bl die nro-
# - by by

blemen, wclike de wpdgrymﬁséﬂgd tinHE¢UHF%tlL Lingen

f{zx + 1 (1-7 )%,

fwf = £(%, (-w)s) } SH(w)

Ie integralen 1in deze iunCtlbﬂa31V@Pf'

integralen,
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mag zljn. e 1lijnen M. worden gevormd door die punten, waarvoor geldt

J
dat men volgens de beslisregel j maal I, moet kilezen terwijl de keuze
ﬂ ste - - =
voor de (j+1) keer zowel I, als I, mag zijn.
. :
J

fig., 4.3
In fig. 4.3 hebben wij twee begintcestanden getekend, nl. PO en

GQD.IDe‘toestanden op de volgende beslissingstijdstippen worden gegeven

door Pq ern P, resp. door Q1 en Y.
L.

.

Men kan ook zeggen, dat d¢ 11in in coor ecn beslissing getrans-

formeerd wordt in de 1l1Jn “Fl“q <Nz,
[

Men kan eenvoudig nagaan datl de 1ignencLi & cﬁg resp. gegeven

worden door:

1- 1-r )"
( p,])pgf’q( P’]) X = ¢ (”"s36)

+ (/l“pg)px]rg
M, =y - g )ver =0 (4.37)
J (1-p5)pro(1-75)" |

/ Voor alle punten in de sector of,] chg celdt, dat het cptimaal
is om tweemaal de beslissing T;,] te nemen en daarna de besllissing I’;g.

Wij vinden dus voor een punt (x,y) in deze sector:



f&x Ly )=(1-p, )r x+ (4--p,1)2r,.!2x+( 1~p,}}2( 1-p,)r., ¥y =+ ,
2 3 - 2 ) | (4,.30)
(1-p,) (1-0,)1 [‘_(’}-—-r,l) x,(’l-—rE):yE :

Uit (4.338) en (4.35) volgt met a=2 en b=1:

(4.%0)

l.e gedaante van de functie f(x,y ) 1in de seetor c:fg Oo% vindt
men als volgt. 3tel (X%, ) 1s een punt in deze sector, dan is
[( 1-r. ) X, :.',y] een punt uit GP,]OQCQ. Vo.r cae functie f(x, ¥y ) geldt dus:

f(x,5 ) = (1-p)r. X+’1@q [(’ir‘ )X, y]
(1-p,)r 4 [1+(1- p,,)r’q](’l r)x+(1- pq) “(1- PULES

=(1-p.)r.x+(1-p,) )
/B © g 1-( -*p,]) (q“pz)(qﬂrq) (4.41)

Il'e gedaante van de functie f(X, 3y ) in de sector iy Oa[:,l vindt men
als volgt. Stel (x,y ) 1s een punt in deze sector, dan is [.................... ’ .,y']

een punt ult cf,] 0 J; Nu geldt

X X
s> v ) = (1-p,)r, T, + (1-p)f( , ¥ ) (4.42)
A X
f{ 1__,1..’, s <. )“(1“91)1“1 1,__3_».,!

(T=p,) [ 1-(1- D,]) (’3-*{32)(’1 r., 2] (1-p.,)
P’l [/H'( q"pq )P/;] q"};q + /f—-p‘,})( ’!-pz)rg.g’ )
_ _ o > — - T (4.43)
1“(1“p1)2(7—p2)(1~r1) 1-r,

Op de hierboven geschetste werkwi jze karn men voor alle sectoren de
functie f(X,:y ) bepalen,.

Aangezlen de sectorgrenzen gegeven worden door il en Jg kan men
voor ieder punt (x, y ) de sector bepalen. Indlien men de sector kent

peschikt men ook over de gedaante van de functie f(?: » ¥ ) in dile sector
en ran de funetiewaarde 1 )

orden berekend.
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>. Markovian decision processes
oo vLall MECLolOr ProCesSeES

5.1. Inleiding

In deze paragraaf zullen wij Nnog eens een oo -staps-
beslissingsprobleem beschouwen, waarblj men op van te voren
vastgestelde tijdstippen een bes lissing kan nemen. Evenals
in het voorgaande zullen we hier onder een >[
voorscnrift verstaan dat voor elk bes lissingstijdstip a
geel't welke beslissing er in de aangenomen toestand "moet"
worden genomen. Een strategie voegt dus asn elk beslissings
ti dstip t een functie Xt(S) toe, die aangeeft welke be-
Slissing genomen moet worden als het systeem zich op dit
Stip in de toestand S bevindt. In het algemeen zulle

functies voor verschillende waarden van t verschillend

i
h b -:!. i Y -
; H i i . i ::I,: g g

Indien het systeem slechts een eindig

S 4 5523 .. .,0y Kan aannemen, en het verloop

ges toord wordt volgens een zekere strategie

proces is (met een eindig aantal toes tanden). In
zullen in het algemeen alle overgang
het proces afhankelijk zijn van de toegepaste

# i L E '-.'.;.
; i:? ' L 4 35 . d e S s . :
i e . s aid U i T L Tt , " 1
K - T 5, i i 1 R .':"‘ T LTy -‘-;l i, A ok, " 8 T A 4] W [E TS
! . N : g 4 . i i
. . : : ] p E =, T f . R X , i B ¥ : . 4 ; :
W K ; 5 : X ] i X i v s X 4 e el ; i
. : + H 2 . il I t (N -, ! il '
v b X &, 3
. >
'I‘
£ 4
A

we de kansg op

in verband hiermee zullen

1Y AN
(Vo) ( X o= S
B S :’1 ) - w
¥ ,,,

arkm

L1

Men kan nu bewijzen, dat ae limlet van

stationalr 1s.
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vVoor n-—>cobestaat; we schrijven voor deze limiet qij (}) en
noemen deze grootheden de invariante kansen van het be-
treffende Markovproces.

Stel dat h(S; ; 5() de directe opbrengst is als men in de
toestand S, een beslissing neemt volgens J .

Als hetU systeem zich op het eerste beslissingstijdstip
in de Toestand Si bevindt dan zal bij toepassing van de stra-
tegie“Kf de verwachting van de opbrengst in de eerste m stap-
pen gelijk zlJjn aan

N o
h(S,5 ) + % n(S ;s 3(2)()().,,

de eerste m stappen maximaal 1is,

moeten bepalen waarvoor (5.3) maxi
Het maximaliseren van (5.3) is
maximaliseren van

in
N
Son(s ) a4
5 ]

waaruit volgt dat men als kriterium voor

gie moet klezemn
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H(S,; X)= ;h(sj;X). qij(>(). (5.6)
Vet behulp van (5.6) kunnen nu twee verschillende

strategieén op hun merites worden onderzocht.
5.2. De yPolicy improvement" methode.

In deze paragraaf zullen wilj, gegeven een beslissingsprobleem,
de klasse van alle strategieé&n beschouwen, waarvoor geldt dat
z1j bilj toepassing van een Markovproces voortbrengen, waarin
geen kring-fuiken voorkomen,

In Hoo>fdstuk IX hebben wij in een tweetal voorbeelden
klassen bestaande uit eindig veel strategieé&n beschouwd,
waarvoor het bovenstaande gold; verder bepaalden wi]

daar. ult de gegeven klassen, de optimale strategie.

Bij 21k der gegevens strategieé&n berekenden wij de matrix
der Zirecte en daaruit die van de invariante overgangswhn

om dzarna de bijbehorende waarde van de kriteriumfunctie

te kunnen bepalen. Lettende op de diverse waarden der
krizeriumfunctie H(S,ﬁf) kon vervolgens uit de gegeven
strategieé&n de beste gekozen worden.

Wanneer het aantal gegeven strategieé&n groct 1s, dan zal

aas deze methode het bezwaar verbonden zijn, dat er veel
rexenwerk mee gemoeild 1is,

Dz toegepaste methode is dan ook zeer bewerkelljk als wi]
ult een grote klasse van strategieé&n de optimale strategile
wensen te bepalen.

n deze gevallen is het daarom raadzaam gebrulk te maken

van de z.g.n. npolicy improvement’ methode.

Dewﬁmfunctie H(Si;71)5 cegeven door de ultdrukking (5.6),
<an worden geinterpreteerd als de verwachtling van de op-
brengst te maken 1in een «wverafgelegen' tijdsinterval tus-
sen twee opeenvolgende equldistante beslissingstijdstippen

( als Si de begintoestand enmX de toe te passen strategie

is) .
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Bij een co-stapsbeslissingsprobleem zullen, gezien vanuilt
de begintoestand, «bijna alle" tijdsintervallen tussen

twee opeenvolgende equidistante beslissingsti jdstippen ver-
af liggen. Het is dus zinvol om de X- functie H(S, ; J) als

Kriterium voor de optimale strategie te kiezen.,
HeT 1s gemakkelijk in te zien dat geldt

N :

Beschouwen we nu een ;willekeurige' strategie /

Indien niet alle waarden H(S,; )(Q) ( i=1,2,...,N) g

zljn, dan is het op grond van de hierboven g

pretatie van H(Si; 7{ ) zinvol om te trachten het systeem
o

naar een toestand Sk over te Dbrengen

H(S >[ = max Hs.~>[..
(85 7,) = mex H(s;5 7))
Beschouwen wij nu een situatie waarin wilj de stra

wijl we op het eerste beslissing
keuze van de beslissing X .

N _
Y e /1 1 a.,J J
J=

maximaal 18.
Wij gaan nu voor ledere Deg

slissing X bepalern, waarvoor

Het is niet uitgesloten
optimale waarden X bestaan.,.
We definié€ren nu DO(Si) als de verzameling

singen X waarvoor geldt




in fformule

N
~ max
Dy(S; )= { X % p,,(X) H(s;. y)=TF 5 p

Breiden wij nu de probleemstelling een weinig
>otel dat de beslisser alleen dan het systeem mag
als hij op elk beslissingstijdstip een ,pachtsom’
geli jk aan H(Sj : 7[0) , waarbij S

z

de toestand va

J
aangeeft op het betreffende beslissingstijdstip
Door deze keuze van de pachtsom zal de verwacht

: * .
4] : i ¥ y
il £ . A
. x e i} 5

?

de winst voor Vverafgelegen'” tijdsinterv:

aan nul zijn.

Beschouwen wij wederom de situatie

G

tijdstip en waarin de beslisser

Als S5 de begintoesta
de(netto)
intervallen gegeven

yinst

De te benalen winst in een on herrs:

wordt nu gegevemn JoOr

‘ aXa b o .‘g :rﬁ
g(Sla 3 )}0> %w%}&ﬁ

1) Deze limiet bestaat niet als het MarkKovirotes

gangswhn. D - (A ) kringfuiken bev:

cechter ondervangen worden. Wii zullen

- _ ‘@ _*%ﬁ -
wel buiten beschouwling iavell.




— V'; ::“j S

Wij kiezen nu bij iedere toestand Si een beslissing
X e DO{Si) , waarvoor de X-functie g(Si ;X;X )

1S8. Indien dit maximum ook wordt bereikit voor

Slissing X die we volgens ?[ozouden moeten nemen dan
Kiezen we deze laatste; is dit niet het geval dan Zziln

we vrij in de keuze van de X waarde als (5.13) voor deze

A maar maximaal is.

Cp deze wijzoe verlkrijgen wij hij iedere toestand

m
| 1
oeslissing X; m.a.w. we vinden een nieuwe strategie.

Jeze strategie zullen we aangeven met 4 - De procedure

die wij hier-boven hebben aangegeven herhalen wij met

L.P.V, '}7’2)

\
. Op deZe wijZe vinden we een strategie Xﬂ etce.

&

Men kan bewijzen dat de rij s “ategleén 7}4 %2, .+ .0 CONVEr-
geert naar de optimale strategie X

AP 2 -+ W

2) W2 nemen aan dat ook de strategie %k tot de in het
bzgin van deze paragraaf genoemde klasse behoort.



