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1. Inleiding 

In dit hoofdstuk zullen wij onderscheid maken tussen een
staps- en meerstapsbeslissingsproblemen. 

Men spreekt van een eenstapsbeslissingsprobleem indien 
.,. .,. 

slechts op een tijdstip een beslissing behoeft te warden ge-

nomen. Bij een meerstapsbeslissingsprobleem daarentegen wordt 

van de beslisser verwacht, dat hij besliss1ngen~zal nemen op 

een grater aantal opeenvolgende tijdstippen bijv. elke maan

dagmorgen om 9 uur . 

Voorbeelden van eenstapsbeslissingsproblemen vindt men in 

hoofdstuk XII Lineaire Prograrnrnering O Het is duidelijkJ dat 

in voorbeeld 1.1 van hoofdstuk XII het beslissingsprobleem 

is opgelost, zodra de optimale legering is vastgesteld. 

Voorbeelden van meerstapsbeslissingsproblemen vindt men 

in hoofdstuk IX, paragraaf 7~ Immers} als de gegevens in tabel 

1.I hoofdstuk XII van week tot week varieren, dan kunnen wij 

spreken van een meerstapsbeslissingsprobleem, omdat elke week 

opnieuw de optimale samenstelling van het mengsel bepaald dient 

te worden. Dit meerstapsbeslissingsprobleem kan omgekeerd ock 

gezien warden als een aantal afzonderlijke een-stapsbeslissings

problemen .. 

Men kan nu de naam meerstapsbeslissingsprobleem reserveren 

voor al die problemen, waarvoor geldt dat de te nemen beslissingen 

niet onafhankelijk van elkaar kunnen warden bepaald. Maar ook 
' 

deze beperki~S levert: geen ondubbelzinnige indeling van de pro-

blemen. Immers tet reeds als eenstapsbeslissingsprobleem aange

r\e:r.kte vo()rbeeld 1 .1 van hoofdstul{ XII kan ook nag op een andere 

manier geformuleerd wonden als een meerstapsbeslissingsprobleem. Wij 

benoeven sle~hts te stellen, dat de beslisser achtereenvolgens met 

tussenpozen van b6v. een minuut de grondstoffen A, B, Den E in de 

mengketels doet en dat hij op die tijdstippen beslist hoeveel van de 

betreffende grondstof hij zal gebruiken. Op de opeenvolgende tijd

stippen warden dus beslissingen genomen 1 die in verband met de ge

stelde eisen niet onafhankelijk zijn. 

Omgekeerd kunnen volledig deterministische meerstapsbeslis

singsproblemen altijd herleid warden tot eenstapsbeslissingspro

blemen. Imme rs bij een vol led ig dete rministisch be~ J.is s ingsprobleem 
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weet men van te voren precies hoe het een en ander zich in de toe

komst zal gaan ontwikkelen. Het is dus niet nodig om met het vast

stellen van de te nemen beslissingen te wachten tot de desbetref

fende beslissingstijdstippen zijn aangebroken Men kan op het eer

ste beslissingstijdstip dus al aangeven> welke reeks van beslis

singen optimaal zal zijn. Dit betekent~ dat men op een tijdstip 

een beslissing neemt en wel een beslissing, waarvan de componenten 

de beslissingen zijn die achtereenvolgens moeten worden uitgevoerd. 

Men zou hieruit kunnen concluderen~ dat men de eigenlijke 

meerstapsbeslissingsproblemen slechts vindt onder de stochastische 

beslissingsproblemen. Immers bij een stochastisch meerstapsbeslis

singsprobleem kan men de toekomstige ontwikkelingen niet met ze

kerheid vaststellen. Aangezien de keuze van de beslissing veelal 

afhangt van de toestand waarin zij wordt genomen, moet mender

halve met het vaststellen van de optimale beslissing wachten tot 

het betreffende beslissingstijdstip is aangebroken. 

Men kan nu echter tegenwerpen, dat de oplossing van het 

stochastische meerstapsbeslissingsprobleem wordt gegeven door 

op ieder beslissingstijdstip de optimale beslissing genomen. Het 

beslissingsprobleem is dus opgelost zodra de optimale strategie 

is vastgesteld. Dit dient te geschieden op het eerste beslis

singstijdstip en derhalve zou men kunnen stellen dat op het eerste 

beslissingstijdstip een ''super beslissing'1 strategie wordt be

paald 3 waaruit t.z.t. de te nemen beslissingen ondubbelzinnig 
volgen. 

Dit impliceert, dat ook het stochastische 

singsprobleem geformuleerd kan warden als een 
singsprobleemo 

tnr2erstapsbeslis

eenstapsbeslis-

Uit bovenstaande beschouwingen volgtJ dat in principe alle 

meerstapsbeslissingsproblemen vertaald kun~eD worden in een

stapsbeslissingsproblemen en dat ze daarom als zodanig kunnen 
warden opgelost. 
___ ._... _________ .,... __ 

1 In deze cursus is een strategie een voorschrift dat op elk be

slissingstijdstip aan elke mogelijk optredende toestand een be
slissing toevoegt. 
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Deze procedure wordt dan ook meer dan eens toegepastc 

Deze benaderingswijze is vooral dan succesvol, wanneer men de 

mogelijke strategi~n kan vastlcggen met behulp van een eindig 

aantal parameters . 

Is dit het geval, dan v1ordt,vJiskundig gezien 3 de oplossing 

van het n1eerstapsbe.slissingsproblee1'11 vaa,k op dezelfde ·v1ijze · 

verkregen als die van een ~~nstapsbeslissingsprobleema 

Hoewel men vaak door de keuze van cen andere forrnulering 

een ~~nstapsbeslissingsprobleem in een 1neerstapsbeslissings

problee1n kan overvoeren, bl i jkt in de p1~akt i jk dat het ene be·

s lissingsprobleem zich eenvoudiger laat oplossen als ~~n

stapsbeslissingsprobleem, terwijl het andere gemakkelijker 

oplosbaar is als het gesteld wordt als meerstapsbeslissings

probleem~ Wij zullen derhalve beide formuleringen afzonderlijk 

behandeleno 

?o 1e Het niet-:stochastische beslissingsprobleem 
--........ 1114 •••• ,... .... _ ----- ............ _ ,._ ~--•~._ ..... _ ..... _ ..... ™. ·-~-------·---- ·----·--·--.-- -- ..... -~--.. --

Elk lineair pro~rammeringsprobleem is$ zoals reeds in 

de inleiding 1/Jerd vermelds een voorbeel.d van een eenstapsbe·

slissingsprobleemc Laat een functie z
0 

gegeven zijn, welke lineair 

afhangt van de t\t•Iee variabelen ::c1 en x 2 : 

Z O = C /I ;--::_ ....-, -!- C ') _;,: ,-:.1 
I I (. l .. 

c'1 en Cn bekende 2etallen ziin 
r \_.I \~ r .. 

De v ri E:, s. [~ 1 u i d t ~ V o or v··J e J_ k e v·v c1. f:-i, rd c· 11. v c\ n x 1 c n 

negatief zijn en bovendien a2~n de ongeli:jkheden: 

-,. ,. 
--'\.I"') !) 

c.·· 

• 

is d 1::) fun ct i· ,... ~ z ma""·'" --1· --~n ° ==-i 1 ? ._, '- Q '•-''~ !1 c-i r,,, • • 

Indien 1-Jij de volg8nde notatie~: invoeren 

b, 2 0 
l 

die niet 
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8= 

S "X== 

en indien wij het gebied van de toegelaten beslissingen in 

problcem oak als volgt geformuleerd warden: 

maxi1naal is" 

z ... H S.sX 
0 

In dezc laatste fornruleri.ng wordt niet ge~ist dat de 

funct ie ? .. ?. li neair is~ vervolgons hebben 1,v i j geen ui t spro.Elk 

gedaan over de vorm van het gebied D van de toegelaten beslis-o 
singeno· De laatste formulering is dan ook veel algemener en zal 

derhalve gebruikt warden om alle ~~nstapsbeslissingsproblemen 

te fo1..,rnuleren .. 

In 2Q1Q1 zullen ~Iij een voorbeeld geven van een ~~nstaps

beslissingsprobleem" 

Een fsbriek heeft voor een speciale opdracht een grate 

hoeveelheid entabogeen nodigo Entabogeen kan op elk tijdstip 

ternlaatse v1orden inqekocht in iedere gewenste hoeveelheid 
.I. I.,../ '---' 

A f 5000J· · per kg .. ~ 

rJJ: en k ,r., n o o k . j 2 r3. 1~ 1 i j 1{ E, op "1 lj 1.,1 l i e r1 t 2,, b o gt? en 1-<: op en i n C en -

traal AfrikEt en deze per boot laten verzenden naar de fabrieka 

Indien men cen hoeveelheid van x kii~ inkooptj dan komen de to

tale kosten .. inclusicf vervoer oo .,, :J .c 

L ; ~ 

"" ... ,~ ,... . ... , . "' -· -- .... " -·~ 

n 
/. 

-;;?.. ooo~x 1 ".) 0 ·-:> _, \.. I- l. . X. 

11 Grote l1oeveclheden kunnen slccl1t.::J ten koste v8,n v·eel inf:;pan·· 

ning 'f.i11orden verkrege1-i, Vandaar-dc1t-de inkoop-.kosten per eenheid 

grater warden naarmate de gehele bestelde hoeveelheid x grater wordt~ 
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Verondcrstel vervolgcnsj dat 

a 

C 

d 

e 

de fabriek hct benodigde geld moet lenen ~ 

het ,~erk vrordt 2angev8ng0n direct na &ankomst v&n de 
" 1 •• f t t· 1-. . l , 1,- '""r· ~-.: • + •- t' ~· ·- "i 'i- ,T'.· . r "J r .J. ._l , .. , L, o .1.. __ t 1 "Ll _ 1 . • . 1 l ... l.. -~ . • 

l •. , 

hct verbruik van cntabogcen cons·tant zal zijn en dat men 

j_ n r1odig heeft .. 

de opdrachtgever zal bct2len zodre het project wordt opge 

lev0rd 

,, 

entabo.zeen in Afrika en hocveel -
k C'J' c--.. . \ 

Oplos;sin[s 
""""4-1'-aa:"~- -v,1.r _._,,...._. 

Stcl de 

lj_jk aan x 

'"".J'U 1 den~ t:, ;,..) (I 

rnoet VJOrden ingekochtr 

J .. n t~f r i ko. 

D .... 
e 

in te kopen hoeveclhcid 2nt2bogcen 

inkoopkosten bedragen dnn 

0 ,:: 
{' <:, -

Dit bedrag moct ,,.rorden gelcond van de b8nko Als gevolg van 

rentederving ZELl een bedr&~ van 
,-. 
> _) 

7 ) 0 0 0 · · · ,.+,, ':,'-i , ·, '"'.[ ..... 
_,,,, .t'\. 1 ~- U., .. 2 ,, 6) 

aan de b&nk terugbctaald moeten tJordcne De vcrbruikssnelheid 

van in 9 maanden 3 dc~J.Zo -- =80 kg. 
~ per J 2•.ar ~ De in Afriks ingekochte hoeveelheid is dus op na 

X . 

80 J a,ar ~ ~0-x) . 
Gedurende de ovcri~e periode var1 ,,,_.., 

voortdurend ents.bo~2en j_n zccr kleinc l1ocv~;elheden in~ekocht ~-· --~ 

op d~ plnats~l1.jko inarkt 



ter plc:ta tsE: 

ingE.kocl1. te 

hoevee l l1E .. ia 

• 6 -

t:.. 0 - x· . ......_ \..) - -"T"""'-- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
t r..--.--------:-..---------------t-----:: 

3 ,r· ,, 
' - tijd-as 
:30 4 

f'igJ 1. 

Qy9..r~icht Y~:!2 d~ 02 de 1~la~t,selifjkc m§:rk~ ing~!,{~£[lt~ 
hoeveelt1eid entabogeenn 
-·-• · ·- •= .. ,_ - - ~~ sow'• ,. .,,,,w r •w-!Jll!W'._ ,c....,.._,.,,~ •• • 

De inkoopkosten in de naaste orr1geving bedragen 

60-x 5000 guldens • 
.. 

Indien de t otale hoevee lhe id 60-·x kg O vJordt ingekocht op het 
X . 

. 60 --x 
60-x 05000 guldens 

roar de '1 continue inkoop '' -~,,Jordt; zoals eenvoudig kan ·\,vorden 

ingezien de rente gegeven door: 

1 ' 6 t" . ]<~ 
60 · -."iC ~ 5000 2.9) 

Jndien een l1ocvGGl.r1ei.d )C \•Jordt ingekocl1t j_n Afrika-9 dan 11vorden 

ce totale kosten gegeven door: 
,.-.., 

,, 

1 06 -t 60 · X ~- 5000 ? _, 5 60- :c) ,: 
-

}Ja uitvvcrkJng is 2.10 g'.clijk a.an: 
• 

r'l 
.. ,,,..) ,..) • ... .., ,.,.., .- A ... - "") '- ~; ___._ ,..., '"7-: '(

4 

••• · • r - -~ 1 ,-.. 0 .. ,· 1 "':' 0 '' 0 0 0 
•- .,./ j .• '.. ··• !_ •• ~ I ,../ ./ D -• 

? - 8 2 3 7 ) I l I r-· 0 ~ I • \ 1... l ".") 61 5 9 ,,..., 7 9 7 == •- :) J( '•• ''T t ~ ( L. _,.) ( ) I. L.. \._.,. , , 0 

Deze functie is rninirnaal voor1 x -- J.+4.:;7257 on l1et mini1nur11 be::c1ruagt 

2610590.?7987~ 
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In dit vraag~tuk V·JEtS het gcbicd D
0 

vE.i11 de ·toegelaten beslis -· 

singen iden•tiek mc·c c1e tJesli[?i;Jj_11gsr•uir11te D, t,.2.n de keuze va.n 

de beslissing ~Jerd geer1 enkelc bi(jzondero beperking opgelegdo 

Veronderstel nu d~t r11cn in Afrika &ll~en partijen kan 

inkopen ~Jelke grater dan of gelijk aan 50 kg~ zijnD Het ge 

a.an 
50 en uit het punt X=Oo 

Uit 2.11 volgtJ dat!) ~:tls voor d0 optirn2.le Y~ geldt: 2c>0
3 

men voor x ri1oet 1-ciezcn JZ=50 o De t ot8.l·2 011kosten ·v,orden dan 
gegevcn door: 

Voor X=O vinden wij voor de totale kosten 

f 309 .. 000o Bijgevolg wordt de optimale waardG van x gegeven door 
X=50o 

2 4) 2 ., B,et §t29 __ h~!3t:_i~9.l}e ~~-11~t9..Q§_be.sli§.Si!J.g~1)robleern 

Bi j een s tr.cl1as tis ch bes li ss i nt_s~prob 1(3 ern kunnen ,tv i j het toe·· 

komstige verloop vavn het systoer;i in d(.; toestandsruimte niet 

met zekerheid voorspeJ_leno We kunnen in verband hiermee ook 

niet van te voren vaststellen wat het effect zal zijn van 

een te nemen beslissingo De kosten, ~.Jelke in de betreffende 

tijdsperiode zullen v1orden gemaakt zijn stochastisch 3 doWaZo 

zij bezitten een kansverdelingu 

Bij een groat aantal bcslj_ssingsproblerr1Gn is het zinvol or11 

de vert1Jc.:.1.cht i·t1cc ,1c-..1.r1 de ko.r.::~ten i.1-1 c_lc t1c.scl·1ou.\1in:r tc bc·crekkcn Cl 
~ ~..I 

Men d i c n t z i c 1,1 (81~ e:: c r1 t Gr s t e e d .s v r;, ·r1 b c· 1-· 110. s t t e z i j n d a. t.:. ct c i-., e r ... 

ke ]_ i (jkc k OS t er1 2 Ch t er(:tf ancltjr s kunncn z i j n <, Herha,cL 1 t }10t rJ1.:; s 1 is a 

singsproblGem zich in de loop van de tj_jd en kiest rnen steeds 

dozelfde ba~:lissin~ 3 dan zullcn bij ecn Jroot aantQl herh8lingen 

de gerniddelcic onkosben met een grate mate van zeke1,heid dicht 

in de buurt lj_ggen van de vGrv1achting van dG kosten Deze ver

\·'-Iachting i:s derhalve (jen zeer voor de hand liggend krJ_teriu;n 

voor de 01Jti111ale s 1cr,:~tegie .. 
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Ter vareenvoudiging van de ko1·ncnde discussie zullen ~~ij 

eerst een antal bcgripp0n omsct1rijven. 

HGt 0erste begrip~ invocrcn heet systeemo 
~""• - ....- .__._ __ o ◄ Ill --• 

Het systccm is het object vci.n de: bes c 11.ou~,J in o.:-en .· 
"--' 

Aangenomen v1ordt dat het systuen1 zich in verschillende toe

st2nden ka11 bevinden en d.:1.t dezc t.oe,~3tc1.1'1den beschreven ku11• 

nen vvorden r11obov, een aantE.,~l k;.-Jantit;2tieve groothedcn., 

Een tocst2nd kan dus v1orden i~ccrzegeven door cen rij van 

LI' et 8, 11 en ., 
'--' 

Ecn dcrgelijke rij 

vector S., 

v c.111. g e t E .. :. 1. 1 en 11 o em t 111 en G en t o e ,s t and :3 · · 
• -~-~- 0-->•---··--..-,._, .. ._...,. 

,,,, _____ ZS 1:SJ'.4__. __ 

Ve rd o 1,, s t. e 11 e n ,, •I :: _ j v a. s t ~ d a. Jc c:L 1 s de t o c st c:, n de 11 van c 1:J n 

systee1n bt3schrevcn kunnen warden 111ct behulp van 111 k·wantitatieve 

grootheden, iedcre toestand weergegeven kan vJorden door een 

punt in een 111-d1inen:sionaal Carte::::;ia.ans assenstclsel,. -
Deze ruirntE:: wordt t oes;c,~:.ndsruir11te genoerr1d .. 

-...w a-•-·-·-... ~.,..... -•ir ,,,..._ ¾&.W • -- .,,_.....,,.,....._1111 •• ,.._._,•,c;• 

Bi j d c prob 1 en1e11 1,-1e lke ,,Ji j in dez e para,gra,2;,f zu l len b2 ·-

s c hoU\-ven rnoet op een aantal discrete tijdstippen een beslis·

sing warden genornon~ 

Indicn bij een probleern op n discrete tijdstippen eon 

beslissing dient te warden genomen~ dan spreekt men van 

een N-stapsbesl1ssingsprobleemo Zodrn de eerste beslissing 

is genomen gaat het n· stapsbcslissingsprobleem over in een 

N *-1 -stapsbesli.ssingsproblee111, 

Indien bij een problecm op oneindig veel discrete tijd· 
s Jc ippen c 2n be :s l _Ls s i r11.s G ;;.;no1·(1c1-1 di en i..:, t e 11vorden .9 

111t2n v2.n e 1::;r1 co ~··St2,p::.~;b,~3rsl~L~"3f3inf£Sproblc::e1·n~. ZcJdra de: cerste: 

ove1" ' --, 11 ,. .. , .. n 
...L. r:...: 0 ·n ]~ r.::iu\,•·J CD .. st,;;~ pc·• be:::. _c.. ... l -i s c· l~ Y'\ Q's 11 r ob 1 c~, (::::\ 'r r1 _ C , 1 • .. L _. •-.) ,-...) _L .. ::.) L J. 0 i-... __, ._, ,. ,. 

. ... 

t 11 . ,, , 
.... ..- s ' - ,,.. ~-~ J. s. ,-. ) ,::. n T/. T 1 J " : n ·- C ~ ~ _ ~ \ '-.I \,. V r.. _., t -... , S dat ook een beslissing X kELr1 

v1orden vast~ele~rd r110t behulp van uen aantnl lc0iantit£1tieve ........ '---

groutheden., 

Een dcrgclijke rij 

vector 110Gr11i:;n" 
•we -••11111,•w••••-

een beslissings-~ 
•- . ., - '>-~...,..- .... -~ • ·r-. -•-- ., 4M Sile WWW -

Voor het geval men de bcslissingen k2n sanduiden met 1Je 

hulp van r k·1 
.. JE:Lr1ti ta.ti eve ~;roothcden correspondeer1c 1·i1et iedore 
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beslissing cen punt X in de zgn~ 

D .. 

r--dj_n1ensionale beslissin~sruimte 
-

- ·• ,.J --··-- ~-·,-·-·~ 4 ·•··--• -...--; ... ,...,,._ ~- ¥ W 

p 1,--i ob 1 e 1n e 11 v 2-. 1 t 11 ct on s op :i d 21• t cl c t. o e s t £\ n d v 2~ n he t sys tee 11·1 op 

het volgend8 bcslis:singstijdstip st2rk kan tJorden bernvloed 

do or de t o e st and op 11. e t 11. u i d J~ ere b c, .s 1 i ~s ;3 j n gs t i -J· d :-3 t i D e 11 do o 1~ ..._, • ; L .( 

de op dit 

Bij 

t i j d s t i p t (~ n c 1n en b e f:; J_ i s :·:_; i n g , 

eon volledig; deterministisch beslissingsprobleem ka.n 

men met zekerheid veststellen VJclke toestand het systeem op het 

volgende beslissingsti_jd.s•tip zal a2.nner11en ,J.ls rnen tenminste 

de toesta.nd en de beslissing op het huidige beslissingstijdstip 

kent ,, 

Bij c..;cn beslJ_s.singL3problectn 111ct stochE1-stisch verloop kr-1n rnen 

niet n1et zekerheid voorspellen •.·1at de gevolgen zullen zijn van 

een beslissing in 6jn of andcre toestand~ De toestand op het 

e er s t v o 1 g c n d c: be s 1 :.L :3 s i 1--i gs t i ,j d s t i p i ;s du s on be ken d .9 r11 a a r v,r e 1 

zal er een kansverdeling gedefinieerd zijn voor de betreffende 

toestand .. 11ij zullen hicr steeds aannemen dat de gedaante van 

deze kansverdeling volledig bepaald zal zijn door de toestand 

en de beslissing op hot huidige beslissingstijdstip Het 

en ander zal in paragraaf 3~?01 met een voorbeeld v1orden 

t o e g e 1 i c 11 t ~ 

, ,, 
een 

Verder kunnen vrij constatcrcn) dater tengevolge van een 

beslissing steeds ..,_, sprakc is van Gen 01Jbrcn ..,~3 t 
+ 4<.*';Jii JP;::•••- .&1 F "'·-Jr--

onkosten ., 
.... •• • .,... . .,,,, "'l"'!' rt"' ill.,lrff ·-- {..,.. 

Er zijn problemen~ 1-vaarbij de opbrengst stochastisch is; in 

d i e 2; c v c.i. 1 J e n b c s c l 1 o t1 ~,\r Jc 1·n 12 n de ,r c r \'.J e. c r1 t j_ n g v 8, n d e op b r e: n f:£ ::::1 t .. 

of de vervJachting er van 

Zell o ,. n1 

l- 1 cL a r i n cl(_) z c b c ~:'. 1 j_ ~~ s i n :r ii c: r1 o 111 en \1\.r er d ., ,,,f i j z 1.,1 l l 0: r1 s t e c d s a. an n em en 

dE~t de opbrengstnJ_1,~em [lfhnr1kelijk is van deze twee factoreno 

Ee n reeks v ::;L n be ;:3 1 i s ~.; in gen z u 11 <J n 1~J i j 212.i imc1& 1 n oe111en 

de to;c;~i.18 ODDrE:,n,.,.,;:)t .Tl1...,..t)..J.[11cvc.,l lS ' .... 1,__. 4..... ... ... ·- •-·-~ .. •..• -··--·•·~•«,,-

Er zj_jn probler,1en~ 1~a2rbij nict de tota.le opbrengst 

ma.xi ,··l1ac:•, 1 g 0111a.cikt :11oe t w ordcn .9 inaar e en gevJ ogen s orr1 vs.n 

de opbrer1g;~; Jc en .. 

Indien de opbrengst 

gen1i n i 1~i1c. l is e erct ., 

c211. vcrlie:s ' lS d2,n vvord t u it e;rc1.cJ.rd 



... 1 0 · 
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voo1 ... doen: 

da,n 

ve0lt1eid" Dit betckont~ dat het verschil V tussen de 

c1,2.1.v1ezige 2n de gev1,,..aagde l1ocveell1eid c~bara,at negatief 

isw Als gevoJ_g hiervan rnoet er dus benesol bijgelev0rd 
'✓,J J 1,., d C 11 ,, 

b C di..: vr D. Elg n c:12. 1'") ab u 1:-, a at i s k 1 e i n e 1~ d an de a an\·✓ 0 z i go 

1 ~ r ( . ' . 
' - ..... 

1-:, 
'i :r, 
-1 . 

. ,. · . 'Tv l, ,..._ .-~ ,..,. ,-1,. 
•J ..• l r1 l\.)1 1~...1 
:--.. ~ \,_.I - -·J (_..,; i.; . ., '- "-" 
'._.,.I .... _; 

T_I c· J,- .. ·r (~· 1--- r• C l.-1.:; 7 '1 t~ 11 c• .. , -- n -1.' ,.., ,·, ·nI l ;'' z 1· f ., .. '" ''\ 11 . I \ 1 __ ..., ...,_ f - \ ·• ~... ..J I -$' ,~· - -, ,,, ' • ,.-~ •• ., 1 . ' I \, .. ~,· ,- .. __ _,t .J ·- ~ . _...:.,. l ,., 1_) j,....J C . '-·· '" t.~ '' . !., 1 .. '-· __._ i_,:J .._, l:..~-

1n o · , r - ... ) 1 h ,·::. i· c.J ....., 1,,.0 ·- r,.,., .... .- t \~ V t~ '3 ~ .1. C~1. (~ i_ (.~ '--~ . Z8.l nu positief zijn" 

r? u l . · \""' e "Y:I ex.,· ·~ ,.., k o ~-:·:.'1 J.c_ r·..., n .6 . 1 I;:.;; l l -t .!.. . - • . L, .[ ' •'.~1, , . .._;; 

;· ('""< 7 - ..... - ' ...... -r ~ t t -
- ! , ;;;J ..1.. u C:l. ]. e c·I_ " t•Jorden deze e)ctra kosten veroorzaakt door 

de 2flovering van l1et duurderc bGnesol~ t2r~1ijl in situatie bD 

door f~ beperkte l1oudbaarheid van abaraat het restant als 

verlc:,en moet \-iorden beschOU✓ldo Aangenomen wordt nu dat de kosten 

in beide 

functie: 

sit unties 1-<::unnen ""l or den ~'veer ,·re ireven do or e en kos ten··· t__, ,_,; 



w.·2c;_1,b i j O<.r, e en lJe k endc, c or1 ~3 t cl n t e i :3 
,• 

I.. -

A 1 s V 11 cg Et t i e f i~3 c12n gce:ft cx 0 .. 
f.~ 

de 
sit,llE1tie al.s V por;i t.ief ~ 

l- l ., 
·, ·,,___J 

OD 
.1. 

t f _\ ._. :stc l len-" \1-Jaarvoor 

.9J2 l 9-§.~ir!g 
He Jc ;:3 y s t e e r11 ]. n c:i ·, t b ----. r • 1 i· ~ · c 1· ''l ··)· -~ ,"" .,...., ob 1 .~. .,..,,.. . ...I . .J_ 1.:· ... . :.:> . ,..:) ,..:; I .t (::, ,' :J 1....J .1. ~~ (: .. .1 1 1 l d8 productie 

V I":'\ r1 ~ b <:"l r ··1 •-. +-CL c:, •-~ l.:,., C. .. t, ( 

,-. y ·-· t · -- ,,.. ·- ·1 · 1 o r d +-~ ~'} ~C::11 \,' _ L, 

a.) het beslissingst1jdstip • 
l voor • 

l= 

j r:J,nuar i 196l-1. 

b het produkt ieni. veau P. 
l 

,,c~n de 

t·i·r-:. ,. ..... ~ v ,, n cl o or..., 0 , ,_ ~ -:~. t: I...;: l. 0 
'--' ..._, 

• 
l c:: ...,,, dit 

i11aand., 

Zoals ~~ij in 3~1 hebben vastgestcld beginnen l~ij onze bereL 

keningen met het be~;chou01cn van het 

tijdstipt. 

het systeem :ze u·e ve11 
\.....,..i "'---

a i=3 
b het produktieniv2nu P~ in februari 1964 

(_ 

Gevrc1.agd \ 101,., cl t r1e t pr· oclu.~ct; j_ er1 j_ vccl u 

DC ko -:::te·)n -t.r .. ,,.""'\ , __ , .L \· . ,'_ l. _l__ 

;~egevcn d 001.·: 

ex: 
1 ( P--. 

~ ) 

'J 
P")r .. 

.,-
• • 

,,.1:-, ;·r 
~ ' . . 

r · i n ..,.,.., cl ~ -_ 
. ..I _l \.• 

c1 rJ r 1. 1 ·,,.j o -_r, d t~ , ,. I .:.i r~;• r.-, ,, (~. n d· o or 
•-, \,.._,., I' • .._,,. ....... • .. 

\. .J, I. ..... , 

In dG 

P-,. > 
;J 

D r, -.,,, .. 
.. ) J 

_,.; 

3) 

,._ 

,-.} w I c:" 
(. · ... _J_ 1,._) 

--c..i 2.r1 
• l <:'_·, er 

st(1p i✓ ordet1 dus de 

' 

·, r •.1 n V (_ . .,."" 

'j_ .. ' \T .. , r 1"" '1 , ...... , .. }1 (."" r• 01 t .. , ~--' r-- r U . J • .. ...._ 

...._.. '-" .....,.; l "-" , >.,.J .. 

v c1 J_ t3 E:: n de 
n ,-· 
/ ... 

~ 7\ ,./ .. j 



De projuktie 

1n i n i ro 2. c, 1 i s II 

P -7 111 o c t nu z o d D. n i 2: ·\ .1 or den 6 e k oz on d 2., t :,_,) 

Door toepassing vr:.n ecn bekende stelling uit de diffe 

het r1l1l stellen V£Lr1 dG afgcleide van 
n ~ ,...., r c . . c.1, v i 11. d e 11 ·t,-.r e 

cx1 Pr-. -s- ex. I) D "7 
,,.., - ,.- ") {.. . I •• 

c:: .,. .,..._ ...... _ ... __ ,.. ..--~~-- _,.. _____ ----,.-~-· -. .,, .. 
;.~ P - + 3 D-;~) . ..I • I_ 

r.... --
__._ -- . , • " · - M *f"" -~ .... -~, --

5 

en de kcsten in de laatstc step bedragen 

, 

h .3 
3 

...... 
6 p . 
5 0 

[__ 

3) .... ..._,_ .,. __ 

r1 . -~ 
L 

' 

Vestigen v,1e nu onze 2a.i1dacht op 1--iet t\AJeede beslissingstijdstip; 

d2 kosten tc maken in de maand februari ~orden zegeven door 

3 h0 
' ~-

? 
,....... .--l .. -..z ·+· ;J 

I""") 
c.. 

• 

re kosten in de maand maart ~1orden VJeergegeven door 3-9 
re totc:.le kosten te rnE1.ken in fcbr1-,1c1.ri en r1·1a,E;.rt v1orden dus gegeven 
~oor 

2) 2 

en deze kosten kunnen we opvatten als de kosten die gemao.kt 
1 A - or d A n i· n u~1 i~.) 1 ~ (~ +- ~ t ,:-\ .""-·1 t ~: p v ,'.'.4 n i:::~ ,._ ~ n !/\ '-" - ,.,_.. t. . .., ~---, V ii-- ,, J '--" .... • __ ,, ~- ._, \....,• lo_. J. 

·- ? t b 1 · . bl C'"' r•, ~. · , • .., C' •;' r ···· - ,.:) ., ci p :::s e ,::; i s •-.l i n c..-:: s p r o e e " 1 1 ,, 

Ie vorin • 
l ~. 

' • ·1 ·-· · i n 1 ··~n ····-. · v o o r ! r .,...."! ,· ' l [ l . l • • ·-·· _,, .L. 

,...~ ·p 31 /! 0 D .. ,,- . f"' .. /" -. ·- - A I D ') +- I ,) ~-- ,.,_ 
,. ✓ • ) 

. L. / 
-- - _..,..., ---- ..,. --- .,._ ... _"Irr:; ,..-..._,~-..- ·•-•r •• 

6 r") 
) !J [ 

lJ O d r .:::- ,~t ~) .. t c; .. ., t <..:-: 

0 0 

2) 
---- __ : ~ . --· ·-- ------------·-·--r ... -· .. -----... ·-·•-~----- .. - ✓--.---------·-r:. 2 , ___ - .. , ---;r-• ....,....._,----•~-•-- ...--.,......_ ~ ~w- - - -~ --



• 

Ten f_; 1 o t t e be re ken en ·~v e he t opt. i 111 ct 1 G pr o ,j-Jk t ~L \:.; n i v :.~ J. 1.. , P 
1 

vo~r de mnnnd jenuario 

De kostcn voor lj anuz.ri bedragcn -1 ) 

2 p .,p 
1 0 

-i··· 

?) ,_ . 

Do or het prob 1 c~ ~-n1 vc:-rder o 1J t c v z· t ten ,:-i. l :s :-:-: :r.. 

problee;1n kunnen ,1.1e de ·totE~J.e kosten 

0 

• 

De vorm 3,, '1 2-1. 

lfh -- 1 

i s rn i n i 111 a E;, 1 v o o 1,, 

C.. .) 

:scl1rijv0n 

-i- r h 
1 

\Alanneer v·JC nu ,rterug gr.~2,n 1~ekencnr' dc.:i..n vindcn vie voor de opti·· 

male productieniveau:3 

,,, • • - I• •••• 1-4 •·• 

Dl)+0!)061 
r:.. 

D n -l- C· Ji 21 3 ,..
'-·· 

D 
3 

1 We stellen h8t product:~eniveau 

hier gelijk f~D.n nlll~ 

P vo,n eind d12ce1·11ber 1967> 0 / 



p ~== 
3 

0;}061 Dr-, 
,· 

' -. 

• 16 -· 

~-o, 685 D 
3 
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3.20 Het stochastische N-stapsbeslissingsprobleem 

Ook in hct stochastische N-stapsbeslissingsprobleem begint 

men niet met de bepaling van de eerste optimale beslissingJ maar 

met di2 van de laa·~ste. Dit houdt in dat eerst een stochastisch 

~~nstapsbeslisoingsprobleem wordt opgelocto 
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dan zal men in de laat

maximaliseren naar XN. 
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wat wil zeggen dat de kolenhandelear in het laatste jaar ( a.ls 
' hij 1·11a:2: ..._., 1 e v e :""l en die kolensoort znl leveren waarop hij de 
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2~ uit de probleemstelling volgt, dat op het i-de beslissings-

tijdstip slechts rekening wordt gehouden met een fractie van 
1 de opbrengsten behorende bij 

wel zo dat de 

tot de tota le 

directe bijdrage 

opbrengst gelijk 

• • J-l o< h S . ~ X J ., j 

me t O . ..-: c,-( < 1 . 

de toekomstige beslissingen 

van j-de bes liss ing j ?: i 
• is aan 

' .,, 4.7 

en 

Evenals in paragraaf 4.1 beschouwen wij nu eerst weer de eerste 

n beslissingstijdstippen. 

De verwachting van de maximaal te verkrijgen opbrengst in deze ------=-
n stappen zal ook hier een functie 

• • ZlJn van op 

In geval 1 zal voor deze functie de betrekking 

max 4.8 

gelden, en in geval 2 

max h 4.9 

Ook hier kan zich het geval voordoen dat de rij voor elke 

functie ~ S die we op deze wijze verkrijgen zal dan voldoen aan 

------------..----

2 

Als ook deze directe opbrengsten stochastisch zijn dan nemen 

we hiervoor hun verwachtingen. 

De verwachting 

voorwaa rde da t 

f S dient te warden berekend onder de 
--- n-1 -2 

het systeem op het eerste beslissingstijdstip 

werd. Deze verwachting wordt hierom 

als een voorwaardelijke verwachting 

de beslissing x 1 genomen 

dan ook vaak genoteerd 

) 
,. 

• 
' 

In deze laatste notatie komt duidelijker uit dat deze verwachting 
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max ._h + tr 

of aan 
I 

f S - max h 1 

vergelijk de forrnules 4 .. 3 en 4'"9 
• 

--• 
4.10 

De oplossing van het stochastische co-staps beslissingsprobleem 

kan nu bepaald warden zodra de functie f S bekend is~ 
,.)a.l. 

De optimale Al<an 6an n.l~ bepaal6 warden met 

behulp van 4o10 c.qo 4011 . 

In dit voorbeeld willen wij nog eens het verkoopprobleem uit 

paragraaf 3.2010 beschouwen~ met dit verschil, dat het kontrakt 

niet voor 6 jaar zal gelden n1aar voor or1be·~,erkte tijd; hiermee 

hebben wij het 6- st~psbeslissingsprobleern orr1gevormd tot een 

<>a staps beslissings1-;robleen1. 

Het proces v2n de kolenleverantie tegint in de toesta11d 1; de 

bijbehorende optimi1le winstverwacr1t1ng stelle1'1 we f 1 o 

Zou het proces in de toestand O zijn begonnen dan zou de even

eens opti1·11ale winstverwacl1ting f o geweest ziJn. Het gestelde 

probleem is nu op biJzonCer eenv0L1dige wijze op te lossen r11et 

behul p van f or1,1ule 4., 10 0 

Het zal zor1der meer dL1icleliJk ziJr·~ d.at f' o 

dat we alleen r1og maar de waarde van f ~ 

de opti1nale beslissing in Cte toe stand 1 Cl 

Volgens 4o10 moet f 1 voldoen a:ln 

-
a 1 + ·pi . f' o + 

=·· rnax .. 
< 

1 

Uit 4.12 volgt gemalckelijk: 

· 0,. - p . f 1 
. l l • 

voldoen a.~n de betrekking 

"'~ - p - f'' ·. ·1 .. , (,....;.. •. i ifllt- -
-L. . 

0 :, 

waaruit voor f. 1 volgt ..... 

gelijk ' lS aan nul zo-

behoeven te bepalen met 

4 .. 12 

. 4 .. 14 · 



1v1et het oog 

voldoen aan 

Nu.~ is 

op 

l -

l~ .. 15 .. 
lS 

f 1 --· Jna ;C 

a 
1 --

1:l ·) 
.J -----

l 

4 35 ·-
0 f) 

> L.. 

"105 O -
(.;, 6 
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• 

217'5 

w 2t. a r u i t v o 1 g t cl ~:1 ·t, 1 ~"" - ,,,,, en f 1 1· -·· ':) ~1 ·7 5 . c.. I " 

4.4o1. Eerste iteratie-rr1ethoc1e .. 

n-staps beslissingspr·~)ble111en voor iede1--ie 

fV nc tie f S 

tief· worden bepa;:ildo 

Heeft 111en deze functie f s 
__,;.. 

hulp van een Ger relaties 

4. 15 

• -ce , 
,.., ·1 e Y' 
.t' ..J .J.. i .:. dat i 1 

4 /'" 
., '10 

van de b1Jbehorende 

S naar de opbrengst-

4,, 10 , 4. 11 
-

Leze verzameling van opti1nale beslissingen kunnen we opvatten 

als 

s c hr i f t w or (1 ·i:., de c:,, ~) t i 1n £1 l e s tr {::t. t e g i e g e r~i o e 1 r1 d .. 
,, ....... ~----------... ,.- t --

Indien voor iedere 

opbrengstfunctie f S) 

op een ar1dere ~~teratieve wiJze 

4 0 5 , 4 . 6 , ( 4 0 10 , 4 i3 '11 . 
--1, 

' t::· e t1 1✓ 0 Ll Q 1. €1; E: 

• • 

Men begint met een 

bepaalt daarbiJ de 

''wi l lekeLlrlge '' str,:1tegi.e . .... . ,J . . • . ? . . ""'· . e ri 

leiden i:-Je 

op brengs tf 1 .. 1nc 1~1 e 
1 .. · t"'1 f ct· nu een nieuwe strategie ~·.a, op 'e 

' 0 ·.. . . ·. 
d E? t· t1ri c tie .f · · -.·· S ·. 

...., 
paragraaf 4.4.1 is aangegeven . 



Bij 
f 1 

de strategie 1 s bepalen we weer de opbrengstfunctie 

en hieruit leiden we weer de strategie 2 s af enz. 
, 

Zo ontstaat een riJ van strategie~n l S en een rij opbrengst-
~ 

func ties f ~L 

r-

correspond er en de fL1nctic)r·1a.alvergeli~jlting 4.5, 4"6, 4.10, 

?t 

wi j z e de op t11-r1a le s tr ate f;i e S bepc11 er1 .. 
, 

Indien de rij van opbrengstfuncties fl S van de bijbehorende 

n-stapsbeslissings·t-,,roble1·;1en 11iet convergeert, dan kan men dus, 
~ 

~ 

tegie S bepalenv 

Ioorgaans wenst rnen slechts de optimale strategie te kennen en 

dan is hiermee het probleem opgelosto 

Ook komt het wel voor dat de limiet 

" l 
1 irn _f _ ___,; S -

' l 400 

bestaat., 

lim 
' l-➔ oo 

g~ s 
l 

4.17 

' ae 

re functies g. S stellen de gemiddelde opbrengst per beslissing 
l 

voor bij een i-staps beslissingsprobleem. BiJ menig probleem con-

ve~geert deze rij van fL1ncties tot een functie g S. 

reze functie neemt in de eindoplossing dan de plaats in van de 

niet bestaande functie f· S. 
In par .. 445 zullen wij d.m.v_ een voorbeeld een methode be-

spreken, waarn1ee men de functionaalvergeliJkingen op een meer di-
' 

recte wijze kar1 t)plc)sse11.
0 

f,eze methc1d.e j_s sJecht.s te gebr 11il<er1 

a l s de f 1 u. n c t i on a a 1 verge l 1 ~-J le l 11 g e r1 v a r1 e e t1 t) e p & cl 1 de s tr t.1 c -cu Ll r z i J n . 

4 0 4 a 3 Ee n u i t g e lJ 1--i e 1. d e gr O e l) Va (1 <")(J - s l, l::·l. t:; s "L) e s l l s s i l1 g s ·t,; r () b l (:;:it e n 

kan warden opgelost met behulp vn.n de theorie der Markov-ketens. 

Bij deze problemen geldt dat het verloop van het systeemJ b1j toe

passing van een vaste strategie ·, beschreven kan warden met be

hulp van een Markov-keten. Van deze beslissingsproblemen hebben 

wij reeds een drietal ~pgelost in hoofdstuk IX. 
In paragraaf · 5 zullen wij nog een andere oiplossj.11gs1nethode, de 

''policy improvement 11 methode, bes_preken., 
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Een ~ - s ~a.P,?. ~eslissingsproblee111 dat 
a a s a : a 

0pgelost kan woraer1 
: a a ,r on J 

zonder 
'II 11 7 

gebrui1{ 
a : 

te n1nke11 van 
; a : n 

iteratie-~rocedures. 
I 7 la J ? I P i 

Een hartstochtelijl{: sportvisser heeft in een caf~ horen 

spreken va1~1 een boer, 

mooie en grote vissen; 

vennetjes verbodeno In 

die twee vennetJes bezit met bijzonder 

r1elaas heef·t~ de boer heJc vissen in beide 

het e11e vennetJe V 1 
zoutien zich x en in 

y vi s s e 1-1 be v l n d E.~ 11 .. 

Alle sprekers in het c~1f~ waren het er over eens dat de kans om 

bij vennetje 

kans voor Vr) 
,,-

g e l i J !·C z ,~_:. Li. z l J n c.:l [:. r1 r) r1 • I e s p O r· t V i s s e r ~ -

deze 

clie doo1.., cieze 
--- '--

1nedede J_ i ngen r1ieL1wsglerig 1s geworden, beslLi1t eens op verken1-~ing 

uit te gaan~ Op grand van ziJn rL.1i1ne ervaring rneent hij na een 

vluchtige studie van de situatie te mogen vaststellen dat de 

fractie van het totaal aa11tal in dj.e 

die hij per keer aan de haak kan slaan steeds geliJk zal zijn aan 

r 1 resp. r 2 0 Thuis gekor11en overweegt h1J, 01-· hij als vreerndeli11g 

~n deze omgeving geacr1t znl worden het visverbod te kennen. 

Een CX)-staps beslissingsprobleem ontstaat, zodra de sportvisser 

besluit elke vrije Zaterdag in ~~n van de beide vennetjes te gaan 

vissen · totdat hij betrapt wordt ~ zich daarbij elke zaterdagmor

gen opnieuw afvragend in welke ven hiJ zijn hengel zal uitwerpen. 

Het spreekt haast vanzelf dat het deze sportvisser er on1 te doen 1s · 

zijn totale vangst zo groat rncgelijk te maken. 

Oplossingo 
' 

Als de visser slechts ~~nn1aal gaat vissen, dan wordt de verwachte 

vangst gegeven door 

0 ..., 

de 

f 2 

X , 1/ -- 111 L1 ;( 

+' 
l. 1 x,o y =c:i<f "1 X .,, y · 

i"'I 1 X :, y i s C C) n t 1 nu l !1 X e r1 y " 

I1·1dien l1i j tweer1tac1l gaat visser·1 

totale opbrengst gegeven door: 

x,y ma:>c 

4 "1Q ,, - I , .. ~· . 

' ' "1 - 1"'1; , ' 
1 

X .. '\.i'' . ,~- J ) 4 .!fl"'-()" I .r_:p ,'-
' ~' ' ' 
' ,. ' ' ' .. ' ' 

" 

.(';,,. ' ' '''' 
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--f 2 o< X rJ y , \..,A =o<f X ·y 2 , 
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f 0 x , y is co11tinu in x en y. c.. 

geldt: 

Indi_en hij 11 n1aal gaat visser1 dan wc,rdt de verwachtir1g van de to

tale vangst gegeven door: 

f n X :J y max 1-p 
1 1-r 

1 
x,y 

4.22 

Met behul p van de 111ethode der vol ledige induc tie kan men voor elk 

geheel getal n > O bewijzer1: 

ol... X ,o1..y 

x,y is continu in x en Y~ 
• 

I11en kan bewijzen da t de lirniet f x, y 
n 

de van x en y bestaat en dat de relatie 

max 1-p 
1 1-p f 

1 

0 o k v G or d e :· u n c t i e f"'· x, .f g e 1 ct t : 

= C>( f X 1T 
' ..,Y 

0( s: 0 

f x,y 

We g even d e be s l i s s i r1 g ::1 rr. i r1 V 1 t. e g a ri n 

Le alternatieve beslissing wordt rnet I 0 
• ·-

h e t s y s t e e 1·n CJ p he t be s 1 i s s i r-: gs t i j a s t., i p ._ 

4.23 

voor n-> 0<,,> voor iedere waar-
1 4.22 overgaat in 

1-r 
1 x.)Y 0 , 

• 4.24 

4 .. 25 

X , ,.,v 

z o u men n a 1-c u n n en g 21 a r1 \:\7 e l 1< e be s l i s s i r ·1 g :~/ p t i r·r1a :::1 l i s .. U l t ( 4 . 2 5 
volgt dat deze keuze ook optirnaa1. is v~or allE punten ~p de ver

bindingslijn me·t de c.;orsr_:1ro:1g .. Uit 4 .. 25) vc.1 lgt. bc;ver·1aien, dat 

als in een punt r 1 te verkiezen is bov~e1·1 I•) cti t da1-1 ·:i.:)1{ gelat 
C 

________ ..... ______ _ 

1 voor het bewijs vari deze uitspraken wordt verwezer1 

R. Bellman_, r yna111i c rrograr11rni1·1g b J. z • 6 4. e·. v. 

n ,i':'.l . r 
1,.,.. .;,,, ... ...,.i.. 
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• 
" ' ·~-- ,. . " ~ ... -

voor eer-i kleirt genoeg gei:Gzen omgeving van het punt. Wc1nneer 

men deze feiten combinee~t dan moet de toestandsruimte te 

verdelen zijn in sectore~, waarvan de vorm aangegeven 1s·in fig. 4.1. 

"/ 

.,,.. . 

• 

·· • I 4 

0 
X. 

Een ."ob-, het eerste ge_zicht'.',. 1·11og_~--~1~J_!(E:' y~-~~-~~it!_g ___ ~y:~~;l de toestands-

ruir·n te. 

In ieder van de sectoren is steeds deze~fue jeslissir1g 0~

timaal. 

Laten wij eer1s 

onverschillig is 

nagaan voor welke p11nten in te toestands~uimte 

het 

011i vervolgens 0ptimaal verder te gaan dar. 

neemt, gevJlgd 

wel dat men be-door r-2 
gint 111et 

verder te beslisser1 .. re verwachte opbrer1gste,r1 ZlJ] J .. er1 wij aar1geven 

x,y resp .. met fr r 
'1 ·2 J 2 1 

-r- x,y) =-=- ' " • 
I 

X y , " 

+ 

We stellen nu f l X' y 
I I-1 2 

waaruit volgt 

... 1 _, 
' t ,.., 

1 -f' ) 2 

I ✓1 ( 
I 

\ 
- I • \ , 

' "-

,·. "" ' , 
I 

" .. 

'/' 

• 

:r r r x 'Y , 
0 · 1 
C. 

• 

"/ 
! } t.,, 

, .. --~ 
• 

' 

r 4 • c? ,,, 
'. 

X .. 
• 
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4.29 

of' y ------ X • 4.30 

Uit deze relatie volgt, dat de gezochte punten 

z ie fig. 4. 2 • 

liggen op 
een rechte door de oorsprong 

/ 

I 
I 

1~ 
l 
I 
I 

•• • 

0 
__ ___,__, . ..,._ __,, _ _/._ ____ L~. 'h-;Hl-1MI• .. -· -·---·-·"•'"'"'-···•-==•h----

figo 4.2. 

1 

Verder blijkt uit 

onder ~- ,~P.J.dt ~ 

4.26 en 4.27, dat voor alle punten 

·-

2 1. 1 2 

terwijl voor de punten onder het omge~ee~de waar is. Uit de 

continui·teitePi~c~0~h~~pen van f x,y volgt, dater een sector 

grenzend a~n de x-as bestaat, waarin de beslissing n 1 te ver-

h~t volgende beslissingstijdstip, ligt in de bovengenoemde 

sectoro 
1' 



xo,Yo < 

be.ice 

f. X y 
. .c.. 

i . z ~:l n 
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~, c· h t ,.,, !"> /t:.,, t .l 
\,,..r ' I~ ' z ()da t 

bes ta,a t rn e t, b o v e r·.1 g e ri c; E~ rn d C; Bi '"'f ~";E' VO l. g 

de 

dez e ,, fr1 e 
. : ,J .l., . "'="L wijze rnen 

., ,Ja t 

besli.ssi.ng I 0 
"-

ti 1 ,.,_. • . Af" 
(, ... ,;,,i. u p . mu a. ' . 

re a~t1male bes 11 s si r1~r wordt; dt.lS 

b 11. el 1 ------------
, ~ s . s.r eg ,, .,., .. ,, 

Ga 

,. 

• • r,. 1· 'j n 
• • • 
~ 4 j. • 

V 

V £..:., y-. d c· 1 1¥ r., g 'C., 1. ...L l ,:; ~ 

Veroer 

:1 < 

"· r 

• 
' "v 

( 1-r 
1 

.> 

f 
\, 
-....... , 

( 

1 ·,, \ .... ·- • ti ' ''1 ' 
' ' ' 

I -~ 
~··-+\ ) Jr """', 

I - 1 ~ . . ! & .• , . 
' 1 • ' ' 
' ,, • 

( 1-rr') 
C 

l • • 
W...,,.~roi .. 

(..1 ~ t J en b gehele getallen 

.. 

,.., , 
.~ ,.· 

I .. "' .. 
X • 

n 
d-1 .;., f, ... .,., . , 

l • 
' ' 

d.E' 

_r_·e_·_.g.r_~_G_,_o_"_t_h_c_~_ct_·_e_·t_1 __ r_ 1_ en . . t r 0 __ z_1_~1_r_l nu cons-anten. 
. J , .Si. ----------------,_ 

,. r • ·, c· .... e .... -··\ I ···' , • · I , 
... 1- .........,,.Jr, 

"' ,~ .. 
i ""l -, ri . . I • --u 

,-
1 .... ·1 

- - - - - - - - -- - -
·1 ) re 

. -;} .. r ~•1 .,, 
• • • • ' , • _._.., l .... ...J. .. 1. 

1-1.-··•l 1 ., • T ,.-. l 
,,,;., l - . . ., ~ -

. ., " 1 
'Ce rv-11 ~J j_ 

., 
·-1· . .,. .. ( ;_ ' ' 

\., 

' ~ ~ ;~'",j ,- ~"'\ 

,_ 1 ~. :::: \_,,, .J.,, 

• • ~. 

I ' • • . '. ',.,. ' . ' -
i -, ... , .. 

,4 .. /" 
r ---

,J . /) ·ri 
. \... ,.. .... 

( . " 
.,_., 

1>· .. , ' , . . , . "' -• 

, ___ r' 
! ( . ! l 
: ... l.,.;l J. 

' ae {)Un ter1 

.4 ' .. 
/' I, . ~ 

wclke dE ~ ]' -·· ·1 g r '1 a· . V u ...L i CL ' t~~ f' u r1 C r. i . ' r-·1 ~·l "..~:i • \/ l':::. r ·, CJ' f'\ l i" i .• ( 7 n i'f ;:;:.,, 1"t 
.).. • - . \_, <... ( J. "- C:) ~- . •.) f ....., 6 ·•~' J. • 

. , , I 

' .. :- ' : 
,\ I I.'. 

.- ', I 
I,',''. , I 
,,_' , . ' 

-~ I 
1 \ X, 

integral en 

integral en., 

.,, r 
\, 

J 

' in 

1 

+ [" ..,1-z \ X \T i , c· . r·7 ) zx ( ~ ~.1 .A (1£..J I , ._. ) ; 

-0 - D1c.lX 1 
• !.., X 1-·w) J dH i.; wy • T , .. 

0 

deze functionaRlvergeLijking 
" •. , Zl.Jn 

• 

4.32 

4.33· 

geen 

i. s • 

oc)ver1 

r 1 
er1 

u1 C' 

t,(0 be pa. l en. 

·1 ·1·'1 7 'o n . .,.-,, 
J ' * -~ 

-J ,, ,,..t. e· ' -·~ \-4. . 
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mag 

dat 

zijn. [:e lijnen . warden gevormd 
J 

men volgens de beslisregel j maal 

voor de keer zowel als 

2 

~o 

f 
' i 
: 

: ' 

' ' 
' : t 

: 
' 

f 
I 

: 

' f' 
J 
l 
I 

' 

I 
I 

cy~ 
I 

.,.,.,..,.,,. 
,.,,..~ 

• 

0 

door die punten, waarvoor geldt 

1 0 moet kiezen terwj_Jl de keuze 
c:.. 

1 

re toestanden op de volgende beslissingst1Jdstip~en worcte11 gegeven 

Men kan oo1c zeggE:n, d&t de:· li,_1n - i door ecn l)eslissing getrans-

formeerd wordt in de lijn , 1 e r1z ~ 
1 -..I.. 

Men kan eenvoudig nagaan dat de 

warden door; 

y - c, 

., 

J 
y -

; Voor alle punten in de sector 

resp. gegeven 
J 

4.16 -

is om tweemaal nemen en daarna de beslissing L2 . 

Wij vinden dus voor een punt x,y in deze sector: 
a ' • • 



1-p 
1 

2 2 
r l X + 

2 
1-p ✓.) 1-p,.., )r,.1·-Y + 

l c:. C 

2 1- ·p 1--
2 1 , 1-r2 

Uit 4.38 en 4.35 volgt met a=2 en b=1: 

4.3d 
' ~YJ • 

1-p 
1 

2 2 
r '1 X + 1-p 

1 
2 1-p r ··y + 

2 2 

of 

f 

r,e 

men als 

1-r1 

, . 
' , . y_: --

+ 1-p 1 

- , ' 
1·+ 1-p r ' 1 ' ---
1- 1-p 

1 
2 

2 

.. 

1-1~ 
1 

1-r 
1 

2 

2 

f xJy, 
4.39 

.. 4.40 

vindt 

volg_t. Jtel x,4 is 8en punt in deze sector, dan is 

x,:y_ een pur1t uit r1.. 1 .....,, 2 .. Vo;.,r de ftlnctie 1'"\ x, y geldt dus: 

1-p 1 r 1-r1 x+ 1-p 1 

1- 1-p 
1 

2 2 1-p2 1-r1 

2 1-p 2 

re gedaante - "Jan de fLlr1ctie f x, .:;f- in de sector vindt men 

als volgt. Stel x, :y is een punt in deze sector, dan is 

een punt t11 t 

f 
X 

1-r 3 

1 

of :r.x,y 

y 

f 

1 

X 

1-r 
1 

. Nu geldt 

X 
1-p1 r1 -- + 1-r 1 

, ~y, - . 1-P 1 r 1 

1-p1.f 

X 

1-r 1 
.:::' :: 

J ;j 4. 42 · 

, , 2 , , X 

-- __ _..!..,_~-=:., _____ ::::.,_ _ ____::,__ __________ - ________ 1_ ~-

'1 I ., .... 

X 
1-p.,,, r 1 • -~-r + 

I 1 
1-p 1-p 1 2 

2 1-r 
1 

• 

- r 1 
X 

1-r 1 

• 4.43 

Op de hierboven geschets te werkwi jze kar1 men voor alle sec torer1 de 

fl1nctie f x, :y. bepalen. 

Aangezien 

voor ieder punt 

beschikt 1nen ook 

J 

de sectorgrenzen gegeven worden door~~ 
l 

x, y de sec tor bepalen. Indien men de 

over de gedaante van de func tie f ,;: , fl<J'r 
2en1ran de f1Jn0t:1PwRRTr3e ln (x,·y) worden. berek!2_nd. 

en kan rnen 
J 

sector kent 

in die sector 
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5. Marlcov1an decision processes 

5.1. Inleiding 

beslissingsprobleem beschouwen, waarbij men op van te voren 

vastgestelde tijdstippen een beslissing kan nemen. Evenals 

• 

voorschrift verstaan dat voor elk beslissingstijdstip aan-

geeft we lke beslissing er in de aangenomen "coestand ''moet'' 

warden genomen. Ee11 strategie voe gt dus aa11 ell<: bes lisaings-

slissing genomen moet worden als het systeem zich op dit tijd

stip in de toestand S bevindt. In het algemeen zullen deze 

functies voor verschillende waarden van t verschillend zijn • 
• 

Indien het systeem slechts een eindig aantal toesta,nden 

het systeem 

gestoord wordt volgens een zekere strategie , dan kan z1ch 

het geval voordoen dat het zo ontstane proces een Markov
proces is met een eindig aantal toestanden. In zo•n geval 
zullen in het algemeen alle overgangswaarsct11jnl1~1kheden van 

het proces afhank,elijk zijn van de toegepaste strategie •·••·•·•.· ; 

in verban·d l-iiermee zullen we de k,ans op een toeatandsveran-
--~ ., , .· ,. ,, 

>· ' • ' • ' • ' ' _, ' ' de ring v an ·. i · · · · · · · · · . · · · · · · · · · · · · · ·· · · · · ·. · · · · · · 1 • • • ·. •• , • · · · · 

Naar analogie hiervan zullen we de kans op een overgang van 

s. naar S ., ink stappen, aangeven met 
l J 

.·.k .. p f 1 i ,. • 
V 

Voor c1e laatst~enoemde overgangswhn 
"·---

1~ ~-·--· . k-1) . 
== 2.. P~ . . \ ,,,1 .L S · 

s=1 

l r \ ' J r.., 

P ,, ,, 
-, ! 
.l.. t) 

---------- -------

We veronderstelle11 

1 \ 
' 

' 

ge 1. d··· ·t· • . ' . ,' : , ., 
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1 n 

n k=~ 
5.2 

voor n >o~estaat; we schrijven voor en 

noemen deze grootheden de invariante kansen van het be
tref~ende Markovproces. 

Stel de directe Apbrengst is als men in de 
toestand s 1 een beslissing neemt volgens • 
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Indien men een strategie zoekt waarvoor de opbre·ngst in 

de eerste m stappen maximaal is, dan zal men die strategie 

moeten bepalen waarvoor ·. 5 .3 ·. maximaal is. 
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. ~J~e~ pehulp van 5.6 kunnen nu twee verschillende 

stratagieen op hun merites warden onderzocht. 

5.2. De 1,Policy improvement'' methode. 

In deze paragraaf zullen wij, gegeven een beslissingsprobleem~ 

de klssse van alle strategieen beschouwen, waarvoor geldt dat 

zij b:j toepassing van een M$rkovproces voortbrengen, waarin 

,ge~~.,,~~~.i_t}g-fui~,en voorkomen. 
In Ho,fdstuk IX hebben wij in een tweetal voorbeelden 

klassen bestaande uit eindig veel strategieen beschouwd, 

waarvoor het bovenstaande gold; verder bepaalden wij 

daar~ uit de gegeven klassen, de optimale strategie. 

Bij alk der gegevens strategieen berekenden wij de matrix 

der ~irecte en daaruit die van de invariante overgangswhn 

om dsarna de bijbehorende waarde van de kriteriumfunctie 

te k-u.nnen bepalen. Lettende op de diverse waarden der 
' kri:;erium:functie HS, kon vervolgens uit de gegeven 

strategie~n de beste gekozen warden. 
Wanneer het aantal gegeven strategieSn groot is, dan zal 

aa~ deze methode het bezwaar verbonden zijn, dater veel 

rekenwerk mee gemoeid is. 
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D~ toegepaste methode is dan ook zeer bewerkelijk als wij 

u~t een grate klasse van strategie§n de optimale strategie 

wensen te bepalen, 

:n deze gevallen is het daarom raadzaam gebruik te maken 
,~an de Zeg.;ne ,,policy improvement!; m·ethode. 

Je '-functie HS.;' , gegeven door de uitdrukking 5.6, 
l 

kan warden geinterpreteerd als de verwachting van de op-

brengs t te r11aken in eer1 11veraf ge le gen tr tijds interval tus

sen twee opeenvolgende equidistante beslissingstijdstippen 
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als S. de begintoestand en de toe te passen strategie 
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Bij een oo-stapsbeslissingsprobleem zullen, gezien vanuit 

de begintoes tand, ,, bi jna alle '' ti jdsintervallen tussen 

twee opeenvolgende equidistante beslissingstijdstippen ver-

ar liggen. Het is dus zinvol om de - functie H als 

kriterium voor de optimale strategie te kiezen. 

Het is gemakkelijk in te zien dat geldt 
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Beschouwen we nu een 1iwillekeurige 11 strategie 
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Indien niet alle 
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zijn, dan is het op grand van de hierboven gegeven inter-

pretatie van HS.; zinvol om te trachten het systeem 
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over te brengen waarvoor geldt 
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Beschouwen wij nu een situatie waarin wij de strateg1e : 
0 

zullen toepassen vanaf het twe•ede besl1ssinga.t1Jdst1p, ter-

wijl we op het eerste bes11ssingst1jdst1p vrij z1jn in de 

keuze van de besliss ing X • 

Nu weten wij dat de kansverdeling van de toeatand op het 
'oi 

tweede beslissingstijdstip volledig wor·dt bepaald do,or de 

toestand op het eerste be·sl1ss1ngst1Jdstip en de op dat 

tijdstip te nemen besllssing. Schrijven wij nu 

p ... 
lJ X Prob· X 5 •9,' ' •. · .. 

dan zullen wij u~teraa~d trachten X zodanig te kiezen dat 

N 

maximaal is .. 

vJi j gaan n1i voor de. l,e -•' :ur ... 

Het is nie t ui tges lo ten dat er -~ 

optimale wa3rden X bestaan. 
' als de verzameling van alle bealia-

singen x waarvoor geldt 
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Breiden wij nu de probleemstelling een weinig uit. 

·H 

Stel dat de beslisser alleen dan het systeem mag beheren 

als hij op eJ_k beslissingstijdstip een t,pachtsom'' betaalt 

' aangeeft op het betreffende beslissingstijdstip. 

Door deze keuze van de pachtsom zal de verwachtin.g van 

de winst voor ,,verargelegen" tijdsintervallen gelijk 

aan nul zijn., 

Beschouwen wij wederom de situatie, waarin de strategie 

zal warden t oeg,ep,ast vanaf het tweede b•eslissings-
o 

tijdstip en waarin de b•eslisser de eerste beswl1ssing 

Als s. de begintoestand is dan wordt de ve~aohtinl!t' van l C 

de netto) winst voor de beslisser voor de eerste M tiJds-

intervallen gegeven door: 
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Wij kiezen 

, waarvoor de X-functie g S, ;X; ) maximaal 
1 0 

is. Indien 

slissing X 

dit maximun1 ook wordt bereikt voor de be-

die we voJ.gens , zoude11 moeten nemen dan 
0 

kiezen we deze laatstc; is dit niet l1et geval dan zijn 

we vrij in de keuze van de X waarde als 5.13 voor deze 

X maar maximaal is. 

Cp deze wijza ver1l{rijgen 

beslissing X; 1n.a.w~ we vinrlen een nieuwe strategie. 
-....., 

~eze strategie zullen we aangeven met 1 1 . De procedure 

1ie wij hier-boven hebben aangegeven herhalen wij met 
"'\ 

r~ ~. )j2 

~en kan be,1ijzen dat de rij strategie~n 
-, ~ 

geert naa~ de optimale strategie . 
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2 w~ nemen aan dat ook de strategie 

b~gin van deze paragraaf genoemde klasse behoort. 
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