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7. Inlelding

Tedereen kent de situatle waarin klanten aankomen Dbilj
een loket, waar zlj door een bediende worden geholpen.

Minder bekend zijn de situaties in fabrieken, waar een
aantal gelljksoortige machines in bedrijf zijn, dle, 1indien
z1l]J] door storing mochten uitvallen, worden hersteld door
één van de aan het bedrijf verbonden reparateurs, zodra de-
ze daarvoor beschikbaar komt.

De hierboven beschreven situaties zlijn overeenkomstig
in dle zin, dat er in beilide gewacht en bediend wordt. Het
behoeft geen betoog dat wachten behalve vervelend ook kost-
baar kan zilJn.

De wachttlijd voor een loket of de tijdsduur welke voor-
afgaat aan een reparatlie hangt uiteraard sterk af van het
aantal lngeschakelde bedienden.

Door het openstellen van een extra loket of door het
toevoegen van een extra reparateur kan men de wachttijd vaak
bekorten. Deze maatregelen brengen echter kosten met zich
mee en de vraag 1is of deze offers opwegen tegen de verminde-
ring van het aantal klanten dat ongeduldig wordt en de rij
verlaat resp. tegen de eventuele toename van de produktie.
Ook kan men overwegen of het niet voordellig 1s om klelne
reparaties te laten voorgaan. Dergelijke typen van keuze-
problemen kunnen met behulp van de theorie van de wachtti]j-
den wilskundig worden behandeld. Met opzet stellen wil] vast
dat dit kan geschieden met behulp van de theorle van de
wachttlijden omdat de theorie zelf zich niliet bezlghoudt met
optimaliteitsproblemen.

De te behandelen problemen geven aanleiding tot het op

stellen van een wiskundlg model, waarin o.a. de volgende
aspecten een rol gpelen:

a) Het aankomstenpatroon, b.v. de kansverdelilng van de
tiJdsintervallen tussen opvolgende aankomgten of van



het aantal aankomsten in een tijdsinterval van gegeven
lengte. Deze verdelingen kurnnen nog van het tijdstilp
afhangen, men denke b.v. aan svitsuren.

Het bediening

smechanisme (het aantal loketten, de kans-

verdeling van de ktedieningstijd e.d.).

De rijdiscipline., Tenzlj anderg vermeld wordt nemen wil]
aan dat de klanten in volgorde van aankomst worden ge-
nholpen. Maar men kan ook bepaalde klanten voocrrang ge-
ven, b.v. omdat zij tevoren een afspraak hebben gemaaktT
of omdat wi] een kortere pedieningstijd hebben.
Aan de hand van bepaalde onderstellingen over deze factoren
tracht men informatie in te winnen over bijv. de verdellings-
functie van de rijlengte, de verdelingsfunctie van de wacht-
tijd, de vrije tijd van de bediende, kortom: grootheden die
een maat zijn voor de efficlency van het systeem,.

In het hierna komende =zullen wlj spreken over loketten
en klanten, over machines en reparateurs, maar men bedenke
dat de resulftaten cok geldlg 2iJn in vele andere toepas-
singsgebieden. Zowel viliegvelden alis telefoonlijnen kunnen
dikwijls beschouwd worden als een loket waar de klant (vliieg-

tulg of abonnee) op bediening wacht.

2. Het proceg

Wanneer men als toeschouwer het komen en gaan van klan-

ten bilj een loket gadeslaat, dan ontdekt men datv

a) niet van tevoren met zekerheid is vast te stellen op wel-
ke tijdstippen de rijlengte zich zal wljzlgen;

b) niet van tevoren met zekerheid is vast te stellen of op
de in a) genoemde tijdstippen de rijlengte zal toenemen
dan wel afnemen.

Wij beschouwen:r nu de rij van wachtendenvocor het: loket, 1n-

clusief degene die bediend wordf, als een systeem. De

toestand van het systeem wordt bepaald door het aantal

aanwezige klanten n: als n=0 heeft de loketbediende nilets



te doen, als n=1 is één klant aanwezig die geholpen wordt,
vVOOor gék+4 zlJjn er bovendien k klanten die wachten. De
toestandsveranderingen van het systeem (aankomst en vertrek
van klanten) voltrekken zich niet deterministisch; het
systTeem 1s onderworpen aan een stochastisch proces. Een
speclaal soort stochastisch proces is in hococfdstuk IX be-
handeld, n.l. de enkelvoudige Markovketen. Het nu beschouw-
de proces van wachftende 1s alleen een keten 1ndien wlj het
proces op discrete tTijdstippen aanschouwen.

Beperken wij onze aandacht tot discrete, op gelijke
afstanden gelegen (equidistante) tijdstippen, dan nog be-
hoef't het proces geen enkelvoudlge Markovketen te zljn.
Immers blj een enkelvoudige MarkovkeTen hangen de over-
gangskansén slechts af van de laatst-aangenomen toestand,
en niet van de daaraan voorafgaande toestanden. Er 1s ech-
ter geen enkele garantie dat het hierboven beschouwde
proces zich op deze wijze laat beschrijven. Als er b.v. 1n
de beschouwde wachtsituatie gsplitsuren zijn, 1s er blj waar-
nemen om de vijf minuten aan het begin van het gpitsuur
een grote kans dat de rijlengte toeneemt. Aan het elnd van
het spitsuur zal de rijlengte meestal afnemen. De over-
gangswhn vanult een vaste toestand zlijn hler dus nlet con-
stant in de tijd.

Indien het beschouwde proces geen enkelvoudige Markov-
keten 1s, en er ook niet toe herlelid kan worden door het
invoeren van meer complexe toesftanden, dan kan het proces
veelal gezlen worden als een Markovproces waarover in Hoofd-
stuk IX, par. 11 gesproken werd. Men kan voor deze proces-
sen aantonen, dat onder bepaalde voorwaarden, waarop wl]

niet nader zullen ingaan, maar die voor wachttljdprocessen

dikwijls zijn vervuld, ook invariante verdel¥ngen bestTaan.

Deze kansverdelingen hebben betrekking op de toestand van
het systeem op een "zeer ver" gelegen tijdstip. In hoofd-
stuk IX hebben wilj deze kansverdelingen bepaald voor enkel-




voudlge Markovketens met elndig veel tToegtanden. 0Op een

 overeenkomstige wiljze kunnen deze kansverdellngen 00k
voor de overlige processen worden bepaald.

In de wachttljdtheorle werkt men graag met de 1n-
variante verdeling, omdat deze nilet afhangt van de begln-
toestand. Men zegt dan dat het proces wordt beschouwd 1in de
stationalre toestand.

Het is dikwijls ook zinvol om het proces niet Te Dbe-
schouwen op equidistante tijdstippen, maar Julst op die
tijdstippen waarop de toestand van het systeem zich wil]J-
zigt. Dit zijn dus de tijdstippen waarcp een klant blnnen-
komt of weggaat, mits we de mogelljkhelid ultsluiten dat
er tegellijk een klant aankomt en een klant vertrekt. Het
is blj deze afspraak onmogelijk geworden dat tTwee opeen-
volgende toestanden van het systeem geliljk zljn.

Vaak onderscheidt men in de wachttijdtheorlie machline-
problemen, waarblj het aantal potentikle klanten begrensd

is, en loketproblemen waarbij dit (in het model althans)

niet het geval 1s. In een loketprobleem kan de toestands-
variabele n dle op pag. 2 gedeflnitgerd 1s aftelbaar on-
elndlg veel waarden aannemen q)‘ In paragraaf 5 wordt een
loketprobleem voor één loket behandeld, terwijl in para-

craaf 6 een machineprobleem voor meer "loketten'" aan de

orde 1s8.

1) Men spreekt van aftelbaar veel toestanden als er een
voorschrift ontworpen kan worden zodanlg dat aan ledere
toestand op een ondubbelzinnige wijze een nummer kan
worden toegevoegd. In bovenstaande situatie 1is dil zeer
ceenvoudlig: men nummert nl. de toestanden in overeenstem-
ming met de lengte van de rij. Indien echter de toesTand
van het systeem gekenmerkt wordt door twee grootheden Db.W
het aantal mannen en het aantal vrouwen 1in de rlj dan 1s

het nummeren een minder eenvoudige opgave,Ook nu 1s het

aantal toestanden aftelbaar. (Ga zelf na!)

{



3. Het POiSSOn“EPOGeS

In deze paragraaf zullen wij allereerst aantonen dat
onder betrekkell jk eenvoudige onderszstellingen het aantal
Klanten dat in een tijdsinterval van een wlllekeurige maar
vaste lengte aankomt, verdeeld is volgens een Polssonver-
deling. _

Laat x(t) het aantal kianten zijn dat in het interval
[O,t) aankomt, dan lulden de bovengenoemde onderstellingen:
a) In ieder eindig Clijdsinterval komt slechts een eindig

aantal klanten aan.

b) Op leder tijdstip komt hoogstens €én klant aan.

c) Als O ft,c ... <t , dan zijn de aantallen klanten
die resp. in de perioden t1~$ t < teg.ag,tn_qag t<"tI1
aankomen en welke gegeven worden door Eﬁtg)méﬁtq),..

gﬂtn)wx(tn_q) onderling onafhankeliljke stochastische

grootheden.

. J

d) De verdelingsfunctie van het aantal klanten, dat in

s, t) aankomt, x(t)-x(s), hangt alleen af van (t-s).

~Indien in een practijksituatie aan deze vier onder-
stellingen is voldaan dan heeft, zoals wij nu zullen be-

wljzen, het aantal aankomsten in een gegeven periode een
Poissonverdeling.

Eerst bewdjzen wilj de volgende hulpstellingen.

Hulpsftelling -
Als Q(t) de kans 1s dat in het interval?togt) géén
klanten aankomen, m.a.w.

a(t)°E P[ x(t) = 0] (3.1)
dan geldt voor alle t > O en s> 0
a(s+t) = Q(s). Q(t) (3.2)

erl

Q(s+t) € Q(t); (3.3)



voor elke €t > O en elk natuurlijk getal n is bovendlen

a(e) = fan )™ (3.4)

Bewljs:
Q( S—t—t)dgf P [_}_g_(s+t)=oj = P[ x(s+t)-x(t)=0 i\_?_{“(t)=O],.

Wegens onderstelling c¢) zijn de gebeurtenissen in het
rechterlid stochastisch onafhankeliljk, terwijl de kans op

de eerste gebeurtenis Q(s) 1s volgens d). Dus is

Q(s+t)=P [ x(s+t)-x(t)=0] . P[ _;;_c__(t)...——_o] = Q(s). Q(t).

Wegens 0 € Q(s) € 1 volgt (3.3) direct uit (3.2). Ook
volgt (3.3) direct uit de definitie van Q(t): als de
periode langer wordt @an de kans op geen aankomst 1n die

perlode nooclt toenemen.
Voor het bewijs van (3.4) kunnen we het interval [O,t) als

volgT in n deelintervallen verdelen:

0,5); [& 2%, ...; [{nzlt ) (3.5)

De gebeurtenis 'geen klant in [O,t) is nu de conjunctie

van de onafhankelijke gebeurtenissen "geen klant in
{:Li:%lga %EJ?VOOT i=1,2,...,n. Elk van deze laatstTe ge-

beurtenissen heef't een kans Q(%J dus de kans Q(t) op de

ceerstgenocemde gebeurtenlis 1s het product van n factoren

T
QCH).
Men kan (3.4) ook uilt (3.2) bewijzen met volledige induc-

Cle.»

Hulpsfelling 2
De functie Q(t) = P‘[x ::d] voldoetT voor iedere

t met O  t < waan Q(t) > 0.

BewlJs:
Stel dat voor zekere t > O geldt Q(t)=0. Wegens

(3.4) 1s dan ook QC&) = O, In elk der n deelintervallen

(3.5) komt nu met kans nul géén klant, dus met kans één



minstens €én klant aan. Met kans €én arriveren dus min-
stens n klanten in het eindige tijdsinterval [O,t).

Omdat dit geldt voor willekeurig grote n, zou het aantal

aankomsten 1in [b,t) oneindlg groot zijn, zodat een tegen-
spraak ontstaat met onderstelling a). De onderstelling
Q(t)=0 kan dus voor geen enkele t > O juist zijn.

Tenslotte is, met s=1 en t=0 in (3.3), Q(1) € Q(0),
zodat met Q(1) ook Q(0O) positief is.

De eisen, die aan Q(t) blijkens beide hulpstellingen
moeten worden opgelegd, blijken deze functie volledlg tTe
bepalen:

Hulpstellln

De enige overal positieve monotoon niet-stijgende

functle Q(t) die voldoet aan Q(s+t) = Q(s) Q(t) is Q(t)=
-cT

= €

Bewl Js: |
Met t=1 volgt uit (3.4): Q(1) = {Q(%J} %, stel
Q(1) =a, dan 1s dus

1 'igf % 1og a
QUz) = = ¢ .. (3.6)
Maar t = %j geeft in (3.4):
T\ n
Q) m{Q(%)} o= i(aH) _om " (3.7)
De relatie Q(r) = e’ log“geldt dus voor elk positief

rationaal getal r. Om deze relatie voor ieder positief
reeel getal @ te bewijzeh gebruiken wij de monotonie van
Q(t). Laat P4sTps ... TESP. S,,8,,... €en rij van ratio-
nale getallen ziJn die monotoon stijgend resp. dalend

naar W convergeert, Dan geldt

a(ry) 2 Qlw) 2 Q(s,) (3.8)



of
A1 S Q(w) e L. (3.9)
Omdat ﬁ§x een contlnue functlie 1s van X naderen zowel atsi
als - tot &® als 1 = 0, zodal met ¢ = - 1log o geldt
R(W) =a® = ewioga _ [-cw (3.10)
Zou de constante ¢ negatief zijn dan was Q(1) = e © > 1,

maar de kans Q(1) 1s & 1. Verder houdt ¢=0 in dat Q(t)

18 voor elke elndige waarde van t. Met andere woorden:

g

ae kans op een aankomst van een klant in ieder eindig
tljdsinterval 1is nul. Het is redelljk om aan te nemen, dat
in dergelijke slituatles geen wachtti jdtheorie wordt toe-
gepast.

W1J hebben nu de volgende samenvattende stelling

bewezen.

Stelling

Voor de kans Q(t) op geen aankomst in [Q,t) geldt

-CT

onder de onderstellingen a) t/m d): Q(t) = e , waarbij

c > 0O mag worden verondersteld.

Wij verdelen het interval [O,t) weer in n gelijke
deelintervallen volgens (3.5). Verder definigren wij:

1. De gebeurtenis A vindt plaats als in het interval [ 0,t)
precles m klanten aankomen,

2. De gebeurtenis B vindt plaats als in m van de n deel-
intervallen minstens €én klant aankomt en in de overige
n-m lntervallen geen.

3. De gebeurtenis C_ vindt plaats als in minstens eén van
de n deelintervallen Twee of meer klanten aankomen.

WiliJ] kunnen nu het volgende vaststellen:

Als de gebeurtenis A heeft plaatsgevonden dan 1is zeker

ook minstens één van de gebeurtenissen B, en C_ geschied,



M.a.w. de kans op de gebeurtenis A 1s kleiner dan de

kans op B_ en/of G, d.w.z
p[a] ¢ P(B v ¢, 1< P(B ] + PLC 1. (3.11)

Als de gebeurtenils Bn heef't plaatsgevonden dan 1s

zeker ook minstens één van de gebeurtenissen A en C. ge-

schied. M.a.w. de kans op de gebeurtenis 31:1 is kleiner

dan de kans op A en/of C, d.w.z.

p[e. 1< P[ave ] < p[a] + pfc, ]. (3.12)
Uit (3.11) en (3.12) volgt:
|p[a] - plB ]| < rlc] (3.13)

Volgens een stelling ult de maattheorie mogen P en lim ver-

wisseld worden mits 1lim Cn bestaat:

1im P{c_] = P[ 1im ¢ _]=
= P[:minstens eén tljdstip met twee aankomsteﬂ]ﬁO.
Dus geldt
plal = 1im BB _]. - (3.15)
=y O
Men kan nu gemakkeliljk nagaan dat voor PEB ] geldt:
- et n-m SEA
= n. N f - n
P[BAlzlnlr%mni L€ ) [ 1-e ) B
ct m
] -cT no o,
= "mT e ( “?} —
2, 2 m
1 =ctfct R n!
~ m1 {; no 2 +"‘] n-m)! (3.76)
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Voor het rechterlid van (3.15) vindt men dan:

. d -c T m - . N ct - n!
Lim PEB’] = — € (ct)” 1lim L1 + T ... ——
N-300 rl m . N-y O 2. :] nm(nwm)i
e“Ctgctzm
= ml ® (3‘/]7)

Wij hebben nu de volgende stelling bewezen:

Stelling 2
Wanneer voldaan is aan de onderstellingen a) t/m 4d)

heef't het aantal aankomsten x(t) in ieder tijdsinterval

van lengte t een Polsson-verdeling, waarvan de kansen ge-

geven worden door

-CcT
P [x(t) e _let) (3.78)

|

=
L
=

De positieve parameter ¢ stelt hier het verwachte aantal

aankomsten per tljdseenheid voor. Immers de Polsson-ver-

deling (3.18) heeft verwachting ct, zodat het verwachte
aantal aankomsten 1n iedere tijdsduur t gelljk 1is aan ct.

Vervolgens zullen wlj een stelling bewijzen welke
petrekkling heef't op de kansverdeling van de lengte van
het tijdsinterval tussen twee aankomsten. Men kan nl. be-

wljzen dat, als het aantal aankomsten in een periode van

gegeven lengte een Polisson~verdeling heeft,de lengten
van de Tijdsintervallen Tussen twee opeenvolgende aan-
komsTen onafhankell jk exponentieel verdeeld zijn, d.w.z.:
alsﬂgq de lengte van hetT tijdsinterval voorstelt dat eln-
digT blj de aankomst van de eerste klant en s. de tijd

aangeef't welke verstrijkt Tussen de aankomst wvan de

(1-1)° en de i° klant, dan geldt de volgende stelling:



Stelling 3

Indien de kans op m aankom%ten %n een 1nfTerval van de
lengte T gegeven wordt door émmﬁéizlw-dan geldt voor iliedere

s » O en voor ledere 1 >

BEWiJSJ

Bewering a) wordt voor i » 1 als volgt bewezen. Laat

t het tlijdstip van de (i-—’!)e aankomst zljn, dan geldt:

Pils: > s :]m P [geen aankomsten in (t, s-i—t]] =

, ‘ . (3.21)
= P [lim {geen aankomsten 1n [t+ ¢ , S+t+ % )} ] :
£y O ~
Weer mogen P en 1lim verwisseld worden, en voor iedere £ is

P[geen aankomgsten in{:t+if, s+t+-£)] gelijk aan Q(s) = e"CS.

D1t geldt'dan cok voor de limiet, zodat a) bewezen is.
Voor 1=71 verloopt het bewiljs analoog, maar met t=0 en het
interval [Oﬁ s+ £ ), zodat geldt

P[:g_1 S 51: lim Q(s+ £) = ™", (3.22)

Voor het bewiJs van bewering b) zullen wilij] eerst voor wille-
keurige s > 0 en €t > O aantonen:

~a(s+t)§ (3.23)

Kies hiertoe d > O, maar d ¢ s endk’tﬁ en verdeel het 1in-
terval [s, o) in deelintervallen [ s+kd-d, s+kd) van leng-

PE§4;>5 A S, D tzlm e

te d. De gebeurtenis [§4 ;.SJB d.w.z. "eerste aankomst

op of na s", vindt dan en slechts dan plaats als één van
de elkaar ultslultende gebeurteniscen 'eerste aankomst in
[s+k 0 - d: s+kd’) optreedt, voor k=1,2,... . In de figuur

18 de eerste aankomst met @ aangegeven,
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le --- Lo - - -»i

O s ! stkd & JE s+t+kd
s+kd~d s+t+kd -4

ls bovendien Sh > T, dan valt de tweede aankomst na het

punt @ . W1J vervangen dit door de zwaardere eis "tweede

aankomst op of na s + t + kd" en vinden:
o0

P[;g_,] » S N S, D t-_} 2 Z P[ﬂe aankomst 1in
k="

[s—kk:f-—- cf, s+ke5) en 2° aankomst op of na s + t© + kJ].

De gebeurtenis in het rechterlid betekent: geen aankomst
in [Q, stkd-4§), één aankomst in [s+kd-d, s+kd) en geen
aankomst in |s+kd, s+t+kd). Volgens stelling 2 heeft dit

een kans

e-—-c(s-i—kd’- d) -cd -ct

cd'e S 3 (3'24)
zodat .
S42% 8 A 55 ) t] > C g e clstt+d) kz-i-’i ~Ccd(k-1) _
(3.25)
_ ______g__f_a__g_ e-c(s+t+6) _ 1

T1-e

Werken wilj daarentegen met de lichtere eis '"2e aankomst
op of na s+t+kd-d", dan vinden wij een bovengrens. Het
enl%e verschil met (3.24) is dat de laatste factor
t-d) wordt, omdat er nu geen aankomst valt in
s+k§, s+t+ké-8). Zo vindt men

cd -c(stt) _ g (3.26)
e

Nu laat men de positieve d tot nul naderen. Ult



‘ 2
Ry BN € 5 U ey
volgtT
14m C 5«-—@8 = 1. (3.28)

P_§13;84\§2>€] is niet afhankelijk van d en moet dus gell jk

zlJn aan de gemeenschappeliljke limiet van L en R, dit is
-c( s+t )
e .

Bij a) 1s al bewezen dat de verdeling van s, con-
tll’lu_ lS; d‘wgzﬁ P[E./E et S] _— O, DUS :LS P[E_/] > > /\_§_2 >' tlm
= P[_f_d__,] 2 s A 5,5 > t] en (3.23) is bewezen. De stochastische

varlapelen S, en S, zlJjn nu onafhankelijk, immers

P[§_,1-\< S /A §2g tjm’l-—PLs;,]> S]-—-P__s_2>t]+
+%P[§__q> s Ns~ > t]m 1 - e ©® - e"Ct + e-—c(s+t) =
= P

s, € s]. Hs, & t].

Metl een eenvoudlge generalisering van bovenstaand bewijs

toont men aan dat ISP stochastisch onafhankelljk is van

alle s, met jm < 1. Hieruit volgt bewering b) van stelling

3. .

HetT omgekeerde van de stellingen 2 en 3 1s ook julst;
wlj zullen dit niet bewijzen. De drie beweringen:

(1) onderstellingen a) t/m d):

(2) het aantal aankomsten in een tijdsduur t heeft een
Poissonverdeling met verwachting ct (volgt een FPolsson-
proces met parameter c):

(3) de aankomstintervallen z1ljn onderling onafhankell jk en

exponentiéel verdeeld met verwachting gg
zlJn onderling equivalent. Men vindt in de literatuur één
van de drile, niet steeds dezelfde, algs definitie en de
andere twee als elgenschappen. De hier gegeven afleiding
1s van J.L. DOOB: het bewljs van stelling 3 echter wvan

J. TH. RUNNENBURG.
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De volgende stelling volgt uit stelling 2 of uit

stelling 3:

Stelling 4

Indien de kans op m aankomsten in een interval van
de lengte t gegeven wordt door Eif%éﬁ&lf,dan heef't de som
van kK verschillende aankomstintervailen een gamma-verde-
ling met k vrilijheidsgraden, d.w.z. er geldt voor ledere
S > O en ledere:k:

| Jﬁ er~cttk~1
P[-S-"l+§-2”'+§k L S]: Wdt. (3.29)

O
BewlJs:

HJ
)
-+
)
...!..
)

/N
).

L)

]

P[__x_(S) > k] =
m _ .

_ E; e “S(cs)d
=k I

Men kan eenvoudlg aantonen door partiele integratie dat

(3.30)

het rechterlid van (3.29) gelijk is aan het rechterlid
van (3.30).

lTot slot van deze paragraaf bespreken wij een bijzondere
elgenschap van de exponentigle verdeling.

Indien men bij een bushalte aankomt, en men weet dat
de vorige bus tlien minuten geleden vertrokken is, dan zal
men verwachten, dat er nu wel eerder een bus zal komen
dan indlen men de vorige bus Juist zou hebben gemist.

DitT vermoeden kan alleen gegrond zijn, indien de tijdsin-
tervallen fTussen opeenvolgende aankomgten van bussen bilj
de halte niet exponentieel verdeeld zijn. Zijn deze tijds-

intervallen wel onafhankeliljk exponentieel verdeeld dan
1s de wachttlijd tot de volgende bus arriveert niet afhan-
kelijk van de tijd die verstreken 1s sinds het vertrek
van de vorlige bus.

Deze eligenschap van de exponentigle verdeling hangt
nauw samen met het model, dat in deze paragraaf werd be-

schreven en waarblj de kans op het binnenkomen van een



—
\J1

klant (het aankomen van een bus) onafhankelijk van de
voorgeschiedenis werd ondersteld.

In leder geval zal men bij praktische foepassingen
dlenen na te gaan of de situatie zodanig is dat aan de

genoemde elgenschap 1ls voldaan., Dit is bijvoorbeeld zeker
niet het geval indien dienstregelingen bestaan. Wij zul-

len bovenstaande bewering bewijzen In de volgende stel-

ling.
Stelllng 5

ls y een kansgrootheld met een exponentiile verde-
ling:

P[X & y]= 1-e7%Y vocr ¥ > O (3.31)
dan geldtT:

Ply > y] = PE1> y—*—a‘zg_ >al - (3.32)
Bewl Js:

Ply > y+ta A ¥ > a
P[}[> y+aiz> a]m _

Ply » y+a ~c(y+a) _
Lﬁmiwz T =l s v]. (3.33)

e

Is blJ een loketprobleem de tijd, die de bediende nodig
heeft om één klant te bedienen (=bedlieningstijd) een kans-
grootheld met een exponentigle verdeling en komt tijdens
de bedleningstijd een andere‘klant binnen, dan 1s de Tijd
die deze klant moet wachten tot de klant, die aan het lo-
ket geholpen wordt, vertrekt, een kansgroctheid met de-
zelfde exponentigle verdeling. Deze eigenschap, die direct

ult het voorgaande volgt, zal in dit hoofdstuk vele malen
toegepast worden.
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L, Laplace-transformaties

In de theorie der wachttijden wordt vrijwel steeds ge-
werkt met niet-negatieve stochastische variabelen (tijds-
duren, aantallen klanten etc.). Zo'n niet-negatieve sto-
chastische varlabele x kan behalve door zijn verdelings-
functie=Pf[§;6'k]!ook worden vastgelegd door dilens Laplace-

getransformeerde
o
Jpe- X f(x)dx
O
() 98 e TE - (4.1)
o0
~ Tk

= P

ch=o k

als x continu verdeeld is met dichtheid f(x) resp. discreet
verdeeld met p, = P[ x = k|. Het is direct duidelijk dat
Q(0) = 1 is; men kan aantonen dat de 1integraal resp. som

voor alle positieve waarden van T convergeert,
Men kan eenvoudlg nagaan dat de n9e afgeleide van Q(T), als

deze bestaal, gegeven wordt door:

o{n) 2y = (-1)" f e~ TX £(x)dx (4.2)
resp. ZQ

Q™) (7) = Z T TR S (%.3)
Bij substitutie T = ; 11 jkt in belde gevallen:

{0y = (-1 & x". (4.4)

Men kan bewljzen, dat een verdelingsfunctie door zijn Lap-
lace-getransformeerde éénéénduidig is bepaald. Het rekenen
met Laplace-getransformeerdenis dikwijls eenvoudliger dan metT
verdelingsfuncties; soms volgt b.v. ult (4.4) een snelle
methode om momenten van de verdelling te bepalen. In sommige
wachttlijdproblemen 1s een blj de stationalire toestand be-
horende kansverdeling lastig Te bepalen, terwlijl zijn Lap-
lace-getransformeerde eenvoudlg tTe berekenen 1s,.
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5. Een loketprobleem

Laten wij aannemen dat klanten ult een onbegrensd grote
populatie onafhankelijk van elkaar aankomen bij één loket,
en dat daarbij aan de voorwaarden a) t/m d) van paragraaf 3
is voldaan. Het aantal aankomsten in leder tijdsinterval
met lengte t heeft een Polssonverdeling met verwachting AT,
terwlijl de aankomstintervallen exponenti®el verdeeld zijn
met verwachting'%-. Bediening geschledt in volgorde van aan-
komst, terwijl de bedieningstijden onderling onafhankelil jke
stochastische variabelen s zijn met dezelfde kansdichtheild
g(s) die niet nader wordt gespecificeerd.

Stel dat wij het systeem van wachtende klanten (inclu-
sief degene die bediend wordt) beschouwen op de tijdstippen,
waarop een klant na zijn bediening vertrekt. De toestand
van het systeem wordt nu gekenmerkt door de lengte van de
tijd van wachtenden, die de vertrekkende klant achter zich
laart.

Wij zullen nu aantonen dat de rij van toestanden, welke
het systeem doorloopt, een Markov-keten vormt met aftelbaar
veel toestanden. Het is duidelijk dat er sprake is van een
keten, immers het proces wordt slechts op discrete tTljd-
stippen beschouwd.

Wij zullen nu aantonen dat de keten een Markov-keten
is. Veronderstel tijdelijk dat de bedieningstijd voor ledere
klant constant i1s en gelijk aan s 3 0, dan zljn de volgende
ontwikkelingen mogell jk:

a) Indien het aantal wachtenden op een beschouwd discreet
tijdstip gelijk 1is aan 1 > 1, dan neemt de toestands-
variabele op het volgende tijdstip de waarde 1 - 1 aan,
als gedurende de bedieningstijd van de eerste der 1
wachtenden geen nieuwe klant arriveert. De kans Op een

overgang van 1 naar 1 - 1 wordt dus gegeven door:

P __,ImP [geen klanten 1in s] = e"'\s. (1 » 1) (5.1)

1,1
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b) Indien het aantal wachtenden op een beschouwd dis-
creet Tijdstip gelijk 1s aan 1 % 1, dan neemt de
toestandsvariabele op het volgende tijdstip de waarde
1+k aan, als gedurende de bedieningstijd van de eer-
ste der 1 wachtenden (k+1) nieuwe klanten arriveren.
De kans op een overgang van 1 naar i+k wordt dus ge-

geven door:

] e"’" > 1 o l{’l‘/]
pi_, i+l{mP [(kﬁ-/l) klantTen 1n s = ——-(T{-&_W)———

c) Indien het aantal wachtenden op een beschouwd discreet

tljdstip gelijk 1s aan O, dan neemt de toestandsvari-
abele op het volgende Tijdstip de waarde k aan als
gedurende de bedieningstijd van de eerstvolgende klant,

die echter nog komen moet, k klanten arriveren. De

Kans 0op een overgang van O naar k wordtT dus gegeven

door
- A s Kk

d) Andere overgangen zijn niet mogelljk, dus voor de niet

genoemde 1ndex-~combinaties geldtT:

pjﬁl{ = O (5.4)

Men zlietT gemakkelljk in, dat informatie betreffende meer
vooraf'gaande toestanden dan alleen de laatste, geen 1n-
vioed heef' T op de kansverdeling van de eerstvolgende

toestand. De beschouwde keten is dus een Markovketen met

afteYbaar veel toestanden.
Uit de relaties (5.1) t/m (5.4) volgt, dat de oneindige

matrix van overgangswhn er schematisch als volgt ult-

zlet:



2! l . @ -

-As ~-As -As(A s }2 ?
| N * c\
) \\ .
i ¥

N -As -AS \
O O e e _AS LN
l kX
\ S %\ N\
A ?‘a\ N

: . .
| <
| N

Ook bilJ Markov-ketens met aftelbaar veel tToestanden
kunnen fulken en kringfulken optreden. Men gaat gemak-
kell jk na, dat in deze Markovketen noch fulken noch kring-
fuiken aanwezlig zljn. Op geheel analoge wljze als 1n par.
6 van hoofdstuk IX kan men laten zlen, dat als de invari-

ante kansen‘qj bestaan, zlj moeten voldoen aan
m »

qy = igo A4 Py 5 (5.6)
Uit (5.5) en (5.6) volgt:
_ _ - As
Ao = 9oPoo * AqPqo = (dg * Aq)e -’

en voor k > 1

I+ .
1oPok ¥ 1;1 1Pk

"‘AS (AS)k k+1 "‘25 ( 3 k-1+"1
10€ T )} 14 € (k-1+7) !

1="1

3%

(5.7)

Tot dusver hebben wl] voor de eenvoud aangenomen dat de
bedieningstijd voor ledere klant constant 1is en wel ge-
1ijk aan s. De overgangswhn gegeven in (5.1) t/m (5.5)

z1ljn dus eligenlil jk "voorﬁaardelijke” overgangswhn. In<

dien men uitgaat van de veronderstelling dat de be-



20

dieningstijd een stochastlische groothelid 1s met kans-
dichtheid g(s) dan gaan (5.1) t/m (5.3) over in:

Py 4 g(s)ds (1 2 1);
e kil
Py 1w = ) AT e(s)as (13 1,63 0); (5.8)
k
Po.x = g(8a) ds (k > 0).

De invariante kansen qJ voldoen nu aan:

- AS

co

1o = (3 + ay) Ofe

g(s)ds,

SP [ s (’—\-{?{-,l— g(s)ds +
3 !

"
k+1 k-1 -+
j 1}:1 11 bfeds A(LSc-iM*)z g(s)ds - (5.9)

voor k > 1.

Ak

Bepaling van dg

Wij zullen nu eerst met behulp van (5.9) de kans
kq, . Ult (5.9)

A5 bepalen; daartoe berekenen wil]

volgt: k=1
0

[ kg, = g(s)ds +
k="

E kf’l je-—?ls ™\ S k-1+"1 )
+ k a —-(——g_-——lj———— g(s ds =
e T oes L K-1+1)1



T T -2 T (s)?
= QoA E s f Z A4 fe S%(S)[ (h+1-1) ‘£ ]ds =
= qO%t S T 12’1 j—qi - (1"'qo)+( /]”qo)hté. (5 /lO)

Uit (5.10) volgt nu:

o = 1 - A& s (5.11)

Uit de relaties (5.9) en (5.11) kunnen de kansen q, achter-
eenvolgens worden berekend. Immers uit (5.9) volgt:

- A k-1+"1
T f——si——)— s(s)ds - I qif—({{ﬁy—— (s)as

g+
fe g(s)ds (5. 12)
voor k 37
eIl oo
ag(1- Je™g(s)as)
a, = - 2 voor k=O. (5.13)
ieﬂhsg(s)ds

O

Men definievert in de wachttijdtheorie de bezettingsgraadq)
poals

def verwachting bedlening sl jd
f verwachting aankomstinterval |

=AE s. (5.14)

Fﬁ
)’|.._\! |

1) Engels: traffic intensity.
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Volgens (5.11) 1is qd, @lleen een kans als O € p 1. Het is
duldelijk dat p- zelfs positief is, want A 1s een posi-
tieve parameter en blj € s = O zou de bedleningstijd nul
zljn met kans 1. De eis/ois 17 1s Intuiltief duldell jk: als
de bediening gemiddeld langer duurt dan het aankomst-
interval hopen zich steeds meer klanten in de wachtkamer
Op en ontstaat er geen gstablede statioconalre verdeling. In
het geval p=1 volgt uit (5.11) q5 = 0, uit (5.13)

Qq = O, uit (5.12) voor k 1,2,... achtereenvolgens

Ap = O, q3 = 0, enz. Ook blj bezettingsgraad 1 1s. er dus

|

geen lnvariante kansverdeling. Voor het geval 0 p ¢
kan men aantonen dat de lnvariante kansen qj steeds be-
staan en gegeven worden door de formules (5.11) t/m (5,13).

Bepallng van de verwachting van de rijlengte in de sta-
tionalire toestand

Met behulp van (5.9) kan ook de verwachting van de

toestandsgrootheid n worden bepaald. Daartoe berekent men
o0

de uitdrukking, { k(k-1)a, . Uit (5.9) volgt:
K="

00 o2 T -As Kk
kz’l k(k-—-’l)qk = qo [ kK(k=-1) gg——%}-\—g’—)—— g(s)ds +

k="

|

|

Na splitsing (h+i-1)(h+1i-2) = h(h-1) + 2hi - 2h + i(i-1)+
- 21 + 2 behandelt men elke term zoals in (5.10), waar-
door bliljkt



k(k-1)q, = A ESC 4+ )3 1(1-1)a; + 2( 1—-qo)(’l-/\€§__) +
k=" 1="
oo (5.15)
"5 lé/] iqi( 1- A¢€s)
Uit (5.15) volgt:
AT E s

o=
EE”;,‘ i%im’l"qo‘*' *-“-*P+—‘(—»r7—) .(5.16)
De uitdrukking (5.10) geeft ons de verwachting van het
aantal wachtenden in de stationaire toestand op het moment
dat een klant zojuist bediend 1is. COX en SMITH 2) merken
n.a.v. (5.16) op, dat het aantal wachtenden niet alleen
vermindert als de gemiddelde bedieningstijd korter wordt
maar ook als de varlatie 1n bedlieningstljd vermindert
pij gelijkblijvend gemiddelde. Voor een exponentikgel ver-

deelde bedleningstijd met verwachting s is Ef m282, dus
met p=A s blijkt in (5.16)
2

tﬂm/o""g%l)_/o ='/T§'ﬁ°* v (5.17)

Is de bedieningstijd daarentegen constant gelijk aan s,

dan 1s € __s__2m82 en

2) D.R. Cox en W.L. Smith, Queues, Methuen (London) 1961.
In deze zeer duldelijke inleiding tot de wachttijd-
problemen wordt ook aandacht gesthonken aan problemen
met prioriteiten en aan 1dketproblemen met meer dan één
loket (in serie of parallel), onderwerpen die in deze
cursus niet worden behandeld. Het boekje bevat een ult-

voerige 1iteratuurlijst. Een speciale bibliografie van

A, DOIG over wachttijdpublicaties vindt men in Biome-
trika 44 (1957), 490-51k4.
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e&ﬁﬁ*‘g&-ﬂ:ﬁ(q“%fﬁ o (5.18)

Voor geringe bezettingsgraad (p= O) is 1 - 3 p = 1 en
bliJjf't de verwachte rijlengte nagenoceg gelljk. Maar voor
"zwaar verkeer" (p ~ 1) wordt de verwachte rijlengte bijna
gehalveerd door de varlatlie 1n de bedieningstijd weg te
nemen blj gelljkblijvende verwachting.

Bepallng van de verwachting van de wachttijd in de

stationalre toestand

Wilj definiegren dat de wachttijd van een klant begint
Oop het moment van binnenkomst en eindligt op het moment
waarop zlijn bediening begint. COX en SMITH onderscheiden
queuelng-time(excl. bedieningstijd) en walting-time (incl.
bedieningstijd). Wij merken op dat de personen, die de
zojulst bedliende klant achter zlch laat, zijn aangekomen
tijdens de wacht- en bedieningstijd van deze klant. Blj
een gegeven wacht- en bedieningstijd is het aantal aan-
komsten verdeeld volgens een Polsson-verdeling met ver-
wachting A (w+s) als de w de wachttijd voorstelt. Indien
de beide tijden niet constant zlijn maar kansverdellngen
hebben, dan wordt de verwachting van het aantal aankomsten

gegeven door €A (w+s). Uit (5.16) volgt:

2 2
A £ 2

ﬂ+mﬁ)tﬂ,+lﬁ§_ (5.19)

en dus geldt:

AE s°
E_W__:-W (5.20)

Zoals boven zliet men in dat deze grootheld gehalveerd
wordt bij overgang van exponentikgle bedienlngstijd op
constante bedieningstijd met dezelfde verwachtling.
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Bepaling van de Laplace-getransformeerde voor de rij-
lengte 1n de stationaire toestand

Volgens (4.1) is de Laplace-getransformeerde van de
verdeling van n, die we @(T) zullen noemen, gelljk aan

T -k .
2: e dq,.- Na substitutie van (5.9) en enlg rekenen
k=0
vindT men
- T -T
, - 1= -
P(T) = & e__-t \P)_,-?e " (5.21)
py(A-Ae ) - e

waarbij W(.) de Laplace-getransformeerde 1s van de verde-
lingsfunctie van de bedleningstijden.

Bepaling van de lLaplace-getransformeerde voor de wachttijd
in de statlonaire toestand

De kans op r aankomsten 1n de bedienings~ en wachttijd
van een klant wordt gegeven door:

(5.22)

De Laplace-getransformeerde van deze kansverdeling wordt
gegeven door:

- R P -A(w+s) . r r - 7Tr
) JJe———‘a (wisl e g(5)as n(w)aw. (5.23)
r=0 O O )

Indien wij (5.23) uitwerken verkrijgen wij achtereenvol-

gens :

S0 a0 -T
{ [ etws)+Alwrs)e " ()45 n(w)dw (5.24)
O O

3) h(w) is de kansdichtheid van de wachttijd.
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on - . oo R

Jﬁeuaw(q“e )h(w)dw j”e~)s(1—e :E(s)ds (5.25)
O O

sA-2e ) Y(Or-ae ) (5.26)

als 6(.) en W(.) resp. de Laplace-getransformeerden ziJjn
van de kansverdelingen van de wacht- en bedieningstijden.
Omdat het aantal aankomsten in de wacht- en bedlienings-
tijd van een klant gelijk 1s aan het aantal wachtenden dat
dezelf'de klant na bedliening achter zich laat, 1is het rechs
terlid van (5.21) gelijk aan (5.26), zodat geldt:

T

-7 1-pP)(1-e -
c(h-ne 7)) = L=@(d-e ) (5.27)
V(A-ae T)-e" "

S
-7 -
Stel nu - ANe = 7', dan gaat (5.27) over in

Yy _ (1-p) T
(') WWR' (5.28)

De verdeling van de werktijd en de vrije tijd van de be-
diende

Indien de bedilende vrij is en er komt een klant blinnen,
dan begint een werktijd, dle eindigt op het eerstvolgende

tijdstip waarop een klant vertrekt en geen rij achterlaactT.
Het aantal klanten dat 1n eeP werktijd bedlend wordt noe-
men wij de treinlengte. De eerste klant van een "trein"
heeft dus een wachttijd nul. Nu kan geconstateerd worden,
dat de lengte van de werktijd en de treinlengte niet ver-
anderen indien de volgorde, waarin de klanten worden be-
dliend, gewljzligd wordT. i

De werktijd begint met het binnenkomen van een klant
op een tijdstip, zeg t=0, waarop de bedlende vrij is.
Komen er tijdens de bedieningstijd s van deze klantT geen
klanten aan, dan 1s de lengte van de werktTijd s en de
treinlengte 1. Komen er m klanten aan in de bedieningsti jd

s (m 2 1), dan doen wij, alsof deze klanten op de
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volgende wiljze worden bediend. De m klanten worden allen
afgezonderd. Aan het elnd van de tijd s 1s, afgezlen van

de m klanten, het loket leeg. Eén van de m klanten wordt
dan toegelaten om bediend te worden, Als er in zljn be-
dieningstijd klanten binnenkomen, dan worden dile meteen

na hem bedlend; komen in die bedlieningstlijd weer klanten
binnen, dan worden ook die meteen daarna bedlend, enzo-
voorts. Tot op een ogenblik het loket leeg komt (terwijl

er dus nog steeds m-1 klanten in afzondering wachten).

De tijd, die verlopen 1s sinds het einde van de bedienings-
tijd s is een tijd d,. Deze tijd d,
in van een werktijd, dat de bediende niep vrij was vdédr

verschilt alleen daar-

het begin ervan. De verdelingsfunctie van de tTijdsduur

g4 is evenwel i1dentlek met die van een werktijd. Aan het
einde van dile tijd‘gq begint een tijdsduur 92 door weer
dén van de m~-1 afgezonderde klanten toe te laten, voor be-
diening, terwijl alle klanten die in zijn bedleningstijd
binnenkomen weer dlrect na hem geholpen worden, enzo-
voorts. Weer heeft__c_i_2 de verdelingsfunctie van een werk-
tijd. Dit procédé wordt voortgezet tot de laatste van de
afgezonderde klanten bedlend 1s en ook alle klanten dle
in zijn bedieningstijd binnenkwamen, enzovoorts. Komt dan
nu tenslotte het loket vrij, dan is dit het einde van de

werktijd d, die op tijdstip O begon. Hieruit volgt dus:

als m = O

+ d als m=mp>» O

a =

S
d =38 +.g.4

waarblj m het aantal klanten 1s dat in de bedieningstilijd
van de eerste klant aankomt., Bepaalt men de verwachting

(5.29)

van d onder de voorwaarde m=m, dan vindt men

€ (d|m=m) - €5 + m ¥&d (5.30)

daar d, d.,, Ans .. alle dezelfde verdelingsfunctle bezlt-

ten. Wij vinden nu voor de onvoorwaardeli jke verwachting:



td=%s+%¢%m ¥d (5.31)
of
€= Es
=" fm - A=p (5.32)
treinlengte h vindt men analoog aan (5.29)
h = 1 als m = O
(5.33)
h =1+h,+ ... +'Qm als m > O

waaruit men oOp dezelfde wljze als hierboven voor tjg 1ls
geschied, kan afleiden

2_1;1__----,,--_;__-; . (5.34)

Na elke werktljd komt een tijdsinterval v waarblj de be-
diende vrij is. De lengte van het tijdsinterval 1s de

wachttijd tot de eerstvolgende klant binnenkomt. D1t 1s
volgens de bekende elgenschap van de exponentliegle verde-

ling weer een exponentleel verdeelde kansgrootheid, zodat

Plvg v]=1-¢e4 (als v > 0) (5.35)
en dus
ty_:;} : | (5.36)

De fractie van de tijd gedurende welke de bedlende gemid-
deld bezlg is met het bedienen van klanten wordt nu gege-

ven door:

¢ d € s

- _1-°f _ -

M—- f...é. /I-- /0. (5.37)
e T

6. Een machineprobleem

In een fabriek staan n machines opgesteld (bijv. auto-
matische draailbanken) die door m reparateurs worden bediend.
Als we aannemen dat noolt twee of meer reparateurs tegeliljk
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aan dezelf'de machine werken, dan 1s het zinloos om meer
dan n reparateurs in dienst te nemen. Wél kan het voor-
deliger zijn om m < n te kiezen. We zullen nu trachten
de optimale grootte van m te bepalen.

Stel dat de kansverdeling van de tijd dat de machine

vanaif nu nog zonder storing in werking zal zijn, gegeven
wordt door de verdelingsfunctie

F(t) = 1-e"At : (6.1)

oTtel dat de kansverdeling van de nog resterende

reparatieduur, als de machine in reparatie is, gegeven
wordt door de verdellngsfunctie

G(t) = 1-e 4 | (6.2)

Uit (6.1) en (6.2) volgt dat op grond van onze ver-
onderstellingen de kansverdelingen van de resterende loop-
resp. reparatietlijden niet afhangen van de tijd dat de
machine al loopt of al in reparatie is.

Op leder ogenblik verkeert ieder der machines in een
van de volgende drie toestanden:

(a) de machine loopt,

(b) de machine wacht op reparatie,

(¢c) de machine wordt gerepareerd.
Als nu 1 het aantal lopende machines 1s, zal het aantal
machines dat tot de categorieen (b) of (c¢) behoort, gelijk
zlJjn aan n-1. We nemen ulteraard aan dat de machines die
nlet lopen, onmiddellijk worden gerepareerd, voorzover er

een reparateur beschikbaar 1s. Het aantal machines dat in

reparatlie is, 1s dus gelljk aan
j = J(1)

en het aantal machines dat op reparatie wacht wordt gege-

|

min (m,n-1) (6.3)

ven door:

n-i-j n-i-min(m,n-i) = max(n-i-m,0). (6.4)
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We zlen hierult dat de toestand van het systeem "machine-
park'" gekarakteriseerd kan worden door een eendimensio-
nale toestandsvector, waarvan de component gellijk 1is aan 1,
het aantal lopende machines.

Het 1s duldeliljk dat ook nu het systeem onderworpen is
aan een stochastisch proces. Indlen wij 4dit proces slechts
aanschouwen op de tijdstippen dat de toestand van het sys-
teem verandert (d.w.z. oOf een zojulst gerepareerde machine
wordt in werking gesteld Of een machine raakt defect), dan
zljn wij getulge van een Markov-keten met elndig veel toe-
standen. We zullen van deze Markov-keften de overgangswhn
pij van toestand 1 naar toestand J berekenen,

De kans dat een looptijd t groter 1s dan een waarde

t wordt blijkens (6.1) gegeven door:

P[__g > tJ _ At (6.5)

Stel dat op een gegeven ogenblik 1 machines 1n werking
zijn, dan 1s de kans dat alle i looptijden groter zijn dan
Tt gellijk aan:

(e--?\t)i — e“iht. (6.6)

De kans op minstens één looptijd kleiner dan t wordt ge-

geven door 1-e“llt. De verdelingsfunctle van de Kkleinste

van 1 looptilijden 1is dus
F,(t) = 1-e~ 12T (6.7)

Stel dat op een gegeven ogenblik j machines 1n reparatie
zlin, dan vindt men op analoge wijze dat de kleinste van
deze j reparatietijden de volgende verdelingsfunctie

heef T:
Gj(t) = 1-e " IAT ' (6.8)

De kansdichtheden behorende blij de verdelingsfunc-

ties (6.7) en (6.8) worden resp. gegeven door



£,(t) =

gj(t) =

Stel dat de kleinste van i looptijden gelijk is aan x, dan

(6.9)

is de kans‘dat er eerder een machine gerepareerd wordt dan
dat er één defect raakt gelijk aan:

¢ (x) = 1 - e~ IRX (6.10)

De onvoorwaardelljke kans dat er eerder een machine wordt
gerepareerd dan dat er é€én defect raakt, als er i1 machi-

nes 1n werking zijn 1is dus

PEkleinste van J reparatietijden < kleinste van 1 loop-
tijde@]

- J(memImRy A semIMRgy ol (6.11)
O

ix+j M’
waarin J gegeven wordt door (6.3).
De kans die we hier hebben berekend 1is voor de
Markov-keten julst de kans op een overgang van Toestand

1 naar toestand i+1, dus

_ _JA * : _ A
Py 149 = T & (1 & 1 & n-1). (6.12)

Omdat van 1 alleen overgang naar i-1 of i+1 mogeliljk is,
geldt

pond e _..j_&._ w-.__é'.__h_...m 3 - .
pi,iﬂ’! | iA—l—jﬂé*iAﬁ-j,u (-/]\(.14 I 1)- (6-13)
De matrix # der overgangswhn heeft dus de volgende gedaan-

Te

(6.14)

X
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waarblj de kansen Py 4y gegeven worden door (6.12) en
(6.13). Terwille van de overzichtelijkheid hebben we deze
uitdrukkingen voor de Py niet ingevuld in M.

We kunnen nu met behulp van de formule

n
de stationailre kansen Q. berekenen.,

Omdat in iedere kolom vanAL hoogstens twee elementen

voorkomen die niet nul zijn, krijgen de vergell jkingen

(6.15) de volgende eenvoudige vorm:

o T Y1091
19 = e T P2q-9
Cieau _ (6‘/]6)

n-2 - Pn-3,n-2"9-3 7 Pn_1,n-2-%n-1

QO
|

n--1 pnla,nwﬂ’qn~2 t1.ay

d = P qn_/]

n-"1,n°
We lossen ult dit stelsel ApsQgs---5Q, OP, door

eerst S PIRIIRIPLS Y in A 4 ult te drukken. Voor a 4 1s dit wel

zeer eenvoudlig:; A5 kan met behulp van de tweede vergellj-

king van het stelsel (6.16) geschreven worden als

1, - 4497

; (6.17)
P21

en aangezien we reeds a 4 in dq hebben ultgedrukt, kan ook
dq als "functie van qo” worden geschreven. Hlermee gaan we
door totdat tenslotte d, is uitgedrukt 1n d5- Vullen we

dan voor de grootheden pij’ die natuurlijk ook 1n deze uit-
drukkingen voorkomen, de door (6.12) en (6.,13) gegeven
vormen in, dan blijkt het resultaat te zljn:
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S mg)i“"g 1‘)\+m&2
qi =

d~ als O£ 1€ n-m
1:'Ai O
mn"mmwﬂ fiuq )+ n-1 '
Ay = - e aq (6.18)
(n-1)11tA

als n-m+1€ 1< n.

A5 kunnen we nu berekenen door deze n+1 vergelljkingen

op te tellen; links komt er dan qo+q,1+...+qn = 1, en
rechts
= ma) T 1N +m
A5 +
— |
o teA (6.19)
. f: mnm m- -] L= 1A +n,
{ =n-m+" (n-—-i)lii)\i

Bl1iJkens het voorgaande kan men nu de door (6.18) gegeven
statlionalre kansen als volgt interpreteren:
q, 1s de kans op het waarnemen (in de stationailre toe-
stand) van een overgang van het systeem naar de toestand
1, onder de voorwaarde dat een overgang wordt waargenomen,
Maar als we het systeem op willekeurige tijdstlippen
beschouwen zal de kansverdeling van de waargenomen toe-
standen een geheel andere zijn. Immers: een toestand waar-
in het systeem zelden overgaat heeft een lage waarde van
q,, maar indien zo'n 'zeldzame'" toestand gemlddeld bl jv.
30x zo lang blijft bestaan als alle andere toestanden,
zal deze '"'zeldzame'" toestand Jjulst vaak worden waargenomen
wanneer we niet alleen naar tijdstippen kijken waarop

een veranderlng plaatsvindrt.
Om dit nu te corrigeren vermenigvuldigen we de kan-

sen q, ieder met de gemiddelde "levensduur' L1 van de
bijbehorende toestand 1. De producten zlijn ipn het alge-
meen geen kansen meer, want hun som 1s gellijk aan
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N
Z qiLj‘_’ en dit is niet noodzakell Jk gelljk aan 1. Delen
%goeohter ledere qiLi door deze som:

q. L.,
p, = —=——0 (6.20)

b f&
o]
k=0 kLk

dan 1s <9 julist de kans dat het systeem op een willekeurig
tijdstip 1in de toestand 1 zal worden aangetroffen.q)

Om de kansen p, te kennen, moeten we dus allereerst
Li berekenen, Hlertoe bepalen we de kansverdeling van de
tijd T gedurende welke de toestand 1 blijft bestaan.g)

P[_’_t;__ % 1}] = Pl1 looptijden 3 t;

j reparatietijden ;;t] = (6.21)
e-—iht* e"'J"‘t,

|

dus
PE?,( t] = 1 - e“(1A+J”Qt. (6.22)
t 1s dus exponentitel verdeeld met verwachting
B _ ]
by = €t = TN+ JAT

Eliminatie van J levert ons de volgende formules voor Li:

- 1 e e
Li_W vOoor O\<i~$nm, 6.23)
A .

Met behulp van de formules (6.18) en (6.23) vinden we nu

1 - i 1
i! ! |
n-m 1-1. n-m i
m (m-"1)! AL _m m . AL
qiLi = i = T qOLO (6.24)
(n=-1)!1i+A (n-1)!1!A

voor n-m+1 & 1 X n,

1)LHet exacte bewiljs van deze bewerlng zullen we hler
achterwege latTen.
2) j is hier (nog steeds) gelijk aan min (m,n-1).
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zodat
mi 1
Py = —-&i—— P, vioor O L 1 € n-m;
1i'A
nem | 1 (6.25)
p, = —£& _  p_ voor n-m+1 ¢ 1  n.
L (n-1)riat O )
waarin

B n-m 1 .1 N n~m, 1
1 1 = A . (6.26)

—A=m+1 (n-1)111 A

De uitdrukking (6.25) geeft ons de kans dat op een wille-
keurlig zeer ver gelegen tijdstip i1 machines in werking zijn.

De gemiddelde rljlengte R van de machines, die niet
in werking zijn, wordt gegeven door

R = E' (n-1)p;, . (6.27)
1=0

Toepassing

In een fabriek staan 20 machines die in 4 groepen van
5 verdeeld zljn. Voor iedere groep 1s er een reparateur,
maar geen van de 4 reparateurs 1s in staat om machines te
repareren die niet tot zijn groep behoren. Het gebeurt dus
wel eens dat in de ene groep alle machines 1n werklng zijn
(zodat de bijbehorende reparateur nlets te doen heeft) ter-
wijl in een andere groep bijvoorbeeld twee machines op
reparatie wachten. De directeur van de fabriek vindt dit
bijzonder onprettig en overweegt om de reparateurs te ver-

zoeken de cursus A.R.R.B) te volgen. De reparateurs , die

3) All Round Reparateur.
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deze cursus zelf moeten bekostigen, zullen hlervooor
natuurlijk een tegenprestatie verlangen, en de dlrecteur
besluit dat deze zal bestaan in een loonsverhogilng. Z1jn
probleem 1s nu: hoever kan ik met deze verhoging gaan,
zonder dat de totale kosten (lonen + verliezen doordat

een of meer machines defect zijn) zullen stijgen?

Berekening

WijJ nemen aan dat ult waarnemingen gebleken 1s dat
net hler behandelde model de toestand redelil jk goed be-
schrijft. D.w.z. de waargenomen tijdstippen wvan defect
raken en weer 1n bedrijf stellen van de machines zijn
verenligbaar met de hypothese van onafhankeli jke, expo-
nentiel verdeelde looptijden en reparatietijden met

voor elke machline dezelfde verwachting ad resp. ;} .

Ult de waarnemingen volgen tevens schatt?_ngen VOoOor A en
«¢ . Laat c_ het huldige uurloon zijn van de reparateurs,
C het nieuwe uurloon, en (33 de verllezen per uur per
machine dile stilstaat. Laat verder }_‘ gelilk zijn aan O, 1.

In de huldige situatie 1s dan de verwachting van de

kosten per uur per groep gelijk aan PR .R(5, 1), waarin
R(5,1) de gemiddelde rijlengte is blj 5 machlnes en I

reparateur. De verwachte kosten per uur worden dus gege-

ven door
= 49,] + MCB.R(S,W). (6.28)

Wanneer leder van de reparateurs de machines wvan ledere

groep kan repareren zlijn de kosten per uur

B = lc, + cB.R(zo,u). (6.29)

Het nieuwe uurloon 02 moet dus voldoen aan

402 + 03.3(20,4) L 40,1 + 403.3(5,’1)

02\( c, + CB{R(B,’I) - B_LQ%_L_‘L_).} (6.30)

ofwel
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Voor de berekening van R(s,1) en R(20,4) kan men de
definitie (6.27) toepassen, na de kansen p; te hebben
opgelost ult (6.25) en (6.26). Vooral voor n=20 vergt
dlt veel rekenwerk. Men kan zich deze moelte besparen
door tabellen te raadplegen die bij gegeven n, m en %,_-—- de
relevante gegevens afdrukken. 20 vindt men blj PECK en
HAZELWOOD*M) een tabel van de kans D dat een machine die
def'ect raakt, op reparatie moet wachten, met als lingan-
gen: het aantal machines N (bij ons n), het aantal repa-
rateurs M (bij ons m) en de ''service factor" X = 5\—%—7_‘
De tabel geeft ook de "efficiency factor" F die is ge-

def'inieerd door

cemiddeld aantal wachtende machines (6.31)

o= totaal aantal machines

De tabel bevat de waarden N = 4 (1) 26 (2) 70 (5) 170

(10) 250 met bljpassende M en X-waarden. In de 1nleiding
geven Peck en Hazelwood aan hoe uit F en de drle gegevens
N,M,X de overige grootheden (b.v. gemiddeld aantal lopen-

de machines) worden berekend. Zo 1s

N - R = NF (1-X). (6.32)
In ons voorbeeld 1s ’}c = Q0,1 dus X = -;}-—:T Dit geeft 1n de
tabel voor N =5 en M = 1 een waarde F = 0,960, en voor
N =20en M =4 F = 0,997.
Dus 1s
R(5,1) =5 - 5 x 0,900 x -Z}-—;cz 5 - 4,36 = 0,64;
I (6.33)

R(20,4)=20 - 20 x 0,997 x —%=20-18,13 = 1,87.

Substitutie van deze waarden in (6.30) doet deze voorwaar-

de overgaan 1n

4) L.G. Peck & R.N. Hazelwood, Finite Queulng Tables,
Wiley New York 1958.
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C C + C

“] 3°

De maximale loonsverhoging die de directeur onder de ge-
. O, 17.

3 {

2~$ O, 17. (6.34)

noemde beperkingen kan geven is dus c

Berekening van de verwachte wachttijd w, bij één repa-

rateur

Stel dat het systeem, vlak voordat een machine defect
raakt, 1n de toestand 1 verkeert. Er zijn dus i machines
in werking, en van de overige n-i is er één in reparatie.
De verwachting van de tijd die zal verstrijken voordat
deze reparatie klaar is, is op ieder tijdstip gelijk aan
;%.Hetzelfde geldt voor de verwachting van de reparatie-
tijden van leder der n-i-1 machines die op reparatie
wachten.

De voorwaardell jke verwachting van de wachttijd van
een machine dile deflect raakt op een tijdstip waarop het
systeem van toegstand 1 in toestand 1-1 overgaat, bedraagt

dus

€(wlig 1-1) = B2 (6.35)

Om de onvoorwaardell jke verwachting van de wachttijd te
berekenen, moeten we nu eerst de kans bepalen dat het
systeem van 1 naar 1-71 overgaat als we alleen die tTijd-
stippen beschouwen waarop een machine defect raakt. Het
gegeven dat een machine defect raakt, dus de tToestands-
groothelid daalt, geven we met "dalend" aan. Dan is de ge-

Ptii i-1 en dalencﬂ _
Pldalend

2 a,r

vraagde kans

P19 i-—-’l‘dalend]
“ (6.360)

|

1,1~
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Immers: het systeem kan alleen van 1 naar 1-1 overgaan
als het eerst in toestand i verkeert, d.w.z. als het bi]
de vorige toestandsverandering overging in 1. De kans
hierop 1s q,, terwijl Py 1-1 de kans 1s dat het daarna
in toestand 1-1 overgaat. Dit alles onder de voorwaarde
dat er een 'gebeurtenis plaatsvindt. Verder moet in de
stationalire toestand even vaak een machine defect raken
als weer 1n werking worden gesteld omdat het systeem an-
ders nlet stablel 1s. De kans P[?alend].(waarbij niet be-
1

kend is vanuit welke 1!) is dus s.
De onvoorwaardell jke verwachting van w 1s dus geliljk

a.all

tw = ) 2 n-t (6.37)
w = i;q qipi,i*/] e . ,3

Om deze ulitdrukking te herleiden, merken we allereerst
op dat ult de formules (6.13) en (6.18) volgt dat

= @5Ji"q 20 voor i=" n (6.38)
11P1,1-9 7 %R 1-1) 1 AR '
Verder geldtT
n
2 [1 APy 3_4 = (6.39)
1= ‘

want op'ieder tijdstip waarop een machine defect raakt,
gaat het systeem van toestand i1 over in toestand 1-1
voor één der waarden i=1,...,1=n.

Met behulp van de betrekkingen (6.38) en (6.39) kun-
nen we nu het rechterlid van (6.37) als volgt herleiden:



|

!
>| A
=
A
I
29,
O

Dus wlj vinden tenslotte:

{_W_mp;l:-l“%[’l-2qn], (6.40)

waarin q_ nog moet worden opgelost uilt (6.18) en (6.19).



