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1. Inl~iding 
• 

Iedereen kent de situatie waarin klanten aankomen bij 
• 

een loket, waar zij door een bediende warden geholpen. 

Minder bekend zijn de situaties in fabrieken, waar een 
j 

aantal gelijksoortige machines in bedrijf zijn, die, indien 

zij door storing mochten uitvallen, warden hersteld door 

een van de aan het bedrijf verbonden reparateurs, zodra de­

ze daarvoor beschikbaar komt. 

De hierboven beschreven situaties zijn overeenkomstig 

in die zin, dater in beide gewacht en bediend wordt. Het 

behoeft geen betoog dat wachten behalve vervelend ook kost­

baar kan zijn. 

De wachttijd voor een loket of de tijdsduur welke voor­

afgaat aan een reparatie hangt uiteraard sterk af van het 

aantal ingeschakelde bedienden. 

Door het openstellen van een extra loket of door het 

toevoegen van een extra reparateur kan men de wachttijd vaak 

bekorten. Deze maatregelen brengen echter kosten met zich 

mee en de vraag is of deze offers opwegen tegen de verminde­

ring van het aantal klanten dat ongeduldig wordt en de rij 

verlaat resp. tegen de eventuele toename van de produktie. 

Ook kan men overwegen of het niet voordelig is om kleine 

reparaties te laten voorgaan. Dergelijke typen van keuze-
. 

problemen kunnen m~t ~~pu~p van de theorie van de wachttij-, 

den wiskundig warden behandeld. Met opzet stellen wij vast 

dat dit kan geschieden met behulp van de theorie van de 

wachttijden omdat de theorie zelf zich niet bezighoudt met 

optimaliteitsproblemen. 

De te behandelen problemen geven aanleiding tot het op 

stellen van een wiskundig model, waarin o.a. de volgende 

aspecten een rol spelen: 

a Het a~rkom~tegpatpoon., b.v. de kansverdeling van de 
ti I 

tijdsintervallen tussen opvolgende aankomsten of van 
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het aantal aankomsten i.n een t1jdsinterval van gegeven 

lengte. Deze verde~ingen kunnen nog van het tijdstip 

afhangen 9 men denke b.v~ aan spi.t3ureno 

Het b~dienigg~~esh~ni~~e (het aantal loketten~ de kans­

verdeling van de bedieningstijd e.d .. 

De_ ri,,sjdis,~_i.R+-ineQ Tenzi.j ander~s vermeld wordt nemen wij 

aan dat de klanten i.n volgorde van aankomst warden ge­

holpen. Maar men kan ook bepaalde klanten voorrang ge­

ven, b.v. omdat zij tevoren een afspraak hebben gemaakt 

of omdat ~ij een korter·e oedieningstijd hebben. 

Aan de hand van bepaalde onderstell!ngen over deze factoren 

tracht men informatie in te winnen over bijv. de verdelings­

functie van de rijlengte, de verdelingsfunctie van de wacht­

tijd3 de vrije tijd van de bediende 9 kortom: grootheden die 

een maat zi.jn voor de efficiency van het systeem. 

In het hierna komende ~;ull.en wij spreken over loketten 

en klan ten, over machi.nes en r·epara teurs J maar men bedenke 

dat de resultaten oak geldig ~ijn i.n vele andere toepas~ 

singsgebieden. Zowel vliegvelden alG telefoonlijnen kunnen 

dikwijls beschouwd word.en al.s een l.oket waar de klant vlieg­

tuig of abonnee op bediening wachto . 

2. H~.t pro.9,,-~ s . 

Wanneer merl. als toes 1·;houwer het komen en gaan van klan­

ten bij een loket gadeslaat, dan ontdekt men dat 

. a - niet van tevor:,en met zekerheid is vast te stellen op wel­

ke tijdstippen de rijlengte zioh zal wijzigen; 

b niet van tevoren met zekerheid is vast te stellen of op 

de in a genoemde tijdstippen de ri.jlengte zal toenemen 

dan wel afnemen .. 

Wij beschouwen nu de rij van wachtendffivoor het· loket, in­

clusief d.egene die bediend wordt, als een systeem. De 

toestand van het systeem wordt bepaald door het aantal 

aanwezige klanten n~ als n=O heeft de loketbediende niets • • 
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te doen, als n=1 is ~~n klant aanwezig die geholpen wordt, 
' 

voor n=k+1 zijn er bovendien k klanten die wachten. De 

toestandsveranderingen van het systeem aankomst en vertrek 

van klanten voltrekken zich niet deterministisch; het 

systeem is onderworpen aan een stochastisch proces. Een 

speciaal soort stochastisch proces is in hoofdstuk IX be­

handeld, n.l. de enkelvoudige Markovketen. Het nu beschouw­

de proces van wachtende is alleen een keten indi.en wij het 

proces op discrete tijdstippen aanschouwen. 

Be.perken wij 'onze aandacht tot discrete, op gelijke 

afstanden gelegen equidistante tijdstippen, dan nog be­

hoeft het proces geen enkelvoudige Markovketen te zijn. 

Immers bij een enkelvoudige Markovketen hangen de over­

gangskansen slechts af van de laatst-aangenomen toestand, 

en niet van de daaraan voorafgaande toestanden. Er is ech­

ter geen enkele garantie dat het hierboven beschouwde 

proces zich op deze wijze laat beschrijven. Als er b.v. in 

de beschouwde wachtsituatie spitsuren zijn, is er bij waar­

nemen om de vijf minuten aan het begin van het spitsuur 

een grate kans dat de rijlengte toeneemt. Aan het eind van 

het spitsuur zal de rijlengte meestal afnemen. De over­

gangswhn vanuit een vaste toestand zijn hier dus niet con­

stant in de tijd. 

Indien het beschouwde proces geen enkelvoudige Markov­

keten is, en er ook niet toe herleid kan warden door het 

invoeren van meer complexe toestanden, dan kan het proces 

veelal gezien warden als een Markovproces waarover in Hoofd­

stuk IX, par. 11 gesproken werd. Men kan voor deze proces­

sen aantonen, dat·onder bepaal.de voorwaarden, waarop wij 

niet nader zullen ingaan, maar die voor wachtti.jdprocessen 

dikwijls zijn vervuld, oak in.varian~.e. ve,rd~;J-.•gen bestaan. 

Deze kansverdelingen hebben betrekking op de toestand van 
~ 

het systeem op een ''zeer ver'' gelegen tijdstip. In hoofd-

stuk IX hebben wij deze kansverdelingen bepaald voor enkel-

• 
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voudige Markovketens met eindig veel toestanden. Op een 

overeenkomstige wijze kunnen deze kansverdelingen ook 

voor de overige processen warden bepaald. 

In de wachttijdtheorie werkt men graag met de in­

variante verdeling, omdat deze niet afhangt van de begin­

toestand. Men zegt dan dat het proces wordt beschouwd in de 

stationaire toestand. 

Het is dikwijls ook zinvol om het proces niet te be­

schouwen op equidistante tijdstippen, maar juist op die 

tijdstippen waarop de toestand van het systeem zich wij­

zigt. Dit zijn dus de tijdstippen waarop een klant binnen­

komt of weggaat, mits we de mogelijkheid uitsluiten dat 

er tegelijk een klant aankomt en een klant vertrekt. Het 

is bij deze afspraak onrnogelijk geworden dat twee opeen­

volgende toestanden van het systeem gelijk zijn. 

Vaak onderscheidt men in de wachttijdtheorie machine-
, 

p~oblemen, waarbij het aantal potenti~le klanten begrensd 

is~ en ~oketproblemen waarbjj dit in het model althans 
I 

niet het geval is. In een loketprobleem kan de toestands-

variabele n die op pag. 2 gedefini~erd is aftelbaar on­

eindig veel waarden aannemen 

loketprobleem voor ~~n loket behandeld, terwijl in para­

graaf 6 een machineprobleem voor meer '' loket ten'' aan de 

orde is. 

v 

Men spreekt van aftelbaar veel toestanden als er een 

voorschrift ontworpen kan warden zodanig dat aan iedere 

toestand op een ondubbelzinnige wijze een nummer kan 

warden toegevoegd. In bovenstaande situatie is dit zeer 

eenvoudig: men nummert nl. de toestanden in overeenstem­

ming met de lengte van de rij. Indien echter de toestand 

van het systeem gekenmerkt wordt door twee grootheden b.~ 

het aanta_t mannen en het aantal vrouwen in de rij dan is 
,,, 

het nurnmeren een minder eenvoudige opgave.Ook nu is het 

aantal toestanden aftelbaar. Ga zel.f na! 

I 
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In deze paragraaf zullen wij allereerst aantonen dat 

onder betrekkeli jk eenvoudige onder·s tel J.i ngen het aan tal 

klanten dat in een tijdsinterval van een willekeurige maar 

vaste lengte aankomt,verdeeld is volgens een Poissonver-
• 

de ling. · 

Laat x· t het aantal klanten zijn dat in het interval 

O,t aankomt, dan luiden de bovengenoemde onderstellingen: 

a In ieder eindig tijdsinterval komt slechts een eindig 

aantal klanten aan. 

b Op ieder tijdstip komt hoogstens een klant aan . 

C 

x t -x t 1 onderling onafhankelijke stochastische n - .n-
grootheden. 

· d De verdelingsfunctie van het aantal klanten 1 dat in 

s,t aankomt, x t -x s)~ hangt alleen af van t-s . 

Indien in een practijksituatie aan deze vier onder­

stellingen is voldaan dan heeft~ zoals wij nu zullen be­

wijzen, het aantal aankomsten in een gegeven periode een 

Poissonverdeling. 

Eerst bewijzen wij de volgende hulpstellingen. 

Hul1:2stelling 1 

Als Qt de kans is dat in het interval 

klanten aankomen, m.a.w~ 

Q t 0 

dan geldt voor alle t ~ 0 en s ~ 0 

• 

en 

• 

geen 

3.1 

3.2 

3.3 
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voor elke t > 0 en elk natuurlijk getal n is bovendien 

· t n 
Q-n .. J.4 

Bewijs: 
a 

=0 =;::, p X S +t -X ( t _, =0 /\ X t =0. 
• 

Wegens onderstelling c zijn de gebeurtenissen in het 

rechterlid stochastisch onafhankelijk, terwijl de kans op 

de eerste gebeurtenis Q s is volgens d. Dus is 

Wegens O ~ Q s ~ 1 volgt 3.3 direct uit 3.2. Ook 

volgt 3-3 direct uit de definitie van Qt : als de 

·periode langer wordt tan de kans op geen aankomst in die 

periode nooit toenemen. 

Voor het bewijs van J.4 kunnen we het interval O,t als 
' 

t 
O,n; 

-
n' n 

• 0 , ... , n 3.5 

De gebeurt"enis ''geen klant in 0., t '' is nu de conjunctie 

van de onafhankeli jke gebeurtenis sen '1 geen klan t in 

·-1 t ·t 
n 

n 
eerstgenoemde gebeurtenis is het 

n . 

Elk van deze laatste ge-

dus de kans Qt op de 

product van n factoren 

Men kan 3.4 ook uit J.2 bewijzen met volledige induc-

ti e ;;~• 

Hulpst,elling 2 

• De functie Qt 

t met O ~ t < CD aan Q t 

Bewijs: 

p X t 

> o. 

0 voldoet voor iedere 

Stel dat voor zekere t ~ 0 geldt Qt =0. Wegens 

3.4 

3.5 

In elk der n deelintervallen n 
komt nu met kans nul geen klant, dus met kans een 
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minstens een klant aan. Met kans een arriveren dus min­

stens n klanten in het eindi.ge tijdsinterval O,t. 

Omdat dit geldt voor willekeurig grate n 1 zou het aantal 

aankomsten in O,t oneindig groat zijn, zodat een tegen­

spraak ontstaat met onderstelling a. De onderstelling 

Qt _=0 kan dus voor geen enkele t ~ 0 juist zijn. 

Tenslotte is, met s=1 en t=O in 3.3, Q 1 ~ Q O, 

zodat met Q 1 ook.Q O positief is. 

De eisen~ die aan Qt blijkens beide hulpstellingen 

moeten warden opgelegd, blijken deze functie volledig te 

be.pal en: 

Hulpstelling 3 
De 

functie 
-ct 

e • 

Bewi ,j s: 

enige overal positieve monotoon niet-stijgende 

Qt die voldoet aan Q(s+t = Q s Qt is Qt 
• 

• 

Met t=1 volgt uit J.4 : Q 1 Q n . Stel 
= o<, dan is dus 

1 

n 

Maar t 

Q n 
m 

n 
m 

n 

geeft 

• 

1 
m 

De relatie Qr 

e 

• in 

n 

r e 

n log~ 

m 
o( 

• J.6 

e 
n log m 0( 

• J.7 

dus voor elk positief 

rationaal getal r. Orn deze relatie voor ieder positief 
• 

reEel getal ~ te bewijzen gebruiken wij de monotonie van 

rij van ratio­

nale getallen zijn die monotoon stijgend resp. dalend 

naar ~ convergeert. Dan geldt 

3.8 
• 

• 
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Omdat ~x een continue functie is van x naderen r. 
Si 

zowel oe. 
geldt 

3. 10 

Zou de constante c negatief zijn dan was Q 1 = e-c 1, 

maar de kans Q 1 is~ 1. Verder houdt c=O in dat Qt =1 

is voor elke eindige waarde van t. Met andere woorden: 

de kans op een aankomst van een klant in ieder eindig 

tijdsinterval is nul. Het 1.s redelijk om aan te nemen, dat 

in dergelijke situaties geen wachttijdtheorie wordt toe­

gepast. 

Wij hebben nu de volgende samenvattende stelling 

bewezen. 

Stelling 1 

Voor de kans Qt op geen aankomst 

onder de onderstellingen a t/m d ~Qt 
c > 0 mag warden verondersteld. 

in O,t geldt 
-ct b .. e , waar lJ 

Wij verdelen het i.nterval O,t weer inn gelijke 

deelintervallen volgens 3.5 . Verder defini~ren wij: 

1. De gebeurtenis A vindt plaats als in het interval O,t 

precies m klanten aankomen. 

2. De gebeurtenis Bn vindt plaats als in m van den deel­

intervall.en minstens ~~n klant aankomt en in de overige 

n-m intervallen geen. 

3. 
den deelintervallen twee of meer klanten aankomen. 

Wij kunnen nu het volgende vaststellen~ 

Als de gebeurtenis A heeft plaatsgevonden dan is zeker 

ook en en geschied. 
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M.a.w. de kans op de gebeurtenis A is kleiner dan de 

kans op B en of C ~ · n n.., d. w. ~:;. 

3. 11 

Als de 

schied. M.a.w. de kans op de gebeurtenis Bn is kleiner 

dan de kans op A en of en d.w.z. 

p A 

AVC n ~ p A + p 3.12 

3.13 

Volgens een stelling uit de maattheorie mogen Pen lim ver-

wisseld worden mits lim (,; bestaat~ n 

lim P 
n➔co 

p 7 ., c·" _ ~.lm n 
n..:tCD 

p minstens een tijdstip met twee 

Dus geldt 

PA_= lim P Bn. 
n➔ c:o 

Men kan nu gemakkelijk nagaan dat voor p B 

p B n· 

m! 

m! 

--n 

ct m 
-ct n 'I e e - ·1 J 

-ct 
e ct+ 

n 

ct m --
~1-e .n 

m 
+ <'l • • 

n 

3 .. 14 
aankomsten =0. 

3.15 

geldt: 

3. 16. 

' 

• 



10 

Voor het rechterlid van 3.15 vindt men dan: 

lim P 
n➔CD 

:B n 

• 

1 -ct e m! 

-ct m . e ct = ------------m! 

- 1 ·+ ct + 
2!n 

., 

• • • 

• 

Wij hebben nu de volgende stelling bewezen: 

Stel~ing 2 

m 
n! 

m 
n n-m ! 

3.17 

Wanneer voldaan is aan de onderstellingen a t m d 

heeft het aantal aankomsten x t in ieder tijdsinterval 

van lengte teen Poisson-verdeling, waarvan de kansen ge­

geven warden door 

p 
-ct t m e C ---m! 

m • 3.18 
• 

De positieve parameter c stelt hier het verwachte aantal 

aankomsten per tijdseenheid voor. Immers de Poisson·ver­

deling 3.18 heeft verwachting ct, zodat het verwachte 

aantal aankomsten in iedere tijdsduur t gelijk is aan ct. 

Vervolgens zullen wij een stelling bewijzen welke 

betrekking heeft op de kansverdeling van de lengte van 

het tijdsinterval tussen twee aankomsten. Men kan nl. be­

wijzen dat, als het aantal aankomsten in een periode van 
' 

gegeven lengte een Poisson-verdeling heeft,de lengten 

van de tijdsintervallen tussen twee opeenvolgende aan­

komsten onafhankelijk exponentieel verdeeld zijn, d.w.z.: 

digt bij de aankomst van de eerste klant ens. de tijd 
-1 

aangeeft welke verstrijkt tussen de aankomst van de 



Stelling 3 

Indien de kans op 

lengte t gegeven wordt 

s > 0 en voor iedere i 

a 

b 

p s. ~ s 
-l 

P s. 5 s 
-i --

s. 
J "1 

voor alle k ~ 1 

Bewijs: 
' 

m aankoms ter1 
e-ct'ct 

in een interval van de 
m 

door""' ---
m ! 

,..,,. 
I 

dan geldt voor iedere 

3.19 

3.20 

• • • 
l, ... , Jk < l. 

Bewering a wordt voor i > 1 als volgt bewezen. Laat 

t het tijdstip van de 

• 

P si ) s = P geen aankomsten in t 3 s+t 

l' ~ P lim geen aankomsten in t+ ~ ,s+t+ ~ 
£~0 • 

3.21 

Weer mogen Pen lim verwisseld warden, en voor iedere £ is 
( -cs P geen aankomsten in _t+ :, s+t+ E gelijk aan Q s = e . 

Dit geldt dan ook voor de limietJ zodat a bewezen is. • 

Voor i=1 verloopt het bewijs analoog, maar met t=O en het 

interval O, s+ J zodat geldt 

). s lim 
[ lf 0 

-cs 
e • 3.22 

Voor het bewijs van bewering b zullen wij eerst voor wille­

keurige s > 0 en t ~ 0 aantonen: 

-c s+t 
e • 3.23 

Kies hiertoe > 0 1 maar a( sen ( t, en verdeel het in­

terval ..... s.9 ro in deelin.tervallen s+k/- d, s+kcf van leng-

te (. De gebeurteni.s 

op of na s'w, vindt dan en slechts dan _plaats als een van 

de elkaar ui tslui tende gebeurteni.ssen ''eerste aankomst in 

s+kr!- , s·+kcf optreedt, voor k=··1.,2.9.o• . In de figuur 

is de eerste aankomst met 1 aangegeven . 

• 
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-- - t 
➔·· 

a..--------1a--·--1-1----.a~--~,-----·-----,-·-··~'o-.a~ 4, 
0 s Q s+kd. : s+t+kd~ 

s+kcT-J· s +t+kd--6 

tweede aankomst na het 

punt 2 . Wij vervangen di t door de zwaardere eis ''tweede 

aankomst op of na s + t + kd°'' en vinden: 

P 18 aankomst in 

s+kd- , s·+kd. en 2e aankomst op of na s ·+ t + kJ . . 

De gebeurtenis in het rechterlid betekent: geen aankomst 

in 0., s+k -cf·, een aankomst in s+kcf'-d, s+kcf en geen 

aankomst in s+k, s+t+ki. Volgens stelling 2 heeft dit 

een kans 

zodat 

cS 
-co 

1-e 

-c s+kd'- d 
e c e e , 

-c s+t+ cf 
e L. 

s +t·+t . -Cd k-1 
e 

3.24 

3.25 

Werken wij daarentegen met de lichtere 0 eis ''2e aankomst 

op of na s+t+ktf-d'', dan vir1den wij een bovengrens. Het 

eni:e verschil met 3.24 is dat de laatste factor 
-ct-

s+k~, s+t+k&- E 

omdat er nu geen 

. Zo vindt men 

aankomst valt in 

P s 1 ~ s A. s 2 > t ,( ccf 
-co 

1-e 

-c s+t e R. 
' . ' 

Nu laat men de positieve a tot nul naderen. Uit 



volgt 

-c d' 
1 - e = 

lim 
cS~O 

/'I 3 I 

1 - .,,1 ·+ C 

CS 
-c.& 

- e 

- ·+ ••• 3.27 

1. 3.28 

is niet afhankelijk van cf en moet dus gelijk 

zijn aan de gemeenschappelijke limiet van Len R 3 dit is 

verdeling van s 1 con-

tinu is., d.w.z. P s..1 
I 

s Dus is 

t en 

0. 

3.23 is bewezen. De stochastische 

variabelen s 1 en s 2 zijn nu onafh_'?-_nk~lijk, .. immers 

p s /\ s2 ~ t - p s 1 .) s 

+ 'Ip s t 1 - e 
-cs -

• 

p 
*s 1 ~ s • 

p t • 
• 

Met een eenvoudige-generalisering 

" ' 

- p s2 .) t + 

-ct -c s+t ' e ·+- e 

van bovenstaand bewijs 

onafhankelijk is van 

• 

alle s. met jm < i~ Hieruit volgt bewering b 
Jm 

van stelling 

3. 

Het omgekeerde van de stellingen 2 en 3 is ook juist; 

wij zullen dit niet bewijzen. De drie beweringen: 

1 onderstellingen a t m d; 

2 het aantal aankomsten in een tijdsduur t heeft een 

Poissonverdeling met verwachting ct volgt een Poisson­

proces met parameter c ; 

3 de aankomstintervallen zijn onderling onafhankelijk en 
1 exponenti~el verdeeld met verwachting cj 

zijn onderling equivalent. Men vindt in de literatuur een 
van de drie, niet steeds dezelfde, als definitie en de 

andere twee als' eigenschappen. De hier gegeven afleiding 

is van J.L. DOOB; het bewijs van stelling 3 echter van 

J. TH. RUNNENBURG. 
-

' 

• 

' 
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De volgende stelling volgt uit stelling 2 of uit 

stelling 3: 

Stelling 4 

Indien de kans 

de lengte t gegeven 

een interval van 
m 

op m aankomsten in 
e-ct ct 

wordt door ---
m! dan heeft de som 

van k verschillende aankomstintervallen een gamma-verde-

ling met k vrijheidsgraden, d.w.z. er geldt voor iedere 

s > 0 en iederelk: 

Bewijs: 

Men 

het 

kan eenvoudig 

rechterlid van 

van 3. 30 . 

0 

j=k 

k -ct k-1 
C e t 

• -cs J e cs 
. ' J ; 

dt. 3.29 

3.30 

• 

aantonen door parti~le integratie dat 

3.29 gelijk is aan het rechterlid 

Tot slot van deze paragraaf bespreken wij een bijzondere 

eigenschap van de exponenti~le verdeling. 

Indien men bij een bushalte aankomt, en men weet dat 
... 

de vorige bus tien minuten geleden vertrokken is, dan zal 

men verwachten, dater nu wel eerder een bus zal komen .. 
dan indien men de vorige bus juist zou hebben gemist. 

Dit vermoeden kan alleen gegrond zijn, indien de tijdsin-
• 

tervallen tussen opeenvolgende aankomsten van bussen bij 

de halte niet exponentieel verdeeld zijn. Zijn deze tijds­

intervallen wel onafhankelijk exponentieel v~rdeeld dan 

is de wachttijd tot de volgende bus arriveert niet afhan­

kelijk van de tijd die verstreken is sinds het vertrek 

van de vorige bus. 

Deze eigenschap van de exponenti~le verdeling hangt 

nauw samen met het model, dat in deze paragraaf werd be-
' 

schreven en waarbij de kans op het binnenkomen van een 
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klant het aankomen van een bus onafhankelijk van de 

voorgeschiedenis werd ondersteld. • 

In ieder geval zal men bij praktische toepassingen 

dienen na te gaan of de si tuat,.ie zodanig 1.s dat aan de 

genoemde eigenschap is voldaan. Dit is bijvoorbeeld zeker 

niet het geval indien dienstregelingen bestaan. Wij zul­

len bovenstaande bewering bewijzen in de.volgende stel­

ling. 
• 

St .. elling ~, 

Is y_ een kansgrootheid met een exponenti~le verde-

ling~ 

P_;t_ 4 y 

dan geldt~ 

PX..> y 

Bewi sis_~ 

-r•y ·"1- e . ..., voor y ~ 0 

P y_ ) y +a L > ·a 0 

P ;t_ .). y+a y_ ..) a 
P -:L > y·+a J\ 

PL.> a 

-c y+a e 
-c.a 

e 

-c,y 
e 

• 

3.31 

3.32 

). a 

p y_ > y 0 3-33 

• 

Is bij een loketprobleem de tijd, die de bediende nodig 

heeft om ~~n klant te bedienen =bedieningstijd een kans­

grootheid met een exponenti~le verdeling en komt tijdens 

de bedieningstijd een andere klant binnen, dan is de tijd 

die deze klant moet wachten tot de klant, die aan het lo­

ket geholpen wordt, vertrekt, een kansgrootheid met de­

zelfde exponenti~le verdeling. Deze eigenschap, die direct 

uit het voorgaande volgt~ zal in dit hoofdstuk vele malen 

toegepast worden. 

• 



16 

4. Laplace-transformaties 

In de theorie der wachttijden wordt vrijwel steeds ge­

werkt met niet-negatieve stochastische variabelen tijds­

duren, aantallen klanten etc .. Zo•n niet-negatieve sto­

chastische_variabele x kan behalve door zijn verdelings­

functie P _x ~ x ook warden vastgelegd door diens Laplace­

getransformeerde 

def - 'TX 
e 

0 
4.1 

als x continu verdeeld is met dichtheid f x resp. discreet 

verdeeld met pk= P_x = k~. Het is direct duidelijk dat 

Q O = 1 is; men kan aantonen dat de integraal resp. som 

voor alle positieve waarden van~ convergeert. 

deze bestaat, gegeven wordt door: 
c.9c::. 

resp. 

Bij substitutie 

Q n 0 

-1 n 

n 
-1 

-1 n 

xn e- T'x f x dx 
0 

k n - Tk 
e pk. 

k 0 
O blijkt in beide gevallen: 

n 
X • 

QT, als 

4.2 

4.J 

4.4 

Men kan bewijzen, dat een verdelingsfunctie door zijn Lap­

lace-getransformeerde eeneenduidig is bepaald. Het rekenen 

met Laplace-getransformeerdmis dikwijls eenvoudiger dan met 

verdelingsfuncties; soms volgt b.v. uit 4.4 een snelle 

methode om momenten van de verdeling te bepalen. In sommige 

wachttijdproblemen is een bij de stationaire toestand be­

horende kansverdeling lastig te bepalen, terwijl zijn Lap­

lace-getransformeerde eenvoudig te berekenen is. 



• 

17 

5. Een lo~.etprobl~em 
J , a s : 

Laten wij aannemen dat klanten uit een onbegrensd grate 

populatie onafhankelijk van elkaar aankomen bij een loket, 

en dat daarbij aan de voorwaarden a t m d van paragraaf 3 

is voldaan. Het aantal aankomsten in ieder tijdsinterval 

met lengte t heeft een Poissonverdeling met verwachting At, 

terwijl de aankomstintervallen exponenti~el verdeeld zijn 

komst, terwijl de bedieningstijden onderling onafhankelijke 

stochastische variabelen s zijn met dezelfde kansdichtheid 

gs die niet nader wordt gespecificeerd. 

Stel dat wij het systeem van wachtende klanten inclu­

sief degene die bediend wordt beschouwen op de tijdstippen, 

waarop een klant na zijn bediening vertrekt. De toestand 

van het systeem wordt nu 

tijd van wachtenden, die 

laat. 

gekenmerkt door de lengte van de 

de vertrekkende klant achter zich 

• 

Wij zullen nu aantonen dat de rij van toestanden, welke 

het systeem doorloopt, een Markov-keten vormt met aftelbaar 

veel toestanden. Het is duidelijk dater sprake is van een 

keten, immers het proces wordt slechts op discrete tijd­

stippen beschouwd. 

Wij zullen nu aantonen dat de keten een Markov-keten 

is. Veronderstel tijdelijk dat de bedieningstijd voor iedere 

klant constant is en gelijk aan s > O, dan zijn de volgende 

ontwikkelingen mogelijk: 

a Indien het aantal wachtenden op een beschouwd discreet 

tijdstip gelijk is aan i ~ 1, dan neemt de toestands­

variabele op het volgende tijdstip de waarde i - 1 aan, 

als gedurende de bedieningstijd van de eerste der i 

wachtenden geen nieuwe klant arriveert. De kans op een 

overgang van i naar i - 1 wordt du& gegeven door: 
' 

-;\ s 5.1 
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b Indien het aantal wachtenden op een beschouwd dis­

creet tijdstip gelijk is aan i ~ 1, dan neemt de 

toestandsvariabele op het volgende tijdstip de waarde 

i+k aan, als gedurende de bedieningstijd van de eer­

ste der i wachtenden k+1 nieuwe klanten arriveren. 

De kans op een overgang van i naar i+k wordt dus ge­

geven door: 

P1 i+k=P k+1 klanten ins , 
e s --k+,,1 r 

' . . 
5.2 

i ~ '1, k ~ 0 

c Indien het aantal wachtenden op een beschouwd discreet 

tijdstip gelijk is aan O, dan neemt de toestandsvari­

abele op het volgende tijdstip de waarde k aan als 

gedurende de bedieningstijd van de eerstvolgende klant, 

die echter ,,nag k9men 

kans pp een overgang 

door 

moet, 
I L V 

van 0 

k klanten arriveren. De 

naar k wordt dus gegeven 

p =Pk klanten ins O,k k! 

Andere overgangen zijn niet mogelijk, 

genoemde index-combinaties geldt~ 

0 

k ~ 0 5.3 

dus voor de niet 

5.4 

Men ziet gemakkelijk in, dat i.nformatie betreffende meer 

voorafgaande _toestanden dan alleen de laatste~ geen in­

vloed heeft op de kansverdeling van de eerstvolgende 

toestand. De beschouwde keten is dus een Markovketen met 
' afteJbaar veel toestanden. 

Uit de relaties 5.'1 t 5.4 volgt~ dat de oneindige 

matrix van overgangswhn er schematisch als volgt uit-
• 

ziet: 
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-As -As >. s 
2 ~s ,\ s 3 

e s e e e 2! 3! 
. ,, . 

->.s ' 

-"s 
2 -As 3 I s s e e s e e 2! 3! • • • 

-As -t\s ~s 2 
o, 5.5 e e s e • 

2 ! ' I ' I ' 

' 

i ' 
,., 

-i\s -t\s 
,· 

' 
' ,, 

0 0 ,, e e s ' • 

' '-· ' I • 

"· ' I ' •• 
'\ ' 

,, ' 
I 

' t 
t ' ' 

Ook bij Markov-ketens met aftelbaar veel toestanden 

kunnen fuiken en kringfuiken optreden. Men gaat gemak­

kelijk na, dat in deze Markovketen noch fuiken noch kring­

fuiken aanwezig zijn. Op geheel analoge wijze als in par. 

6 van hoofdstuk IX kan men laten zien, dat als de invari-

ante voldoen aan 

q. 
J i=O 

5.6 

Uit 5.5 en 5 .. 6 vol gt: 

- ;\ s e . , 

en voor 

k+1 • 

• 

5.7 
k+1 k-1+1 

k! + 

Tot dusver hebben wij voor de eenvoud aangenomen dat de 

bedieningstijd voor iedere klant constant is en wel ge­

lijk aan s. De overgangswhn gegeven in 5.1 t m 5.5 
"· ' }i"_ 

zijn dus eigenli jk ''voorwaardel ijke '' overgangswhn. In.l:r1 

' 

dien men uitgaat van de veronderstelling dat de be-

• 

• 
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dieningstijd een stochastische 

dichtheid gs dan gaan 5.1 

grootheid is met kans­

t m 5.3 over in: 

"1 i-1 
-As e gs ds 1 ~ 1 ; , 

0 

0 

0 

De invariante kansen 

qo 

+ 

g s. ds 1 ~ 1,k..) 0 ; 

k 
k~O. 

voldoen nu aan: 

'° 

0 

- ~s e g s ds, 

k 

k! 

• 

s ds + 

" s 
k-1+1 
--k-1+1 ! 

voor k ,>- 1. 

\ 

5.8 

5.9 

Wij zullen nu eerst met behulR van 5.9 de kans 

daartoe berekenen wij 5.9 
• 

• 

volgt: 

k 
0 

c,o 
• 

+1 k 
k+'1 

1=1 

-;) s k-1+1 
e---,-o!~t\ s 

k-1+1 ! 
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tJIIQ 

i=1 
q. 

1 k=i-1 
k e ___ s ~---k- i + 1 , gs ds 

0 \ ' . 

q A·· s + q 
0 . - ..... 1· 

i'=1 
0 

-i) s 
e g s h+i-1 h! 

ds 

00 

s + 5·, 10 

Uit 5.10 volgt nu: 

5.11 

Uit de relaties 

s 

kunnen 

eenvolgens warden berekend. Irnmers uit 

de kansen qk achter-

5 .·9 volgt: 
• 

k k • -i\s k-i+1 
gs ds - e · ~ s q -~~--------· - gs ds 

OIQl • 

-11s e g 

i= 

s ds 
O 5.12 

• voor k:). 1 

en 
00 

-i\ s 
e gs ds 

Qi. --~ ...:..· ------- voor k=O. 

0 • 

. ' 
~ 

• • • 

Men definieert in de wachttijdtheorie de 

p als 

def verwachtin 
P verwachting 

• 

• 

s bedien1n~sti d -
aankomstinterval ~ 1 

)\ 

1 Engels: traffic intensity . 

• 

5.13 

= A E s. 5.14 

' 
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Volgens 5.11 ~1. Het is 

duidelijk dat ,,, .. zelfs posi tief is, want A is een _posi­

tieve parameter en bij ! s = 0 zou de bedieningstijd nul 

zijn met kans 1. De eis ~ 1 is intu!tief duidelijk: als 

de bediening gemiddeld langer duurt dan het aankomst­

interval hopen zich steeds meer klanten in de wachtkamer 

op en ontstaat er geen stabiaj.e stationaire verdeling. In 

q 2 = = O, enz. Ook bij bez~ttingsgraad 1 is.er dus 

geen invariante kansverdeling. Voor het geval O < f' < 1 
• 

kan men aantonen invariante kansen be-

staan en gegeven warden door de formules 5.11 t m 5,13. 

Be~alin van de verwachtin van de ri len~te in de sta-
. --- --· ---------

tionaire toestand 
• 

Met behulp van 5.9 kan ook de verwachting van de 

toestandsgrootheid n warden bepaald. Daartoe berekent men 
00 

de uitdrukking, k 5.9 
k=1 

k=1 
qo 

k= 0 

+ 
00 

2 q -~ 
0 

2 

oa 

2 s + 
i=1 

i=1 

k-1+1- ! g 

k k-1 
0 

e ...... s ~~-
k- i + 1 r 

\ ' . 

oO 
h 

h+i-1 h+i-2 
h! 

gs ds. 
0 

Na splitsing h+i-1 h+i-2 = h h-1 + 2hi - 2h + i i-1 ~ 

- 21 + 2 behandelt men elke term zoals in 5.10, waar­

door blijkt 
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CM) 

+ 
1=1 

5.15 
- 2 

i=1 

Uit 5.15 volgt: 

n 
i·=1 2 1-A s . 5.16 

De uitdrukking 5.16 geeft ons de verwachting van het 

aantal wachtenden in de stationaire toestand op het moment 

merken 

n.a.v. 5.16 op, dat het aantal wachtenden niet alleen 

vermi_ndert als de gemiddelde bedieningstijd korter wordt 

maar ook als de variatie in bedieningstijd vermindert 

bij gelijkblijvend gemiddelde. Voor een exponenti~el ver-

deelde bedieningstijd 

= ~ s blijkt in 

2 . 2 
met verwachting sis s =2s, dus 

met 
' 

n 2 
f> + 2 1-

2 

5. 16 

.e, ,,,, 
1- p . 5. 17 

Is de bedieningstijd daarentegen constant gelijk aan s, 

an is s =s en 

2 D.R. Cox en W.L. Smith, ~ueues, Methuen London 1961. 
In deze zeer duidelijke inleiding tot de wachttijd­

problemen wordt ook aandacht ges6honken aan problemen 
• 

met prioriteiten en aan loketproblemen met meer dan een 

loket in serie of parallel, onderwerpen die in deze 

cursus niet warden behandeld. Het boekje bevat een uit-
. . 

voerige literatuurlijst. Een ~peciale bibliografie van 

A. DOIG over wachttijdpublicaties vindt men in Biome­

trika 44 1957, 490-514. 
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1 - 1 • 5 .18 

blijft de verwachte rijlengte nagenoeg gelijk. Maar voor 

''zwaar verkeer 11 f ~; 1 wordt de verwachte rijlengte bijna 

gehalveerd door de variatie in de bedieningstijd weg te 

nemen bij gelijkblijvende verwachting. 

Be~alin- van de verwachtin van de wachtti din de 

stationaire toestand • • 

Wij defini~ren dat de wachttijd van een klant begint 

op het moment van binnenkomst en eindigt op het moment 

waarop zijn bediening begint. COX en SMITH onderscheiden 

queueiµg~time excl. bedieningstijd en waiting-time incl. 

bedieningstijd. Wij merken op dat de personen, die de 

zojuist bediende klant aohter zich laat, zijn aangekomen 

tijdens de wacht- en bedieningstijd van deze klant. Bij 

een gegeven wacht- en bedieningstijd is het aantal aan­

komsten verdeeld volgens een Poisson-verdeling met ver­

wachting i\ w+s als de w de wachttijd voorstelt. Indien 

de beide tijden niet constant zijn maar kansverdelingen 

hebben, dan wordt de 

gegeven door w+s 

2 
~ 

verwachting 

. Uit 5.16 
2 

s 
f' + 2 -1~-- ts 

en dus geldt: 

van het aantal aankomsten 
• 

volgt: 

w +At s 

2 
s 

5. 19 

w 2 1- f' 
5.20 

Zoals boven ziet men in dat deze grootheid genalveerd 

wordt bij overgang van exponenti~le bedieningstijd op 

constante bedieningstijd met dezelt'de verwachting. 
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,Bepal_ing. ,van 
4 d 

,de __ Lap lac e-getrans,,f ormeer_d~. voor 
I de .P~.J-

stationaire toestand 
&± Its: ell: 

Volgens 4.1 is de Laplace-getransformeerde van de 

verdeling van n, die we f"" zullen noemen, gelijk aan 
oo -'rk 

e qk. Na substitutie van 5.9 en enig rekenen 
k=O 
vindt men 

- L, 
v, ~-~e 

-1:' , 
- e 

5.21 

waarbij 'i' . 
lingsfunctie 

de Laplace-getransformeerde 

van de bedieningstijden. 

is van de verde-

Bepaling van de ,.,L,apla_ce-getra_nsformeerde, voor de w_achttijd 

in de stationatre toestand 

De kans op r aankomsten in de bedienings- en wachttijd 

van een klant wordt gegeven door: 

0 0 r! 

-i' e ~ r w+s r ------- ---
w+s 3 

5.22 

De Laplace-getransformeerde van deze kansverdeling wordt 

gegeven door: 

oO 00 

r=O 0 0 

w+s 

r! 
w s e gs ds h w dw. 5.23 

Indien wij 5.23 uitwerken verkrijgen wij achtereenvol­

gens: 

- "t' 
5.24 

0 0 

3 h w is de kansdichtheid van de wachttijd. • 

, . 
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-i\ s e 

_.,_, 
1-e 5.25 

5.26 

als 6 . en 'II. resp. de Laplace-getransformeerden zijn 

van de kansverdelingen van de wacht- en bedieningstijden. 

Omdat het aantal aankomsten in de wacht- en bedienings­

tijd van een klant gelijk is aan het aantal wachtenden dat 

dezelfde klant na 

terlid van 5.21 

bediening achter zich laat, is het 

gelijk aan 5.26, zodat geldt: 

- -r 
Stel nu ,\- "·e = 'T', dan gaa t 5. 27 over in 

1-p T' -----. \fl , 1 + 1'' - i\ . 

rech~ 

5.27 

5.28 

De verdelin van de werkti den de vri e ti d van de be­

diende 

Indien de bediende vrij is en er komt een klant binnen, 

dan begint een werktijd, die eindigt op het· eerstvolgende 
I 

• 

tijdstip waarop een klant vertrekt en geen rij achterlaat. 

Het aantal klanten dat in een werktijd bediend wordt noe-
l . 

men wi j de treinlengte. De eers te klan t van een 11 trein 11 

heeft dus een wachttijd nul. Nu tan geconstateerd worden, 

dat de lengte van de werktijd en de treinlengte niet ver-

anderen indien de volgorde, waarin de klanten worden be­
\ 

diend, gewijzigd wordt . 

De werktijd b~gint met het binnenkomen van een klant 

op een tijdstip, zeg t=O, waarop de bediende vrij is. 

Komen er tijdens de bedieningstijd s van deze klant geen 

klanten aan, dan 1s de lengte van de werktijd sen de 

treinlengte 1. Kamen er m klanten aan in de bedieningstijd 

s m ~ 1, dan doen wij, alsof deze klan.ten op de 
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volgende wijze worden bediend. Dem klanten warden allen 

afgezonderd. Aan het eind van de tijd sis, afgezien van 

de m klanten, het loket leeg. Een van de m klanten wordt 

dan toegelaten om bediend te worden. Als er in zijn be­

dieningstijd klanten binnenkomen, dan warden die meteen 

na hem bediend; komen in die bedieningstijd weer klanten 

binnen, dan warden ook die meteen daarna bediend, enzo­

voorts. Tot op een ogenblik het loket leeg komt terwijl 

er dus nag steeds m-1 klanten in afzondering wachten. 

De tijd, die verlopen 1s sinds het einde van de bedienings-

in van een werktijd, dat de bediende niet vrij was v66r 
: 

het begin ervan. De verdelingsfunctie van de tijdsduur 

een van de m-1 afgezonderde klanten toe te laten, voor be­

diening, terwijl alle klanten die in zijn bedieningstijd 

binnenkomen weer direct na hem geholpen warden, enzo-

tijd. Dit procede wordt voortgezet tot de laatste van de 

afgezonderde klanten bediend is en ook alle klanten die 

in zijn bedieningstijd binnenkwamen, enzovoorts. Komt dan 

nu tenslotte het loket vrij, dan is dit het einde _van de 

werktijd d, die op tijdstip O began. Hieruit volgt dus: 

d = s als m = 0 

d = _ _ -.rn al s m = m > 0 
5.29 

waarbij m het aantal klanten is dat in de bedieningstijd 

van de eerste klant aankomt. Bepaalt men de verwachting 

van d onder de voorwaarde m=m, dan vindt men 
• 

t d m=m = s + m t d 5.30 

ten. Wij vinden nu voor de onvoorwaardelijke verwachting: 

• 
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'( d s + m d 

of 
s s 

d 1- (m 1-p . 

Voor de treinlengte h vindt men analoog aan 5.29 

h als m 0 

h h 
' I""TI 

als m > 0 

waaruit men op dezelfde wijze als hierboven voor 

geschied, ~an afleiden 

'1 
1-p . 

5.32 

5.33 

dis 

5.34 

Na elke werktijd komt een tijdsinterval v waarbij de be­

diende vrij is. De lengte van het tijdsinterval is de 

wachttijd tot de eerstvolgende klant binnenkomt. Dit is 

volgens de bekende eigenschap van de exponenti~le verde­

ling weer een exponenti~el verdeelde kansgrootheid, zodat 
• 

als v > O 5.35 

en dus 

tv 5.36 
•• 

De fractie van de tijd gedurende welke de bediende gemid­

deld bezig is met het bedienen van klanten wordt nu gege­

ven door: 

d 

d+ 'tv 

s 

=- _1_-~"---
t, s 

1- p 
1 +­
~ 

6. Een machineprob+eem 
• 

1t r s • 5.37 

In een fabriek staan n machines opgesteld bijv. auto­

matische draaibanken die door m reparateurs warden bediend. 

Als we aannemen dat nooit twee of meer reparateurs tegelijk 
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aan dezelfde machine werken, dan is het zinloos om meer 

dan n reparateurs in dienst te nemen. Wel kan het voor­

deliger zijn om m < n te kiezen. We zullen nu trachten 

de optimale grootte van m te bepalen. 

Stel dat de kansverdeling van de tijd dat de machine 

vanaf nu nog zonder storing in werking zal zijn, gegeven 

wordt door de verdelingsfunctie 

Stel dat de kansverdeling van de nog resterende 

reparatieduur, als de machine in reparatie isz gegeven 

wordt door de verdelingsfunctie. 

1-e - • 6.2 

Uit 6.1 en 6.2 volgt dat op grand van onze ver­

onderstellingen de kansverdelingen van de resterende loop­

resp. reparatietijden niet afhangen van de tijd dat de 

machine al loopt of ~l in reparatie 1s. 

Op ieder ogenblik verkeert ieder der machines in een 

van de volgende drie toestanden: 

a de machine loopt, 

b de machine wacht op reparatie, 

c de machine wordt gerepareerd. 

Als nu i het aantal lopende machines is, zal het aantal 

machines dat tot de categorie~n b of c behoort, gelijk 

zijn aan n-i. We nemen uiteraard aan dat de mabfuines die 

niet lopen, onmiddellijk warden gerepareerd, voorzover er 

een reparateur beschikbaar is. Het aantal machines dat in 

reparatie is~ is dus gelijk aan 

j min m n-i , 6.3 

en het aantal machines dat op reparatie wacht wordt gege­

ven door: 

n-i-j n-i-min m,n-i max n-i-m,O. 6.4 
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We zien hieruit dat de toestand van het systeem ''machine­

.Park'' gekarakteriseerd kan warden door een eendimensio­

nale toestandsvector, waarvan de component gelijk is aan i, 

het aantal lopende machines. 

Het is duidelijk dat oak nu het systeem onderworpen is 

aan een stochastisch proces. Indien wij dit proces slechts 

aanschouwen op de tijdstippen dat de toestand van het sys-
' teem verandert d.w.z. of een zojuist gerepareerde machine 

wordt in werking gesteld of een machine raakt defect, dan 

zijn wij getuige van een Markov-keten met eindig veel toe­

standen. We zullen van deze Markov-keten de overgangswhn 

De kans dat een looptijd t grater is dan een waarde 

t wordt blijkens 6.1 gegeven door: 

-~t 
P t > t = e • 6.5 

Stel dat op een gegeven ogenblik i machines in werking 

zijn, dan is de kans dat alle i looptijden grater zijn dan 

t gelijk aan: 

De kans op minstens 
-it geven 

-At i 
e 

-ii\ t 
e • 6.6 

een looptijd kleiner dan t wordt ge­

De verdelingsfunctie van de kleinste 

van i loo.ptij den is dus 

-illt 
1-e . 6.7 

Stel dat op een gegeven ogenblik j machines in reparatie 

zijn, dan vindt men op analoge wijze dat de kleinste van 

deze j reparatietijden de volgende verdelingsfunctie 

heeft: 
-jp,t 

1-e . 6.8 

De kansdichtheden behorende bij de verdelingsfunc­

ties 6. 7 en, ·6. 8 worden resp. gegeven door 
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6.9 

Stel dat de kleinste van i looptijden gelijk is aan x, dan 

is de kans dater eerder een machine gerepareerd wordt dan 
• 

dater een defect raakt gelijk aan: 

G. X 
J 

1 - -jµ,x e . 6 .10 
' • 

De onvoorwaardelijke kans dater eerder een machine wordt 

gerepareerd dan dater een defect raakt, als er i machi­

nes in werking zijn is dus 

tijden -
6.11 

waarin j gegeven wordt door 

De kans die we hier hebben berekend is voor de 

Markov-keten juist de kans op een overgang van toestand 

i naar toestand i+1, dus 
• . p., 

-

Omdat van i alleen overgang naar i-1 of 1+1 mogelijk is, 

geldt 
I 

P =1 -· i i-1 , 
i )\ 

i.).+j µ .1 4 i , n-1 • 6. 13 

De matrix , der overgangswhn heeft dus de volgende gedaan-

te .. ., . 
' . • • 

• ,: ' .. ,... 

0 0. - - 0 
' 

' 
... ' 

P10 0 P12 ' f 

' ·r ·, 
o, P21 0 ' ' ) 

' " I I 
' ' ' ' I ' ' ' ' • ' ' ' ' I ' ' ... 

' 0 t ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' I ' ' 

6. 14 

• t ' k ' ' 0 I,• -- 0 1 , i 0 
• 

' ' 
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door 

6.13 . Terwille van de overzichtelijkheid 

uitdrukkingen voor de 

We kunnen nu met behulp van de formule 

6. 12 en 

hebben we deze 

• 

6. 15 

Omdat in iedere kolom van hoogstens twee elementen 

voorkomen die niet nul zijn, krijgen de vergelijkingen 

6.15 de volgende eenvoudige vorm: 

' 

6 .16 

We lossen uit dit stelsel 

zeer eenvoudig; q 2 kan met behulp van de tweede vergelij­

king van het stelsel 6.16 geschreven warden als 

, 
q1-q0 

6. 17 

drukkingen voorkomen, de door 6.12 en 6~13 gegeven 

vormen in, dan blijkt het resultaat te zijn: 
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rechts 

' 
n-m m 

i!~ 
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6 .18 

als n-m+1 ~ 1 < n. 

1, en 

+ 
6.19 

i~+n 
• 

Blijkens het voorgaande kan men nu de door 6.18 gegeven 

stationaire kansen als volgt interpreteren: 

q 1 is de kans op het waarnemen in de stationaire toe­

stand van e~n overgang van het systeem naar de toestand 

1, onder de voorwaarde dat een overgang wordt waargenomen. 

Maar als we het systeem op willekeurige t~jdstippen 
I 

beschouwen zal de kansverdeling van de waargenomen toe­

standen een geheel andere zijn. Immers: een toestand waar­

in het systeem zelden overgaat heeft een lage waarde van 
I 

30x zo lang bli ft bestaan als alle andere toestanden, 

zal deze '1zeldzame' 1 toestand juist vaak warden waargenomen 

wanneeP we niet alleen naar tijdstippen kijken waarop 

een verandering plaatsvindt. 

Om d1t nu te corrigeren vermenigvuldigen we de kan-

sen 

bijbehorende toestand 1. De producten zijn iu het alge-

meen geen ~ansen meer, want hun som is gelijk aan 
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n 
q.L., en dit is niet noodzakelijk gelijk aan 1. Delen 

·=O l l 
W1 e echter i· d q L d d e ere .. oor eze som: 

l l 

q. L. 
l l 

n 6.20 

dan is p 1 juist de kans 

tijdstip in de toestand 

dat het systeem op een willekeurig 

', ~ 

1 i zal worden aangetroffen. 

Li berekenen. Hiertoe bepalen we de kansverdeling van de 

p t ~ t Pi looptijden ~ t; 
• 

• 

j reparatietijden..), t 
-

-ih t -J,ut e . e , 

dus 

p t < t 

tis dus eKponenti~el verdeeld met verwachting 

L. 
l 

t 1 
ii\+ j µ.. • 

6.21 

6.22 

Eliminatie van j levert ons de volgende formules voor L1 : 

L~ 
l 1 

i 

1 
+m~ 

1 
• + n-l 

voor O (. i ~ n-m ; 
i 6.23 

voor n-m+1 , i ~ n. 

Met behulp van de formules 6.1- en 6.23 vinden we nu 

i-1 
m 

. qo 
i!A 1 

mn-m m-1 ! 
---------

n-i 

voor O 

n-m i 
m, , m!e= 

n-i 

voor n-m+1 "- i ,< n, 

n-m; 

6.24 

Het exacte bewijs van deze bewering zullen we hier 

achterwege laten. 

2 j is hier nag steeds gelijk aan min m,n-1. 



zodat 

• waarin 

-1 
Po 

i i 
m. M .. 

l .. .. . 

Po vbor 0 

• n-m 1 
P1, m!JA: 

n-m 1 .1 
m, ,'~ + 

i=O 
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6.25 

' 

n n-m 1 
~ m!µ., 

0 1 . 
n-1 !i!A 

6.26 

De uitdrukking 6.25 geeft ons de kans dat o~ een wille­

keurig zeer verrg~legen tijdstip i machines in werking zijn. 

De gemiddelde rijlengte R van de machines, die niet 

in werking zijn, wordt gegeven door, 

n 
R 6.27 

1=0 

Toepassing 

In een fabriek staan 20 machines die in 4 groepen van 
• 

• 

5 verdeeld zijn. Voor iedere groep is er een reparateur, 

maar geen van de 4 reparateurs is in staat om machines te 

repareren die niet 

wel eens dat in de 

tot zijn groep behoren. Het gebeurt dus 

ene groep alle machines in werking 

zodat de bijbehorende reparateur niets te doen heeft 

zijn 

ter-

wijl in een andere groep bijvoorbeeld twee machines op 

reparatie wachten. De directeur van de fabriek vindt dit 

bijzonder onprettig en overweegt om de reparateurs te ver-

zoeken de te volgen. De reparateurs, die 

3 All Round Reparateur. 



deze cursus zelf moeten bekostigen, zullen hiervooor 

natuurlijk een tegenprestatie verlangen, en de directeur 

besluit dat deze zal bestaan in een loonsverhoging. Zijn 

probleem is nu: hoever kan ik met deze verhoging gaan, 

zonder dat de totale kosten lonen + verliezen doordat 

een of meer machines defect zijn zullen stijgen? 

Be~e.ken,~ng 

Wij nemen aan dat ult waarnemingen gebleken is dat 

het hier behandelde model de toestand redelijk goed be­

schrijft. D.w.z. de waargenomen tijdstippen van defect 

raken en weer in bedrijf stellen van de machines zijn 

verenigbaar met de hypothese van onafhankelijke, expo­

nenti~el verdeelde looptijden en reparatietijden met 

Uit de waarnemingen volgen tevens schattingen voor ~ en 

In de huidige situatie is dan de verwachting van de 

R 5,1 de gemiddelde rijlengte is bij 5 machines en 1 

reparateur. De verwachte kosten per uur warden dus gege­

ven door 

• A • 6.28 

Wanneer ieder van de reparateurs de machines van iedere 

groep kan repareren zijn de kosten per uur 

B = 20, 4 . 6. 29 

Het nieuwe uurloon c 2 moet dus voldoen aan 

5,1 

ofwel 

- R 20 4 
• 6.30 
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Voor de berekening van R s,1 en R 20,4 kan men de 

na 

opgelost uit 6.25 en 6.26 . Vooral voor n=20 vergt 

dit veel rekenwerk. Men kan zich deze moeite besparen 

door tabellen te raadplegen - de 

relevante gegevens afdrukken. Zo vindt men bij PECK en 

defect raakt, op reparatie moet wachten, metals ingan­

gen: het aantal machines N bij ons n, het aantal repa­

rateurs M bij ons m 

De tabel geeft oak de ''efficiency factor'' F die is ge­

defini~erd door 

F 1 - gemiddeld aantal wac~tende,mac,hine,s 6.31 totaal aantal machines · 

De tabel bevat de waarden N 4 1 26 2 70 5 170 

10 250 met bijpassende Men X-waarden. In de inleiding 

geven Peck en Hazelwood aan hoe uit Fen de 

N,~,X de overige grootheden b.v. gemiddeld 

de machines warden berekend. Zo is 

drie gegevens 

aantal lopen-
-

tabel voor N 

N 20 en M 

Dus is 

R 5,1 

R 20.,4 

5 

N - R 

0,1 dus X 1 
11· 

5 en M = 1 een waarde F 

6.32 

Dit geeft in de 

0.,960, en voor 

4 F 0,997. 

5 - 4,36 o,64; 

1, 87. 
6.33 

Substitutie van deze waarden in 6.30 doet deze voorwaar­

'de overgaan in 

4 L.G. Peck & R.N. Hazelwood, Finite Queuing Tables, 

Wiley New York 1958. 

' 
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6.34 

De maximale loonsverhoging die de directeur onder de ge­

noemde beperkingen kan geven is dus 

, I" Berekenin 

rateur 

van de verwachte wachtti d w bi. een rer,..,a-

Stel dat het systeem, vlak voordat een machine defect 

raakt, in de toestand i verkeert. Er zijn dus i machines 

in werking, en van de overige n-i is er een in reparatie. 

De verwachting van de tijd die zal verstrijken voordat 

deze reparatie klaar is, is op ieder tijdstip gelijk aan 
1 

,A,. Hetzelfde geldt voor de verwachting van de reparatie-

tijden van ieder der n-i-1 machines die op reparatie 

wachten. 

De voorwaardelijke verwachting van de wachttijd van 

een machine die defect raakt op een tijdstip waarop het 

systeem van toestand i in toestand i-1 overgaat, bedraagt 

dus 
• 

w i ➔ i-1 n-l 
M- • 6.35 

Om de onvoorwaardelijke verwachting van de wachttijd te 

berekenen, moeten we nu eerst de kans bepalen dat het 

systeem van i naar i-1 overgaat als we alleen die tijd­

stippen beschouwen waarop een machine defect raakt. Het 

gegeven dat een machine defect raakt, dus de toestands­

grootheid daalt, geven we met ''dalend'' aan. Dan is de ge­

vraagde kans 

p i-1 en dalen p • i-1 dalend l, 
dalend 

' 6.36 
2 qipi i-1 • , 

• 
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Immers: het systeem kan alleen van 1 naar 1-1 overgaan 

als het eerst in toestand i verkeert, d.w.z. als het bij 

de vorige toestandsverandering overging in i. De kans 

in toestand i-1 overgaat. Dit alles onder de voorwaarde 

dater een 1 gebeurtenis plaatsvindt. Verder moet in de 

stationaire toestand even vaak een machine defect raken 

als weer in werking warden geste_ld omdat het systeem an­

ders niet stabiel is. De kans P dalend waarbij niet be­

kend is vanuit welke i! is dus 1. 
De onvoorwaardelijke verwachting van w is dus gelijk 

aan 
• 

n 
w 

n-jJ 

)A. • 6.37 

Om deze uitdrukking te herleiden, merken we allereerst 

op dat uit de formules 6.13 en 6.18 volgt dat 

:AL i-1 
A 

qo 
-i-1 ! voor i=1, ... , n. 6.38 

Verder geldt 

2 6.39 

• 

want op ieder tijdstip waarop een machine defect raakt, 

gaat het systeem van toestand i over in toestand i-1 

voor een der waarden 1=1, ..• ,i=n. 

Met behulp van de betrekkingen 6~38 en 6.39 kun­

nen we nu het rechterlid van 6.37 als volgt herleiden: 



n 

i=1 

2 
}A- • 

n-1 
µ. 

n-1 
_µ. 

n-1 

n-1 
• 

p 

2 -

2 - µ· 

2 
- A 

1 -
A 

n-1 
)4 

- 2 n 

µ. i= 

'1 
2 -

i-1 

n-1 

i=1 

1 - 2q n 

•• • 

' 

n-1 

• 

Dus wij vinden tenslotte: 

w 

40 

n 

1-1 

i-1 

1-1 

• 

• 

J 6.40 

waarin q nog moet warden opgelost uit 6.18 en 6.19. n 

\ . 

• 


