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1. Inleiding 

Wanneer men langs wiskundige weg vraagstukken uit de praktijk 

wenst op te lossen 3 is het noodzakelijk dat men eerst voor de 

situaties waarop deze vraagstukken betrekking hebben, een model for­

muleert dat toegankelijk is voor wiskundige analyse. Alle factoren 

die bij een vraagstuk een enigszins belangrijke rol spelen, moeten 

een plaats binnen het model vinden. Wanneer er echter veel factoren 

zijn waarmee men rekening moet houden, kan het model gemakkelijk te 

gecompliceerd warden voor een exacte mathematische behandeling. 

Vereenvoudiging van het model is dan dikwijls niet goed mogelijk, 

omdat daardoor de invloed van een of meer belangrijke factoren ver­

waarloosd moet warden. 

Deze moeilijkheden doen zich o.a. voor bij allerlei technische 

problemen. Bij de vliegtuigbouw is het niet meer mogelijk langs wis­

kundige weg de grootheden te berekenen, die de verschillende eigen­

schappen van het vliegtuig bepalen. De wiskundige analyse wordt 

hier dan geheel of gedeeltelijk vervangen doordat men een fysisch 

model opstelt en met behulp van dit model de gewenste grootheden 

meet. Een model van het vliegtuig wordt hiervoor in een windtunnel 

geplaatst en de omstandigheden waarin het vliegtuig in werkelijkheid 

zal komen te verkeren, warden daarin zo goed mogelijk nagebootst. 

Bovendien kan men~ omdat men de invloed van verschillende fac­

toren beheerst~ processen bestuderen die in de praktijk pas na lange 

tijd zullen optreden. Men verkrijgt dus in het heden reeds informa­

tie over in de toekomst plaats te vinden gebeurtenissen. 

We zullen nu nagaan of een soortgelijke methode geschikt is 

voor het bestuderen van de processen die ons hier interesseren. 

Sommige van deze processen warden gekenmerkt door het optreden van 

gebeurtenissen, waarvan het tijdstip van optreden en het directe ge­

volg van het optreden van een gebeurtenis stochastisch zijn. In het 

mathematisch model corresponderen deze tijdstippen en gevolgen met 

waarden die stochastische variabelen aannemen. Bij een wachttijd-
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met functies van de stochastische variabelen en de parameters uit 

de regels die het proces bepalen. Gevraagd wordt nu meestal naar 

frequentieverdelingen van situaties van een bepaald type. 

Is nu het model te ingewilckeld voor een wisk-undige behandeling, 

dan kan men uitgaande van het model het gehele proces nabootsen. 

Wanneer men de beschikking heeft over processen waarvan de bijbeho­

rende kansverdelingen der uitkomsten overeenstemmen met de verde­

lingen van de stochastische variabelen van het model, dan kan men 

deze ui tl-coms ten bes chouwe11 als moge li jke gebeurte ni ssen in het r!a 

te bootsen proces. In ons voorbeeld zou men zich kunnen voorstellen 

dat de tijdslengten tussen de aankomsttijdstippen en oak de bedie­

ningstijden kunnen warden nagebootst door deze hulpprocessen. Met 

de uitkomsten van deze hulpprocessen, geinterpreteerd dus als 
• 

mogelijke gebeurtenissen van het proces, gaat men nu na met welke 

frequenties meer samengestelde gebeurtenissen plaatsvinden. Door 

dit procede lang genoeg voort te zetten, verkrijgt men een beeld 

van de bijbehorende frequentieverdeling en op grand hiervan is het 

mogelijk schattingen te verkrijgen van grootheden die langs analy­

tische weg niet te berekenen blekeno Wenst men bijv. het verschil in 

invloed tussen twee beleidsregels te kennenJ dan kan men het proces 

nabootsen voor beide beleidsregels met dezelfde mogelijke gebeurte­

nissen~ dus met dezelfde uitkomsten van de hulpprocessen. Het ver­

schil in frequentie van de meer samengestelde gebeurtenissen beho­

rende bij verschillende beleidsregels, vormt dan de grondslag waarop 

men de beleidsregels kan beoordelen. 

Deze methode van nabootsing van het model heet Monte-Carlo­

methode, welke benaming erop duj_dt; dat het eindresultaat evenals 

bij een gokspel stochastisch is~ doordat het afhangt van een steek­

proef uit een of meer verdelingen. 

Met deze methode kan men dus modellen onderzoeken die te inge­

wikkeld zijn voor wiskundige analyse. Een belangrijk nadeel van de 

Monte-Carlo-methode is echter de onmogelijkheid de invloed van de 

verschillende pararr.eters die het model bepalenj te onderscheiden. 

Bij een wiskundige analyse verkrijgt men voor de grootheden die men 

wenst te berekenen~ formules waarmee de invloed van de verschillende 

parameters op die grootheden is na te gaan. Bij een nabootsing zijn 

de uitkomsten echter numeriekJ zodat men slechts een model kan onder­

zoeken waarin de parameters numeriek gespecificeerd zijnD 
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Een tweede nadeel van de Monte-Carlo methode is de onnauwkeu­

righeid van de berekeningsmethodeo Bij een wiskundige analyse zijn 

de resultaten, afgezien van de onvolkomenheden van het model, exact. 

Bij een nabootsing van het model voeren we een steekproefexperiment 

op het model uit. De resultaten van dit steekproefexperiment zijn 

dus stochastisch en bezi•tten dus een variantie welke aanzienlijk 

kan zijn. Een van de moeilijkste problemen van de Monte-Carlo­

methode is dan ook het nabootsingsproces zo uit te voeren, dat de 

variantie van de schattingen der verschillende grootheden binnen 

redelijke grenzen blijft. 

Met een eenvoudig voorbeeld zullen we nu laten zien dat niet 

alle Monte-Carlo-schattingen van een bepaalde grootheid dezelfde 

variantie bezitten. Als x een homogene verdeling bezit op het 

interval 

waarbij we 

geldt: 

0,1 , en men wenst de verwachting te berekenen van g x, 

eenvoudigheidshalve g x begrensd veronderstellen, dan 

1 

I lg X 1. 1 

0 
Immers de homogene verdeling op 0,1 wordt gedefinieerd als: 

p X <x 0 

1 

x<O 

X >_ 1 

1.2 

0 

Indien we niet in staat zijn om deze integraal rechtstreeks te 

bepalen, maar als we wel de beschikking hebben over een proces, 

waarvan de uitkomsten een homogene verdeling bezitten, dan kan de 

volgende Monte-Carlo-schatting van deze integraal warden gegeven. 

schatting van 1o1 wordt dan gegeven door: 

1 
N 

0 

g X 

Een tweede schatting van 1.1 

1.3 

2 
• 1.4 

verkrijgt men als verondersteld 

wordt, dat voor Q< x ··= 1 geldt O < g x < 19 Indien de functie y=g x 
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niet aan deze voorwaarde voldoet; kan men dit bereiken door een 
translatie zoda11ig dat g x :::- O voor O < x <: 1;) en een contractie 
zodanig da 1c O < g x < 1 voor O <: x ~ 1 0 

ZiJ·n nu x., en y, 1=1 ........ N uitl{omste11 van het hulp-l l ,/ ., 

procesJ dan interpreteren we een paar xffJY- als een schot in het 
l l 

0;1 in het cartesisch coordinatenstelsel. Een treffer wordt nu 

gedefinieerd als een schot onder de kromme y=g x. De kans op een 

treffer j~s dan wegens de homogene verdeling var1 x en -y_ gelijk 

aan de oppervlakte onder deze kromme binnen het eenheidsvierkant 

en deze kans wordt dus gegeven door 1.1 .. Het rrequentiequotient 

van het aontal treffers onder deze N schoten is dan een schatting 

101 . 

De variantie _ variantie van het frequentie-

quoti~nt behorende bij een binomiale verdeling met p=I en n=N, en 

dus gelijk aan 

0-2 
N 

1-I 1 
N 

Vergelijken we nu 104 me 

02 ::-: a-2 

omdat 1 

0 
wegens 

g X 

1 

0 

1 

g x dx - [ g X 

1 .. 5 j dan zien we 

0 s; g x < 1 voor O ~ x :: 1 . 

• 1.5 

1.6 

1.7 

Het gelijkteken in 1Q7 en 1.6 geldt slechts dan als g x 

alleen de waarde O of 1 aan1--ieemt in het interva.l O =:; x < 1. 

De eerste methode leidt dus bij dezelfde steekproefomvang tot 

een kleinere variantie dan de tweede methode; of anders gezegd een 

bepaalde nauwkeurj_gheid kan met de eerste methode met een kleinere 

steekproefomvang bereikt warden. 

Het verschil in variantie tussen 1.4 en 1c5 is gemakkelijk 

te verklaren. Bij de eerste methode wordt bij een x~ g x berekend, 

terwiJl bij de tweede met11ode slechts gekeken wordt of y < g x ., 

waarbij x en y uitkomsten zijn van het hulpproceso Doordat we dus 

bij de eerste schattingsmethode van meer informatie over de functie 

g x gebruik maakten; verkregen we dus een kleinere variantie. 
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Vele problemen die met Monte-Carlo-methoden worden opgelostj 

zijn eigenlijk integratiesi meestal meervoudige, waarbij men soms 

de integrand niet expliciet kento In paragraaf 3 zullen enige alge­

mede methoden besproken warden over variantiereductie bij schattin­

gen van integralen. 

In de ecrste tvree paragrafen zullen we methoden bespreken om 

reeksen geta1len voort te brengen die beschouwd kunnen worden als 

een representatieve steekproef uit een gegeven verdeling. Dit pro­

blee1n i"Tordt in twee fasen opgelost. 

1eo Men brengt een reeks getallen voort die als steekproef uit een 

homogene verdeling op het interval 0,1 beschouwd kan warden. 

2e. De transformatie van een steekproef uit de homogene verdeling 

tot een steekproef uit een gegeven verdeling. 

In de vo 7 g~nde paragraaf zullen we nu het voortbrengen van een 

steekproef uit de homogene verdeling besprekeno 

2o De voortbrenging van aselecte getallen . .a.--.----=----------=-----

Wanneer een proces uitkomsten oplevert, welke onderling onaf­

hankelijk warden verkregen en die beschouwd kunnen warden als trek­

kingen uit een homogene verdeling op het interval 0,1, dan noemt 

men die uitkomstcn aselecte getalleno De homogene verdeling is reeds 

gedefinieerd in 1.2 0 Uit 1.2 volgt nu voor een homogeen ver­

deelde stochastische variabele x 

P x<x <x + -6.x h. x voor O < x < x + ~ x s 1 2.1 
• 

v1aarin ~:: de lengte van eer1 deelinterval van OJ 1 is o Schrijft 

men de aseJecte getallen in een decimale vorm, dan is voor elke 

decimaal van een aselect getal de ka.ns J. dat deze een van de 

symbolen 0,1,2J •o•;9 zal gelijk 

de eerste drie decimalen gegeven warden door 4 5 8, dan is de kans 

dat het vie~d2 cijfer een 3 is wegens 2o1 gelijk aan: 

P 0,4583 <x < Oi4584 OJ458 -ex< 0.1459 
Aul I ---1 

---
10-3 

• 2.2 

Aangezien x een continu verdeelde variabele is, bestaat een 

aselect getal volgens deze definitie uit een oneindige rij cijfers, 

• 

Men kan een aselect getal dus beschouwen als een rij aselecte 
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cijfers random digits D Het voortbrengen van aselecte getallen is 

dus aequivalent met het voortbrengen van aselecte cijfers. In de 

praktijk is men uiteraard genoodzaakt een rij aselecte cijfers tot 

een eindig aantal n te beperken~ De keuze van n wordt dan bepaald 

door de nauwkeurigheid~ die voor het uit te voeren steekproef­

experiment vereist 1s. De aldus verkregen aselecte getallen van n 

decimalen zijn dan dus trekkingen uit een discrete in plaats van 
• 

uit een continue verdeling op het interval 0,1 want er zijn 

slechts 10n getallen tussen Oen 1 met n decimale11. Voortaan zul­

len we een getal van n cijfers ook een aselect getal noemen, wanneer 

interval 0,1 is. 

Wanneer men zou beschikken over een lotingsmechanisme, dat 

tien verschillende uitkomsten met gelijke kans kan opleveren, ter­

wijl een bepaalde uitkomst onafl1ankelijk van de voordien waarge­

nomen uitkomsten tot stand komt, dan zou men met dit lotingsmecha­

nisme willekeurig veel aselecte cijfers kunnen voortbrengen. A priori 

kan men van geen enkel lotingsmechanisme echter onderstellen dat 

aan deze eis is voldaan. Alleen achteraf kan men door de uitkomsten 

statistisch te toetsenj nagaan of bepaalde vormen van afhankelijk­

heid niet voorkomen~ of althans geen merkbare invloed hebben gehad. 

Tabellen met aselecte cijfersJ verkregen met dergelijke lotings­

mechanismen; zijn gepubliceerd door M.G. KENDALL en B. BABINGTON 

SMITH 1939 en door de RAND CORPORATION 1955 . Deze aselecte 

cijfers zijn uitvoerig getoetst. Ook de tienzijdige dobbelsteen 

van HoC. Hamaker 1948 is een lotingsmechanismeJ dat redelijke 
resultaten opleverto 

Deze tabellen zijn zeer goed bruikbaar voor Monte-Carlo-bereke­

ningen met pen en papier, maar voor grote steekproefexperimenten, 

die met behulp van een automatische rekenmachine warden verricht, 

zijn ze minder geschikt, omdat het programmeren van een gehele tabel 

aselecte cijfers relatief veel tijd vergt. Bovendien wordt hierdoor 
' 

beslag gelegd op een aanzienlijk deel van de geheugencapaciteit. 

Bij berekeningen met een automatische rekenmachine is het 

daarom gewenstJ dat de machine zelf de voor het steekproefexperiment 

benodigde aselecte getallen berekent. Voor eventuele controle op de 

berekeningen is het verder noodzakelijk dat het proces dat de 
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aselecte getallen voortbrengtJ herhaalbaar is. Dit betekent dan dat 

dit proces deterministisch moet zijn en de voortgebrachte getallen. 

door de keuze van het proces volledig bepaald zijno In plaats van 

aselecte getallen spreekt men dan van pseudo-aselecte getallen 

pseudo random numbers c Er bliJken nu verschillende methoden te 

bestaan; om rijen pseudo-aselecte getallen te berekenen welke niet 

van representatieve steekproeven uit de homogene verdeling onder­
scheiden kunnen warden. 

Verschillende van deze methoden worden besproken door 

KoD. TOC}IBR 1954; O. TAUSSKY en J. TODD 1956 . 

Een van de gebruikelijkste rnethoden om pseudo-aselecte 

getallen te maken, is de multiplicatieve congruentiemethode, welke 

door D.H. LEHMER 1951 is getntroduceerdo \\ie laten hieraan de be­

tekenis van enige termen voorafgaan. Twee positieve gehele getallen 

heten relatief priem onderling ondeelbaar, als hun grootste gemene 

deler gelijk 1 is.? bijv. 25 en 24. Als verder c; den m>O gehele 

getallen zijn 5 dan betekent d-c modulo m of d=c mod m: c-d is 

deelbaar door m; bi jv.. 23--•38 mod 5 . Als behal ve d=c mod m ook 

geldt O Ld <m, dan is d de rest b:LJ deling van c door m" 

De methode van LEHMER werkt nu a.ls volgt. vJanneer aj b en m 

gehele positieve getallen zj_jn., met a< m en b < m en vJel zo dat a .b en 

m relatief priem zijn, en als bovendien de rij 

derinieerd wordt door: 

b 

mod m 2 O < un+'1 < m, n=O; 1 , 2) •• ,, 

ge-

" 

2.3 un+1 aun 

dan kan de rij -1 
m u. als a en m niet te klein zijn in vele geval-

1 

len als een rij aselecte getallen beschouwd wordeno De in 2.3 ge-

die 

deling snel te kunnen 
uitvoeren, wordt bij een machineJ werkend in het tientallig stelsel, 

voor een machine met 

Voorbe-e ld 1 . 

Nemen web 5 1 a=27 m=32s dan verkrijgen we de volgende rij: 
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itJe zien 

zal de rij zich dus herhalen en de gehele rij bevat dus slechts 8 

verschillende elemer1ten. He"'c l<:leinste get al 

"v'rillekeurige n:::: 0 geldt: 
• 

u n 

noemen we de p·3riode van de 

> 0, wa.arvoor bi j een 

2.4 

voorbeeld is dus 

Omdat bij deling van ee11 geheel getal door m de rest slechts 

0;1;. ~- of m-1 steeds hoogstens m-1 

verschillende eJ.ementen en dus altijd een periode L m-1 . Het is 

duidelijk d3t ~e periode noodzakelijk groat moet zijn, als men de 

l 
Over de periode van een rij pseudo-aselecte getallen volgens 

LEHIVIER zuJ.J.en vJe er1i.ge stellingen geven in de Appendix. 

Een e~nvoudige toepassing van het gebruik van aselecte getallen 

geeft 

Voorbeeld 2. 

Gevraagd ~vordt een schatt ing van 
1 ,.. 

~ -- -12x 3 1-x dx o 2.5 

0 
Aan de lezer wordt ove rgc la ten; bi jv. ui t de ''Tables of random 

sampling numbers'r van TJI.G. KE:NDALL en B. BABINGTOtJ SMITH 10 aselecte 

2 decimalen zijn al voldoende en als 

schatting voor 205 te berekenen 

1 
1 u , 1 l 

l :--

Men vergelijke deze uitkomst met de 

bedraagts zoals analytisch door integratie in 2o5 gemakkelijk is 

te vindeno 

De vo~12ntie von de schatting 2.6 bedraagt 
• 

1 r-
10 L -

0 

1 

1-x 2 
dx -

Om een bepaalde keuze van a in 2.3 te rechtvaardigen, moet 

men nagaan o.f een rij pseudo aselecte getalle11 beschouwd kan war­

den als een representatieve steekproef uit de homogene verdeling. 
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Om dit na te gaan brengt men een aantal rijen pseudo aselecte ge-

kiezen. Elke rij wordt dan in een aantal niet te grate groepen ge­

splitst bijv. 1000 getallen per groep ~ en deze groepen warden 

aan verschillende statistische toetsen onderworpen. Men kan de 

pseudo aselecte getallen nu op twee verschillende wijzen toetsen: 

1. Men kan de pseudo aselecte getallen beschouwen als een rij 

aselecte cijfers en deze aselecte cijfers 

M.Go KENDALL en B. BABINGTON SMITH 1938 
zijn de volgende toetsen: 

aan de toetsen van 

onderwerpen. Dit 

a. De frequentietoets. Met deze toets warden de frequenties 

van alle cijfers O t m 9 vergeleken met de verwachte waarden. 

b. De kettingtoets serial test . Men vergelijkt met deze toets 

de frequenties van de paren 00, 01 t m 99 met de verwachte 

waardeno Als de waarden die opeenvolgende cijfers aannemen 

afhankelijk zijnj kan men dat met de kettingtoets nagaan. 

Deze toets kan uitgebreid warden van tweetallen tot meer­

tallen opeenvolgende cijfers. In het-biJzonder is de 

frequentietoets een speciale kettingtoets. Een verbetering 

van de kettingtoets is door I.J. GOOD 1953 gegevenG 

c. De gatentoets gap test . Hiermee wordt de verdeling van het 

aantal getallen tussen opvolgende gelijke cijfers, bijv. 

nullen~ vergeleken met de theoretische verdeling. 

2. Men kan de aselecte getallen in hun geheel beschouwen als trek­

kingen uit de homogene verdelingo Binnen elke groep kan men dan 

de frequentie van een bepaald patroon vergelijken met de bijbe­

horende verwachting of de theoretische verdeling. Dergelijke 

patronen zijn bijv. het aantal runs opvolgende getallen onder 

en boven het gemiddeldej het aantal runs van oplopende getallen 

enz. Dit soort toetsen is in het bijzonder belangrijk voor 

Monte-Carlo-berekeningen omdat daar meestal verscheidene aselecte 

getallen worden gebruikt voor een steekproefpunt. Worden dan 

pseudo aselecte getallen gebruikt die regelmatigheden van dit 

type vertonen, dan ka.n dit tot onjuiste Monte-Carlo-schattingen 

leiden. Een overzicht van de hier aangestipte toetsen vindt men 

bij O. TAUSSKY en J. TODD 1956 . Deze auteurs vermelden ook ver­

schillende numerieke resultaten van de door hen uitgevoerde bere­

keningen. 
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Wanneer aan de verzameling van mogelijke uitkomsten van een 

experiment een verdelingsfunctie F x kan warden toegevoegd, dan 

noemen we een waargenomen uitkomst x een aselecte trekking uit die 

verdeling. Voor de uitkomst x van het experiment geldt dus: 

PXtT:X F X • 3.1 

Omdat F x een monotoon niet dalende functie van xis, geldt: 

p F X LF X 
1 3.2 

Uit 3.2 volgt dat = F x op het interval 0,1 homogeen 

verdeeld is. Bij een aselecte trekking 

ling aselect getal vindt men dus een aselecte trekking x uit de 

gegeven verdeling door de vergelijking 

3.3 

naar x 1 op te lessen. Deze oplossing kan volgens fig. 1 grafisch 

verkregen worden; x 1 blijkt slechts dan eenduidig bepaald te zijn, 

als F x monotoon 

1 1-----------

X 

Bij een aselect getal y zoekt men in de grafiek de bijbehorende 

v1aarde x op. 1Alar1neer F x een experirnenteel bepaalde verdelings-
..... - ... ••• •1• - ..... 

is al d us : P F x = F x P x dx + De afleiding van 

+ P x,. x en F x 
3.2 

F X . De eerste term in het rechterlid is 

F x J ae_tweede term is 0 3 want 

d an is P .__x > x en F x = F x 

o. 

' 
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functie is, komt de grafische oplossing van 3.3 in het bijzonder 

in aanmerking. F x is dan een trapfunctie en als aselecte trek­

kingen treden dan alleen de sprongpunten van deze trapfunctie op, 

dus alleen de waargenomen waarden. 

Bestaat de collectie elementen waaruit men trekkingen doet, 

schillende waarden aannemen. Ditzelfde geldt dan ook voor de door 

y ·· F x aan y toegevoegde variabele x <> Dus ook voor een continue 

verdelingsfunctie F x is x dan een aselecte trekking uit een dis­

crete verdeling met verdelingsfunctie G x 3 welke de vorm heeft van 
een trapfunctie en in de punten 

X 

de waarde (~' x ··· F J~ 

maakt d~_e gelijk is aan 

k n 0:;1,2, ... ,10 

k.10-n aanneemt en in deze punten een sprang 

3.5 

Met x wordt bedoeld: x zodanig dat F x .. 
-n k.10 . 

een 
als aselecte trekkingen voorkomen. Voor de intervallen xk,xk+1 

- R X - k 

dus klein. In dat geval is 
het verschil tussen aselecte trekkingen ult F x en G x te ver­

waarlozen. Is daarentegen f x klein, dus heeft de verdelings-

binnen dat interval als aselecte trekking te aanvaarden. Men trekt 

in dat geval een nieuw aselect getal yen bepaalt hiermee als 

6.x d.e J,·3ngte van het betref-
• 1S. 

Rechtstreekse oplossing van 3c3 komt neer op het bepalen van 

de inverse van de verdelingsfunctie F x . Voor de meeste verdelingen 

leidt dit tot lastige berekeningen. Men maakt daarom vaak gebruik 

van speciale eigenschappen van een verdeling voor het verkrijgen 

van aselecte trekkingen uit die verdeling. 
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Voor de belangrijkste verdelingen volgt nu een overzicht van 

de methoden om aselecte trekkingen te verkrijgen. 

1. ~,i,,~_o_m_~_9 ~e. v~rde li.n.g met ,,Par:am.~ters_, p en.Na 

n 

j=O 

N j,., N-j 
6 p I -p 

J 

De kans dat men uit de homogene verdeling op 0,1 een 

aselect getal ~P trektJ is p. 3.6 geeft dus de kans dat bij 

trekken van N aselecte getallen uit 0,1 , er n kleiner zijn dan 

p. Het a ant al a.se lecte ge tallen _-: p onder N aselecte getallen 

is dus een aselecte trekking uit 3.6 o Een tweede methode wordt 

beschreven in K.D. TOCHER 1954 . 

2. Exponenti~le verdeling. 

a 

1-e -AX > 0 . 

Rechtstreekse methode. Aangezien met 

deeld is op 0,1 : kan men in plaats 

y 

y ook 1-~ 

vnn 3o3 

homogeen ver­

ook 

3.8 

naar x oplossen. Substitutie van J.7 in J.8 geeft: 

-\x y - e , 3.9 

dus: 

1 x ;= - ln y 
\ 

0 

Aangezien het berekenen van een logarithme met een electroni­

sche rekenmachine relatief tijdrovend isJ verdient deze 

methode niet altijd aanbeveling. \·Je behandelen daarom onder b 

een andere methode 2 die bij een eerste lezing zonder bezwaar 

kan warden overgeslageno 

b Methode van J. VON NEUMANN 1951 . 

Achtereenvolgens trekken we uit 0;1 de aselecte getallen: 

xo., Y o1.9. 0., Yo1.? 0. 0 

en vormen de sommen: 

Zadra een van deze sommen groter wordt dan 1, bijv.: 

3.11a 
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en 

. 3 . 11b 

be~indigen we de reeks sommatiesQ • 1s, aan-

vaarden we 

deling met parameter }.._--1 

We trekken dan uit 0,1 

x1,Y11J O 
•• .,y1i' ... 0 

en vormen weer de sommen: 

,, 

i-X1 +y 11' 

de reden hiervoor zal straks duide-

even is, herhalen we 

de aselecte getallen 

,, ., 
het procede. 

Bij de eerste som die grater wordt dan 1 houden we weer op, 

bijv. als 

1 3.12a 

en 

3 .12b 

trekking uit de exponentiele verdeling met A=1 

aselecte 

men zie het 

totdat we, 

hebben, de 

en 

e 11. 

na t maal een even i ,, 
e J 

t+1 maal een oneven 

<1 

it onevenCI 

op dezelfde wijze voort 

j-0,1,. o .,t-1 gevonden te 

3.13a 

3.13b 

De is uit de 

exponentie.tle verdeling met parameter A =1 0 

men door de 

die alle de homogene verdeling op het interval 

in het 

aangeno-
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zitteno Door 3.11 i 3.12 en 3.13 warden dan de stochasti-

bepaalde waarde is van de stochastische grootheid 

het voorgaande wordt t gedefinieerd door 

oneven. 

We defini~ren voorts de stochastische grootheid s: 

weer een 

t .. Volgens 

3.14 

oneven is 
3.15 

7 

Dus p S=X t--1 duidelijk zie 

J.13 dat 
afhankelijk 

sis echter onafhankelijk van t; weliswaar zetten we de 

reeks sommaties voort op grand van de resultaten van vooraf­

gaande sommaties, maar de resultaten bij een nieuwe sommatie 

zijn onafhankelijk van de voorgaande sommaties. Om dezelfde 

ling onafhankelijk. 

We zullen nu bewijzen dat x=t+s de verdelingsfunctie 

bezit. 

Bewijs: 
' 

F X 

• 

-x 1-e 3.16 
• 

x is per definitie het grootste gehele getal ~Xo Omdat 
'-

t slechts gehele waarden 0,1,2j ... aanneemt; geldt: 

[x] 
p X &X 

k::::::::: 0 -

[x]-1 
+ P t , ... [x] . p s ~ x- [x] 

k-·O 
• 

[x] 
L 

k=O 

want P s L1 
-

Met behulp van 3.14 en J.15 volgt hieruit: 

P X ~X ' ., .. 

+ p 

k=O 

..-1 even, 
X -1 

even., • 

~ oneven + 

i oneven 9 P x 
- ...._x J 

~X- X 

even. 

3.17 

. i on­... , [x] 

3.18 

onafhankelijk zijn en de-
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zelfde verdelingsrunctie bezitten en verder de verdeling van 

x, kunnen we voor 3o18 x 011afhankelijk -x is van de index 

schrijven: 

p X ~ X p i 
~ 

+ Pi even 

oneve11. 0 

J 

-

X -1 ,._ - 1{ 
Pi even + 

L 

[x] 
P i oneven .. P u ,,,,x- [x] 

-

,. 
i oneven 3.19 

waari11 i dezelfde verdeling heeft als ¼ en u homogeen ver­

deeld is op OJ1 o Het verband tussen u en i wordt dan gegeven 

door: 

P~ 
l 

• 

We defini~ren nu P~ door: 
l 

=U 

-

Door volledige inductie bewijzen we r1u: 

1 -

,, 
l u 

,, t 0 

l • 

3. 20 

3.21 

3. 23 

• 

Voor 1=1 is 3.23 triviaal; stel nu dat J.23 bewezen is voor 

i-~. Uit 3.,22 volgt 

u -
1 -

0 

u i-1 
1 -

0 
" l-

u-y ,,,_, 
f 
0 

dy 

waarmee bewezen 

q --.. --
l L- - --- l 

I 

\1lo=.,o 

Hierui t \l·olgt: 
' 

-- 1 -·- -

"' lS. 

.. 
l u 

,. 1 
l .. 

u., y 1 + . 0 0 +y i -1 ~ u __, 

3 . 22 . D1..,1s : 

l _j 

"1 
U --u ; -- 1 

- i ...; 

p .___y 1 + . 0 0 +y i ~ u 

p 1 -p1 _1 wegens 
' 

3.24 

3. 25 

-



Volgens 3o24 el'1 3 0 26 is dus 

i-1 " l 

qi 
u u -
i-1 t i ~ 0 

00 

en P i oneven. u=u -- _ P i=2j+1 u=u 
j--•0 j=O 
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3. 26 

3.27 

-u e 

3. 28 

Omdat u homogeen verdeeld is op 0,1 > volgt uit 3o28: 

u 
P i oneven 2 u ~u --- r p i _.,, 

dus 

en 

Q L 

u 
-- e -v dv -- 1-e -u 

0 

1 
Fi oneven - ~ e-vdv 

0 
-1 ·-- e -· e ,,e 11 

J 
en uit 3o29 en 3.30 : 

oneve11 u=v 

-1 1-e 

P u Lu __ i oneven 
P u Lu i or1even -1 

J Pi oneven 

dP 
• 

1-e-u 
', 0 '' -".:·1· • 
1-e 

Uit 3.19, 3.30, 3.31 en 3o32 volgt tenslotte: 

p X ~X 1-e -"1 

-x 1-e , ... 

xl -1 
J_ -k -1 - x 

e + 1-e e 
k =O 

q . e .. d .. 

- X- X 1-e 
-1 1-e 

3.29 

3.30 

aselecte trekking uit de exponentiele 

deling met parameter \~1, da 11 

de expone11tie"le verdeling me 1c parameter A .. Immers: 

1 -e o 3 ° 33 

3. Poisson-verdelingo 

F n 
n '-t k ., J~ 

_A_ e-AL 

ver-· 

uit 

In hoot'dstuk XV, pag. 9-10 stelling nr 2 is bewezen, dat 

als het aantal klanten bijv. voor een loket dat in een tijds­

interval van lengte t aankomt~ een Poisson-verdeling heeft met 
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parameter at, de lengten van de tiJdsintervallen tussen opvol­

gende aankomsten onderling onafhankelijk en exponenti~el ver­

deeld zijn met dezelfde parameter a. Als a=1, dan is 3.34 de 

vcrdclingsfun8tie van het aantal klante11, aankomende in een 

tijC.8i11ter1 val van 1er1gte At. 11\ie vinden dus een aselecte trekking 

n ui t 3. 311. door n zo te bepa len da t 
'!'1 n+1 

~ At 2- -..r •✓ 
' ..... , " -k( , ;1 k 1 1:{~ 

V t) 7 r :':l n-.:: ::) r ,·- .. ._ lro rn ('1 .)L_ ':l ,,1 
- -·::..) ., • '-"- • (., C • , • l ;) ~ l • 

xk 3.35 

trekkingen uit de exponentiele ver­

de verdeling der tijden tussen op-

r , 

Ir ,.re r cl(") l ·1'1 n (T' r1' R ,. 
, ,. , -· - .._ L J ' l .., L, r geheel positief Erlang-verdeling. - -·-----.... --

. \ f"'( -r ••' 

.L -i.J -- --- - " - ..... ,___ ..... 
• 

I11 1Jag 
J.. • 10-11 hulps~elling nr 5 is bewezen: 

wanneer de tijdsintervallen tussen opvolgende aankomsten aan 

cc:n l(:i1c(j ~ r:'Y::-)onp11tieel verdeeld zijn met parameter A., dan heeft 

he ·c: -L~ ·.1. :J d s .1~ ..:. p \ 1 a 1: a a 11 ·t{ o ms t v a n de r e k l ant de v e r de l i n g 3 • 3 6 • 
De som v·0n r asclecte trekkingen uit de exponenti~le verdeling 

r 
n1et 1)211 a111ete11 

,, is d1-1s een aselecte trelcking uit 3 .30 . 

~1. J\T orn~:l le vr,rde li 1·1g .. 
. - -· .... _ '~ - , --

l - .... -· ,, 
/ ,_ 

f X 
___ .. 
- . ---· ·---_- C \ ,' ----···-· ----· 0 

\ ' . l • :;·· c._ . I , ' ( \. '- v•~ 

, ' 2 
x- µ -() 

ere 
• 3.37 

1) s · " :, r 1 ·:r :.-.1. c h ·s i n I ; e 1:1 c1 f: v a r i an t i e v a 11 e e n homo g e e n op he t 

intervDJ. (()_, .. :) ~vE'l~cteelde stocl1astische \'ariabele ;t_ warden resp.~ 

·'l 
, .,., -, . 

~ --- -- ,_ 
( ___ ., \r -·-•··• 

. - \. ;;Jr (1 ~T 
' 1. - . , --- ~-) c . 

0 

C ::1 
-1 .· ? 

J~ -a.y 
CJ 

1 
- I. 

1+ 

1 -12 .. 

3 .38 · 

3.39 

De s01·11 ,.J3'i'l n homogeen op o, 1 verdeelde stochastische variabe-

h. 1 verdeeld zi~JQn met gemiddelde ½n len z2l :11j b8nadering normaa 
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en spreiding 

stelling 3;2 

dan zal dus 

n 
12 Centrale limietstelling; zie hst. IV pago 14; 

X + 

. Is t de som van n aselecte getallen uit 

at __ n 
2 

n 
12 

0.,1, 

3.40 

bij benadering volgens 3.37 verdeeld zijn. De waarde van n 

die gekozen wordt; j_s aft1ankelijk van de vereiste nauwkeurigheid. 

In de meeste gevallen is een waarde van n tussen 6 en 10 reeds 

voldoende nauwkeurig. 

Ase le cte treklrit1ge11 uj_ t de nor ma.le verde ling z ijn vere is t 

voor vele soorten steekproefexperimenten. Tabellen van aselecte 

trekkingen uit de norma.le verdeling z:ijn dan 001{ beschikbaar, 

bijv. H. tfl[OLD 1948 . Een transformat:Le v~an aselecte getallen 

tot aselecte trel{\cingen uit de normale verdeling, welke ook in 

de staarten exact is, \1e1...,d door G.E.Pe BOX en l\1.E. MULLER 1958 
gegeven. 

n 

--
11 - 1 

1 0 
'-------- x 

2 r 11 
2 

X - 2 e X > 0 '3 .. 41 -

De som van de kwadraten van n N 0,1 verdeelde variabelen 
I") 

heeft een ., c.-verdeling 3 .. 41 Q l\1e11. verl{riJgt du.s een aselec.te 
n 

trekking uit 3041 door de kwadraten van n aselecte trekkingen 

uit de normale verdeling met ~=0 en ~=1 op te tellen. 

nenti~le verdeling met parameter l~=1 bezit. Dit geeft dus een 

nieuwe methode om aselecte trekkingen uit de exponenti~le ver­

deling te krijgena 
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Zoals reeds in paragraaf 1 werd opgemerkt, zijn de uitkomsten 

van de Monte Carlo-methode stochastische grootheden, omdat ze ver­

kregen warden uit steekproeven uit de verdelingen die in het model 

voorkomen. Deze uitkomsten schattingen voor bepaalde in het model 

optredende grootheden hebben een variantie die een maat is voor 

hun onnauwkeurigheid, en die des te kleiner is naarmate de oor­

spronkelijke steekproefomvang groter is. Om de variantie beneden 

een vast gekozen grens te houden, moet men de variantie als 

functie van de steekproefgrootte kennen. Daar men echter juist de 

nabootsing van het model uitvoert als een analytische behandeling 

moeilijk is, zal men in het algemeen de gezochte variantie niet 

kunnen berel-<:enen o 1Y1en i{an d.an de gevonden steekproefvariantie 

nemen als schatting van de werkelijke variantie en achteraf aan­

geven of de steekproefomvang groat ge11oeg is geweest. 

De steekproefvariantie kan echter een zeer slechte schatting 

van de werkelijke variantie zijn en men moet dus voorzichtig zijn 

om uit de steekproefvariantie conclusies te trekken over de nauw­

keurigheid van de gebruikte schattingsmethode. 

Voorbeeld 1o 

Als voorbeeld van een slechte schattingsmethode geven we een 
schatting van een exponentiele verdeling met gemiddel-
de 1: 

9,25 
9 9 25 C X ., --

0 

Doet men nu aselecte 

verdeling, dan is 

n 

i=~ 

9 25 -x x- J e dx 

een schatting van 401 . De steekproefvariant1e 

2 
s 

1 
n-1 

n 
= 

i==1 

4.1 

4.2 

" 1.S: 

4.3 

Bij een berekening met n=100 werden op de volgende wijze 

aselecte KENDALL 
1
' table of random sampling numbers'' : van he t 
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van de voorste groep van 8 cijfers de eerste 5 cijfers als aselect 

getal gebruikt. Dit levert 25 aselecte getalleno Vervolgens werd 

hetzelfde procede gevolgd voor de tweede, derde en vierde groep 

van 8 cijfer□ n De absolute waarden van de logarithmen van deze 

aselecte getallen ziJn de aselecte trelckingen x. , verwerkt in 
1 

Deze schatting geeft dan: 

4.4 
., c.. 

mei~ 

-·- 4.5 

De v1e rke 1 i J lee 1·J a arder1 voo1"; 2 
C rna 1')5 zijn echter: 

en 

,, 
! ---.,'\., a 2 r::: --

:;; .9 __ ) 

I 

21 '1 - . 

0 \ ~ :s:9· 2r= _, - . • l 
2 ,_./ 1()0 

1 f 
::-: --10 0 L 

":0,25 

\_) 

0 

.,/, c.. 

639~233 

2 

2 t 
l.;9~25 ~ 

~c verlcregen schattingen zijn dus biJZonder slecht, zoals 

waarvan hier 

4.6 

4.7 

te be­

gemid-

delde bepaald wordt, buitengewoon scheef verdeeld is. Immers: 

\'{c z 1 ___ 1~]_J_en strak;J een betere scl1atti11gsmethode voor 
9,25 

a.a 1-1geven C, 

E,:, 11 rr1 ~i c1. d e 1 c1 r·r1 d < : v c'l ~ i a n. t i e t e ,, e 1-r rr1 i n de re n , i s v e r gr o t in g v a n 

de stcel:proei·1 omvan3;. :rl 111~enals in voorbeeld '1 verkrijgt 111en in vele 

6 e-val:.eL. 2c1"te:: e(::n 2ar1merl-celijke vari.a·ntiereductie slechts bij 

een enorrn veel ((rotere steekproefomvang. Om de variantie te ver-
1n i ·0.. cl(-: :1:, e ::1 h. c e ~[ t : n e r1 c .. ::., , i r o rn & n de re me tho de r1 on t 111J i l,c k e 1 d , die a 11 e 

neerlcomen OJ) ,vi (j zigi.1·1g van he t stee l~proef schema J d. w. z C, gesc hikte 

wiJZi8ir1g van de vcrdGling waaruit een steekproef gedaan wordt. 

Bij ee11 p:-:..1 a.ictisc:l1 probleem wordt dil,<:1NiJls de grootste varian­

tiered1..1.ctie ber2ikt dc,or een zo efficie"nt mogelijk gebruik van de 

speciaJ.e gegeve1--is va1· .. het probleem o ltJe zullen echter slechts enige 

algemenere methoden }Jesprckeno Deze zijn geen standaardtechnieken, 
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maar aanwijzingen om bij een gegeven probleem een weg te vinden om 

de variantie te reducereno \!e zullen de betreffende idee~n dan oak 

slechts aan elementaire voorbeelden illustrereno Een overzicht van 

verscheidene van deze metr1oden vindt me11 bij Ho I(AI{N 1956 o 

... 

4o1o Importance samplingo We kiezen als voorbeeld het schatten van 

een bepaalde integraal 
00 ,.. 

I 
-CO 

waarin g x een bekende functie en f x een bekende verdelings­

dichtheid iso De meest voor de hand liggende schatting van 409 

n 
Lg 

n i==1 
x. 
-l 

waarin x. 
1 

aselecte trekkingen uit de verdeling met verdelings-

dichtheid f x I!', ,., 

ZlJn. 
i:e kunnen echter 409 ook a.nders schriJven: 

I h x dx 4.11 

0 

lS 

waarin I de verwachting is van X f X 
~ 

h X 

verdelingsdichtheid h x 

eveneens kunnen nemen: 

.. Hieruit volgt 

ten opzichte van een bekende 

dat weals schatting van I 

1 n g y" 
L l 

"'"'- 111 

n h • '1 l 

4.12 

l) 
dichtheid h x . We willen nu h(x 

zijn uit de verdeling met verdelings 

zodanig kiezen, dat de variantie 

van is; dus moet 

2 
dx -n 

··- co 

minimaal zijn, met b1jvoorwaarden 

ro 

h x ~ O - ro < x < co en h x dx 4 .14 

Dit is een probleem ui·c de variantierekening dat kan warden opge­

lost met de multiplicatormethode van LAGRANGE men zie bijv. 

R. COURANT, Diffo and integral calco II) Chapter VII, 1948 ° De 

gezochte h x wordt verkregen door de integrand van 

, 
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co 

r-; ... - f X -..i \, 

h 
- cO 

X 

2 
d.x + 

2 

4015 
·c f. 3. i ff er· 1.~ r1 t i 8. re r1 r.L 3 a r h x a 1 s on a f\ hank e 1 i j 1{e v a. ri ab e 1 e J e n de 

f 7 , :i l O • 1 ·1 t 3 g 2 ___ e i ci. e s e _. i (J ~{ 11. u. _ e s t e 11 e n O D i t g e e f t : 

[?; ~:) f X 
2 

,. • .# --· _, -- -r.:. ( Y:; 

J. r1 ✓,I, ). L 
,:, j 

h(x 
• • 

~) 0 0 ,..., < ' , 1 l·· ·::::o. t .·L· t ll ..1- _.i r • 
- • • I .) ~- • ) ..., • • U - . '-.., 

• 

0 2 
mi 11 o· 

I 

--

I 

- ' -~-.J.----=--I_A_ 

g X ______ ._ ~ ' 

-cc 

V Q 11. l~ o '18 

11 
-CD 

0 

0 

' . f X 

" in 4 .13 

A .L ~ 0 • 1 v 
• . i-..; /_) \. - :.. 

~,,,... d :_·: u voor -{J::J < :c <ex.,, an 
• 

an l!-.18 . Uit 4o18 

• 

4 .16 

4 .17 

kriJgen we de minimum-

0 

is 4.'19 
blijkt dan echter ook, dat we 

• 

langs deze 1~eg de optimale h x niet kunnen bepalen, omdat we 

daarvoor juj_st de oorspronl{elijke integraal 409 zouden moeten 
i - e ·1··· -· ,1. L'i.. .,; .. t.LS:., 1 , 

• de 

f'u 11c t ·.Le 

4.20 

wna~va~ h~t ~~17iti~ld0 bepaald wordt tooov. de verdelingsdichtheid 

11 :~) 3 '2C:n ,.:;ot1s.lc8n~e (nJ_. I) is. In l1et algetneen wordt de variantie 

van 4o12 dus verminderd, als men h x zo kiest dat de functie­

ivact~7ct1,~n van ( 4 0 20 een ge1~ingere va.ria.tie l1ebben dan de oorspronke-

I, 

l i j 1 cc r 1.,: 1--i c .le l e G x 

Het bovenstaande kan toegepast worden in voorbeeld 2 

x .12x 1-x 
0 

van 

dx en -. ·\ r - ...., -~ ("'·· ,... .. . ' .' ,fc 
.,,-·_. _1 • itl 

1 - ·- -~. . • ~ .. ..._i, . .-\ ..J • - - . 

-
• 

geven hiervan de schatting r 2 

1 
1-x dx 

O 10 
1 waarbij X. 

-]_ 
aselecte 
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trekkingen zijn uit de B 3i2 -verdeling met verdelingsdichtheid 

m.b.v. de vergelijking 3o4 uit paragraaf 3 en KARL PEARSON's 
1'Ta,bles of the incomplete beta-function' 1 

.. De variantie 

variantie van de eerste 

Nog veel duidelijker is het belang van bovenstaande methode 

echter in de volgende toepassing. 

Voorbeeld 2o 

We geven een tweede 

verdeling .. We schrijven 

co 
---, 

' 
0 

S Ch at t i ng V a 11 

4o1 nu als 

x9e-x 

Hierbij wordt als 9~ 
---. 

de -verdeling met 10 vrijheidsgraden. Voor een Monte Carlo-

schatting van 4021 wordt gebruik gemaakt van dezelfde aselecte 

trekkingen ui t de expone11tiele verdeling als in voorbeeld 1. Vol­

gens paragraaf 3 kan de som van 10 opvolgende van deze trekkingen 

gebruikt warden als aselecte trekking uit de -verdeling. De 100 

aselecte trel{kingen 

ren dus 10 aselecte 

hierbi(j geldt 
1() 

.,"--- X 10 1{-1 +i 
l -'1 

k =~ 1 :) .. o " ) 1 0 • 

Als schatting voor 4.21 wordt nu verkregen: 

10 
it.;;: e, ' 

.L. 
k=1 

De steekproefvariantie bedraagt n='10: 
n 

2 ----- • 
n-1 k=1 

-verdeling., en 

4.23 

De werkelijke variantie van 

met 10 vrijheidsgraden: 

bedraagt voor een -verdeling 

0 

0,5 
y .. -9-----~- dy -

2 
9., 25 

- 10,25 2 
4.25 



dus de variantie van 4.23 

1 
10 

.. 
lS 

10 
2 16.204 . 
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4.26 

VergeliJkt men 4.26 met 4.7 dan bliJk-~ door importance sampling 

de variantie te ziJn ve1--1minderd met ee11 factor 

1 6650107 
1~.20.i.... 

2 
0 

4.27 

Bij het toepassen van importance sampling is de grootste moei­

lijkheid het vinden va11 een goede verdelingsdichtheid h x Q Voor 

het geval dat de keuze van 11 x beperk·t wordt tot een bepaalde 

klasse verdelingsdichtheden h x,G j die zich onderscheiden door 

verschillende waarden van de parameter GJ is door A.WA MARSHALL 

1956 een methode aangegeven om de optimale h x.G te benaderen. 

Een andere methode om schattingen te verkrijgen van gemiddelden 

van grootheden die een bepaalde verdeling bezitten, door middel van 

steekproeven uit andere verdelingen, is de Conditional Monte CarloG 

Deze methode is echter alleen geschik•t voor steekproefexperimenten 

die met typisch statistische problemen samenhangen. Voor literatuur 

hierover zie men: I{,,F. TROTTER en J .,\'J., TUKEY 1956 en 

J.M., HAMJYIERSLEY 1956 ., 
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4 o 2. Gee orre leerde s teekµroeven. 11Je kere11 terug tot het schat ten 

van de integraal 4.9 . We veronderstellen dat we de integraal 

00 

I' - 4.28 

kennen, waarin de functie w y en de verdelingsdichtheid v ~ op 

een bepaalde wijze samenhanger1 met de functie g x en de verdelings­

dich·the id f x . Is deze samenhang nauw, dar1 kunnen schattingen van 

I en l' sterk positief gecorreleerd zijn als zj_J warden uitgevoerd 

met dezelfde ase lecte getallen O Deze eigensc11ap kunnen vJe gebruil-cen 

otn de varia11tie 

ft.ls nieuwe 

va.11 de scl1atting 

s cl1a t t 1·r1g voeren 

n 
, 

g 
n i=1 

x. '1 - <X vJ Y~ 
-l 'l 

-I' 

van I te verminderen. 

vJe 
., in: 

0 4.29 

y, . ui.t de verdelingen met 
l 

dichtheid f x resp. v y, gebaseerd op dezelfde aselecte getallen. 

De constante a in 4.29 moet nog nader bepaald warden. 

Men ziet gemakkelijk in dat 

van I: 

een zuivere schatting is 

met variantie: 

n 

E, I 
-3 

·-

I 

Uitwerking van 4031 geeft: 

met: 
• 

2 a 1 ... 
co .... 

-- O(_) 

• 

2 x dx-I 

-~ -00::::... ________________ _ 

a 1 
o· 

? 
4 • 

De beste waarde voor a. in 4. 29 is die waarvoor 4.32 

4 .32 

4.33 

4.34 

4.35 
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len; vinden we voor de beste a_: 

0 4.36 

Substitutie van 4036 in 4032 geeft nu de minimumvariantie: 

C 

lS 

., 
min 

De variantiereductiefactor toOoVo 
2 

0 11 
2 

0 
; deze bedraagt in dit geval .. is zeer 

groat als r~1o Voor kleinere r wordt de betekenis van deze 

factor snel kleinero Bij vele problemen komt de besproken methode 

echter in aanmerkj_ng om toegepast te wordeno 

In de pral{•tijl( ka11. men de optimale ex. ni.et bepalen., omdat men 

voor de 

Meestal wordt in 

dan verse hilt a ::::::1 niet veel va.n de beste ex. e1-1 1t.1ordt een aanzien­

liJke variantiereductie ver'kregen. 

Het is echter ook mogelijk de beste a door een steekproef­

experiment te schatten. Men kan daartoe de verkregen steekproef 

in ·twee gedeelte11. spli tse11_; met behulp va.11 de trel-ckingen x 1 e11 

in elk cl eel v,1orden ._.. o-2 ge -

schatj wat een schatting gee ft voor de beste a in 4 1>36 Q De a, 

verkregen uit het eerste deel 5 woridt nu 111 l~o29 gebrui\ct met de 

x . . l E:: r1 y ., l 1.,1 i t r1 e t · i~ • .. J . ~ 1. : <.l ( : c1 '-; e J_ , e n o ir1 g: e lee e r d • J\~ 1 d tt s vi o r d e n t 101 e e 
.1. J :1. ) 

waarden I~ ver1 kregen; waarvan het gemiddelde nog een zuivere schat-
' ting va11 1 ~Ls. 

·voorb·eeld 3 Q 

11·Je geve11 eer1 schatting va11 

ling in de veronderstelling dat 

- 9 2 26 -xd x e x . 

0 

li11g 

ting 

als in voorbeeld 2 en maken gebruik van de daar gegeven schat-

van 9:) 25 ° 

Ana.loog aan de schatting van in voorbeeld 2 



schatten we 4038 door: 

10 
9~ 
10 

o, 26 _ 
y, --6450600 

l i=1 

De werkeliJke waarde van 
• 

r· • 

9 J 2 

,- bedraagt: 
a 2b '::;J:; 
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De variantie van de schatting 4o39 bedraagt: 

van 

2 
a 

--
1 
10 

•") 

54.507 c.. --

1 -· - = 

10 

Een schatting overee11komstig 4o29 
de schatting van in voorbeeld 

9)25 

9~ 
1 () 

O ,] 26 0~25 9.1 2:? .. l ' 
• 

L y' ~ - y ·1 - l II 

) 10 • 9~ l d 1 l -

. ..., --....... 

10. 26 ., 

4.41 

met a. --1) gebruikma·kend 

2.9 levert: 

653.492 4042 

wat goed overeenstemt met 4040 o 

De varia.ntie va11 de scha.tting vir1dt men volgens 
2 2 

eY ui t 2== 2 _o 2 • • Ul "'C 

en: 
• 

9__!___,,; 1 O 51 _-__ 10, 25 
C,"Y 1 °2 

G r 10. 26 . _ _._ ~ 0., 999860 0 

Voor de variantie van lt- o 4 2 

- -­,,..,.~· . 

vindt men tenslotte: 

r:) 

1069 c:. 0 

VergeliJking van 4041 e11 4044 leert dat de variantie biJ 

deze methode verminderd is me·t een factor: 

260 . 

'1 ., ner1 sc11atting uitgevoerd met 
CT1 

de optimale waarde van ex.=-_ .. a 
.. tft 2 varian ie 

~ 2 
van deze schatting bedraagt volgens 4.37: 288 . Hierdoor wordt 

de variantie dus nog verminderd met een factor 

1069 
,,.. '288 

2 
- 14 4.46 



- 28 -

2 
want de totale vermindering is 

,-, ? 
c:. ( 106 g ' ·-

., 

0 

I 

In het bovenstaande werd een integraol geschat waarbij men de 

waarde van een hiermee i11 verband staande integraal nauwkeurig kent. 

Als men echter beide integralen moet schatten en behalve in de 

waarde va11 ell{e integraal af~zonderlijl{, ook gei:nteresseerd is in 

hun verschil, dan verdient l1et aanbeveling om beide schattingen te 

baseren op dezelfde aselecte getallen. Doet tnen dit niet, dan zal 

de variantie van het verscl-1il de som ZJ.jn van de varianties der 

beide schattingen afzonderlijk, terwijl biJ gebruikmaking van 

dezelfde aselecte getallen men de variantie volgens 4.32 vindt 

met cc= - is 
1 ri 2 2 , · 

we gens > O klei ner dan de eers te J die 11.. o 1 + o 2 bedra agt. 

4 o3• Antithetic va.riates .. Deze methode is aflcomstig van J .:f\1. HtlMl\1ERSLEY 

e r1 K o t· J (> MORT O l\J 19 56 .. 1 ... re g e v e 11. e e n s c he t s v a r1 e e n t o e pa s s i ng b i j 

het schatten van de integraal 

1 
I =:: g x dx o 

0 

We l{unnen hiervoor als schatting gebruiken: 

Wc.1.arbij 

t --:-·· 

1 n 
11 

•-·• g X" -- -n 1 i==1 

x.1 aselecte g·etallen ziJ·n. Een undere schatting is 
i! 
11 

a., -a, ,, 
l l - I 

g ,; I 
0 .. "1 ·1-

l - I 
• 

a. -a, -1 
l l- 1 

X, ~ 
-l i 

) 

4 .. 48 

v-J a. ari n o--a . <,, a_.,, U '- I 
< a =1 e 11 m X " 

1. 
onafhankeliJk verkregen aselecte 

getallen ZiJno " 
1. s e en z u iv ere s c 11 a t t ~L 1·1g v a 11 I : 

E ,- = I _ V - o 4.50 

• 

Als de deelpunten - a~. 
. l 

geschikt gekozen wordenJ zal de variantie van 

4a49 in het algemeen kleiner zijn dan die van 4 .. 48. 

Vle nemen nu de x. niet meer onafl1anlcelijk, maar leggen er 
l 

een zodanig verband 

tie~ groat zijnJ andere termen relatief klein zijn. Hierdoor kan 

de variantie verder gereduceerd worden, terwijl de schatting zuiver 



blijfto 

Voor 

t ----

ga.at 

ax -__ .. l 

ll. 1~ i:~,1 ·) ') v e r ·i· ..... .. 
l O / '-' .. L.l. • -

1--a 

Op grond van l1et verlooo ··••'·n a ;.r \,, (.1 .l. t:') .... 
~ 

'1-8 __ ) 
L.. 

0 

mono ·toon 01· t11ct (1 1 ~ k 1 1 ·.-. ·1e n ·";J 1 :;1 , .lt 

zo trachten te l{iczcn, dat t -
he e ft . ,r o or 11===1;.;; 8, C O 0 ka.n d i.t p?:ocede -'celkens 

de uitwe~king hiervan gaan we nici~ ino 
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we nu het verband 

een geringe spreiding 

herhaald warden. Op 

Het ' ·1 C1 - ,..:, mog2lijk gebleken om met de n1ethode van de antithetic 
V a r.., ~L· a '- ~ c . . L ....., ,_) 

:2uncties 
op F~r, on cl -c, cJ. n. e e n r; lob a J_ e i rid r 1-1 lc van he t v er 1 o op v a n 

nanzienlijke variantiereductie te bereiken voor zeer inge-

wikkelde schattingsprobleineno 

5o Voorbeeld -· --

1r,J e s t t~ l -~- 211. o 11 :.3 \"~ c) c.) r c1 ~ L t 1,,J e e e r1 v o c) r r~ a a d ma s s a go e de re n mo e t e n 

beheren, waaruit Joor' klanten op onregeJ.matige tijdstippen volgens 

hun behoeften zekere hoeveelhcden warden betrokken. We veronder­

stellen d~t het aantal 1{~.a.r1te11 dat in ee11 bepaald tijdsinterval 

c·e11 bestelli11g d0et., ee11 l?oisso11-verdeli11.g bezit O Dit betekent dat 
/ ., 

er behoudens een kans nul slechts een klant tegelijk aankomt en dat 

de intervallen t11ssen twee opeenvolgendc aankomsttijdstippen onder­

ling onafhankeliJl{ c:~ponsnti~el verdeeld zijno Oak nemen we aan dat 

de [: 2.: o o t t en cl c :;:, 11 2 s l 0 l J. i i·1 g e n o r1 cl e 17 J_ in g on a f l1 a 11 k e 1 i j k i dent i e k e n 

contint:i. verdeeld. zi_J11 ( cl 1~:s 11iet nc)odzalcelijlc veelvouden van een of 

andere eenh9id zJ_jn) 0 

Tr r· .-, n .. .., ,-, C .. -. 0 - \ ., ,,-., .,, T O ,,.... . .., ..,- a ,..., (]' 
• , ,·, 1 , J · · - ·J 1 • , ' • o· 
11 \i ( .... • ....... -. _.,I _ \ .J. •· ~J '· / -~., .. __ 1_ "' t:e z e e j-:-7 is verminderd of uitgeput 9 vullen 

d e •7 ~ ".') ') "1. 
• <...J ··- I.. . ( ., i 1 00~ ee:·1 or~e:~ te r•J_aatsen biJ een buitenlandse leveran­

C)\T(; re err·,;c ~{o 1·[1211 d a. t cle ze ons el l{e ke er e e11 canst ante 

" ..-7 ·i ··1 n 
•--' t.l J 

i ~ C~ , 1 c ct 1 ·• 0 c ... l, q c:.• ;- i·· [ ~ C h 
__ ,._, 1,.V ... t-- J...J L ,.~/ . .L, 0 u ·- .... 0 

met een schipo De 

maar l~alen ellcaar 

scl1eoen kunnen aan 
i. 

niet in~ Hun reisduur 

Als ee11. klar1-'c meer bestelt dan onze voorraad bedraagt, verkopen 

we alvast wa~ we eventu.cel nog hebbe11 en wachten dan aanvullingen 

ui t he.le hui t:en.la11c. af, t\laa1"ui t he.,c ontb1"ekende geleverd wordt. We 

zij~ controctucel vorplicht om aan de klant een 

betalen voor elke dag dat we te laat aflevereno Verder zijn de op-

slagkosten c 1 per ton per dago 

.. 
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Als v·ve riu ve1,,der 0~1der· 11 
\-7c)C)rra ad 11 \1ers t.s1a11 de hoevee lhe id 

g;oederen in de opslagru1m·ce; ,1ermeer1 derr.:l n1e·i~ c1e orders die eventu­

eel E1 J. 1,1j_ t 11et b1li t~er1J.r,n(~l 1~1aar onf.~ 011derv,1eg z~1 .. ,J11J dan stellen we 

nu de vraa~ tot hoever we de~c voorraad steeds zullen laten dalen, 

a 1 v o 1, e n s e 2 11 11 i e 1.1 we or c1 e ~: 1. 11 1·1 e ·t: b 11 i t e n 1 a 1-1 d ·t: e p 1 a a t s e n O I-I e t 

c r it er i u tn is d c3 ~_::; b i j j_ e z e gr· e 11 s vJ ~:1 Bl" cl e "J a 11 c1 e v o or r a ad de gem id de 1 de 

1.) ) e J • (=-l C::~ . .( L, ..... - ., c)p de lange dl1ur 
~ ,. 

r1·1in:1r·r1:3.c.=:i.l z1 .. J11 .. ~-:1/:..r (,.:,_-.: JY1- (~· .. -1 c~iP ·\re·,·,1.::Jopsprj_j.:.;; Vf,,1i:1 de goecler'ren tevoren 

,1 a s ··t~ s t cl a 11 5 i ~1 l ~- j c r· tn e e : J i ,j e f.= 1·1 b c~ 1;:; c3 3 l de v· e r 1/'l a c 11 t e v r a a g e e 11 c on s tan t 

b e d r a t-~ [~. e r·:1 o e =-. c1 :; (·.1 a t "'"' c ·v el.., de :r., bu i ten tJ e s c r1 o u VJ int?; 1 ate n o 

• 

Uit statj_stische ge3evens bJ.ijke11 er per maand gemiddeld 8 
,. ·1 ,,.., . 1 ..... L ,. ee11 periode van T maanden 

p lf1 --
n;; ·-

AT n 
___ , -·"·-- 5.1 

J.. me 1.1 , ::-=8 0 

r-·-., 
Verder~ werd voor de J.evertiJd uit het buitenland een I -

vcrdeli~~ met 4 vr:ljhej_dsgraden gevonden. De gemiddelde levertijd 

bedroeg mo:-jr-~c1. De ~.,erc.e:lincsf·L111ctie van de levertijd T in maanden 

---·--
r 
I 

met a.,.= 
(' 
1.....J 

.i. u -1 P - a t +-
0 t ... dv 

De ,,erc.r~:i_j_11.g va11. cJ.e .. vrE1af~ per l,:la11t [1looi·; goed aat1 bij een 

r··~-verdeJ.i11g me;~ ~ -r1rJ .. Jhcic1sgra.den e11 ger11ic1delde 200 ton. Voor 

I . I 1. \ :;.: 

,._ V 
(o 

--· -,..,.. __ , ~ .. .,~-
r...;· \T ) 
\ \ I 

() 

., ,.. .... 
- ~, t d: t e .. ) 5.3 

• 

r11ct v·-=2
2 

j=.,l O De e;roo~::;,~e c~er bestelli11.ge1--i 1rJordt dus uitr;edrul{t in 
• 

1 d · , o -· ·, een ... , .... cL_ V [l 11 1 C.)0 t t) .1 0 

De grootte van ell{e order bij de buitenlandse leverancier be-

droe g q ==5 00 -'G 01:1. 

vie gaan nu ce optimale grootte X van de voorraad bepalen. 
• 

Zodra de voorraad beneden 

ter grootte q geplaatst. 

met 
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vorens een nieuwe order te plaatset10 Op grand van de tijdens zo'n 

proces te betalen opslagkoster1 en boetes kan men door onderlinge 

vergelijki.ng de opti1nale X benadereno Deze methode is echter zeer 

maakte kosten bepalen en deze vergelijkeno Bovendien vindt men bij 

Daarom kan men het probleem beter eerst analytisch aanpakken 

en pas daar waar men met a11alytische met·hodes niet verder komt, 

een steekproefexperiment uitvoereno 

Uit formule 5o22 van hoofdstuk XI Voorraadproblemen van 

deze Leergang volgt dat de optimale X bepaald kan warden uit 
X -l-q 

C 1 
IVI X F, ds 

2 -- s q 
X 

de bovengenoen1de betekenis hebben en F s 

verdelingsfunctie is van de vraag 

bestelling q in het buitenland o 

tijdens een levertijd 

5o4 

de 

van een 

Om X uit 504 op te lossen moeten we eerst F s berekenen o 

Het aantal klanten in een vaste levert1Jd T heeft volgens 5.1 de 

verdelingsfunctie 
" 11 >._T l AT ~---.-- -p T 5°5 n 2 e ·L t 

Q 

i-0 . " 

Als verdelingsfunctie van l1et aantal l{lanten tijdens een stochas­

tische levertijd kriJgen we wegens 5o2 

p n 
n 

-· L 
~" - . - r I ,_ ...... 

...... I ::::: l, ,, ,,· ' ; . 

I l \. . .,..,.. 

• 
:\ri.1 l _ 

.. t e 
l"' 

C[) ,> 

n /' 
--- ~L -·· 

l l t. 
C{,r 

l" -·- 0·· ·-. /"', 

' ' u 

Yl 
i+ U-1 ,~ 

~ -
I .-1 -·· £.. ____ 

A+ c-.,l 9 f . \ i-·-1}, -- \. •• 

_,L-1 
e 

" l 
('X., 

,, 

J'"' --+- a 
• 

-

~,l 

P n is dus een negatief binomiale verdeling. 

----

• lj .6 .. 

De verdelingsfunctie van de 

5.3 o De verdelingsfunctie 

/ I' 

vraag van een klant wordt gegeven 

door van de vraag van n klanten, komende 
• in s ·-

Wegens een bekende eigenschap va~ de -verdeling heeft dan seen 



stochastische levertijd: 

F, 

+ 

+ 

s 

i:::::1 

i--1 

i+ µ,-'1 
/I 

-1 

r·· . 
·-· ·p· c• --- Ur, 
-- J....) -·-

A 
A+a 

l 

·A✓ \ i 
A --t- Ur I) 

.J 

r ~·, 
.. '") i _,.,,. , 1 

~-i - 1,..IJ f { l *"',., t'~" -o:,~~ c1 l _,~.,,.. ·1r :) i \ 
' ·,, \.,...I "" • '"""'-I _,____ :.. " j --- ' ,I 

""""' ~--- - j ~ 

l___ - : 
• 

H. 
l 

" l. "IT 
(~ \i 

r~ i V 

. ---
( (X, . 

.\ A -+· {"'J . s / \, "'I\.,. . 

.L '' -1 l ~ '!,· 
. ,,.. ,. 

l, 

fv1e t c1e ze ui t drul{l,ci 11g voo1~ £11 s is l 11 

li o e \~ e 1 11 e t mo g e J. i ,j 1-{ :L s e e n e e 1~1 v o u d i g er 

dt • 

niets te beginnen. 
F1 s c1f te leiden, 

zullen we nu eerst de Mo11te Carlo-methode toeoassen. We doer1 een ... 

groat aantel trekkingen uit de verdeling F s zie de volge11de 

a.line a en bere1-cenen 11iervoor de cumulc1 tie,,re freqLient ieverde lir1g 

d.i. de fractie der steekproefuitkomsten ~ s. Substitueren 

voor J:11 
f:1 

~ 

l11 , dan voldoet aan ee11 ee·nduidig 

lJepaalde 
., r 
X ...... ., dactr G s is II 

gevonden Xis als resultaat van een steekproef stochastisch; notatie: 

X. Om de nauwkeurigheid van de uitkomst te bepalen, moeten we dan 

nog de variantie van X kennet1. 

Een aselecte trekking uit de verdeling F s 1{ a n me n o p v El t t e n 

als de totale vraag tiJdens ee11 s t o c r.1 a s t is c 11 e levertijd. Door een 

So6 wordt eerst het -
aantal klanten bepaald dot in een levertijd l{omt. Dit geschiedt 

d O O r d ..... .!,_ rr •"":I 11 ~1 e d l, I ••• , - L. n e e"); a t i e :[· l.) J. r1. 01~11 i a 1 e v er., de 1 i r1g; a 1 s -rv <:> 1 gt k a n v o or t -

1J 1,.,e nge 11.: tie e 1· "'c 

is het 3cll'1t3l 

deeld '"volgens 

r·11 e r1 e e 11 a 1 t e 1-'7 n cl t i e ·f' r11 e .,c; l( a 1·1 s ("Y. ( A.. + (,,,Y~) o p s u c c e [1 , d a n 

M Cl t'- cl e rrio ·t- 1r1 -~ a·"' p t~ I • . • • I\::-·; ) • \_) ,, 

verkre [ce11 tne .!c 

u 
11.+~ 

1'1 -- 5 l:l.~ 
{ l 

"l moc.1 

<·x. ,,.• '\ -i- C' \== 4 I .. ' x_, 
' . 

r::iseuc1o-aselec te 
.I. 

get f1l le r1 

, .. 

Het al ter11atief; te gebruilce11. j_11 de verdel:lng 5.b, is het trekken 
1 

eer1 ka11s 
V c311 een aselect getal 

1 1 

als een succes bes c hoLl\"ld. Is dus n het aantal aselecte getal-

> 
1 ,e 

aan het 4 ~) 
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A1 

• 

Als a., b en m gehele positieve getallen zijn., a < m;; b < m en 

ab relatief priem met m ✓ dan kan volgens paragraaf 2 de methode van 

LEHMER gebruikt worden om een riJ pseudo-aselecte getallen Uo te 
l 

construeren: 

b 

a_u mod m n n==O " 1 2 - o o • ,I .,, .,. 

A.1 

Voorbeeld 1o 

Met a:::::::27:; b--5;) rn==3 2 kr i J gen we de r i l.j 

u --15 
3 

Ug 

die al in paragraaf 2 besproken werdo 
C)ver 

enige stellingen. Daar deze behoren tot het ·terrein der getallen-

theorie, laten we van sommige het 

hiervoor naar: GoHo HARDY en EoMo 

C oG. LEKKERKERKER en i··. PEREMAl\TS 

be"'1i j s 

vJRIGHT 

1952 

achterwege en verwijzen 

1945 en HoJ.A. DUPARC, 

en 1953 . Laatstgenoemden 

behandelen ook de periode van een ander type riJeno Verdere litera­

tuur over de periodiciteitseigenschappen van de hier behandelde 

rijen geven E. en V~Jo BOFINGER 1958, Jo CERTAINE 1958 en 

Jo MOSHMAN 1954 . 

Stelling 10 

Stel aJ b en m gehele pos:Ltieve geta.llen met a <m; b < m en ab 

relatief priem met m .. HJ.erui"'c volgt da.t a me.,c mJ er1 ook b met m 

relatief priem is .. Als de rij gedefinieerd wordt volgens 

A Q 1 en a 1 s v o or e e 11 be pa El 1 de n ~ O g e 1 d t : 

u =: u 
n+d n A.2 

da11. is 

mod m A.3 

en a.ar1 relatie Ao2 is voldaan voor alle n~o. 

Uit A.1 volgt: 

volgens .Ao1 : 

11. - '1 u -ba mod m j dan is 
n-1 



ll 
11 

l i1 t J ,h; I 

' A. 't 

en. ui .. t e11 • • 

en 

'[J 1 t 

t ?1 
tll f b ,:. -u 

i A . "r1 

· · n+·a 

.. .. 

Omdat~ m er1 ab, 
"""'l 

(lllS O<:>l< rn er1 a 1 ·t) 

A -. . , 
.I 

• I 

, d 
t"]n """ "1 ii· Cl -

dus 
d a. = 1 · mod r11 • 

Omgekeerd kan uit de relEitie 

m a - a = u .. -u ri ·t ci ,··i 

voor a.11 e n ?~ C1, ci .. e $ d .. 

Uit de definitie van de oeriode .. 

1 · rnc)d t'I1 

A2 

A 4 .. J'\ .. 

volgt uit 

A.8 

afgeleJ_cl v,1order1: 

I 

I\ l~ J-·A. • ~ dt:iS geldt 

() V (; 1 gt n l.l : 

A.9 

me t a 1 s ge v o 1 g· d a t u . \ =: u ,, C) c1 r a 11 e r1 ~ O e 11 a 11. e i<:e ti z e n van u 0 = b .. 
1·1 -t-1,.) l"l " 

m.a.w. de periode ~ 1s onafhankel1Jk van b. 

De voorwaarde dat ab en m relatief priem zijn, zullen we in 

het vervolg handhaven, maar niet meer explic!iet vermelden. 

U · ·l.,1 c. ,., t e 11· .1/ ng I"") 
ii Ji ii ... l lb d ¢ a C • I f Jlllllif: L~-

Stel d=g 

Uit A.9. ~1olgt: 

a 1+km 



1 ( i110(1 

Daar a en m relatief pr1ern 

Aangezien 

\ 1 0:Lgt 1,1i"'t 

rnod m ·. 

(A~ 11 

r., \ ! l J "' A .10 

tll . 

geldt, 

voeren we t·1u de 

func t; ie rr1) wordt gedefinieerd als aan-

t: ~~ 1 g·:>e }1e· le rJo (:' 1· •· 4 e \re ,,·e t· a. ·1 1 e r1 C"' .&. . ;. t- ,.) . l.J J.. II C) C, . ..J.. . • 

b1·-.. izo .. nd·e.~J. g~eldt ~·1·s· p• ee1-, l~~~emne+r~l. v ~ - - .._,..., .Ji ~4 ,,J,,. _ ti~E:, - V Ci ., 

q, p ::. p-1 . 

,1 r:) o· r.. (~~1 e·· cf", , ··n· (,. 4- ·1 e '-' - ~ 'l,.t.. - ,.,t l.,. . -- q, n1 
' 

Stell in.-.. 

{'\ 1· Q .h i,,J a er1 rr1 relat1e1~ 

:::; 1 · rnc)d rr1 

()" e- 1 c~ e- ·y, (:::,,-.. ~A - il 

r, ,,, 

Zl Jn, 

i ~ " . '1/'a,.d • 

'lJ it ste lli.ng 2 eer, <ie ler i.!3 

Ste 111.11~~ 4 • 
' ...... 

. /J. la 

s te 11 ~lfS. 5,_. 

Wanneer m de ontbinding in 
r A r,, 

111 ~ . . 

bezit, dan geldt 
I 

<p { m 
1 

p 
1 

. . " 

dc:,r1 gelclt 

·,·) r ·1 e· n-- 1·C"II a· 1""'• t'" ,- I" r.::a y••1 r· ...1,,.. ·l. c.,._, 1U {;,..1,. 

1-
D, ,. K 

stelliti.gen_, waarvar,1 we 

van i"'f'l 
l I l O 

A .14 

A .15 

A .16 



1 
' 

0 n· u 1 t'•· 'c;; ~ .~ ·' er1 {"
j\ ~,t)·. , d c.1 •.• e , 

f3 tee d::1 aelc.it 0 -

ractoren bezit 

ee 11 ri ·'1.· . V 

,, 
. ·u l i ·.· . met t ., d , . .,,1 ·-""" " .·,"' - ~' ·.· ~' - w C(l :f 1 · · - · _ ·. - - . ff :'t,,.JJ t' . - - _ g~- e per10 ~ ~ii.en 

heet a een primitieve wortel mod 

pr·i rn ~1~ tie ve wortel.s ee r1 'J8 r1 de 

q> ( 'IT\ ... 

r1oge prierra­

paragraaf 2 

de gunst1gste 

In dat geval 

<ja t er al leen 

D 
I. 

s 

8 
2p waarin peen priemgetal 

is er in dat geval geen regel bekend die orn een 

orimitieve wortel te bereker1en . .. 
' d <..,) \rer · er aan met 

de maximale periode kan berekenen. 

a relatief priem met p, dan is 

Is nu r de hoogste macht 'l:J an p . J 

op a e ,,.1 eo g1 eree· l .... .:11 ,_1 . 

s 
< a., P be,paald 

doo1~ 

B iJ a=4 
is n1et 

Stellin 1 

s 
'•• , ,,.,t, 

_s-r 
'() 

" 

p =:"7 be 110 or,; t 
;"•~ 

J 

i 

c (a,,p 

{ 

· )4 r·7 
f ' ' ,i 
\.., ,, 1 

I, 

deelbaar op 4J_1_ 

Als a oneven en t de hoogste 

hetzij a-1J dan vinden we 
., .. -t b I; .;::, voor ,_ ..::: 

2 1 s voor 
' 2 a -' --j 

-1 
' voo1~ #1 

.. , 

,, 

ills s > r 

N11 want 49 

,nach t deelbaar op hetzij a+1, 

uit: 

> 't 
, ,, i: r.) t ~ I 1 <.. ~"' - en ' ' ~; .c:,. 0 .,."' J\ 19 . -

l")t • 
< .~,. 

' t er1 a-1 ;:;, C. 

c1mdat hetzij a-1, hetzij a+1 zeker deelbaar 
I is cloor 4!; ,, is t i:; 2, dus 



A5 

' L 2 s--c -- s- ., dus 

Voorbeeld 3. 

\t_r e l<:e re 11 
• • rlJ u 

-1 -
UO 

u3 
u6 

dus 

terug naar 

i11. bi naire 

0 0 0 1, .,, 

0 1 1 1 1, 

0 1 1 0 1, 

bijvo u2 

s-2 
is 2 o 

voorbeeld 1 en schrijven de da8r gevonden 

vorm: 

u1 -· 0 0 1 ) u2 1 1 1 0 1, _ .. _ 

u4 1 0 1 0 1, us 1 0 1 1 1, 

u7 1 1 1 1 1, Ug uo 0 0 1 0 1, 

0 01 
0 "1 

+ -!- 1 0 2c. + 1 0 2_) ..L 29 It c.. I 0 

In dit geval is s-5 en t=2, dus volgens stelling 7 is 
Q 

ln 

voorbeeld 1 de ) -2 tevens de maximale periode, behorend 

bij m 32 
Het meest rechtse cijfer in de binaire schrijfwijze van ui 

is steeds 1 en heeft dus de periode 1; de periode van het groepje 

der laatste 2,3J4,5 cijfers van rechts geteld is respectievelijk 

2,2,4,80 Dit valgt oak uit stelling 7, want het komt erop neer dat 

men bij a=27 respectieveliJk neemt s=1,2,3,4,5. 
s-t Alleen de rij u. zelf heeft dus de periode 2 als s >t; 

l 
laat men van links naar rechts telkens een cijfer van de binaire 

vorm der u~ weg, dan ontstaan binair geschreven getallen waarvan de 
...t.. 

periode telkens rnet ee11 factor 2 afneemt:; 

Het is dus 

totdat het aantal cijfers 

in een groep tot t gedaald iso 
/ .. 

bij dit procede aan te 

bevelen om zoal niet de uft zelf, dan toch een der cijfergroepen met 
l 

grate periode te gebruiken, en de minder significants groepjes met 

korte periode bui ten besct1ouwing te late no 

Stelling 8. 

1~1s rn,,.. 
I 

Git m2 da11 is 

van a, m1 en 

Bewi js: UlJC 
.,.. I ► 

t11 a a m 
-1 

volgt 

a en a,m -1 0 

Volgens stelling 2 is c a~m dus een gemeen veelvoud van 

en nu v een willekeurig gemeen veelvoud van 

het K.GoVo 

A.21 

a,m1 
a,m1 



A6 

en ' .., ,.... a, m0 J J Ct'-'- n 
(;_ 

volgens stelling 2 V 

m1 m2 
deler 

Voor 

av-'1 \\1B.nt , priem. Dus a~m is een 
van v, 

/"" 'f 

G a, 10u 

q.eodo 

volgt hieruit: 

T /" c: ·, .. -- . I ~.,-, .. - j \ ~ ,,s 
.,,_ l. 0- • Q ~ • 

,...., 

2 u\ a, J J u a,5s 0 

Als r d8 hoorste m~cht van 5 deelbaar op a 

hoogste macht van 2, deeJ_b2ar op 

( 1 r [_-.\ ....., a ,1 u 
• J 

a+1 is) terwijl -·-
7 en A,,22: 

0 

A.22 

a' 5 -1 en t de 

bovendien s > r, t 

Uit stelling 3 volgt dat 
len we du.s: 

a,5 deler is van 4= ~ 5 Stel-

• l '.::':: 2 "' l 0,1,2 

d 8 n v o ]_ g t u i t .\ . 2 3 ) en J\ 0 2~- v· o or s > r : 

r ~s-r 
\ -

.l --·.. ,.,/ - .. 
) 

s-t 
2 

• 
0l 
i. 

c-; 

als s-t ~i 

als s-t 

A.24 

A.25 

De periode beharend bi~ ' J 10~~ zal dus n1aximaal zijn als r=1, t-2 en 

Volger1c vindc1·1 ,~e dan voor deze maximale periode: 
('i 0 

10s-2 r,. ~.) - c::... 
5 als ' 4 s -c:. -w • -·-0 0 

1") ·;) 5 (. 0 
,,..... ~---- ,·: 0 0 a.ls 3 
. .) -~" .. s --·· - - . -·-

26 
'--

A f'"\? 0 r- 20 :,_) ells s 2 ' , .... ~ --C.. - . ·- ----~ 0 

) 
• 

4 ,~ ·-- als s 1 c::.. Wh .. 

·--·-
Q 

:,'le n ~::i- 12 ~ e:,;er'"':1l::~-... c1 ~j_ j·l·: i"i-1.J c1a·t 3~=3 a an de bovengenoemde voorwaarden 

v o J_ doe t ... In cl t) ,~ :1. r11 a ] . c \_;'or r· 1 g 2 s c~ r1 rev e n , b r:: s t a an nu de g e t a 11 e n 
( 

uit 3 cj_fJ.1
:·

1~~·£';:;, u~~1:J 111: .. ~=--·10 1

• 0 Volgens A. 26 zal hierbij het laatste 

cijfer de !.)::J.~~_or.~~: ).~ l1ebbc.:L1, de laatste twee cijfers tezamen de 

periode 20, enz ... I1.111·1ern de laatste k cj_jfers vormen de rest bij 
.. . signi-~- l) 

ficante cj_jf1 ergroepjes met korte periode geen gebruik maken en is 

men alleen r::; 13IrlJl~e:i.1 <-::s3eer1 d in waa.rde11 s ~ 4:) dan is het niet nodig a 

zo te kiezen dat a,5 =4o Bijv 0 a=11 voldoet eveneens aan de voor-
v,1aa1.,dcn 1'7 ... •, e o t--2 en l{omt dus ook in aanmerking ... 

zal als 

•• 
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a.ls een rij c1se lee te 

rege lnlEtt ifs1·1e id zal 
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stelling gcbruikt worden. 

Stellir1f~ q. 
'I ~d i/;Y-" ••• J.;m,11,a •• a4£1rn 11••1 •t ■ • 

Als de 

A .Q 
• ,,i 

(. 

,;·erder 

n 
El 

., e11 

'"1 1 -~ l""'I V C,.i,l 

I n 
i a ri1 \ . ;, !, 

r1 ~\ 
-- l'' ,, 

' \ 
i l., 
' 
' 
' 

I! 

t. \ 

{.:1' 
,. ' '° 
~,~,f 

a kb 

I 

"\ ·/··1 
d . (/ • !Ji '"-~.,_ 

\ j ' /.''"1 

klei11e 

--' 

'l ""'' 
' J .., -'h ) ., 

t ( :.) '11 ) 
> • . I --- . 

F"'if"" 
J ' 

C ... ~1 

',.·,-

,. , ' \ ' 

' I 
J \ 1 , (J l 

,, 

( 

ons tne t 
fa @' ._ 

01.JV ~ be t100I" ·t 

de 

1 ( ......... *11 ")rl Yj"I ,,.,_,~,,,, 
I i ' 'l, \,, :, 

• 

'c1 e· ,, , ''.'.:l «·· ·c·- e n 
_, ,,,;I 'tl (.) l-J . ' 

n ,, .. ~ 
¥';•' 

( .. ' ' I j ., '" . A• 

d. ·u ,.,,, 
ff ,. ··-.. ' _; 9>is 'I' 

' . •,W" 

... 1 ll ,;::, u ,:; 6 

,. ., 
' tl"l f ' ' j 

,ti/ ;,.,J. 

l 

,;:;i ,...., 

""" 

J 

treedt 
"1 
' U, 

.,_ '" 
.. l , 

,..,,. r"" a· {f', t \')'·".J· .. yd/' . -,,.,, ~Ji, 
i, 

\ 
~t 

een 

meer 
d.eze 

<z,e ko z.en '~~-! 
i ,,. ',;.~ it',; c· ;a ·e !:\. t',,,1, l ,i J vo:1ger1de 

d •'.) ·n . C1l~ii is 

C\· 2-r· 
,!,, 0- -

A.28 
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