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1. Inlelding

Wanneer men langs wiskundige weg vraagstukken uit de praktl jk
wenst op te lossen, 1is hef nocodzmakeliljk dat men eerst voor de
situatlies waarop deze vraagstukken betrekking hebben, een model for-
muleert dat toegankellijk is voor wiskundige asanalyse. Alle factoren
die blj een vraagstuk een enigszins belangrijke rol spelen, moeten
een plaats binnen het mecdel vinden. Wanneer er echter veel factoren
z1ljn waarmee men rekening moet houden, kan het model gemakkeli jk te
gecompliceerd worden voor een exacte mathematische behandeling.
Vereenvoudiging van het model is dan dikwijls niet goed mogeli jk,
omdat daardoor de invloed van een of meer belangrijke factoren ver-
waarloosd moet worden.

Deze moeililjkheden doen zich o.a. voor bij allerlei technische
problemen., Bij de vliegtuigbouw 1s het niet meer mogelijk langs wis-
kundlge weg de grootheden te berekenen, die de verschillende eigen-
schappen van het vliegtuig bepalen. De wiskundige analyse wordt
hler dan geheel of gedeelteli jk vervangen doordat men een fysisch
model opstellt en met behulp van dit model de gewenste grootheden
meet. fen model van het vliegtulg wordt hiervoor in een windtunnel
geplaatst en de omstandigheden waarin het vliegtulg in werkelil jkheld

zal komen te verkeren, worden daarin zo goed mogelil jk nagebootst.

Bovendien kan men, omdat men de invloed van verschillende fac-
toren beheerst, processen bestuderen dlie in de praktijk pas na lange
t1ijd zullen optreden. Men verkrijgt dus in het heden reeds 1nforma-
tie over in de toekomst plaats te vinden gebeurtenissen.

We zullen nu nagasan of een soortgelijke methode geschlkt 1s
voor het bestuderen van de processen die ons hier interesseren.
Sommige van deze processen worden gekenmerkt door het optreden van
gebeurtenissen, waarvan het tijdstip van optreden en hetl directe ge-
volg van het optreden van een gebeurtenis stochastisch zijn. In het
mathematisch model corresponderen deze tijdstippen en gevolgen met
waarden die stochastische variabelen aannemen. Blj een wachttljd-
probleem kunnen dit de tijdstippen van binnenkomst van de klanten
en de bedieningstijden van deze klanten zlJn. Door bepaalde regels
die het proces beheersen, zoals het aantal loketten, prioritelits-
regels e.d., ontstaan nu nieuwe situaties zoals wachttiljden van €en
bepaalde lengte voor een lcoket, welke in het model corresponderen



met functies van de stochastlische variabelen en de parameters uit
de regels die het proces bepalen. Gevraagd wordt nu meestal naar
frequentieverdelingen van situaties van een bepaald type.

Is nu het model te ingewikkeld voor een wiskundige behandeling,
dan kan men uitgaande van het mcdel het gehele proces nabootsen.
Wanneer men de beschikking heeft over processen waarvan de bijbeho-
rende kansverdelingen der uitkomsten overeenstemmen met de verde-
lingen van de stochastische variabelen van het model, dan kan men
deze uitkomsten beschouwen als mogelil jke gebeurtenissen in het na
Te bootsen proces. In ons voorbeeld zou men zich kunnen voorstellen
dat de tlijdslengten tussen de sankomsttijdstippen en ook de bedie-

ningstijden kunnen worden nagebootst door deze hulpprocessen. Met

de ultkomsten van deze hulpprocessen, geinterpreteerd dus als
moge ll jke gebeurtenissen van het proces, gaat men nu na met welke
frequenties meer samengestelde gebeurtenissen plaatsvinden. Door

dit procéd€ lang genoeg voort te zetten, verkrl]jgt men een beeld

van de biljobehorende frequentieverdeling en op grond hlervan is het
mogell jk schattingen te verkrijgen van grootheden die langs analy-
Cische weg niet Te berekenen bleken. Wenst men bijv. het verschil in
invloed tussen twee beleidsregels te kennen, dan kan men het proces
napootsen voor beide beleidsregels met dezelfde mogelljke gebeurte-
nissen, dus met dezelfde uitkomsten van de hulpprocessen. Het ver-
schlil in fregquentie van de meer samengestelde gebeurtenissen beho-
rende bij verschillende beleidsregels, vormt dan de grondslag waarop
men de beleldsregels kan beoordelen.

Deze methode wvan nabootsing van het model heet Monte-Carlo-
methode, welke benaming erop duidt, dat het eindresultaat evenals
blJ een gokspel stochastisch is, doordat het afhangt van een steek-
proef uit een of meer verdelingen.

Met deze methode kan men dus modellen onderzoeken die te inge-
wikkeld zijn voor wiskundige analyse. Een belangrijk nadeel van de
Monte-Carlo-methode is echter de onmogelil jkheid de invloed van de
verschillende parameters die het model bepalen, te onderscheiden.
BiJj een wiskundige snalyse verkrijgt men voor de grootheden dile men
wenst te berekenen, formules waarmee de invloed van de verschillende
parameters op die grootheden is na te gaan. Bij een nabootsing zljn
de ultkomsten echter numeriek, zodat men slechts een model kan onder-
zoeken waarin de parameters numeriek gespecificeerd zijn.
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Een tweede nadeel van de Monte~-Carlo methode is de onnauwkeu-
righeid van de berekeningsmethode. Bij een wiskundige analyse zijn
de resultaten, afgezien van de onvolkomenheden van het model, exact.
Bij een nabootsing van het model voeren we een steekproefexperiment
op het model uit. De resultaten van dit steekproefexperiment zljn
dus stochastisch en bezictten dus een variantie welke aanzienli jk
kan zijn. Een van de moeili jkste problemen van de Monte-Carlo-
methode 1s dan ook het nabootsingsproces zo uit te voeren, dat de
variantie van de schattingen der verschillende grootheden binnen
redeli jke grenzen blijft.

Met een eenvoudig voorbeeld zullen we nu laten zien dat nilet
alle Monte-Carlo-schattingen van een bepaalde grootheld dezelfde
variantie bezitten. Als X een homogene verdeling bezit oOp hev
interval (0,1), en men wenst de verwachting te berekenen van g(x),
waarbij we eenvoudigheidshalve g(x) begrensd veronderstellen, dan

geldt:

d
I = &g(x) m=Jfg(x)dx . (1.1)
O
Immers de homogene verdeling op (0,1) wordt gedefinieerd als:
X O=x 27
P(x =x) = ® x <0 (1.2)
] X =

Indien we niet in staat zijn om deze integrasl rechtstreeks te
bepalen, maar als we wel de beschikking hebben over een proces,
waarvan de ultkomsten een homogene verdeling bezitten, dan kan de
volgende Monte-Carlo-schatting van deze integraal worden gegeven.
Stel {éi} (i=1,2,...,N) zijn uitkomsten van dit hulpproces. Een
schatting van (1.1) wordt dan gegeven door:

1 & -
14 = ﬁz—— g(%y ) (1.3)
1="]
en de variantie van I, is dan:
I
2 l 2 2
o = w LS (ax))Pax - (ea(x)®). (71.4)
- O

Een tweede schatting van (1.1) verkrijgt men als verondersteld
wordt, dat voor O=x =1 geldt 0=g(x)=1. (Indien de functie y=g(x)
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niet aan deze voorwaarde voldoet, kan men dit bereiken door een

translatie zodanig dat g(x)=0 voor 0=x £1, en een contractie
zodanig dat O0=g(x)=1 voor 0Z2x =1, )

-

Z1iin nu{xi} en-{yi} (1i=1,....N) uitkomsten van het hulp-
proces, dan i1lnterpreteren we een paar (xijyi) als een schot in het
punt (xiﬁyi) van het vierkant met hoekpunten (0,0), (1,0), (1,1) en
(0O,1) in het cartesisch codrdinatenstelsel. Een treffer wordt nu
gedefinieerd als een schot onder de kromme y=g(x). De kans op een

treffer is dan (wegens de homogene verdeling van x en y) gelijk

Sl

aan de oppervliakte onder deze kromme binnen het eenheidsvierkant

en deze kans wordt dus gegeven door (1.1). Het frequentiequotié&nt
van het aantal treffers onder deze N schoten i1is dan een schatting
I, van (1.1).

De variantie van_£2 18 dan de variantie van het frequentie-

quoti&nt behorende bij een binomiale verdeling met p=1l en n=N, éen
dus gelijk aan

1
2 g 1 r 2
of =g -1 =g [ [ex)ax - (£ g(x)7] . (1.5)
—2
Vergelijken we nu (1.4) me% (1.5), dan zien we
o@ = 0% (1.6)
—2 —
omdat 1 4
[ e(x)ax = [ (e(x))“ax (1.7)
O ()
wegens

O=sg(x)=1 voor 0=x=1.

Het gelijkteken in (1.7) en (1.6) geldt slechts dan als g(x)
alleen de waarde O of 1 aanneemt in het interval 0=x =",

De eerste methode leidt dus bij dezelfde steekproefomvang TOT
een kleinere variantie dan de ftweede methode, of anders gezegd een
bepaslde nauwkeurigheid kan met de eerste methode met e€en Kleinere
steekproefomvang bereiktT worden.

Het verschil in variantie tussen (1.4) en (1.5) is gemakkeli jk
te verklaren. Bij de eerste methode wordt blij een X, g(x) berekend,
terwijl bij de tweede methode slechts gekeken wordt of v <g(x),
waarbij x en y ultkomsten zijn van het hulpproces. Doordat we dus
bij de eerste schattingsmethode van meer informatie over de functie

g(x) gebruik maakten, verkregen we dus een kleinere variantie,
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Vele problemen die met Monte-Carlo-methoden worden opgelost,
ziljn elgenlijk integraties, meestal meervoudige, waarbij men soms
de integrand niet expliciet kent. In paragraaf 3 zullen enige alge-
mede methoden besproken worden over variantiereductie bij schattin-
gen van integralen.

In de ecrste twee paragrafen zullen we methoden bespreken om

reeksen getallen voort te brengen die beschouwd kunnen worden als

een representatieve steekproef uit een gegeven verdeling. Dit pro-

bleem wordt in twee fasen opgelost.

T1e. Men brangt een reeks getallen voort die als steekproef uit een
homogene verdeling op het interval (0,1) beschouwd kan worden,

2e. De transformatie van een steekproef uit de homogene verdeling
tot een steekproef ult een gegeven verdeling.

3

In de volgende paragraafl zullen we nu het voortbrengen van een

steekproef ultT de homogene verdeling bespreken.

2. De voortbrenging van aselecte getallen

L o L

Wanneser een proces ultkomsten oplevert, welke onderling onaf-
hankeli jk worden verkregen en die beschouwd kunnen worden als Trek-
kingen uit een homogene verdeling op het interval (0,1), dan noemt
men die uitkomsten aselecte getallen. De homogene verdeling 1is reeds
gedefinieerd in (1.2). Uit (1.2) volgt nu voor een homogeen ver-
deelde stochastische variabele X

AR

Px-,..‘f-f-_}g_<x +AX]:AX voor O=Z£x<x + Ax =1 (2.’1)

waarin Az de lengte van een deelinterval van (0,1) is. Schrijft
men de aselecte getallen in een decimale vorm, dan is voor elke

decimaal van een aselect getal de kans, dat deze een van de€

symbolen 0,1,2,...,9 zal zijn, gelijk %%-a Immers stel dat bijv.

de eerste drie decimalen gegeven worden door 4 5 3, dan is de kans
dat het vierde cijfer een 3 is wegens (2.1) gelijk aan:

_ -4
P10,4583 =x < 0,4584 |0, 458 £x < oj459] =19 - a0, (2.2)

107>

Aangezien x een continu verdeelde variabele 1is, bestaat een

aselect getal volgens deze definitie uit een oneindige rij cljfers,

, =l
die alle een van de wasrden 0,1,...,9 aannemen met een kans 10 .

Men kan een aselect getal dus beschouwen als een rij aselecte
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cijfers {(random digits). Het voortbrengen van aselecte getallen is
dus aequivalent met het voortbrengen van aselecte cijgfers. In de

praktijk is men uiterasrd genoodzaakt een rij aselecte cijfers tot
een eindlig aantal n te beperken. De keuze van n wordt dan bepaald
door de nauwkeurigheid., die voor het uilt te voeren steekproef -
experiment verelst 1s. De aldus verkregen sselecte getallen van n
decimalen zijn dan dus trekkingen uit een discrete in plaats van

ult een continue verdeling op het interval (0,1) (want er*zijn
slechts 10" getallen tussen O en 1 met n decimalen). Voortaan zul-
len we een getal van n cijfers ook een aselect getal noemen, wanneer
we bedoelen dat dat getal gedeeld door 10" een aselect getal in het
interval (0,1) is.

Wanneer men zou beschikken over een lotingsmechanisme, dat
tien verschillende uitkomsten met gelijke kans kan opleveren, ter-
wiljl een bepaalde uitkomst onafhankelijk van de voordien waarge -
nomen uitkomsten tot stand komt, dan zou men met dit lotingsmecha-
nisme willekeurig veel aselecte cijfers kunnen voortbrengen. A priori
Kan men van geen enkel lotingsmechanisme echter onderstellen dat
aan deze eis 1s voldaan. Alleen achteraf kan men door de uitkomsten
statistisch te toetsen, nagaan of bepsalde vormen van afhankeli jk-
neid niet voorkomen, of althans geen merkbare invloed hebben gehad .
labellen met aselecte cijfers verkregen met dergeli jke lotings-
mechanismen, zijn gepubliceerd door M.G. KENDALL en B. BABINGTON
SMITH (1939) en door de RAND CORPORATION (1955). Deze aselecte
cljfers zijn ultvoerig getoetst. Ook de tienzijdige dobbelsteen
van H.C, Hemaker (1948) is een lotingsmechanisme, dat redell jke
resultaten oplevert.

Deze tabellen zijn zeer goed bruikbaar voor Monte-Carlo-bereke -
ningen met pen en papier, maar voor grote steekproefexperimenten,
die met behulp van een automatische rekenmachine worden verricht,
zlJn ze minder geschiki, omdat het programmeren van een gehele tabel
aselecte cljfers relatief veel tijd vergt. Bovendien wordt hierdoor
beslag geiegd Op een aanzlenlil jk deel van de geheugencapaciteit.

Blj berekeningen met een automatische rekenmachine is het
daarom gewenst, dat de machine zelf de voor het steekproefexperiment
benodigde aselecte getallen berekent. Voor eventuele controle op de
berekeningen is het verder noodzakeli jk dat het proces dat de
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aselecte getallen voortbrengt, herhaalbasr is. Dit betekent dan dat
dlt proces deterministisch moet zijn en de voortgebrachte getallen .
door de Keuze van het proces volledig bepaald zlJn. In plaats van
aselecte getallen spreekt men dan van pseudo-aselecte getallen
(pseudo random numbers ). Er blijken nu verschillende methoden te
bestaan, om rijen pseudo-aselecte getallen te berekenen welke niet
van representatieve steekproeven uit de homogene verdeling onder-
scheiden kunnen worden.

Verschillende van deze methoden worden besproken door
K.D. TOCHER (1954), O. TAUSSKY en J. TODD (1956).

Een van de gebruikeli jkste methoden om pseudo-aselecte

getallen te maken, is de multiplicatieve congruentiemethode, welke
door D.H. LEHMER (1951) is gefntroduceerd. We laten hiersan de be-
tekenls van enige termen voorafgaan. Twee positieve gehele getallen
neten relatief priem (onderling ondeelbaar), als hun grootste gemene
deler gelijk 1 is, bijv. 25 en 24, Als verder c, d en m>0 gehele
getallen zijn, dan betekent d=c (modulo m) of d=c (mod m): c-4d is
deelbaar door m; bijv. 23=38 (mod 5). Als behalve d=c (mod m) ook
geldt O £d <m, dan is d de rest bij deling van ¢ door m.

De methode van LEHMER werkt nu als volgt. Weanneer a, b en m
gehele positieve getallen zijn, met a<men b<m en wel zo dat a.b en
m relatief priem zijn, en als bovendien de ri] {ui} (1=1,2,...) ge-
definieerd wordt door:

u = au_(mod m), O<u (2.3)

n+1 -’!<mf" (1’1:09’1,,2},,”)

na....;
dan kan de rij {mm/I ui} als @ en m niet te klein zijn in vele geval-
len als een rij aselecte getallen beschouwd worden. De in (2.3) ge-
ae rest is die

geven relatie tussen u en u_ stelt vast, dat u

-+ n+1
ontstaat bilj deling van au., door m. Om deze deling snel te kunnen

ultvoeren, wordt bij een machine, werkend in het tientallig stelsel,
VOoor m meestal 10swﬂy 10° of 10° 41 gekozen, en voor een machine met

tweetalllg getallenstelsel 2S~1§ oS of 28+4,

Voorbeeld 1.

Nemen we b=5., 28=27 m=32, dan verkrijgen we de volgende rij:

Un= U= u,=29 u3m15 uy, =271 u5m23
g =13 u7:3ﬂ Ug=u~=5.
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wWe zlen dus cocr rechtstreekse berekening dat u8muo,'Vanaf Ug
zal de rij zich dus herhalen en de gehele rij bevat dus slechts 3
verschillende elementen. Hetl kleinste getal o> O, waarvoor blj een

willlekeurige n =0 geldt:
(2.4)

un+<§ B un

noemen we de p33riode van de rij {ui}u In ons voorbeeld 18 dus ¢ =8.
Omdat bij deling van een geheel getal door m de rest slechts
0,1,... of (m-1) kan zijn, heeft de ri]j {ui} steeds hoogstens (m-1)
verschillende elementen en dus altijd een periode o £(m-1). Het is
dulidelijk aat de periode noodzakell jk groot moet zijn, als men de
ri] {mm4 ui} wlil gebrulken als aselecte getallen.

Over de periode van een rij pseudo-asclecte getallen volgens

LEHMER zullen we enige stellingen geven in de AppendiXx.
ken e:znvoudige toepagsing van het gebruik van aselecte getallen

geef €

Voorbeeld 2.

Gevraagd wordt een schatting van

1
I = Jfﬂzxj(ﬂmx)dx , (2.5)
O

Aan de lezer wordt overgelaten, biljv. uit de "Tables of random
sampling numbhers'” van M.G. KENDALL en B. BABINGTON SMITH 10 aselecte

getallen Xgs oo X 0 te kiezen (2 decimalen zijn al voldoende) en als
schatting voor (2.5) te berekenen
1 10 .
-:-[-’1 =T Z/l /12}{1 (’]-—-Xi> : (2.6)
1 ==

Men vergelijke deze uitkomst met de werkeli jke waarde van 1, die %L
bedraagt, zoals analytisch door integratie in (2.5) gemakkelijk is
te vinden.
De varientie van de schatting (2.6) bedraagt
d
o%(1)) = 75l [ {127 (1-x)} Bax - (2)%]~0,02 . (2.7)
O

e

Om een bepaalde keuze van a in (2.3) te rechtvaardigen, moet
men nagaan of een rij pseudo aselecte getallen beschouwd kan wor-
den als een representatieve steekproef uit de homogene verdeling.
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Om dit na te gaan brengt men een aantal rijen pseudo aselecte ge-
tallen voort, dcor voor elke rij een andere beginwaarde u~.=b te

O
kiezen. Elke rij wordt dan in een aantal niet te grote groepen ge-

splitst (bijv. 1000 getallen per groep), en deze groepen worden
dan verschillende statistische toetsen onderworpen. Men kan de

pseudo aselecte getallen nu op twee verschillende wijzen toetsen:

1. Men kan de pseudo aselectie getallen beschouwen als een rij
aselecte cijfers en deze aselecte cijfers aan de toetsen van

M.G. KENDALL en B. BABINGTON SMITH (1938) onderwerpen. Dit
z1lJn de volgende toetsen:

a. De frequentietoets. Met deze toets worden de frequenties
van alle cijfers O t/m 9 vergeleken met de verwachte waarden.

b. De kettingtoets (serial test). Men vergelijkt met deze toets
de frequenties van de paren 00, 01 t/m 99 met de verwachte
waarden. Als de wasrden die opeenvolgende cijfers aannemen
afhankelijk zijn, kan men dat met de kettingtoets nagaan.
Deze tToets kan uitgebreid worden van tweetallen tot meer-
tallen opeenvolgende cijfers. In het bijzonder is de
frequentietoets een speciale kettingtoets. Een verbetering
van de kettingtoets is door I.J. GOOD (1953) gegeven,

c. De gatentoets (gap test). Hiermee wordt de verdeling van het
aantal getallen tussen opvolgende geli jke cijfers, bijv.
nullen, vergeleken met de theoretische verdeling.

2. Men kan de aselecte getallen in hun geheel beschouwen als trek-
Kingen ult de homogene verdeling. Binnen elke groep kan men dan
de frequentile van een bepasald patroon vergelijken met de bijbe-
horende verwachting of de theoretische verdeling. Dergeli jke
patronen zijn bijv. het aantal runs (opvolgende getallen) onder
en boven het gemiddelde, het aantal runs van oplopende getallen
enz. DitT soort toetsen 1s in het bijzonder belangrijk voor
Monte-Carlo-berekeningen omdat daar meestal verscheidene aselecte
getallen worden gebrulkt voor een steekproefpunt. Worden dan
pseudo aselecte getallen gebruikt die regelmatigheden van dit
type vertonen, dan kan dit tot onjulste Monte-Carlo-schattingen
lelden. Een overzicht van de hier aangestipte toetsen vindt men
bij O. TAUSSKY en J. TODD (1956). Deze auteurs vermelden ook ver-

schillende numerieke resultaten van de door hen ultgevoerde bere-
keningen.
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Wanneer san de verzameling van mogeli jke ultkomsten van een
experiment een verdelingsfunctie F(x) kan worden toegevoegd, dan

noemen we een waargenomen ultkomst x een aselecte trekking uilt die
verdeling. Voor de uitkomst x van het experiment geldt dus:

P[_}ié}(] = F(x) . (3.1)
Omdat F(x) een monotoon niet dalende functie van x is, geldt:
P[ﬁ(g)géF(x)] = F(x) 1) (3.2)

Uit (3.2) volgt dat y = F(x) op het interval (0,1) homogeen
verdeeld is. Blj een aselecte trekking Y 4 uit de homogene verde-

ling (aselect getal) vindt men dus een aselecte trekking x ult de
gegeven verdeling door de vergelijking

yq = F(Xq) (3-3)

naar x, op te lossen. Deze oplossing kan volgens fig. 1 grafisch

verkregen worden; X 4 bligkt slechts dan eenduidig bepaald te zijn,

als F(x) monotoon stijgend is in X,

Bilij een aselectT getal y zoekt men in de grafiek de bijbehorende
waarde x op. Wanneer F(x) een experimenteel bepaalde verdelings-

W e g YWRRE paah W T e

1) De afleiding van (3.2) is aldus: P[F(E);éF(x)] = P[ﬁ;éx] +
+ Pu§>cx en F(x) = F(xj]. De eerste term in het rechterlid is

F(x), de tweede term is O, want als g = sup | F(&) = F(Xi]s

c |
den 1s P[x>x en F(x) = F(x)| = 1im Plx<x = &= lim|F(&)-F(x)]=
_ o &1 &le
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'unctie 1s, komt de grafische oplossing van (3.3) in het bijzonder
in aanmerking. F(x) is dan een trapfunctie en als aselecte trek-
kingen treden dan alleen de sprongpunten van deze trapfunctie op,
dus alleen de waargenomen waarden.

Bestaat de collectie elementen waaruit men trekkingen doet,
ult getallen van n cijfers, dan kan een aselect getal y 10" ver-
schillende waarden aannemen. Ditzelfde geldt dan ook voor de door
y = F(x) aan y toegevoegde variabele x. Dus ook voor een continue

verdelingsfunctie F(x) is x dan een aselecte trekking uit een dis -

crete verdeling met verdelingsfunctie G(x), welke de vorm heeft van
een trapfunctie en in de punten

X ijuq(k,ﬂO“n) (k = O§1,29ﬁ..310n) (3.4)
de waarde 7(x) = F(:x) = k.10 aanneemt en in deze punten een sprong
maakt dle gelijk 1s asan
AG(x) = A7 (x) = 107" (3.5)

(Met x = F~ (k.107") wordt bedoeld: x zodanig dat F(x) = k.10 ™).

Alleen die waarden X=X, waarbi j G(x) een sprong maakt, kunnen
als aselecte trekkingen voorkomen. Voor de intervallen (x
waarin geen aselecte trekkingen voorkomen, geldt: 1077 =
Fx,,4) - F(x, ) = ka“”f(x)dx; is de verdelingsdichtheid f(x)
groot in (xkﬁxk+4)ﬂ dgn 15 het interval dus klein. In dat geval is
net verschil tussen aselecte trekkingen uit F(x) en G(x) te ver-
waarlozen. ls daarentegen f(x) klein, dus heeft de verdelings-
functie F(x) een vlak verloop, dan is de lengte van (

i Xie g

i
Y

K15 Xieyq)
groot. Wordt een beginpunt X, van zo'n lang interval getrokken,

dan verdient het aanbeveling niet dit beginpunt X, ., maar een punt
binnen dat interval als aselecte trekking te aanvaarden. Men trekt
1n dat geval een nieuw aselect getal v en bepaalt hiermee als
aselecte trekking xk+yzﬁx5 waarin Ax de Jengte van het betref-
fende interval (XK5XK+4) is.

Rechtstreekse oplossing van (3.3) komt neer op het bepalen van
de inverse van de verdelingsfunctie F(x). Voor de meeste verdelingen

leidt dit tot lastige berekeningen. Men maakt daarom vaak gebrulk

van speclale elgenschappen van een verdeling voor het verkrijgen
van aselecte trekkingen uit die verdeling.



- 1D -

Voor de belangrijkste verdelingen volgt nu een overzicht van

de methoden om aselecte trekkingen tTe verkrijgen.

1. Binomiale verdeling met parameters p en N.

| @] .
F(n) = Z(?W(wp)N“J (3.6)
j=0

De kans dat men uit de homogene verdeling op (0,71) een
aselect getal €p trekt, is p. (3.6) geeft dus de kans dat bi]
trekken van N aselecte getallen uit (0,1), er n kleiner zijn dan
p. Het aantal aselecte getallen =p onder N aselecte getallen
is dus een aselecte trekking ult (3.6). Een tweede methode wordt

beschreven in K.D. TOCHER (1954).

2. Exponenti&le verdeling.
AX

A >0 . (3.7)

a) Rechtstreekse methode. Aangezien met y ook 7-y homogeen ver-

deeld is op (0,1), kan men in plaats van (3.3) ook

F(x) = 1-e

v = 1-F(x) (3.8)
naar x oplossen. Substitutie van (3.7) in (3.8) geeft:
y = e (3.9)
dus :
1
x = = | 1ny| (3.10)

sche rekenmachine relatief tijdrovend is, verdient deze
methode niet altijd aanbeveling. We behandelen daarom onder b )

cen andere methode, die bij een eerste lezing zonder bezwaar

kan worden overgeslagen.

b) Methode van J. VON NEUMANN (1951).
Achtereenvolgens trekken we ult (0.1) de aselecte getallen:

XysTgqs e aVpis e

en vormen de sommen:
quo+yoqs 1-xo+yoq+y025...;1wxo+yoq+.a,+y01ﬂ,*u
Zodra een van deze sommen groter wordt dan 1, bilijv.:

T-X T gate e o4y 4 S ] (3.11a)



el

1~xo+y0q+.auﬂQ%iff4ﬂ<1 (3.11b)

beEindlgen we de reeks sommaties. Wanneer i, oneven 1is, aan-

O

vaarden we X, als aselecte trekking ult de exponenti&gle ver-

O
deling met parameter A=1 (de reden hiervoor zal straks dulde-

1ijk worden). Wanneer i. even 1s, herhalen we het procéde.

O
We trekken dan uit (0,1) de aselecte getallen

X/]syq/}ﬁ o **ﬁy/liﬁ ¢ & o

en vormen weer de sommen:

Bij de eerste som die groter wordt dan 1 houden we WeEr oOp,

bijv. als

4~x4+y11+.¢,+yq?iqg 1 (3.12a)
S 1l

4~x1+y11+..,+yﬂﬁiqwq-<1 : (3.12b)

Wanneer i’i;,l oneven is, aanvaarden we nu 1+xX_, als aselecte

d
trekking uit de exponentié&€le verdeling met A=1 (men zie het

vervolg). Als 11 even 1s, gaan we op dezelfde wiljze voort
totdat we, na t maal een even ij (j=0,1,...,t-1) gevonden te

e ﬁ ﬂ
hebben, de (t+1)~ maal een oneven i, vinden. Dus:

T

’l-—-xt+yt1+,..+ytgit§~; g (3.13a)

en

ﬂﬁxt+yt1+,..+ytjitmq*(ﬂ (3.13b)
cn

it oneven.

De bewering is dan dat t+x, een aselecte trekking is uit de

T
exponentl&€le verdeling met parameter A =1,

De trekkingsresultaten xoﬁ.i.gxtjyoqﬁ,..jytji in het

bovensftaande schema kunnen we opvatten als waardenf aangeno -

men door de stochastische variabelen EO""55t3201"‘*31t,i

3
die alle de homogene verdeling op het interval (0,1) be- C
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zitten. Door (3.11), (3.12) en (3.13) worden dan de stochasti-

sche variabelen i, gedefinieerd, waarbij €t weer een

1 . s
=07 "7 "=
bepaalde waarde 1s van de stochastische grootheid T. Volgens

het voorgaande wordt t gedefinieerd door

T=T als lastgs ool 4 alle even, 1, oneven. (3.14)

We definl€ren voorts de stochastische grootheid 8:

s=X, 8ls X, =X onder de voorwaarde dat 1, oneven 1s

Cor T (3.15)
N Iy L |
Dus Il s=x, P[Et Xt!it oneven]. Het is duideliljk (zie
(3.13)) dat de stochastische variabelen x,_ en 1, onderling

afhankell jk zijn, dus ook s en 1

i

S 1s echter onafhankelilijk van T; weliswaar zetten we de
reeks sommaties voort op grond van de resultaten van vooraf-
gaande sommaties, maar de resultaten bij een nieuwe sommatie
z1ijn onafhankelijk van de voorgaande sommaties. Om dezelide
reden zijn de stochastische variabelen 1 j145}23g°.§;$ onder -
ling onafhankeli jk.

We zullen nu bewijzen dat x=t+s de verdelingsfunctle

F(x) = 1-e © (3.16)
beziT.
Bewl js:
[x] 15 per definitie het grootste gehele getal £x. Omdat

t slechts gehele waarden 0,1,2,... aanneemt, geldt:

; L xd oo L _
Plx x| = Flo+s ¢x | = = Plt=k,s x-k |= = P[t=k]|.P[s=x-k

— d kxo -~ — k:O - e - -
XJ“/‘ [ ~

hiaa "‘T

= 5= Pft=k] + P[t=1x1] . B[s =x-[x]] (want P[s £1]=1). (3.17)
k=0 "

Met behulp van (3.14) en (3.15) volgt hieruit:

- ]
?[35_, éx] m[x%: P[_;I‘:__Oj}__,lﬁ ceesdy 4 €ven, Ly oneven] +
K=0

1

. . , c < Y - || -~
+ P[}_Oj}m,“ R even, L] oneven], P[}c <] £ X [x] :}--'[x"_lon
even]. (3.18)

Aangezien 20314390, onderling onafhankelijk zijn en de-

H
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zell'de verdelingsfunctie bezitten en verder de verdeling van
ﬁik]onafhankelijk 18 van de index |[x)|, kunnen we voor (3.18)

achrijven:

_ _=x1-1

P[x*ix = P|1 oneven|. > (Phi_even]){

R T

g

+ (PTi even])[kjg Pl i oneven |. P[¥ éxm[x]};_onevenjl (3,19)

aininhan sanepeleiil

o, o ]

WT———

waerin 1 dezelf'de verdeling heeft als 1, €01 U homogeen ver-
deeld is op (0,1). Het verband tussen u en i wordt dan gegeven

prninyash

door:

1~u&yﬂ too oy, =7 (3.20)

/l“_g_+1’]+l.2+° o G+Zi""/l < q © (3 #2/1)

We defini€ren nu P door :
D, ﬂ,f;ﬁﬁﬁﬂﬁ+gcfﬂ%iﬁq\g;u1=:E{¥4+aqftﬁ;5u:}:

= 1-Fly,+...47, £u ]| . {3.22)
Door volledige inductie bewljzen we nu:
ui
Py =1 - 57 - (3.23)

Voor 1=1 is (3.23) triviaal; stel nu dat (3.23) bewezen is voor
1-1., Uit (3.22) volgt

o
- 1 - ) : 1 aely. 2v | =
D+ d OfPl”l_""”*-fyﬂi--’l“uyd“L-Y--j’_"’y_J
U u_y)i“q U_l
= 1 Of oy dy = 1 - (3.24)

q. = . m’l-—-«-u-t-y ooty =", ’lmu‘*‘yq -+y_i...4<”iu-r-ﬂ (3.25)

Hieruit volgt:

- gty 1
1 1

|
U

N
4
4

<
14
C

|

, = P oo TV, 2 U, I * oo TY .
91 < Ly oy Yi-9° Y Reall =1

- :.,.3 | +a&t+ w% + 0 o
1:,;3_7,__/; Ii= W JqT. +¥-—1--

|
O

é — 9
1= Y i



qi — pi“pim/} @ (3-»26)
Volgens (3.24) en (3.26) is dus
uimﬂ ui
93 T I T OIT (3.27)

M | ] = P T = = o U
en P| i oneven|u=u |= 2_ P} i=23+1|lu=u |= 2_ QAs. = e

L= S _J =) T T . e 2-3"*"/l

J J (3.28)
Omdat u homogeen verdeeld is op (0,1), volgt uit (3.28):
U
Pii1 oneven, E;éU ]x:u/ P ;“OUGVQQ‘EFV] dPig;%v] =
‘ O .
oy ~-U
= [/ e 'dv = 1-e (3.29)
O
dus
i L -V -]
P[;_onevenjmijﬁe dv = “-e (3.30)
“ - O
» 1. -1 _
en P|i even | = e (3.31)
en uit (3.29) en (3.30):
B . E“}iéuggﬂonevenwt q_e ™Y
Plu£uli oneven | = — - = — . (3.32)
- ~ P[E_oneven 1-e
Uit (3.19), (3.30), (3.31) en (3.32) volgt tenslotte:
_ ) _ x] -1 . ~(x-{x])
Plx£x | = (1-¢ 1) %: e k+(1“e~4) x] 1-e 7 =
. - k=0 1-€
= J-e "
g.e.d.

Is X = t+;>{t een aselecte trekking ult de exponentiéle ver-
deling met parameter Xwﬂﬁ dan 18 ;:x een aselecte trekking uilt
de exponenti&le verdeling met parameterjka Immers:

P[%_:g_g_éxﬁ = Pl X £X\x | = 1_e P (3.33)

Poisson-verdeling.
n A\ K .
P(n) = 3 EL oA (3.34)

NE-tuy

In hoofdstuk XV, pag. 9-10 (stelling nr 2) is bewezen, dat

als het aantal klanten (bijv, voor een loket) dat in een tijds-
interval van lengte t aankomt, een Poisson-verdeling heeft met
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pDarameter at, de lengten vaen de tiljdsintervallen tussen opvol-
gende aankomsten onderling onafhankeli jk en exponentieel ver-
deeld zijn met dezelfde parameter a. Als a=1, dan is (3.34) de
verdelingsfunctie van het aantal klanten, aankomende in een
Cijdsinterval van lengte At. We vinden dus een aselecte trekking
n uit (3.34) door n zo te bepalen dat

n n+71
2 X EAE < T X (3.35)
=1 k="1

Waaroij X, ..., 4

delirg meot paramcter 1 zijn (de verdeling der tijden tussen op-

aselecte trekkingen ulit de exponentiele ver-

) - o g w e b S
voloanis cerizomsten).

rﬁ verdoling metl r geheel positiefl (Erlang-verdeling).
- A 2 -1 - -
O S (3.36)
vt O

b o

Tir heoPdntvlke YV, nag. 10-11 (hulpstelling nr 5) 1s bewezen:

wannecer de tTijdsintervallen tussen opvolgende asankomsten aan
cen lokec 2¥nonentieel verdeeld zijn met parameterfkﬁ dan heeft
het Tirjdstip van aankomst van de r“ klant de verdeling (3.36).
De som van » asclecte trekkingen uilt de exponentlé€le verdeling

i : 4 e ra
met parauneter X is dus een aselecte trekking uilt (BQBD)a

Normale verdeling.
f
R N Tl
il f’“}
g 5 &
£ S — | -
o 13

D¢ r2rwachting en de variantie van een homogeen op het
interval (0,7) verdeelde stochastische varlabele y worden resp.-
TOQLCVEN (LCCI7

|

J:? "Q; " . [ :f' | (\—i 55" o ;3 ( 3 ® 3 8)
O
C 7Tl
23( ‘ ! 2 1 “ 3 39
A J 54y iy 45 ﬂ

De son van n homogeen op (0,1) verdeelde stochastische variabe-
len z&l 1l j benadering normaal verdeeld zljn metd gemiddelde 3n
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en spreiding \/%%-(Centrale limietstelling; zile hst. IV pag. 14;
stelling 3;2). Is t de som van n aselecte getallen uit (0,1),
dan zal dus

o(t -7)

Ve

12

(3.40)

bij benadering volgens (3.37) verdeeld zijn. De waarde van n
die gekozen wordt. is afhankelijk van de vereiste nauwkeurigheld.
In de meeste gevallen 1s een waarde van n tussen 6 en 10 reeds

voldoende nauwkeurig.

Aselecte trekkingen uit de normale verdeling ziljn vereilst
voor vele soorten steekproefexperimenten. Tabellen van aselecte
trekkingen uit de normale verdeling z.jn dan ook beschikbaar,
bijv. H. WOLD (1948), Een transformatie van aselecte getallen
tot aselecte trekkingen ult de normale verdeling, welke ook 1n
de staarten exact is, werd door G.E.P. BOX en M.E. MULLER (1958)

gegeven.

/%iwverdeling,

() ﬂ:““jﬁ“”““““xm“ c (x > 0) (3.41)
21’1 5 r(%)

De som van de kwadraten van n N(0,1) verdeelde variabelen
heef'T een )ﬁi~verdeling (3.41). Men verkrijgt dus een aselecte
trekking uit (3.41) door de kwadraten van n aselecte trekkingen
ult de normale verdeling met Fm@ en C=71 op te Fel%en.

Uit (3.41) 1is gemakkelijk af te leiden dat %jﬁ; cen expo-
nenti&le verdeling met parameter L=1 bezit. Dit geeft dus een

nieuwe methode om aselecte trekkingen ult de exponentliele ver-

deling te krijgen.




4, Variantiereductie van Monte Carlo-schattingen

Zoals reeds in paragraaf 1 werd opgemerkt, zijn de uitkomsten
van de Monte Carlo-methode stochastische grootheden, omdat ze ver-
Kregen worden ult steekproeven uit de verdelingen die in het model
voorkomen. Deze uitkomsten (schattingen voor bepaalde in het model
optredende grootheden) hebben een variantie die een maat is voor
hun onnauwkeurigheid, en die des te kleiner is naarmate de oor-
Spronkelil jke steekproefomvang groter is. Om de variantie beneden
een vast gekozen grens te houden, moet men de variantie als
functie van de steekproefgrootte kennen. Daar men echter julist de
nabootsing van het model uitvoert als een analytische behandeling
moelilljk 1s, zal men in het algemeen de gezochte variantie niet
kunnen berekenen. Men kan dan de gevonden steekproefvariantie
nemen als schatting van de werkeli jke variantie en achteraf aan-

geven of de steekproefomvang groot genoeg is geweest.

De steekproefvariantie kan echter een zeer slechte schatting
van de werkell jke variantie zijn en men moet dus voorzichtig zijn
ocm ult de steekproefvariantie conclusies te trekken over de nauw-
keurigheid van de gebruikte schattingsmethode.

Voorbeeld 1.

Als voorbeeld van een slechte schattingsmethode geven we een

schatting van }ig o van een exponentié&le verdeling met gemiddel -
3
de 1:

oo
g )
- E, 9‘?{;) s f ’9‘9(;5@“}{(3 l’l‘,/‘
H9, 25 3 . . (4. 1)
3
Doet men nu asgselecte trekkingen.xqﬁﬁﬁﬁﬁxn uit de exponentiele
verdelling, dan 1is

i1l — :L ?t}— X9j25 (L}' .;2)

9,25 R 1

een schatting van (4.1). De steekproefvariantie 1is:

2 1 9,25 e 4
ST = —— 7 (X - m ) (4.3)

Bij een berekening met n=100 werden op de volgende wiljze
aselecte getallen gebruikt uit M.G. KENDALL en B. BALINGTON'S

e &
"tapble of random sampling numbers': van het 19  dulzendtal werden

4
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van de voorste groep van 3 cijgfers de eerste 5 cijfers als aselect
getal gebruikt. Dit levert 25 aselecte getallen. Vervolgens werd
hetzelfde procédé gevolgd voor de tweede, derde en vierde groep
van 3 cijfers. De absolute waarden van de logarlithmen van deze
aseélecte getallen zijgn de aselecte trekkingen {xi}j verwerkt 1n

(4.2).

Deze schatting geeft dan:

m = O304 4 4
93 25 ..J..j ( )
met steekrrocflvariantie:

5C = (63.156)°7 i .5)

bourd? N 3 e v ; ( *5_
De werkelil ke waarden voor L en CE(m =) zljn echter:

O, 25 —'95 *’3-5
Mo o = 1(70,25) = 639.233 (4.6)
9,25

Cn

g

« & o “ r ~ 1835 -~ X < |
~ \;9§25) w"1C£>{be = dx”f¢9ﬁ25s B
@

- oo L T(19,5)-( [7(10,25))2} = (1,665.107)2. (4.7)

e verkregen schettingen zijn dus bijzonder slecht, zoals te be-

9,25

Cregoen is, aengezien d» grootheid x- waarvan hier het gemid-

delde bepaald wordt, buitengewoon scheef verdeeld is. Immers:

- [ -
> 9.9 N, , . —
I m‘.}*{“‘ :T" }Lﬁ.9:}25 _‘: m— O:‘} O/])—LD o (4 98)
wWe zullen straks een betere schattingsmethode voor rxg o5
3

aangeven,

Kon middel com de veriantie te verminaeren, 1s vergroting van
de stledprociomvang. Lvenals in voorbeeld 1 verkrijgt men in vele
pevaller. cctter ecn canmerkelil jke variantiereductie slechts bij
een enorm veecl grotere steekproefomvang. Om de variantie te ver-
mincacyren heelc men Cuarom andere methoden ontwikkeld, die alle
neerkomen op wijzliging van het steekproefschema, d.w.z. geschikte
Wiligjgziging van ac verdeling waarult een steekproef gedaan wordt.

217 een praktisch probleem wordt dikwijls de grootste varian-

tiereductie bercikt dcor een zo efficiént mogelil jk gebruik van de

speclale gegevens val. het probleem. We zullen echter slechts enige
algemenere methoden hesprecken. Deze zijn geen standsardtechnieken,



- D] -

maar aanwli jzZzlngen om bl €en gegeven probleem een weg Te vinden om
de variantie te reduceren. e zullen de betreffende ideeén dan ook
slechts aan elementeire voorbeelden 1llustreren. hen overzicht van

verscheidene van deze methoden vindt men bij H. KAHN (1956).

4,1, Importance sampling. Ve kieéen als voorbeeld het schatten van

een bepaalde integraal
= [ g(x)f(x)ax (%.9)

waarin g(x) een bekende functie en f(x) een bekende verdelings-
dichtheid is. De meest voor de hand liggende schatting van (4.9) 1is

4 n
T, = = Zg(x) (41,/]0)

waarin {xi} aselecte trekkingen ult de verdeling met verdelings-
dichtheid f(x) zijn.
/e kunnen echter (4.9) ook anders schrijven:

z i 2. h(x)d (4.11)

waarin 1 de verwachting 1is van.&i%%£§él~ten opzichte van een bekende
verdelingsdichtheid h(x). Hierult volgt dat we als schatting van 1

eveneens kKunnen nemen:
2 ey )f(yy)

I = — >
— L hilii

1=

(L.12)

waarbi ] {yi% aselecte trekkingen zijn ult de verdeling met verdellings
dichtheid h(x). We willen nu h(x) zodanig kiezen, dat de varlantile

van ;2 minimaal 1s; dus moet

oC 2
2 T g ‘ f 2
(L) = g { S B e - 1f (4.13)

minimaal zijn, met bijvoorwaarden

(4 .14)

!
AN

h(x) 20 (~w<X<w) en fh(x dx

Dit is een probleem uit de variantierekening dat kan worden opge-
lost met de multiplicatormethode van LAGRANGE (men zie biljv.
R. COURANT, Diff. and integral calc. LI, Chapter VII, 1948). De

gezochte h(x) wordt verkregen door de integrand van



o oG
§/ L§L“%£%}l) ax +'>mf;h (x)dx = ;Q{LgL%%£%51l3'+ Xh(x)}dx

‘erenti€ren nsar h(x) als onafhankeli jke varlabele, en de

€
sfgelelde gelljk nul te stellen. Dit geeft:

< ;L51iy2->g: 0 * (4.16)

[
i—-:J
FJ

/
h(x) = ..l. iﬁiemﬁ,_.).__i_i_\_}_{___ 6 (4.17)

n(x) = — &) 1f(x) (4.18)

G

Jla(x)f(x)dx

-

Door substitutic van (4.15) in (4.13) krijgen we de minimum-

var il ntim s

0

nin o™ (L) = 4 (( [ |e(x) |£(x)ax)2=( [e(x)e(x)ax)2  (4.19)

Als plx) >0 voor -w<x <m, dan is (4.19) gelijk nul en I,=I
wegers (=.12) an (4.18). Uit (4.18) blijkt dan echter ook, dat we
langs deze weg de optimale h(x) niet kunnen bepalen, omdat Wwe
daarvoor Jjulst de ocorspronkelijke integraal (4.9) zouden moeten
Zennin. We kunnen cchter opmerken, dat voor de optimale h(x) de

iunectie

alx)f(x) (4.20)

waarvar hot eomnlcieide bepaald wordt t.o.v. de verdelingsdichtheid
h(x), 2en constante {(nl. I) is. In het algemeen wordt de variantie
van (4.12) dus verminderd, als men h(x) zo kiest dat de functie-

wazrdan van (4.20) een geringere variatie hebben dan de oorspronke-
w s anl x f
L1 JiC LtUnecoLe {5 X} &i o

et bovenstaande kan toegepast worden in voorbeeld 2 van
]

jrﬂex 1-x)dx = jﬁx.12X2(1wx)dx en
O

geven hilervan de schatting L, = 1 Z:x waarbilj {gi}aselecte

i

. ,,»-h - x.' prvr . ) *:‘ T ?#..ﬁ P - k PR » » . I
Sl T dda e WD BenliLyven
=
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tregkingenzijn.uit de B(3,2)-verdeling met verdelingsdichtheid
12x7(1-x). Uit 10 aselecte getallen berekene de lezer Xgs e eosXqn

m.b.v. de vergelijking (3.4) uit parasgraaf 3 en KARL PEARSON's
"Tables of the incomplete beta-function". De variantie

/e * ﬂ . ﬁ :
O LEZ) = 0,004 is kleiner dan O, 02, de variantie van de eerste
schatting I

Nog veel duidelijker is het belang van bovenstasnde methode
echter 1in de volgende toepassing.

Voorbeeld 2.

We geven een tweede schatting van }¢9 o5 van de exponentiéle
verdeling. We schrijven (4.1) nu als J

CO

C, 25 x7e ¥

_ 1 e 1
Mg o5 h[%EL,}c 5 dx . (4.21)
O
Hierbij wordt Mg o5 dus beschouwd als 9! 5159325 behorend bilj
de -verdeling met 10 vrijheidsgraden. Voor een Monte Carlo-

schatting van (4.21) wordt gebruik gemsakt van dezelfde aselecte
trekkingen uit de exponenti&le verdeling als in voorbeeld 1. Vol-
gens paragraafl 3 kan de som van 10 opvolgende van deze trekkingen
gebruikt worden als aselecte trekking uit de fmlverdeling,De 100
aselecte trekkingen Xqs 25X 000 V1T de exponenti&€le verdeling leve-

ren dus 10 aselecte trekkingen Yqoeees ulLtc de fwwverdelingj en

10
hierbij geldt

yk — Z. X’l©(1{—-1)+i kmqnagﬁ_}/‘o o ()“'022)

m! - 2 3 y§j25 = 031.331 . (4.23)

De steekproefvariantie bedraagt (n=10):
n
0,2

2 _ 1 T (9t - my 50)% = (58.510)% . (4.24)

De werkeli jke variantie van 9L1p325 bedraagt voor een leverdeling

met 10 vrijheidsgraden:

o 9 “y
2 O, 25 D 0,5 y~e 2 _
O T(9ty 7)) = (9!) afﬁ e Jy - =
< 5 o' 9,25

= ot 1 (10,8) - (1 (10,25))% = (51.242)% (%.25)



dus de variantie van (4.23) is

2
Ug(m* ﬁ25) = % 02(9310525) = L@./_‘_;l_gi?_)._ = (’16.9204)2, (4.26)

Vergelijkt men (4.20) met (4.7) dan blijkt door importance sampling
de variantilie te zijn verminderd met een factor

3 o
(15825367 )" ~nc® (427

Bij het toepassen van importance sampling is de grootste moel-

1lijkheid het vinden van een goede verdelingsdichtheid h(x). Voor
het geval dat de keuze van h(x) beperkt wordt tot een bepaalde
klasse verdelingsdichtheden h(x,e), die zich onderscheiden door
verschillende waarden van de parameter 6, is door A.W. MARSHALL
(1956) een methode asngegeven om de optimale h(x.9) te benaderen.
Een andere methode om schattingen te verkrijgen van gemiddelden
van grootheden die een bepaalde verdeling bezitten, door middel van
steekproeven uit andere verdelingen, is de Conditional Monte Carlo.
Deze methode 1is echter alleen geschikt voor steekproefexperimenten
die met typisch statistische problemen samenhangen. Voor literatuur
hierover zie men: H.F. TROTTER en J.W. TUKEY (1956) en
J.M. HAMMERSLEY (1956).
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4.2, Gecorreleerde steekproeven. Ve keren terug tot het schatten

van de integraal (4.9). We veronderstellen dat we de integraal

I Jf;(y)V(y)dy (4.28)

kKennen, wasrin de functie w(y) en de verdelingsdichtheid v(y) op
een bepasalde wijze samenhangen met de functie g(x) en de verdelings-
dichtheid f(x). Is deze samenhang nauw, dan kunnen schattingen van

L en 1' sterk positief gecorreleerd zijn @¢ls zij worden ulitgevoerd

met dezelfde aselecte getallen. Deze eigenschap kunnen we gebruiken

om de variantlie van de schatting van I te verminderen.
Als nieuwe schatting voeren we in:
n
]

..;[_.3 Y ig/l{g(ﬁi)“a(w(li)“ll)} s ““29)

De {xl} en {yi§ z1ijn aselecte trekkingen ult de verdelingen met

dichtheid f(x) resp. v(y), gebaseerd op dezelfde aselecte getallen.
De constante o in (4.29) moet nog nader bepaald worden.

Men ziet gemakkelijk in dat (4.29) een zuivere schatting is
van L.

U

E(13) =1 (%.30)

met varlantie:

<72L£3> - %g[f{(%(X)~I)maiW(yJ“I‘)} “ ¢ (x,y)dxay (4.31)

vmuﬂrmicpﬂx,y) de simultane verdelingsdichtheid van x en y voorstelt.

Uitwerking van (4.31) geeft:

(L) = 5 {of - rapoy oy +afoy (4.32)
meT :
CT% - Jﬂ(%(x))zf(X)dmeE (4 33)
' /l .
‘75 B éjkw{y))EV(y)dyﬂI 2 b3k
f:zo m(g(x)m::)(w(y)“:[r) C{?’(ng)d}cdy
. ' (4.35)
CH Oé

De beste waarde voor o in (4.29) is die waarvoor (4.32) mini-
maal wordt. Door de afgeleide naar o van (4.32) gelijk nul tTe stel-



len, vinden we voor de beste o :

Substitutie van (4#.36) in (4.32) geeft nu de minimumvariantie:

: 2 { 2
min O (““1”3) = HU%(/l* o ) : (437)
De variantiereductiefactor t.o.v. de schatting I, in (4.10)
. =
(L) N
18 —s—— ; deze bedrasgt in dit geval (1~§? ) en 1s zeer
o*(L,)

groot als O~"1. Voor kleinere O wordt de betekenis van deze

actor snel kleiner. BijJ vele problemen komt de besproken methode
echter in aanmerkin

C

z om Ttoegepast Te worden.

In de praktljk kan men de optimaele & niet bepalen, omdat men

voor de berekening van Q en ‘SH

Meestal wordt in dit geval & =1 gekozen. Is dan S 4~ 0, en o ~1,

dan verschilt =1 niet veel van de beste o enn wordt een asnzien-

juist de weaarde van 1 nodlig heeft.

L1gke variantiereductie verkregen.

Het 18 echter ook mogelijk de beste o door een steekproef-
experiment te schatten. Men kan daartoe de verkregen steekproef
in twee gedeelten splitsen; met behulp van de trekkingen {xi} e 1l
{yi% in elk deel worden (op een of andere Wwijze) oF 04 en <aé ge -
schat, wat een schatting geeft voor de beste < in (4.36). De o,
verkregen uit het eerste deel, wordt nu in (4#.29) gebruikt met de
{Xi} @EL{Q%} utt het vuocdo deel, en omgekeerd. Aldus worden twee

waarden Eg verkregen, waarvan het gemilddelde nog een zulvere schat-
ting van 1 is.

Voorbeeld 3.
We geven een schatting van f¢9 o6 van de exponentiele verde-

= 639.233 kennen:

ling in de veronderstelling dat we }wg o5

e
m:k[ x9”26 e “dx . (%.38)

O
le gebruiken hilerbi; dezelfde aselecte trekkingen ult de | ~verde-
ling als in voorbeeld 2 en maken gebruik van de daar gegeven schat-

Cing van #19 o5 ¢
Analoogjaan de schatting (4.23) van ﬁL9L25 in voorbeeld 2

9,26



schatten we (4.38) door:

! prA
- 2 5 ygﬁio = 645,600 (%.39)
De werkellgke waarde van }L9526 bedraagt:

rﬁw 4 &~
g g = 1 (10,26) = 653.903 . (4.40)

De variantie van de schatting (4.39) bedraagt:

S 9220y = Lot T(10,52)-( [7(10,26))"

= o(54.507) = (17.236)°. (. 41)

Een schatting overeenkomstig (4#.29) met « =1, gebruikmakend

van de schatting van ¥L9 o5 in voorbeeld 2, levertv:

10
L O‘"}g 2 Qc — -
%6*:v;¢{yi, 6 (5925 M,Jié%§23§ _ 653,492 (4.42)
1= ~ °

wat goed overeenstemt met (4.40).
De variantie van de schatting (4.42) vindt men volgens (4.32)

met =1, nmﬂojcjgw (9‘ o ?6) ul®T (4944) en <3§“ Cf(9 J 25) UulT
(4.25) en:

€>m3$_r110254)m (10,25). [ (10,26) _ 4 599860 (4 43)

. L . :
172

Voor de variantie van (4.42) vindt men tenslotte:

] 2 z . 2

os( O5-200, O+ OF) = (1069)° | (4.44)

Vergelijking ven (4.41) en (4. 44) leert dat de variantie Dbi)

deze methode verminderd 18 met een factor:

7,236 ;
( 1063 ) = 20 45
U

Een schatting uitgevoerd met de optimale waarde van A =0F" =
= 1,004 geeft als schatting voor Ko o6¢ 654,019, De variantie
van deze schatting bedraagt volgens (4.37) (288) Hierdoor wordt

de variantie dus nog verminderd met een factor

[ 1069 e B _
(“5@8‘ = 14 (4.46)



| - ~
want de totale vermindering is (17“2“Ui) =
2

W

In het bovenstaande werd een integraal geschat waarbij men de
waarde verl een hiermee in verbea

nd staande integraal nauwkeurig kent.
Als men echter beide integralen moet schatten en behalve in de

waarde van elke integraal afzonderli jk, ook geinteresseerd is in
hun verschil, dan verdient het aanbeveling om beide schattingen te
Pbaseren op dezelfde aselecte getallen. Doet men dit niet, dan zal
de variantie van het verschil de som zijn van de varianties der
beide schattingen afzonderli jk, terwijl bi, gebrulkmaking van
dezelfde aselecte getallen men de variantie volgens (4.32) vindt

met CcL=1. Deze laatste variantie bedraagt 1chqw2gj ;{koé;}en.is
wegens E?>‘O kWlelner dan de eerste, die %(<>%+<32) bedraagt
4.3. Antithetic variates. Deze methode is afkomstig ven J.M. HAMMERSLEY
en K.W. MORTON (1956). Ve geven een schets van een toepassing bi]
net schatten van de integraal
g
I = L/ﬁg(x)dx , (H.47)
O

We kunnén hiervoor als schatting gebruiken:

b

1 =" )

waarbl ] {xi} aselecte getallen zlijn. ken andere scnatiling 1s
n

_ N - 5 A —
L i{;l(ai 05 10812, g2 -2y _q)x;] (.59

waarin O=a < a, <eoo <8 = en,{xi} onafhankeli jk verkregen aselecte
it

cetallen zijn. (4.49) is een zuivere schatting van I:

Et = T . (4.50)

Als de déelpunten.{ai§ geschikt gekozen worden, zal de vaeriantTlie van
(4.49) in het algemeen kleiner zijn dan die van (4.48).

We nemen nu de {x } niet meer onafhankelijk, masar leggen €r
cen zodanig verbend tussen, dat als sommige termen in (4.49) rela-
tief groot zijn, andere termen relatief klein zZ1ljn. Hierdoor kan
de variantie verder gereduceerd worden, terwlijl de schatting zulver



blijft.

Voor n=2 gaat (4.49) over in:

E_ = &Q;“(caé,l) - (’l c’i) ““““ {a-i-(’}--a)g;}l} o (4,,5’])
Op grond van het verloop wvan o(%x) in het interval (0,1), bigv.

monotoon of met ecn extreen in (0,1), kuanen we nu het verband
tussen q G0, ZO Tracnten te kiczen, dat U een geringe spreilding
neef't. Voor n=4,8,... ken dit procédé telkens herhaald worden. Op
de uitwerking hiervan geaan we nict in.

Het 1s mogelijk gebleken om met de methode ven de antithetic
variates op grond van een globale indruk van het verloop van
iuncties aanzienlijke variantiereductie te bereiken voor zeer inge-
wikkelde schattingsproblemen.,

5. Voorbeeld

b L e ] T

We stellen ong voor dit we een voorrasd massagoederen moeten
beheren, waaruil door klanten op onregelmatige tijdstippen volgens
nun behoeften zekere hoeveelheden worden betrokken. We veronder-
stellen dat het aantel klanten dat in een bepasld tijdsinterval
cen bestelling dret, een Poilisson-verdeling bezit. Dit betekent dat
er behoudens een kans nul slechts €én klant tegeli jk aankomt en dat

de intervallen tussen twee opeenvolgendc asnkomsttijdstippen onder-

ling onalinankell k cixponenticel verdeeld zijn. Ook nemen we aan dat
de grootten dois hegt@ilingen oncerling onafhankell gk 1dentliex en
continu verdeeld zign (aus niet noodzakelijk veelvouden van een of
andere eenh2id zijn, .
Wonnrer cize vonrroad te zeer 1s verminderd of uilitgeput, vullen
we dez2 oo Jdoor cert order te plaatsen big een bultenlandse leveran-
clier. v 1s overeergcekomzn dat deze onsg elke keer een constante

hoeveelheid Tcerendt, biLjv. met een schip. De schepen kunnen aan

¢}

vertirnoing ond2rhevig z1jn, maar halen elkaar niet in. Hun relsduur

ig duge stochagtLruch.

Als een klant meer bestelt dan onze voorraad bedraagt, verkopen
we alvast wat we eventucel nog hebben en wachten dan aanvullingen
uit het huitenlsnd af, waaruit het ontbrekende geleverd wordt. We
z1in contractucel verplicht om aan de klant een boete 02 per ton te
betalen voor elke dag dat we te laat afleveren. Verder z1ijn de oOp-

s lagkcsten Cq ver ton per dag.
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Als we nu verder onder "voorraad" verstaan de hoeveelheid
goederen in de opslagruimite . vermeerderd met de orders die eventu-
cel &l ult het buitenlaznd naar cns onderweg ziin, dan stellen we

nu e vraazs tot hoever we dese voorraad steeds zullen laten dalen,

alvorens e2n nieuwe order 1n het buitenlsnd te plaatsen. Het
criterium 1s dat bij deze grenswaarde van de voorraad de gemiddelde
kosten, pbesvscance vit opslagkosten en bhoetes . op de lange duur
minimaal zijn. Dagrdoiv-cn de vesloopsprijs  van de goederen tevoren
ragtstaan, 1o hicrmee Hij een bepaalde verwachte vraag een constant
bedrag germoe1d, dat we verder bulten beschouwing laten.

Uit statistische gecevens blijken er per maand gemiddeld 8

klanten tec komen. D2 kans op n klanten in een periode van T maanden
18 Cus:

, L) oA 7
O € (5.1)
met A =8

Verder werd voor de levertijgd ult het buitenland een |-

verdelins met 4 vri jheidsgraoden gevonden. De gemiddelde leverti jd

bedrocg 1 mannd. De verdelingsfunctie vaen de levertijd T in maanden
L3 dus:

T

,, /u
Q - -

met o= Mmi% :

De verdnling van de vreag per klant sloot goed aan blj een

| ~veraelling meo 2 *..frig}heidggraden an gemiddelde 200 ton. Voor

ceze verdeling vindzn we dus

"y

S {5 \Y / Y | _ G T L (5 3)
I‘]_ \ - ) =l ”m?-?:{-vﬂr J $ - ; d L, o
Q)

met v=2, ( ~=1. De grooste cer bestellingen wordt dus ultgedrukt 1n
ceenheden van 100 tToa,

De grootte van elke order bij de buitenlandse leverancier be-
droeg =500 ton.

We gaan nu cde optimale grootte X van de voorraad bepalen.
Zodra de voorvasad beneden de grens X komt, wordt een nleuwe order

ter grootte g geplaatst.
Om X te bepalen kan men het proces cen santal malen nabootsen
met verschillenrde grenzen, tot waar men de voorraad laat dalen al-
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vorens een nieuwe order te plaatsen. Op grond van de tijdens zo'n
proces te petalen opslagkosten en boetes kan men door onderlinge

vergell jking de optimale X henaderen. Deze methode is echter zeer

moelzZaam, ILmmers men mcoet biL) een aantal grenzen quxgjﬁga de ge-

maakte kosten bepalen en deze vergelijken. Bovendien vindt men bij

elke*xqﬁxgﬁﬁ,g van de gemiddelde kosten slechts een schatting.

Daarom kan men het probleem beter eerst analytisch aanpakken
en pas daar waar men met analytische methodes niet verder komt,
een steekproefexperiment uitvoeren.

Uit formule (5.22) van hoofdstuk XI (Voorraadproblemen) van
deze Leergang volgt dat de optimale X bepsald kan worden uit
X -+Q

.i 1 N >
M(X) = = f F(s)ds = pom— (5.4)
X

waarin d, Cqﬁ C, de bovengenoemde betekenis hebben en F(s) de

-

verdelingsfunctie 1is van de vraag tijdens een levertijd (van een
bestelling g in het bultenland).

Om X uit (5.4) op te lossen moeten we eerst F(s) berekenen.
Het aantal klanten in een vaste levertijd T heeft volgens (5.1) de
verdelingsfunctie

n : 1
P(n]1) = = B em T (5.5)
1 =0 T

Als verdelingsfunctie van het aantal klanten tijdens een stochas-

tische levertijd krijgen we wegens (5.2)

n N v L .
P(n) = 3 / D AT 1)
'?1?:@ ~ Lo
— ()

o

n /ﬂ' k*i y }‘{ 1 .
- o, T4+ =1 —~(A+o)T .
el ptepet 0 -
Z:Q J s [T L
L 0 ;
== g%: (L+}Jn/l> ( """2'}:"" >l ( S )}JL ° (%#6)
i:::’::{i} }_/1.'"‘/1 | >\_,+C}i_, | j\a"!"@v i

F(n) is dus een negatief binomiale verdeling.

~ F A |
De verdelingsfunctie van de vrasg ven een klant wordt gegeven

door (5.3). De verdelingsfunctie van de vraag van n klanten, komende
in een levertijd, is de verdelingsfunctile van s = §_+,‘¢f§nﬁ'waafbij

<ﬂ%_§i onderling onafhankelijk en alle volgens (5.3) verdeeld zijn.

tiegens een bekende eilgenschap van de §mﬁverdeling heeft dan s een

A



| -verdeling met nv vrijheidsg
W vinden 4dus voor
stochastische levertijd:
;} ( S ) = ?( = 5 = PS :::“:.._C) 1
- - - .
CO ~
1+ o~
- 20 ()
1= M At A
o3 (l+ H:l"/l ) (Kmk \ 1 <_..............<35
1 =" Hﬂ + QL / }\:"5" X %
9
Met deze uitdrukking voor F(s) is 1n (5.4) nlets te beginnen.
iHoewel het mogelijk 1s een eenvoudiger vorm van F(s) af te leiden,

zullen we nu eerst de Monte Carloe-methode toepasgen., We doen een
groot aantsl trekkingen uit de verdeling F(g) (zie de volgende

alinea) en berekenen hiervoor de cumuletieve frequentieverdeling

G(g), d.i. de fractie der steekproefuitkomsten = g. Substituer
we G(s) voor F(s) in (5.4), dan veldoet asn (5.4) een eenduidig

bepaalde ¥, dasr G(s) een monotoon niet-dalende trapfunciie 1is. De

cevonden X is als resultaat van een steekproefl stochastisch; notatie:

X. Om de nsuwkeurigheid van de uitkomst te bepalen, moeten we dan

Wil

nog de variantie van A kKennet.

ren aselecte trekking ulit de verdeling F(g) kan men opvatten

als de totale vraag tijgdens een (ﬂtoehaﬁtiﬁﬁ?@) levertijd. Door een

o’

Ll

treklking ult de negatief binomiliale verdeling (5.6) wordt eerst het

' * * p el e ~ vy A 3 _ PP VS S
santal klanten bepsald dot in een levertijd komt. Dit geschiedt

doordat man de negatief vinomiale verdelling als volgt kan voort-

o« -~ A R e , e ey O Y /- , B o - S o 1 1
brengen: heeft men een eglternatiel met kans /(A +oyop succes, dan

. —_— 1. : e -, —
is het aanta2l wansuccessen vooralgaande aan hel - Succes, Vel

w dme e ) Lo\ 3 o= B4 /12 = 1/3
deeld volgens (5.6). Hier 1s }ji=4% en SN o= 412 1/73 .

Met de methode van LAHMER werden pseudo-aselecte getallen

verkrepgen mev

U~ =00 - . g
o o (5.8)

Het alternatief, te gebruilken in de verdeling (5.0), is het Erekken
’@<1€ >-i Het eerste heelt een kans §-en

van een aselect getal <3 3 _
wordt als een succegs beschouwd. Is dus n hev aanﬁal aselecte getal-

T I o 1 o
len }~1'voorafgaande aan het 4~ aselect getal <:3§ dan 1s n een

3
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Uit deze tabel volgt, det onze Monte Carlo-schatting van X zeer
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Appendix

Als a, b en m gehele positieve getallen zijn, a <m, b<m en

ab relatief priem met m, dan kan volgens paragraaf 2 de methode van

LEHMER gebruikt worden om een ri) pseudo-aselecte getallen {ui} te
construeren:

U~ = D

= aun(mod m) n=0,1 2. ... (A.7)

-
|

n-+-1

voorbeeld 1.
Met a=27, b=5, m=32 krijgen we de ri]

— — — — =)
U > 1L1r7 U ,-~=29 u,="15 Uy, g

u5w23 u6m13 u7m31 u8muombﬁ

die al in paragraaf 2 besproken werd.

Over de periode van een aldus verkregen ri] {ui} volgen nler
enige stellingen. Daar deze behoren tot het tTerrein der getallen-
theorie, laten we van sommlige het bewl js achterwege en verwiljzen
hiervoor naar: G.H. HARDY en E.M. WRIGHT (1945) en H.J.A. DUPARC,
C.G. LEKKERKERKER en V. PEREMANS (1952) en (1953). Laatstgenoemden
behandelen ook de periode van een ander type rijen. Verdere litera-

tuur over de periodiciteitseigenschappen van de hier behandelde
rijen geven E. en V.,J. BOFINGER (1958), J. CERTAINE (1958) en
J. MOSHMAN (1954).,

otelling 1.

>tel a2, b en m gehele positieve getallen met a<m, b<m en ab

relatief priem met m.(Hieruirt volgt dat a met m, en ook b met m

relatief priem is.) Als de ri] {ui} cedefinieerd wordt volgens
(A.1) en als voor een bepaovlde n= 0 geldt:

Uoigq T Uy (A.2)

dan 1s

d

a~ = 1 (mod m) (A.3)
en aan relatie (A.2) is voldaan voor alle nx 0,

Bewljs.

Uit (A.1) volgt: uqmab(mod m). Stel nu unmqmban“q(mod m), dan is

volgens (A.1):
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A5

ﬂ ﬁ . S S -2
-t £s-2, dus de maximale periode behorend bij m=2 , 1s 2 o

Voorbeeld 3.

'e keren terug near voorbeeld 1 en schrijven de dasar gevonden

rij {u. ! in bineire vorm:

U, =0010C1, u, =00111, u,=1110"1,
u; =011 11, wy =10101, u; =1011H1,
ug = 01101, u,=11111, ug=uy=00 10 15
'S ~
(dus bijv. Uy = 1.2 1 020 £ 1.9 +1.27 +1.27 = 29) ,

In dit geval is s=5 en ©t=2, dus volgens stelling 7 1is 1n
voorbeeld 1 de periode 8m25”2 tevens de maximale periode, behorend
bi]j mm32m25.

Het meest rechtse cijfer in de binaire schrijifwijze van {ui}
is steeds 1 en heeft dus de periode 1; de perirode van het groepje
der lsatste 2,3,4,5 cijfers (van rechts ceteld) is respectievelil jk
2,2,4.8, Dit volgt ook uit stelling 7, want het komt erop neer dat
men bij a=27 respectievelijk neemt s=1,2,3,4,5.

Alleen de rig {ui§ zelf heeft dus de periode ES't als s > 7T;

laat men van links naar rechts telkens een cijfer van de binaire

vorm der U. Weg, dan ontstaan binailr geschreven getallen waarvan de
periode telkens met een factor 2 afneemt, totdat het aantal ciljfers
in een groep tot t gedaald is. Het is dus bij dic procédé aan te
bevelen om zoal niet de {ui%zelfj dan toch een der ciljfergroepen mev
grote periode te gebruiken, en de minder signifiicante groepJes ( met
korte periode) bulten beschouwing te laten.

Stelling 8.

[1S m. en m, relatief priem zijn en m=m,m,, dan is é(ajm) het K.G.V.
van é(aﬁmq) en é(aﬁmz)a

BewlJjs: ult
ia é(a m)m__,i

m (A.20)

volgt

K
3
3

4 é(ajm)“qj

) ) é(akn'l)m,l a (A.21)

g =h My

Volgens stelling 2 is é(ajm) dus een gemeen veelvoud van {5(a}m1)

en ~é(a§m29ﬁ Zij nu v een willekeurig gemeen veelvoud van é(ajmq)



A6

‘\ oy 5 L+ I V 1 V
en 5(adnkdg can 185 volgens stelling 2 m, | @ -1 en M, | 8 -1, dus
- |
Y

-1, want m, en m, zlin relatiefl priem. Dus é)(asm) 18 een

My | &
deler van v, g.e.d.
Voor O(a,10°) volgt hieruit:

d(a 107 = K.G.V. ( é(a928)5 é(aﬁ58)) , (A.22)

Als r de hoorcte mucht van 5 deelbasr op a 5(a,5)“1 en Tt de

noogste macht van 2, deelbeaar op a+1 is, terwijl bovendien s > r,t

-
dan volgt ui* de¢ stellingen 6 en 7 en (A.22):

&

3a,10%) = k.a.v.(257% 55T §a,5)) . (A.23)

Ult stelling > volgt dat O(a,5) deler is van 4= ¢(5). Stel-
+Len we dus:

oa,5) = ot (1 = 0,1,2) (A.24)

J -1 f:#__t ,,&
5 o als s-t =1

| )
R (A.25)
( 5 0 als s-t <i

De periode behorend bij 10° zal dus maximaal zlJn als r=1, t=2 en

-\ — ) - L
(S ( d ﬁ 5 ) mh; ﬁ 6 a-j.:; i

Volgens (! ) vindern we dan voor deze maximale periode:
5 27T = 510 als s =4
AR~ .
;} . E o _— P G m'i a 1 S S — 3 _
o r“xQ D ( A ) 26 )
;) e L. L L'l.,O Ells S s
»
2 = 4 als s =1,

en Zie o ger2lthedljic i, dat a=3 aan de bovengenoemde voorwaarden
voldoet. In decimale vorn seschreven, vestaan nu de getallen {Ui}
uit s cigiers, 213 m=10" . Voleens (A.206) zal hierbij het laatste
cijfer de nzroiodn 4 nebben, de laatste twee cijfers tezamen de
Periode 20, enz. Iumers da lastste k clijfers vormen de rest bij
deling van dn gecallen {ui} door ﬂOkg Wil men van de minder signi-
f'icante cljliergroepjes met korte periode geen gebruilk maken en is
men alleen gainteresceerd in waarden s=4, dan is het niet nodig s
20 te kiezen dat O(a,5)=4, Bijv. a=11 voldoet eveneens asn de voor-
g

=2 en komt dus ook in aanmerking.

T 1 2 K
Wanneer bDz2halve a <m, ook a < m, aB<:m5#°.ga <m, dan zal als

»
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